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Introduction Générale

Un des principaux objets de 'automatique est 1’étude des systémes dynamiques
a des fins de prises de décisions et de conduite. Un systéme dynamique est une
représentation, sous la forme d’un modéle mathématique, du comportement d’un
ensemble de composantes de l’environnement humain. Ce modéle mathématique
traduit au moyen d’une relation de causalité dite d’entrée-sortie (entrée-état), 'évo-
lution de ces composantes sous l'effet d’actions extérieures. Cette relation permet
alors de rechercher les actions & mener (commande) pour imposer au systéme un
comportement désiré.

L’étude concerne alors le développement et 1'application de concepts, de mé-
thodes et de moyens pour la modélisation, I’analyse et la commande de ces systémes.
La conduite rassemble les notions de planification, ordonnancement, observation,
surveillance, commande et supervision tandis que la prise de décision est davantage
liée au traitement de 'information avec I’acquisition et le traitement de signaux et
d’images, la reconnaissance et le diagnostic.

Les domaines d’applications de cette discipline sont particuliérement étendus
puisqu’ils touchent ’ensemble des domaines ou une dynamique et une relation de
cause 3 effet peuvent étre identifiées : citons par exemple la mécanique, 1’électricité,
la chimie, la biologie, le génie civil, I’économie, etc.

Deux classes de systémes dynamiques sont habituellement distinguées dans la
littérature suivant la nature discréte ou continue des variables mises en jeu. Les
systémes continus sont décrits par une relation d’évolution qui s’inscrit dans une
durée tandis que I’évolution des systémes discrets est décrite par une suite d’états
dépendant d’une suite d’événements ordonnés. Les topologies fortes différentes de
ces systémes dynamiques ont conduit & des développements et & des concepts propres
a chacune de ces classes.

Le concept de Systéme Dynamique Hybride (SDH) est né en 1987 aux journées
de Santa Clara [Lev87| et désigne donc un systéme dynamique formé par le couplage
et 'interaction de variables discrétes et continues.

Aujourd’hui, la réalité des systémes industriels, les progreés réalisés dans la mai-
trise de ces deux classes de systémes dynamiques ainsi que dans le domaine des outils
de réalisation, mais aussi les performances qu’attendent les utilisateurs (notamment
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en streté de fonctionnement) ont conduit la communauté automatique a envisager
une approche unifiée des problémes de commande.

La richesse de comportement que 1'on est en droit d’attendre des SDH (actions
continues ponctuées de décisions fonctions de ’avancement des taches entreprises)
fonde de nombreux espoirs quant & leurs applications potentielles et mobilise une
communauté scientifique sur un large éventail de disciplines (automatique, informa-
tique, mathématique).

Mais cette diversité de comportements s’accompagne d’un cott : les outils,
concepts et méthodes pensés pour des systémes de natures différentes sont caduques
ou nécessitent une sérieuse refondation afin d’étre adaptés & ce nouveau contexte
hybride.

Cette thése s’inscrit dans cette thématique et aborde le probléme de la commande
optimale des SDH. L’organisation de ce mémoire est la suivante :

Le chapitre 1 est une introduction aux systémes dynamiques hybrides. A partir
de la notion de systéme dynamique, on introduit la nécessité d’un temps commun
aux parties continues et discrétes. Un probléme de blocage du systéme, lié 4 la notion
de temps divergent et résultant du couplage des deux dynamiques, montre que la
conception de SDH doit s’accompagner d’un certain nombre de précautions.

Un exemple réel de processus hybride permet ensuite d’introduire les différents
phénomeénes hybrides et deux modéles de SDH les plus couramment rencontrés dans
la littérature sont présentés en détail : le modeéle de Branicky fondé sur la clas-
sification des phénomeénes hybrides et les automates hybrides. D’autres approches
sont également mentionnées. Un bilan spécifique & la commande optimale des SDH
termine ce chapitre.

Le chapitre 2 présente I’approche de la théorie de la commande optimale par le
principe du maximum. Ce principe permet d’énoncer un ensemble de conditions né-
cessaires pour des problémes de commande optimale trés généraux. Deux exemples
“académiques” de systémes hybrides pour lesquels une application directe du prin-
cipe du maximum est possible, nous conduisent alors & une introduction aux pro-
blémes posés par la commande optimale des SDH.

Le chapitre 3 est consacré & l’extension du principe du maximum aux SDH.
Cette extension permet en particulier de prendre en considération un phénomeéne
hybride important (le saut autonome). Un exemple d’hystérésis pris dans la litté-
rature illustre parfaitement I’avantage que procure la méthode sur des approches
fondées sur la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman. Le principe du
maximum conduit notamment & une analyse plus fine du probléme aux instants de
rupture de modeles (discontinuités). Pour cet exemple, 'expression analytique de la
solution est déterminée.
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La commande optimale en temps est abordée au chapitre 4 pour une classe
de SDH “linéaires”. Un résultat montre comment effectuer la synthése d’une com-
mande optimale “bang-bang” par le calcul des instants de rupture de modéles et de
commandes. Mais ce chapitre important souligne également les difficultés que I'on
rencontre pour établir I'existence d’une solution. Une réponse proposée consiste a
étudier les solutions d’'un probléme étendu, obtenu en relaxant les contraintes im-
posées sur le domaine de commande. L’existence garantie d’une solution pour ce
probléme permet alors de déduire les solutions optimales ou sous optimales pour le
SDH.

Le dernier chapitre traite de la commande par critére quadratique. Pour un
systéme linéaire, ce critére permet d’assurer le calcul d’une commande stabilisante en
boucle fermée tout en limitant la dépense d’énergie nécessaire. L’équivalent hybride
de ce probléme de commande optimale est formulé et résolu. Ce résultat montre
que la commande optimale peut étre déterminée en résolvant une suite d’équations
différentielles de Riccati. L’application du principe du maximum dans sa version
étendue conduit également & deux résultats généraux de stabilité pour les SDH
linéaires. Enfin, un dernier exemple “académique” illustre le travail effectué dans ce
chapitre.
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Chapitre 1

Introduction aux Systémes
Dynamiques Hybrides

Historiquement, deux classes de systémes dynamiques ont fait 1’objet d’études sé-
parées suivant le caractere discret ou continu des variables mises en jeu. Une variable
est dite discréte lorsqu’elle prend ses valeurs dans un ensemble discret (ensemble de
points isolés) et inversement elle est continue si 'ensemble est continu. La repré-
sentation d’un systéme dynamique était soit purement discréte soit continue mais
jamais les deux & la fois. La raison de cette séparation est essentiellement liée aux
différentes métriques utilisées et recouvre donc un caractére théorique : on ne pense
pas un systéme continu et discret de la méme maniére. Or cette stricte séparation
ne reflete pas la réalité de la plupart des processus réels ; par exemple, dans :

— la prise en compte de seuils et/ou de discontinuités dans une régulation,
— Pamélioration des performances de systémes de production par lots (Batch),

— l'optimisation de ressources, etc.

Cette interaction est bien connue dans les processus électromécaniques ou des
commandes événementielles agissent sur les grandeurs continues et modifient la dy-
namique du processus. Jusqu’a présent, les méthodes utilisées pour le calcul d’une
commande sur ce type de processus consistent & approcher le systéme par un mo-
dele moyen [Bog61, San85] : on est alors ramené a I’étude d’un systéme continu,
et la dynamique obtenue est une moyenne de celle obtenue par discontinuités de
modeéles. Mais, cette approximation du systéme réel n’est valable uniquement que
sous certaines conditions. Dans le cas général, il n’existe pas de cadre théorique.

11
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La notion de Systéme Dynamique Hybride (SDH) est apparue dans [Lev87] ou
la nécessité de développer une théorie mélant des signaux continus et discrets est
soulignée. Cette nécessité trouve son origine dans de nombreux domaines :

— la simulation de procédés complexes composés de plusieurs unités et de modes
opératoires continus,

— la conception de procédés “Batch” qui traitent par une recette séquentielle une
matiére représentée sous forme continue,

— la supervision de procédés et la stireté de fonctionnement de systémes multi-
modéles,

— la mise au point de controéleurs intelligents, c’est & dire de controleurs continus
mais adaptant leur réponse suivant une logique discréte,

— l'ordonnancement et la gestion de taches pour des systémes temps réels,

— la modélisation du comportement dynamique des systémes a temps de réponse
contraint par leur environnement,

— la validation de logiciels multimedias,
— le controle du trafic aérien,

— la robotique,

— etc.

On le voit, et la liste n’est pas close, les besoins sont vastes et les applications
potentielles multiples.

Les besoins se situent aussi bien au niveau de la modélisation, de la simulation et
de I'analyse de ces systémes que dans les aspects méthodologiques pour la conception
de leur commande.

Ce théme de recherche rassemble une communauté scientifique d’horizon des plus
variés : mathématiciens, automaticiens (automatique discréte et continue), informa-
ticiens (génie logiciel, et théorie du langage (logique temporelle)), ingénieurs sys-
témes temps réels, ... et fait 'objet d’une intense activité de recherche; citons les ou-
vrages collectifs : [HS93], [HS95|, [HS96|, [HS97], [HS98], [HSCC98], [JES98|, [Tac98|,
[HSCC99], [MSR’99], [Aut99] et les nombreuses sessions dédiées aux SDH dans les
plus grands congres internationaux (American Control Conference (ACC), European
Control Conference(ECC), Conference on Decision and Control (CDC),...).

L’équipe GRASPHY du CRAN, animée par le professeur C. Tung, a, depuis de
nombreuses années, les processus électromécaniques comme domaine d’application
privilégié. Ce sont des systémes dynamiques hybrides dans lesquels les interactions
entre les parties continues et événementielles sont particuliérement intimes. Au sein
de cette équipe, I'approche fut tout d’abord résolument applicative. Elle débute en
1975 par la réalisation d’'une commande numérique d’un pont de thyristors et par
une premiére étude des problémes posés par la simulation des systémes électromé-
caniques ainsi obtenus ou apparait clairement la coopération entre automate et un
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ensemble de modeles continus [lun76], [fun77]. Elle se poursuit par de nombreuses
réalisations dans plusieurs domaines tout au long de la décennie 80 :

commande : [Aub80], [Men85], [Mall95], [Hoh97], ...

simulation : [fun78], [Txi86], [Ibr93], [Hoh9s], ...

méthodes de conception : [Zan83], [Gue86], [Aub87], [Zan90], ...

streté de fonctionnement : [Aub87], [Wan91], [Aub9l], [Wan92], [Saw95], ...
modélisation : [lun78|, [Lou81], [Del95], [Zan+95], ...

validation : [Ibr93], [Zan93], ...

Depuis le début des années quatre-vingt-dix, I’approche “Systémes Dynamiques
Hybrides ” est venue donner un cadre plus global & ces travaux et a souligné la

nécessité de compléter cette démarche applicative par une approche plus formelle
[Zan95].

1.1

L’espace des temps en question.

Un SDH est un systéme dynamique au sens classique, c’est & dire que :

pour un ensemble ordonné T,
pour un ensemble d’états F,
pour un ensemble de valeurs de commande C,

et pour une classe de fonctions 2 mesurables de T — C non vide ayant la
propriété de concaténation (i.e. si wy € € sur [t1,ts] et si wy € Q sur [tg, i3]
alors w défini sur [¢;, 3] par w = w sur [ty, to] et w = wy sur [tg, t3] appartient
a ),

il existe une application appelée fonction de transition d’état

0:EXTxTxC—E (1.1)
90(',‘[’.071’-071’-71’[’) = .’L'(t)

vérifiant la propriété de semi-groupe, c’est & dire :

o(z,t,t,u) = z,Vu,t (consistance)

si Wo = Wy Sur [tl,tg] alors @(mo,to,t,wl) = @(mo,to,t,WQ),vmo et to,t S [tl,tg]
(causalité)

©(xo, to, ta, u) = @(@(zo, to, t1,u), t1, ta, u), Vu,t (composition)

Mais, le mélange de systémes dynamiques discrets et continus nécessite un certain
nombre de précautions notamment en ce qui concerne la définition de I’espace des
temps T.

En effet, pour un systéme discret, seul importe 1’ordre dans lequel surviennent les
différents événements et non la durée qui les sépare. Le temps est donc un ensemble
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d’éléments muni d’une relation d’ordre sans notion de durée par exemple {1,2,3, ...}
ou encore {a,b,c,..}.

Ce n’est bien stir pas le cas, pour un systéme continu dans lequel le temps en
tant que mesure de durée, est une notion fondatrice.

La mise en coopération de variables discrétes et continues impose que le temps
soit défini comme un ensemble continu. La datation des événements de la partie
discréte permet alors de plonger 1’espace des temps discret dans 1’espace des temps
continu.

On voit alors que le seul moyen raisonnable pour représenter les variables dis-
crétes, est de les considérer comme des variables continues constantes entre chaque
date d’occurrence d’événements et prenant leurs valeurs dans des ensembles discrets.

Il subsiste toutefois un probléme 1ié 4 la possibilité d’avoir un ensemble d’événe-
ments simultanés. Ce type de situation est acceptable si le nombre d’événements est
fini et si I’on considére par convention que I’état obtenu est 1’état induit par ces évé-
nements simultanés. Cette suite d’événements est alors considérée comme un macro
événement. En revanche, le cas ol le nombre d’événements est infini doit étre rejeté
car il méne & une situation de blocage du systéme par indétermination de 1’état. On
dit alors que le temps est “zeno” [Joh+99]. Par analogie, cette situation correspond
a l'explosion de la solution en un temps fini d’'un systéme différentiel continu.

La propriété de temps divergent ou encore non zeno n’est pas assurée automa-
tiquement : c’est un probléme lié & la conception d’'un SDH et il est impératif que
cette situation (temps zeno) ne se produise pas.

Avec notre convention sur les suites finies d’événements simultanés, on peut alors
considérer que les variables discrétes sont constantes par morceaux. Cette classe
de fonctions implique que le nombre de points de discontinuités est fini sur tout
intervalle de temps borné. Comme ces variables prennent leurs valeurs dans des
ensembles discrets, on identifiera trés souvent ce type d’ensembles & N ou aux sous
ensembles finis de N, par isomorphisme.

1.2 Les phénomeénes hybrides

Les phénomeénes hybrides que 1’on cherche a représenter dans un SDH sont des
discontinuités sur les variables d’états et/ou sur les lois (et plus largement modeles)
régissant 1’évolution du systéme. Il s’agit donc de rendre compte de changements de
comportements plus ou moins brutaux, résultant d’'un parcours et d’actions dans le
temps.

Certains phénoménes dont la durée est trés bréve comparée & 1’échelle de temps
d’observation du systéme sont considérés comme des discontinuités d’états et/ou de
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modeles par soucis de simplification. Par exemple, dans un processus électroméca-
nique, on ne modélise pas les phénoménes de commutation dans les interrupteurs
statiques.

Supposons que la dynamique continue est déterminée par un systéme différentiel
de la forme :

i=((t),t=0 (1.3)

On distingue alors quatre types de phénomeénes suivant qu’ils revétent un ca-
ractére spontané ou provoqué sous l’effet d'une action extérieure et qu’ils affectent
’état ou les équations du modele [Bra98+] :

— Le saut de modéle autonome : Le champ de vecteurs ((¢) change de fagon
discontinue quand z(.) franchit une frontiére de 1’espace d’état.

Exemple : Ce phénoméne permet de modéliser une hystérésis.

Considérons le systéme & = f(xz)+u ou f(.) est une fonction a valeurs multiples
(figure 1.1).

f(x)

- — —[- — —

F1c. 1.1: Hystérésis

x=A

F1c. 1.2: Automate associé
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Ce systéme hybride présente trés clairement des discontinuités de champs de
vecteurs aux points A et —A. Un saut se produit du mode 1 vers le mode
-1 lorsque la variable d’état z atteint par valeurs inférieures la frontiére A.
Réciproquement, le mode passe de -1 4 1 lorsque la variable d’état = atteint
par valeurs supérieures la frontiere —A. La figure 1.2 représente I'automate
associé a la dynamique discréte de ce processus.

Le saut de modéle commandé : Le champ de vecteurs ((¢) change de fagon
discontinue en réponse & une commande de controle.

Exemple : Soit un circuit électrique comportant un interrupteur u et dont
les ouvertures et fermetures provoquent des basculements de modeles de la
forme :

z = fy(z,v),k=1,2,.... K

g

6’) x ) CHPP piq”

F1G. 1.3: Circuit électrique avec interrupteur

La commande comporte alors la grandeur continue V' mais aussi la commande
discrete u (= 0 ou 1) (figure 1.3).

Cas de discontinuités autonomes sur 1’état : L’état x(.) subit un saut de
position en rencontrant une région de 1’espace d’état.

Exemple : On peut représenter des phénomeénes de collisions (figure 1.4).

Lorsque la balle frappe le mur, sa vitesse v = [v,, vy] devient [—rvg, —1yvy],
ou 75, représente un coefficient de restitution.

Cas de discontinuité commandé sur 1’état : L’état z(.) subit un saut de
position sous l'effet d’une action.

Exemples :

— Ajout d’'une quantité () de produit & un instant ¢ dans une cuve produisant
un échelon sur le volume V.
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FiG. 1.4: Chocs élastiques

F1c. 1.5: Circuit RC

— Fermeture d’un circuit RC produisant une discontinuité sur la tension y
(figure 1.5).

Une conséquence importante liée & ces phénomeénes, est que le nombre de va-
riables d’états nécessaires a la description du comportement dynamique du systéme
peut varier avec les occurrences de ces discontinuités.

Aux instants de discontinuités, les conditions initiales du nouveau modele (mode)
sont déterminées & partir des conditions finales du précédent a I’aide de fonctions
de raccordement.

Une autre fagon de procéder est de garder une dimension constante pour 1’en-
semble des modes, égale & ’ordre du modéle le plus élévé, et d’adjoindre pour les
modes d’ordre inférieur des contraintes algébriques. Le systéme hybride résultant
est un systéme algébro-différentiel constant par morceaux et le raccordement des
conditions initiales et finales aux instants de discontinuités s’obtient par projection
sur les contraintes.

Dans la section suivante, nous allons présenter partiellement le fonctionnement
d’un processus électromécanique dans lequel se produit ’ensemble de ces phéno-
menes.
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1.3 Exemple d’'un processus hybride : La Machine
Synchrone Auto-pilotée

1.3.1 Egquations et principe de fonctionnement

Une machine synchrone comporte au stator un enroulement triphasé, au rotor
un enroulement d’excitation parcouru par un courant continu et des amortisseurs
constitués par deux enroulements en court-circuit et en quadrature 'un par rapport
a l'autre (figure 1.6).

Pont de Graetz ©

I

»
Lt

Moteur Synchrone

TO| T2]| T4
3

7
.
-4

T3 I T5| T1

/
S
¢

F1c. 1.6: La machine synchrone

Les équations a coefficients variables de la machine synchrone s’écrivent :
Equations électriques :

vl =lo rlEabe v L)

Vo = [Vo, Vo, Va] T I = [io, i, 4a]”
Ve =[V;,0,0" I =T[i,ip,iq]

avec

Les indices 0, 2, 4 se rapportent aux phases de la machine (figure 1.6) et les indices
s et r sont relatifs respectiveent au stator et au rotor.
Equations mécaniques :
d
50 = w
d
%w

J = _fw+p(Ce_Cr)
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ou p et f sont des parametres. 7 désigne le moment d’inertie, C, le couple résistant
et C, le couple moteur.

Notons que les impédances L, L, et 1a mutuelle M, sont fonctions de la position
angulaire 6 alors que le terme C, — C, dépend de 'intensité des courants.

1.3.2 Alimentation par un pont de Graetz : construction du sys-
téme hybride

Pour maitriser le fonctionnement du moteur, il est classique de 1'alimenter par
un pont de Graetz. (figure 1.6).

Ce montage permet d’obtenir un champ tournant & vitesse variable, par incré-
ment de 60°, suivant les phases stator en conduction. Par exemple le passage de la
paire de thyristors conducteurs (7p, Ts) 4 la paire (Tp, T7) provoque un décalage du
champ stator de P; & P, (figure 1.7).

Pont de Graetz Moteur Synchrone
I
- ®
To| T2] T4
Y A 4 A 4 H
™ ™ ™ :
P5 J P4
v <
: P6 N P3
T3] T5] T1 < >
A N N jj

F1a. 1.7: Position du champ statorique

Thyristors en conduction | Position du champ statorique
T07T5 P, 1
11,1 Py
T, T Py
13,15 Py
Ty, 13 Ps
15,14 Ps

Pour parvenir a ce résultat, le thyristor 77 est devenu conducteur alors que
le thyristor 75 a cessé de conduire. Cette opération est obtenue par la mise en
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court-circuit des phases 2 et 4 en allumant le thyristor 7;. Si la tension V, est
supérieure & V3, le courant ¢4 augmente et le courant i, diminue grace aux forces
contre-électromotrices. Lorsque i, s’annule, T5 s’éteint. Cette condition ne peut étre
réalisée que si les f.c.e.m sont suffisantes (soit pour une vitesse supérieure a 10% de
la vitesse nominale environ). On parle alors de marche auto-pilotée. L’automate de
commande produit une séquence d’allumage des thyristors en fonction des tensions
Vo, Vo et Vy de type : T1,15,....15,T; 1 1,...

Ce mode de fonctionnement compléte la marche en basse vitesse dite marche
“pas & pas” au cours du quel on doit éteindre le courant dans un circuit avant
de commuter au circuit suivant. Dans ce cas la séquence d’allumage dépend de la
position du rotor.

Que peut on constater ?

1. A chaque allumage ou extinction des thyristors, les équations du modeéle sont
modifiées. L’écriture de ces équations nous permet de distinguer 12 modes de
fonctionnements.

2. La dimension du systéme est modifiée selon qu’il y a deux ou trois thyristors
conducteurs.

3. L’usage de thyristors dont ’extinction est conditionnée par ’annulation du
courant ne permet pas de commander directement le passage d’'un mode d’em-
piétement (trois thyristors fermés) a un mode de conduction (deux thyristors
fermés).

Ces trois points illustrent parfaitement les caractéristiques d’un systéme hybride :
on observe des commutations de modéles dont les espaces d’état n’ont pas les mémes
dimensions. Les commutations sont provoqués par des sauts commandés et auto-
nomes.

1.3.3 Modélisation d’une MSA dans un contexte hybride

En régime stationnaire, les phénomeénes électriques se répéetent chaque 60° élec-
triques pendant lesquels deux modes de fonctionnement différents se produisent
alternativement : “la conduction” et “‘I’empiétement” (figure 1.8).

Mode 1 “Conduction”

Ce mode correspond au cas ou deux thyristors sont conducteurs. Le courant
circule dans deux phases de la machine pendant que la troisiéme est ouverte. Six
configurations du Pont de Graetz correspondent & ce cas de figure.

Pour ’exemple de la figure 1.8, la loi des noeuds et des mailles nous conduit aux
équations de courant et de tension :

s = [i07i27i4]T = [1’07 _1]T I
Vs = V-V,
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F1¢. 1.8: Nustration des modes de fonctionnement

Par substitution dans les équations générales de la machine synchrone, nous
disposons d’un systéme de six équations différentielles qui représente toutes les
grandeurs de la machine pour l'intervalle de conduction.

On quitte ce mode “conduction” par un saut commandé en amorgant le thyristor
T,. L’événement provoquant ce saut commandé est issu d’un franchissement de seuil
par la position du rotor.

Mode 2 “Empiétement”

Ce mode correspond au cas ou trois thyristors sont conducteurs. Le courant [
est transféré d’'une phase 4 une autre par une mise en court circuit de ces phases. Il
y a également six configurations du pont de Graetz.

Toujours pour 'exemple de la figure, la loi des noeuds et des mailles nous conduit
aux équations de courant et de tension :

1 0 I

s = [io,d0,44)T = [ —1/2 —1/2 M
~1/2 1/2

Vi = Wo—(Va+Vy)/2

ou la variable J représente la différence 74 — 7. C’est le courant de commutation da
au court-circuit.

Comme précédemment, en injectant ces relations dans les équations générales,
on obtient un systéme de sept équations différentielles qui décrivent le mode “em-
piétement”.

L’empiétement débute avec J = I (amorgage du thyristor 71, iy = 0, 15 = —1I,
figures 1.6, 1.8) et se termine avec J = —1I (extinction du thyristor Tk, (is = —1,
is = 0) figures 1.6, 1.8). On quitte alors ce mode de fonctionnement par un saut
autonome déclenché par iy = 0.
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Nous venons de voir que pour un tour électrique de la machine, nous disposons
des équations des différents modes ; au total six couples “empiétement-conduction”.
La marche auto-pilotée impose pour chaque couple une plage de fonctionnement de
60°. On enchaine ces plages en amorgant un nouveau thyristor suivant une séquence
T, 15,....T;, T;11,... L’amorcage se fait pour des positions déterminées du rotor qui
puissent assurer la commutation naturelle de la machine (empiétement). On définit
ces positions par 'angle d’allumage 8. Cet angle d’allumage doit appartenir & un
domaine ou les contraintes suivantes sont respectées :

— Tout au long de I'empiétement, il faut que les phases & commuter soient po-
larisées dans le bon sens (V4 > V, pour notre exemple) sinon un défaut de
commutation se produit (refus d’extinction de Ts) : un nouveau saut auto-
nome (iy = 0) conduit & un mode de fonctionnement de type “conduction”
particulier dit “défaut onduleur” au cours duquel le courant devient énorme
et peut détruire le dispositif.

— La durée de ’empiétement ne doit pas excéder 60°. Il est & noter que la durée
de ’empietement dépend du courant circulant dans le stator donc de I'angle
d’allumage des thyristors mais aussi du courant d’excitation appliqué au rotor.

Ainsi, on peut définir une zone d’environ 40°(une marge de sécurité est appliquée)
dans laquelle il est possible de choisir I’angle d’allumage (8 suivant la stratégie de
commande utilisée.

On entre dans le mode “conduction” par un saut autonome qui est 'extinction
d’un thyristor et la fin d’un empiétement. On quitte ce mode par un saut commandé
en amorcant un thyristor lorsque ’angle d’allumage calculé par la commande, est
atteint.

Une simulation de notre machine conduit alors aux résultats des figures 1.9, 1.10
et 1.11.

On remarquera que la durée du mode “empiétement” (annulation du courant
dans une phase) est trés inférieure a celle du mode “conduction” pour notre exemple
et s’apparente a une discontinuité de la variable d’état (figures 1.9-1.10). Une mo-
délisation plus simple pourra donc consister & négliger cette durée et & représenter
le phénomeéne par une discontinuité sur 1’état.

On peut observer que les sauts affectent davantage les variables électriques que
la position et la vitesse (figure 1.11). La raison provient de la différence des ordres
de grandeurs pour les constantes de temps de ces variables.

On notera également que le régime statique est obtenu par une succession pério-
dique de régimes transitoires. C’est un aspect dynamique fondamental des systémes
hybrides et qui illustre la difficulté de la commande du processus.

On a pu constater sur cet exemple de processus électromécanique que 1'usage
d’interrupteurs dans un réseau électrique provoque lors de leur ouverture ou ferme-
ture des changements de structure (équations et ordre des modeles) et conduit & des
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Fic. 1.9: Courants des phases stators
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FiG. 1.10: Couple électromoteur
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F1a. 1.11: Vitesse de rotation du moteur

systémes continus par morceaux. La date d’occurrence de ces commutations (ou-
verture - fermeture des interrupteurs) est la grandeur de commande des grandeurs
continues comme le courant, la vitesse de rotation, etc. de la machine électrique
considérée. De plus, la conduite de ces systémes montre qu’il ne s’agit plus d’étu-
dier de maniére isolée chaque configuration possible (mode) du systéme mais bien au
contraire de pouvoir spécifier formellement les enchainements des différents modeéles.

1.4 La modélisation des SDH

On trouve un grand nombre d’approches suivant les objectifs et la diversité
des systémes représentés. Les cultures scientifiques des auteurs jouent un réle non
négligeable dans I’abstraction et la formalisation de ces systémes, et les modéles
proposés sont souvent une extension des modeles existants qu’ils soient continus ou
discrets, aux cas hybrides.

Si nous nous basons sur la définition d’un systéme dynamique, on doit rendre
compte au moyen d’une fonction de transition, de I'interaction de variables discrétes
et continues sur un ensemble de temps continu. Les modéles existants différent par
la maniére dont on décrit cette relation d’évolution et notamment par les objets
manipulés (réseaux de Petri, automates, classe des systémes algébro différentiels
considérés, discrétisation ou non du temps...).

Un schéma général permettant de représenter une communication entre les par-
ties discrétes et continues peut étre donné par la figure 1.12 [Gol89].

Ce schéma, se compose de trois couches. Une partie continue définie comme une
collection de systémes différentiels, une partie discréte typiquement représentée par
un automate fini et une partie servant d’interface de communication entre les deux
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<s7

Oy

Interface
discret/continu

Interface
continu/discret

X = fi(x,u1)
y:gk(xsust)
z="h(x,u,t)

F1a. 1.12: Schéma général d’'un SDH

précédentes. L'interface continu/discret traduit sous forme d’événements o, ’ap-
partenance de la variable de sortie z & des régions de 1’espace de sortie, tandis que
I'interface discret/continu traduit les événements de sortie oy sous forme de numéro
de modéle continu. Ici, le temps continu date les événements issus de la dynamique
discréte. Notons que cette représentation n’assure pas un temps divergent, ni 'uni-

cité de la solution.

La modélisation se divise principalement en deux approches :

— Une approche continue ou la modélisation vise & I’analyse mathématique des
propriétés du systéme. On y trouve des modeles formés par des collections
d’équations algebro-différentielles et un systéme a événements discrets (auto-
mate). Ce systéme a événements discrets est plus ou moins implicite lorsque
I’on considére un état généralisé par ajout des variables et fonctions de tran-
sition discréte & la partie continue.

— Une approche discréte issue de I'extension des modéles discrets par intégration
d’équations différentielles en lieu et place des états discrets. Les objectifs sont
alors la validation formelle des modéles par simulation et la vérification de
propriétés par des outils de preuve automatique (langage temporel).
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1.4.1 Le modéle de Branicky

Dans [Bra95|, M. S. Branicky propose une modélisation des systémes hybrides
sous la forme d'un systéme dynamique unique en intégrant la partie discréte a la
partie continue. Cette approche recouvre les modeles de Tavernini [Tav87], Back-
Guckenheimer-Myers [Bac92|, Nerode-Kohn [Ner93+] et Brockett [Bro93| proposés
antérieurement dans la littérature. Basé sur la classification des différents phéno-
meénes hybrides, ce modeéle définit trés clairement un systéme hybride comme un
systéeme dynamique et précise la maniére dont les changements de modeéles inter-
viennent.

Branicky définit un systéme hybride comme un systéme dynamique

H = [Q7Z7A7 C’ 'D7 G7 F’ V]

avec :

— @ 'ensemble des états discrets,

- ¥ = {¥4},c> une famille de systémes dynamiques,
ou chaque systéme ¥, = [X,, R, f,, U,] est un systéme dynamique commandé
avec :

— X,, 'ensemble des états, défini comme un ensemble connexe et fermé
dans R%, d, € N*,

— fq 1 Xg x Uy — Xy le champ de vecteurs décrivant la dynamique du
systéme,

— Uy le domaine de commande,
— A = {Ag} o une famille d’ensembles fermés A, dans X, appelés région de
sauts autonomes,

— C = {Cy} o une famille d’ensembles fermés C,; dans X, appelés région de
sauts commandés,

— D = {Dg},c une famille d’ensembles fermés D, dans X, appelés région de
destination,

— G ={Gqy} o une famille de fonctions de transition discréte :
Gg: Ay xV —UZ,D, x {q} (1.4)

- F = {F;} o une famille de fonctions de transition discréte :
F,:C;— 29 (1.5)

ou 2% est 1’ensemble des parties de @,

— V P’ensembles des commandes discrétes.
L’espace d’état hybride est alors défini par S = U2, X, x {q}.



1.4. La modélisation des SDH

27

90

F1c. 1.13: Dynamique du Modéle de Branicky

X

q

_ quo
0



28 Chapitre 1. Introduction aux Systémes Dynamiques Hybrides

La dynamique de H est alors la suivante (figure 1.13) :

On suppose que le systéme part d’une position initiale sy = (zo,qo) telle que
zo ¢ Ag. Le systéme évolue alors suivant la dynamique imposée par le systéme
différentiel & = fy (z,u). Si 'état z(.) atteint au point =7 une des régions A4, ou
Cy, alors

— 8l 7 € A, alors létat est transporté a la position (z1,¢1) = Gy (z7,v)
suivant la décision v € V.

— si 27 € Cy,, alors il est possible de prendre la décision de sauter vers un état
discret q; € Fy(z7) et un état continu élément de D,, tant que z(.) € Cy,.

Dans les deux situations, le processus reprend depuis la position s; = (z1,q1) -

Il est également envisagé la possibilité d’avoir des sauts non instantanés en ad-
joignant deux fonctions de délai de transition :
Une fonction de délai de transition autonome :

Agg: AgxV — RT (1.6)
et une fonction de délai de transition commandée :
Ay:Cyx D — RT (1.7)

On considére alors qu’avec 'occurrence d’un saut a l'instant i, le systéme dy-
namique est “gelé” pendant un temps At; (déterminé par ces fonctions de délai), et
repart de la position s; = (z1,q1) & Uinstant ¢, + At;.

Pour garantir un temps divergent, I’hypothése d’une distance minimale entre les
zones de sauts autonomes et de destinations est faite par :

inf d(Aq, Dy) > 0 (1.8)
q€@Q
Il convient d’ajouter qu’un certain nombre d’hypothéses sont également posées
pour :

— garantir I'existence et 1'unicité de la solution sur chaque sous systéme continu
(hypotheses classiques : Champs Lipschitz, etc),

— éviter des situations pathologiques sur les frontiéres des ensembles A,, Dy, C,
et X, (0X, C A,, champs transverses aux frontiéres, régularité des frontiéres,
etc.).

Avec ce modeéle, Branicky rend compte des enchainements de modes continus
et de leur articulation (et c’est son principal mérite), au moyen de la fonction de
transition et des régions A, C, D mais il laisse dans l’ombre la partie discréte cachée
dans la fonction de transition. Par conséquent, le pouvoir de description de la partie
discréte est relativement faible.
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On comprend alors que cette modélisation n’est pas de nature a clarifier les
interactions entre les deux parties discréte et continue, pas plus qu’elle ne facilite
la synthese d’une loi de commande dans les cas complexes ou un grand nombre
d’états discrets sont envisagés. Mais rappelons-le, le but recherché était de décrire
proprement un SDH comme un systéme dynamique or nous disposons a présent d’un
modéle mathématique clair et précis.

Une description sous la forme d’un automate hybride est possible, et posséde
alors ’avantage de rendre la partie discréte plus lisible.

1.4.2 Les automates hybrides

Une autre modélisation des SDH est obtenue par 'extension de la théorie des
automates & états finis en considérant pour chaque location discréte une équation
différentielle [Nic93], [Alu94], [Alu95]. Un intérét non négligeable d’une modélisation
sous forme d’automate hybride est la modularité de cette approche. En effet des
régles de compositions entre automates permettent une description sous forme de
modules.

Un systéme hybride est défini comme un six-uplet H(X, F, E,I,G, R) ou

— X = Xp x X¢ est Vespace d’état avec Xp = {q1,...,qm}, m € N, ensemble
fini des états discrets et X une variété.

— F : X — TX¢ est une application qui associe a chaque état discret ¢ € Xp
un champ de vecteurs F(q,.) (T X¢ est 'espace tangent & la variété X¢)

— E C Xp x Xp est 'ensemble des transitions discrétes

~ I : Xp — 2%¢ est une application qui associe & ¢ € Xp un ensemble dit
invariant de la forme I(q) C X¢

— G: E — Xp x 2%¢ est une application qui associe & chaque transition
e = (q1,q2) € E une garde de la forme {¢:} x U,U C I(q1)

— R: E — Xp x 2% est une application qui associe & chaque transition
e = (¢q1,92) € E une réinitialisation de la forme {g.} x V,V C I(go)

La dynamique de ce systéme est alors obtenue par la concaténation d'une évo-
lution continue et de sauts discrets.

Pour une position initiale (g, z), une portion de trajectoire continue est obtenue
en conservant 1’état discret constant et en faisant évoluer z & partir de I’équation
différentielle associée & = F(q, z) aussi longtemps que z(.) vérifie 'invariant 7(q). Si
la trajectoire ne vérifie plus I(q), une transition est forcée. De plus, si durant ’évo-
lution continue, un état (¢, z(t)) appartient a 'ensemble G(e) pour une transition
e € E alors cette transition est rendue disponible. Le systéme peut alors instanta-
nément sauter de la position (¢, z(¢)) a la position (¢’,z'(t)) € R(e) et continuer a
évoluer suivant la nouvelle dynamique F(¢',.) associée a ce nouvel état discret.

On l'aura remarqué, ce systéme est trés similaire au précédent.
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0<x+y<2

xX=x, y=p

Fia. 1.14: Automate Hybride

L’ensemble invariant I(q) est le complémentaire de la région de sauts autonomes
A, aux frontiéres prét, la garde G correspond & la région de sauts commandés C
et la fonction de réinitialisation permet de prendre en compte les discontinuités sur
I’état.

Ce type de modéle est non déterministe au sens ou les instants de franchissement
des arcs et les positions d’arrivées ne sont pas donnés a priori. Autrement dit, la
commande discréte n’est pas spécifiée a 1’avance et I’analyse de I’automate conduit
a des propriétés globales (vérifiées par toutes les trajectoires partant d’'un méme en-
semble Xj). Des outils informatiques ont été développés dans cette optique [Dra94],
[Hen95).

Un des problémes essentiellement posés pour cette modélisation, est le probléme
de D'atteignabilité qui consiste a déterminer si une région de l'espace d’état est
atteignable depuis une région initiale. Ce type de problémes posséde un intérét
évident pour des questions de stireté de fonctionnement et de commandabilité.

La recherche d’une solution se fait sous la forme d’un algorithme qui détermine
par pas de temps successifs les états atteignables.

La question principale est alors de savoir §’il existe un tel algorithme qui termine
en un temps fini : c’est la notion de décidabilité [Hen95+], [Blo97]. Pour obtenir
des classes de systémes hybrides pour lesquelles la question de décidabilité peut
étre tranchée, le concept de bisimulation est défini dans [Hen95]. Ce concept permet
de réduire la taille du probléme (nombre de trajectoires) initialement infinie & une
dimension finie en raisonnant par classes de trajectoires équivalentes.

Cependant, il convient de noter qu’il subsiste dans cette approche, un probléme
lié a la discrétisation du temps. La granularité du temps aussi petite soit elle, ne
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permet pas de garantir les mémes propriétés pour le systéme en temps continu.

Les classes de systémes hybrides pour lesquelles le probléme de ’atteignabilité
est décidable se limitent actuellement [Laf99] aux champs linéaires F(q,z) = A,
avec des matrices A, telles que :

— A, € Q™" et A, est nilpotente
— A, € Q™*", et A, est diagonalisable et admet des valeurs propres rationnelles

— Ay € Q™" et A, a des valeurs propres imaginaires pures de la forme ir, r € Q.

Notons enfin que la prise en considération de champs plus complexes autorisant
une commande continue u et une perturbation d de ’environnement sur le systéme,
est proposée dans [Tom98| et [Lyg98|, pour un modéle de contrdle du trafic aérien.
On trouve dans les livres [HSCC99] et [HSCC98], une large revue d’articles por-
tant sur le probléme de la décidabilité et sur le calcul des régions atteignables par
approximation.

1.4.3 D’autres approches

On trouve :

— Une approche pour la supervision de procédés qui reprend le modéle trois
couches (figure 1.12). La commande continue est choisie dans un ensemble
fini de valeurs constantes et les événements sont produits par des transitions
entre régions de ’espace d’état continu. La dynamique hybride limitée & des
commutations sur la commande de la partie continue, permet de faire ’analyse
de la commandabilité et s’adapte a la supervision d’un systéme continu par
un systéme discret [Sti95], [Ye95] et [Lem95].

— L’approche par graphes a liens (Bond graphs) permet, a partir de diagrammes
de flux et de chaines de causalité pour des systémes physiques, de décrire les
équations du modele. Une extension qui intégre les discontinuités induites par
les phénomeénes discrets, conduit & une représentation sous forme de systémes
singuliers [Cor98|, [Iqb97].

— Un modeéle dynamique décrit par une famille de systémes linéaires contraints
par un ensemble d’inégalités mixtes (i.e. mélangeant des variables logiques et
des variables continues) est formulé dans [Bem99+|. Cette approche permet, &
I’aide de régles de conversions de propositions logiques sous forme d’inégalités
linéaires mixtes, de représenter la classe des systémes hybrides linéaires. La
commande, la détection de fautes, I'estimation d’état et la vérification sont
alors rendues possible par I'existence de techniques de résolution telles que la
programmation linéaire (quadratique) entiére mixte.

— La description d’'un SDH sous la forme d’'un modéle déclaratif, en ’occurrence
un langage synchrone peut pour certaines classes de SDH étre un outil puissant
(informatique) d’analyse mais 'hypothése de synchronisme des événements
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n’est pas a priori capable de rendre compte de I’ensemble des systémes hybrides
[Ben90].

— De nombreux modeéles de représentation a base de réseaux de Petri étendus font
I'objet de recherches, [Dav97] et [A1198]. Tl semble que ce type de représentation
soit assez bien adapté & la modélisation de procédés “Batch” et de systémes
manufacturiers. La représentation graphique est un atout pour la simulation
mais une faiblesse d’outils d’analyse est incontestable (algébre des dioides,
[Coh95)).

1.5 Les problemes posés par les SDH

Les problémes posés par les SDH sont nombreux et on a pu s’en rendre compte
a la lecture des pages précédentes. D’une part, on recense tous les problémes issus
des systémes discrets et continus mais surtout de nouveaux dus & l'interaction de
ces systémes.

Comme nous ’avons mentionné pour les problémes de vérification, les outils
d’analyse des automates hybrides ont de grosses difficultés théoriques & intégrer les
composantes continues, et, la dynamique continue est souvent trés en retrait et se
limite & de simples intégrateurs.

Du point de vue continu, les outils d’analyses s’accompagnent généralement d’hy-
pothéses de régularité sur les données qu’il est difficile de satisfaire en présence de
discontinuités sur 1’état et/ou sur le modele.

On recense comme problémes liés aux automates :

— La validation des propriétés structurelles [Tan88], [Pra99], ...

— La vérification, [Man95], [Alu95], [Len96], [Var97|, [Bem99|, [Lyg99], ...
— La supervision [Ram89], [Won97], [Hey97], [Mal95], [Lem93], [Ner93], ...
— La streté de fonctionnement [MSR’99, ...

— L’optimisation de chemin dans un graphe [Tit94], [Asa99], ...

De son c6té, la partie continue souléve des problémes de :

~ Stabilité : [Ye95-+], [Hou96], [Lem97], [Bra98], [Ran2000], [Has99], [Bis99), ...
— Commandabilité et observabilité [Ner93+], [Blo99], [Xu99], ...

— Commande [Lyg98], [Lyg96|.[Bra98+]|, [Hed99], ...

— Robustesse [Pet96], [Hu99], ...

— Identification,

— Diagnostic [Mig99], ...

A titre d’exemple, on peut citer le probléeme de stabilité. On montre qu’il est
facile de produire un systéme hybride instable & partir de deux systémes stables
(figures 1.16, 1.17 et 1.18), et inversement.



1.6. Le probléme de la commande optimale en particulier 33

Considérons donc deux systémes linéaires S; et S; en évolution libre d’équations :
i= A,i=1,2 (1.9)

—-0.1 1 —0.1 10
—10 -0 )= 1 o1
hybride instable en commutant du systéme S; vers le systéme S5 sur la droite z; = 0
et de Sy vers S; sur la droite zo = 0 (figure 1.15). Le systéme est instable car aux
instants successifs de commutation la norme du vecteur z ne cesse de croitre.

ou A; = . On construit alors un systéme

x,=0

RN

x, =0
F1a. 1.15: Automate associé au systéme hybride

Nous reviendrons sur le probléme de la stabilité au chapitre 5.

1.6 Le probléme de la commande optimale en parti-
culier

Lorsque I'on cherche & agir sur un systéme dynamique afin d’atteindre un objectif
(une région, limiter une dépense d’énergie, un régime stable, ... ), la recherche d'une
commande efficace n’est pas a priori un probléme simple. Dans les meilleurs cas, une
heuristique permet d’approcher cet objectif [Igb97], [Bis99] mais elle reste limitée au
type de systéme étudié. Une approche plus systématique est d’aborder ce probléme
sous la forme d’un probléme de commande optimale. On cherche alors la meilleure
commande pour réaliser notre objectif. Plus exigeante en apparence, cette approche
permet de formaliser le probléme sous la forme d’un critére a minimiser et constitue
alors un point d’accroche.

Peu de travaux ont été présentés a ce jour sur la commande optimale des SDH.
Dans [Lu93], un modele de systéme hybride formé par des sauts autonomes sur le
champ de vecteurs est présenté. Le probléme de la commande optimale est abordé
avec des modéles continus discrétisés en temps. Cette discrétisation permet alors
de résoudre le probléme comme un probléme de programmation dynamique. Les
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F1c. 1.16: Systéme 1 stable

F1G. 1.18: Systéme hybride instable
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auteurs soulignent la difficulté induite par les sauts de modeéles, pour la conver-
gence d’algorithme de descente (gradient) et proposent un algorithme basé sur la
programmation dynamique avec contraintes.

La premiére approche générale du probléme de la commande optimale des SDH
est proposée par Branicky et al. [Bra94+]. A partir du modéle unifié du méme auteur,
un critére général composé d'un critére intégral et de colits associés aux transitions
discrétes ¢, et commandées c., est proposé :

/;e—atu:c, w)dt + Y e % ea(2(0y),v) + ) e *uce(z((y),2(¢,))  (1.10)

q q

ou T = RT\(U,[7q,T'y]) représente les intervalles de temps d’activité du systéme
(voir ci-dessus : le modele de Branicky), o, les instants de sauts autonomes et ¢, ;
les instants de début et de fin des sauts commandés.

La fonction de Bellman V(x) correspondant au cotlt optimal en partant de la
position initiale x est considérée. Par un argument de programmation dynamique,
on obtient alors :

Une trajectoire admissible z(.), déterminée par la donnée :

— de la condition initiale xq, qo

— des commandes u(.) et v;
7

— des instants de saut 7;, Ty, 0i, (;, ¢,

est optimale si les conditions suivantes sont vérifiées :

— pour presque tout t € T et q tel que z(t) € X,

0.V (z) folz,u) — oV (z) + L(z,u) = muin 0,V () fo(z, u)
—aV(z) + L(z,u) (1.11)

— pour tout q,

V(z(oy)) = mvin {caq(:c(aq), v) + e_aA“q(m(”q)’”)V(Gq(:c(aq), v)} (1.12)

— pour tout q,

V(:U(Cq)) = min {ccq(:c((fq), z) + e_aAcq(m(Cq)’z)V(z)} (1.13)

zeD

(1.11) est I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman et (1.12)-(1.13) est une applica-
tion directe du principe de programmation dynamique. Ces équations représentent
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donc une extension de ’équation de Bellman. Un théoréme d’existence en 1’absence
de sauts commandés sur la variable d’état x, est proposé par ’auteur.

Différents algorithmes pour résoudre ce probléme sont exposés dans [Bra95+].
Une premiére méthode consiste & transformer le probléme sous la forme d’un pro-
bléme de programmation linéaire en remplacant les équalités ci-dessus par des in-
égalités. Le lien avec la commande impulsionnelle [Ben84] est également souligné et
un algorithme issu de ces systémes est adapté.

La résolution numérique de I’équation aux dérivées partielles (1.11) est en géné-
rale assez difficile en raison de la discontinuité de la solution par rapport & x et t et
nécessite une discrétisation spatiale et temporelle. Une littérature abondante existe
sur le sujet. Une méthode développée a partir de I’équation de “viscosité” [Lio82]
qui généralise la solution de (1.11) en présence de discontinuités, est étendue au cas
hybride.

Un exemple d’hystérésis est alors traité numériquement par 1’algorithme suivant
(probléme aux frontiéres) :

1. Pour chaque ¢, fixer une valeur initiale & V;(z)

2. Pour chaque i, pour x € A; et x € C;, imposer respectivement les contraintes
suivantes
Vi(z) == min, {cq,i(z,v) + e 2 EIV(G,(z,v) }
Vi(z) := Vi(z) A min,ep {ccﬂ-(:v, z) + e‘O‘ACﬂ’(”’Z)V(z)}

3. Mettre a jour chaque V; en résolvant séparément (1.11) sous la contrainte
déterminée au point 2.

4. Si la solution converge reprendre depuis le point 2.

Nous commenterons ce méme exemple & la fin du chapitre 4 ou nous proposons
une solution analytique.

Pour un probléme simplifié ne comportant que des sauts commandés, S. Hedlund
et A. Rantzer [Hed99| présentent une méthode de discrétisation dans R2. L’approche
basée sur un algorithme de programmation linéaire, conduit & un probléme d’opti-
misation convexe et 1’estimation du critére est déterminée par une borne inférieure
et une borne supérieure. Deux exemples sont alors résolus.

Le probléme de la synthése d’'un contréleur qui garantit des spécifications de
streté de fonctionnement, pour des automates hybrides comportant des champs
de la forme f,(x,u,d) ou d représente une perturbation de I’environnement sur le
systéme, est exposé dans [Lyg98|, [Lyg99].

La résolution de ce probléme fait alors appel a la théorie des jeux [Chu62]. La
stratégie de commande est déterminée en optimisant la commande v dans ’hypo-
theése ou I'environnement d agit d’une fagon des plus défavorables au systéme (pire
cas) : ¢’est un probléme de min-max.

Le critére ne comporte qu'un seul terme terminal et permet d’évaluer si la po-
sition finale appartient ou non & une région indésirable de ’espace. Une stratégie
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gagnante est obtenue s’il existe au moins une commande u qui permet d’éviter cette
région indésirable. La recherche de l’ensemble des conditions initiales (positions)
menant & une stratégie gagnante, est I'objectif que I'on se fixe.

La principale difficulté soulignée par les auteurs réside encore une fois dans la
résolution de I’équation aux dérivées partielles d’'Hamilton-Jacobi-Bellman. Notons
tout de méme que ce probléme d’optimisation n’est pas & proprement parler hy-
bride puisqu’aucun changement de modéle n’intervient dans la recherche des bonnes
trajectoires.

Une approche Lagrangienne est proposée dans [Ceb99] pour des systémes com-
portant des sauts autonomes et un algorithme numérique de descente est utilisé pour
un probléme de poursuite de trajectoire.

Dans cette étude, un autre point de vue sur la commande optimale des SDH est
abordé avec le Principe du Maximum de Pontryaguine [Pon64]. Dans le prochain
chapitre, nous présentons cette approche. Deux exemples simples nous permettent
d’illustrer ce principe, de montrer ses insuffisances ainsi que les difficultés liées a
I’étude des processus hybrides.

Une extension aux SDH de ce principe du maximum fait 'objet du chapitre
3. Cette extension permet de prendre en considération ’ensemble des phénoménes
hybrides. La fin de ce chapitre est consacrée a une application de ce principe sur
un exemple proposé dans la littérature [Bra95]. Les chapitres 4 et 5 traitent de la
commande optimale en temps et de la stabilité des SDH.
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Introduction aux Systémes Dynamiques Hybrides




Chapitre 2

La Commande Optimale des
Systémes Dynamiques

2.1 Position du probléme

Le plus vieux probléme d’optimisation dont 1'histoire nous a laissé une trace,
remonte & 'antiquité. Il s’agissait de déterminer le plus court chemin joignant deux
points. Une réponse intuitive souvent confondue avec celle du temps minimal, est
tirée de I'expérience quotidienne de nos déplacements. Un bout de ficelle et quelques
congidérations géométriques confirment que nos déplacements, de préférence en ligne
droite, ne sont pas toujours dénués de fondements. Vient ensuite, avec la construction
de Carthage en 850 avant J-C, le probléme posé par la reine Didon qui demanda
pour la construction de sa ville “autant de terre que pouvait en contenir la peau
d’un taureau”. Pour résoudre ce probléme, la Reine Didon découpa la peau en minces
laniéres qui, mises bout a bout, pouvaient entourer ’espace d’une ville. La solution
de ce probléme de la recherche de la plus grande aire obtenue & partir d'une courbe
fermée était connue des grecs pour étre le cercle.

Cen’est qu’ala fin du XV II*™ siécle, avec le Brachystochrone de Jean Bernoulli
[Ber1696] que le premier probléme d’optimisation fait intervenir une dynamique et
pose le probléme de la recherche d’un chemin optimal. Considérant deux points A et
B et un corps M soumis & son poids, Bernoulli s’interroge sur la trajectoire que doit
suivre le corps M pour relier ces deux points en un temps minimal. Ce probléme
attire 'attention et I’enthousiasme de Leibnitz, Newton, L’Ho6pital, Tschirnhaus
ainsi que de Jacques le frére de Jean Bernoulli. Les solutions apportées par ce groupe
vont é&tre & l'origine des fondements du calcul des variations développé par la suite

39
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par Euler, Lagrange et Legendre et complété plus tard par Weierstrass [Sus97]. Ces
travaux marquent le début de la théorie de la commande optimale des systémes
dynamiques telle que nous I’entendons aujourd’hui.

La formulation actuelle d’un probléme de commande a pour origine les problémes
de pilotage des missiles rencontrés durant les années 40. Ce probléme a intéressé un
grand nombre de mathématiciens et d’ingénieurs dont les efforts ont donné naissance
4 une nouvelle discipline scientifique : la théorie de la commande optimale. En toute
généralité, le probléme de commande peut étre énoncé de la maniére suivante : on
entend par commande et on note u(.) tout élément d’une classe de fonctions définies
sur un intervalle [to,?s] et prenant leurs valeurs dans un sous-ensemble U de R™. A
toute commande u(.) est associée un arc ou portion de trajectoire z(.) appelé état,
solution de I’équation différentielle :

#(t) = f(z(t),u(®),t),  z(to) = o (2.1)

avec z(t) € X C R™ ou X est un ensemble ouvert de R”. La fonction f est donnée
et xo peut étre librement choisi dans un ensemble Cj.

Un probléme de commande optimale consiste alors & déterminer u(.) et zg tels
que la fonction critére,

ty

T = dlalty), tr) + / L(x(t), u(t), dt (2.2)

to

soit minimisée sous la contrainte finale z(ty) € C; ou C; est un ensemble donné.
La fonction J est spécifiée par un probléme concret, physique ou non, et représente
par exemple une dépense d’énergie, d’argent, de temps, etc. L’instant initial ¢ est
donné et I'instant final t; peut étre spécifié ou non. Il peut étre également envi-
sagé de considérer une dépendance explicite par rapport au temps ¢ du domaine de
commande U ainsi qu’une contrainte sur I’état de type :

gt z(t)) >0 (2.3)

La fonction ¢ représente un colt ou critére terminal & payer & l'arrivée. Le
probléme (2.1)-(2.2) contient & la fois un terme intégral et un terme final, on a un
probléme de Bolza. Lorsque seul le terme intégral apparait, c’est un probléme de
Lagrange et dans I'autre cas, il s’agit d’un probleme de Meyer.

2.2 Analyse du probléme

L’étude d’un probléme de commande optimale se scinde en trois étapes. La pre-
miére doit permettre de répondre 4 la question : “Existe-t-il au moins une commande
admissible minimisant le critére 7”. C’est la question de ’existence de solutions. Puis,
lécriture de conditions nécessaires vérifiées par la (ou les) commande optimale dé-
finit alors un ensemble de commandes candidates. A partir du probléme particulier
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traité, on recherche enfin des conditions suffisantes (par exemple 'unicité) donnant
la (ou les) solution optimale parmi ’ensemble des candidates.

Il va de soi que la nature et la régularité des différentes fonctions considérées
dans la formulation du probléme, y compris la classe des commandes admissibles,
jouent un roéle prépondérant dans I’étude de ces trois phases. Le calcul des variations
(méthodes variationnelles et approche lagrangienne) permet d’établir des conditions
nécessaires lorsque le domaine de commande U est un ouvert de R™. Mais il s’avére
inapplicable pour des problémes ou la commande optimale est obtenue pour des va-
leurs situées sur la frontiére du domaine U (commandes “bang-bang”). Les problémes
en temps optimal fournissent de beaux exemples ol se rencontre cette situation.

2.2.1 Conditions nécessaires : Le Principe du Maximum

A la fin des années cinquante, un groupe de chercheurs russes formé de Pon-
tryaguine, Boltianski, Gamkrélidzé et Michtchenko propose un procédé mathéma-
tique appelé Principe du Maximum [Pon64], aboutissant a ’énoncé de conditions
nécessaires pour résoudre des problémes aux variations. La ou “les méthodes va-
riationnelles traditionnelles s’avérent inaptes & résoudre d’innombrables problémes
importants”, ’équipe russe apporte & nombre d’entre eux des solutions. Le Principe
du Maximum apparait bien comme un principe au sens ou il permet de générer des
théorémes suivant les hypotheéses faites sur le probléme de commande.

Un des grands intéréts de ce principe est que la faiblesse des hypothéses faites,
autorise des classes de commandes admissibles extrémement vastes. Dans sa pre-
miére version, la plus grande classe est représentée par les commandes mesurables
et bornées. Non moins intéressante est 1’absence d’hypotheése sur la dérivabilité des
fonctions f et L par rapport a la commande u . Nous verrons par la suite que ce der-
nier point est important et bien pratique pour résoudre un probléme de commande
de systéme hybride. Aujourd’hui, un affaiblissement des hypothéses de régularité
sur les fonctions conduit & des versions fortes du Principe du Maximum [Cla90],
[Jak98] et autorise la prise en compte de discontinuités. Hélas, la mise en oeuvre de
ces versions nécessite une technicité mathématique parfois excessive au regard des
problémes de I'ingénieur.

Cas des systémes a temps invariant

Sauf cas contraire, nous supposerons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
Hypothéses (H)) :

On note f!--- f™ les composantes de f et f° pour L .

1. Les fonctions f* et % pour i =0, - ,n sont supposées données et continues
sur le produit direct R® x U (X = R").

2. La fonction ¢ est continiment différentiable.

3. L’ensemble U est borné.
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4. Les commandes admissibles sont mesurables au sens de Lebesgue (£-mesurable).
5. Cy et C sont des variétés continiment différentiables.

Alors, une version de base du Principe de Maximum pour un probléme de type
(2.1) et (2.2) sans dépendance explicite par rapport au temps et sans critére terminal
s’énonce formellement de la maniére suivante :

Soit la fonction Hamiltonienne H des variables g, A, z et u définie par :

H(Xo, N, z,u) = AT f(2,u) — NoL(z,u) (2.4)
ou Ao est une constante positive Ag > 0 et soit le Systéme Hamiltonien (SH)
OH . OH
= —— _Ah=Z2 9.
T A= B (25)

La seconde équation du SH est appelée systéme adjoint et A(.) la variable ad-
jointe.

Théoréme 2.1 (PRINCIPE DU MAXIMUM (PM)) Sia(.), et 2(.) sont res-
pectivement une commande admissible optimale et la trajectoire correspondante pour
le probléme de Lagrange (2.1)-(2.2), alors il existe une fonction absolument continue

A(.) et une constante Ao > 0, (Ao, A(t)) # (0,0) sur [to,ty], telles que le quadruplet

(Ao, N, 2,0)(.) vérifie le SH (2.5) presque partout et les conditions dites de mazimum
sutvantes :

i. pour toutt € [to,tys], U(t) mazimise la fonction Hamiltonienne

H(o, A1), £(t), 2(t)) = sup H(Xo, M¢), 2(t), v) (2.6)

ver
#. pour tout t € [to,ty],
H(o, A(t), (t), 2(t)) = Constante (2.7)
avec Constante = 0 si ty ou ty ne sont pas spécifiés a 'avance.

ii. De plus, \(.) doit vérifier aux instants initial et final les conditions de trans-
versalité :

Mto) € No,(&(to)) Mts) € No, (&(t1)) (2.8)
ot No(z) représente le sous-espace normal & C au point x (i.e. le sous-espace
engendré par les vecteurs orthogonauz au plan tangent & C au point x).

Une trajectoire z(.) et une commande u(.) sont dites extrémales §'il existe un
couple (Mg, A(.)) tel que la condition i. du PM soit vérifiee. Ces trajectoires ez-
trémales forment donc un ensemble de candidates & la résolution du probléme. Il
convient de signaler que cet ensemble peut étre non vide méme si le probléme n’ad-
met pas de solution optimale. En conséquence, une étude préalable sur l’existence
de solution est absolument indispensable.
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Remarque : La constante )\ est trés rarement égale zéro et 1’est dans des si-
tuations pathologiques. Aussi, dans la plupart des applications, on peut choisir
Xo=1.

Cas des systémes a temps variant

Lorsqu’une dépendance explicite par rapport au temps des fonctions f et L est
considérée, le PM admet une formulation équivalente. En effet dans cette situation,
il est possible de remplacer le systéme d’équations initiales d’ordre n par un systéme
d’équations, d’ordre n + 1 en posant z,,1 = t, (impliquant Z,,; = 1).

La fonction Hamiltonienne s’écrit alors :

H(o, My, %, Tny1) = A f (2,8, Tny1) + Angr.1 — XoL(z, u, Tpis) (2.9)
Soit encore :
H(Ao, A, T, U, Tna1) = H(Aoy A, Z, Uy Tyt 1) + Anat (2.10)
Le Systéme Hamiltonien (SH) devient,

;M i=9n
7o ~ bz

(2.11)

Sous les mémes hypothéses, I’énoncé du PM pour la fonction H et le SH associé
ne change pas.

Prise en compte d’un critére terminal : Le probléme de Bolza

Considérons un probléme de Bolza c’est-a-dire un probléme d’optimisation sur
un systéme a temps variant avec un critére intégral et terminal de la forme :

ty
T=dlatts) )+ [ Lialt),ute) )i (212)
to

Dans sa formulation initiale, le PM ne traitait que du cas sans critére terminal.
Le but de cette partie est de montrer comment un critére terminal peut étre pris
en considération. Dans ce qui suit, nous allons montrer que la seule modification
induite par ’adjonction de ce terme terminal, se situe au niveau des conditions de

transversalité.

Si la dérivée par rapport au temps de ¢(z(ts),ts) a un sens (par exemple : la
fonction ¢ est contindment différentiable), on peut inclure ce critére terminal dans
le critére intégral en écrivant :

tf d¢
- [ [L<:c<t>, u(®)t) + L (a(0),1)] dt + p(a(to) o) (2.13)

0
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Pour z et t, fixés, le dernier terme ¢(x(%o), to) est constant et ne joue aucun role
dans le probléme d’optimisation. Il peut par conséquent, étre supprimé.
En posant,

L(z(t),u(t),t) = L(z(t),u(t),t) + %(m(t), t) (2.14)

on retrouve une formulation classique.

Comme nous venons de le voir dans la section précédente (en posant z,,1 = t,
Zpt1 = 1), la fonction Hamiltonienne du systéme est définie par :

H = AT f(z,u,t) + Apy1.1 — MoL(z, u, t) (2.15)

Et puisque %(z,t) = %(m, )+ g—fT(:v,t)f(:c,u,t), H devient :

H =X f(@,u,t) + Anst = Xo (L(z, 0, 1) + ¢(2, 1) + ¢o(2, )" f(z,u,t))  (2.16)

Par commodité, les dérivées partielles de ¢ par rapport & ¢ (2,41 = t) ou x sont
notées en indice ¢,, @,.
Soit encore, en factorisant f :

H=(=200,)" f(2,u,t) + Ant1 — Mo, — NoL(z,u,?) (2.17)

Effectuons le changement de variable :

A= A= oo, (2.18)
Mtl = Ang1 — dod, (2.19)
et montrons alors que X = { o } et A = { ~ A } vérifient le systéme Hamilto-
Ln+1 )\n—i—l
nien :
. 0H 0H
X=or A=—pg (2.20)
ou
HOo, 3, u,t) = X f@,u,t) + dnp1 — NoL(z, u, t). (2.21)
Pour X, c’est évident. Calculons la dérivée de A :
- A= oo } [—m-w }
A= . x. = i 2.22
{ Ant1 — Ao@; —Hi — Aoy (2.22)

En développant, il vient :

—fT (N = Xody) + Aoduef + Aoy + AL — Mgy — Ao@ye f '
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d’ou par simplification, puisque ¢,, = ¢, :

A_ AoLm(ZC,’U/,t)—fm(LL',’U/,t)T
B )‘OLt(mauat) _ft(mauat)T

>

} (2.24)

>

Soit A = —ﬁ X.

La recherche d’'un maximum de H est donc équivalente & la recherche d’un maxi-
mum de H.

Les conditions de transversalité deviennent :

LA | M) = Aeg(x(ty), ty)
Alty) = { Amsa(t) } = { M (t5) — Aoty (z(ts), 1) }

ot (AT (t7), Anya(ts))T vérifie les conditions classiques de transversalité c’est-a-dire
(AT (t£), Ans1(ts))T est orthogonal au plan tangent & la variété C; au point (z(tf), ).

Si on note par Ng(z) le sous-espace normal au plan tangent a la variété C' au
point z, ces conditions de transversalité se traduisent par la relation :

(2.25)

M) € NesGaltp) ) = o | S0 (226)

Les conditions du PM sont donc inchangées sauf pour la condition de transver-
salité & l'instant final.

Le PM pour des hypothéses affaiblies

Pour des systémes a temps variants, une version sans critére terminal, du PM
est proposée par Berkovitz en 1974 [Ber74]. Les hypothéses plus faibles notamment
en ce qui concerne la régularité des fonctions f%, (i = 0,---n), sont les suivantes :

On note f!... f* les composantes de f et f° pour L.

1. Les fonctions f?,3 =0, --n sont supposées définies sur le produit
X x Up X [to, ] ou X, Uy sont des ouverts respectivement de R” et R™.

2. Les fonctions = — fi(z,u,t),i = 0,---n sont de classes C! pour tout couple
(u,t) € Up X [to,tf] et pour tout z fixé les applications (u,t) — f*(z,u,t),
i =0,---n sont Borel mesurable (B-mesurable).

3. L’ensemble U est un sous-ensemble de Uj.

4. Une commande admissible est une application [to,ts] +— u(t) € U telle que
pour tout compact K de X, il existe une fonction intégrable ¢ — ¢ (t) telle

que la majoration f*(w, u(t), Dl + | % (@, u(t),1)|| < 65 (t) soit verifiée pour
tout couple (z,t) € K X [to,ty] et tout indice 4,4 =0,--- ,n .

Avec ces hypothéses, ’énoncé du PM est identique sauf pour la condition de
maximum i. qui n’est plus vérifiée pour tout ¢ mais pour presque tout .
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2.2.2 Conditions suffisantes et existence

La question de l’existence pour un probléme de commande optimale se pose
en ces termes : “Si il existe une commande admissible me permettant d’aller de
I’ensemble Cy a C; en respectant la contrainte (2.3) g(t,z(t)) > 0 avec un coit
fini, en existe-t-il une qui minimise le colt de ce transfert 7”. Une réponse possible
proposée par Clarke [Cla90] est la suivante :

Hypotheéses (H;)

1. L(z,u,t) est B x L-mesurable! et semi-continue inférieurement en (z,u).
2. f(z,u,t) est L-mesurable en ¢ et continue en (z,u).

3. U(.) prend ses valeurs dans un ensemble fermé et son graphe est
L x B-mesurable.

4. g(t,z) est L x B-mesurable et semi-continue inférieurement en z.
5. Cy et Cy sont fermés; ¢ est semi-continue inférieurement.

6. Pour tout £, pour tout ensemble borné S de R” x R", ’ensemble
{ueU®): (z, f(z,u,t) € S} (2.27)

est borné.

Théoréme 2.2 Ezistence ([Cla90] p.222)
Sous les hypothéses (H,) et si :
a) Pour tout x et t tels que g(t,z(t)) > 0, l’ensemble

{lf(z,u,t), L(z,u,t) + 6] :w € U(t),6 > 0} (2.28)

est convexe.

b) Il existe des fonctions bornées a(t), p(t), et u(t, \) sommables en t telles que
pour tout = et t satisfaisant g(t,z(t)) > 0, pour tout v de U(t) et tout \, on a la
majoration :

H, A\ z,v,t) < p(t,\) + |z| (o(t) + p(t) |A]) (2.29)

c) Cy est compact ; $(s) est minorée sur Cy par une fonction de la forme c—m |s|.

Alors, s’il existe au moins un couple admissible (z,u) (.) pour le probléme de
commande qui satisfait aux conditions initiales et finales, avec un codt fini alors il
existe une solution optimale.

Ce théoréme, bien que peu exigeant sur la régularité des fonctions ne peut évi-
demment pas faire I’économie de la condition a). En effet, 'hypothése de convexité
est le minimum en degd duquel on ne peut plus garantir 1’existence de maniére aussi
générale. Notons que la condition § > 0 est loin d’étre négligeable puisque sans elle,
le systéme & = u et J = [ u?d¢ ne vérifie pas a).
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Fic. 2.1: Cas ou lensemble {[u,u®+6]:u € U(t),6 >0} est convexe et ou
{[u, ] : u € U(t)} ne l'est pas.

En fait, le terme § > 0 dans a) permet de remplir la parabole (u?,u) (figure 2.1)

Avec la méme généralité, on a le théoréme :

Théoréme 2.3 Conditions suffisantes [Cla90] p.220
Si
a) les hypotheses (H1) sont satisfaites,
b) U(.) prend ses valeurs dans un ensemble conveze,
c) ¢ est convexe,
d) (z,u) — H(1,X(t),z,u,t) est concave pour tout t,
e) (z,u) (.) est une paire extrémale,
alors (z,u) (.) résout le probléme de commande.

Ici, encore ’hypothéese de concavité est la plus exigeante.

2.3 Exemples introductifs a la commande optimale
des SDH

Cette partie & pour but de mettre en évidence des problémes posés par la com-
mande des SDH. A travers deux exemples simples, nous verrons en quoi les condi-
tions nécessaires énoncées précédemment peuvent nous aider pour la synthése d’une
commande mais également leurs limites.

1B x L désigne la o.algébre sur R"t™ x [tg, t 7] engendrée par les produits cartésiens M x N ou
M est un sous ensemble Borélien de R"*™ et N un sous ensemble Lebesgue mesurable de [to, %] .
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2.3.1 Etude générale

Position du probléme

L’exemple le plus simple de SDH pour lequel on puisse prendre en considération
des discontinuités sur les champs de vecteurs de type saut commandé, est représenté
par la classe des systémes & commutations de modéles linéaires. Considérons donc un
systéme du 2™ ordre sans second membre avec deux modes de fonctionnements :

. {Agzcsiazo
€Tr =

Aizsia=1 (2.30)

Le champ de vecteurs auquel ’état est soumis, subit une discontinuité lorsque la
valeur de l'indice « est modifiée. Ce systéme peut étre vu comme la simplification
d’un processus électromécanique dont la commande est réalisée par des convertis-
seurs statiques. En effet, pour ce type de processus, I'usage de convertisseurs sta-
tiques provoque des basculements de modéles et permet d’assurer par exemple une
commande en vitesse du processus.

La commande de ce systéme s’exerce donc par le numéro du modéle «, ou, plus
exactement, par les dates d’occurrences des commutations d’'un modéle & 1’autre
(instants de commutation). Pour des raisons qui tiennent a la nature des processus
physiques étudiés, on décrit cette commande discréte par une fonction constante
par morceaux. Ce choix garantit par définition, un nombre de commutations fini
en un temps fini. La dynamique de ce systéme c’est & dire ’évolution du vecteur
d’état z(.) pour une commande «(.) donnée est donc déterminée par une séquence
finie d’équations différentielles linéaires. Aux instants de commutation, lorsque «f.)
change de valeur, le champ de vecteurs subit une discontinuité mais le vecteur d’état
reste continu sous l’effet lissant de l'intégration de ce champ.

Une représentation sous la forme d'un seul champ de vecteurs qui intégre la
commande discréte est alors obtenue avec :

() = a(t) Aiz(t) + (1 — a(t)) Aoz (t) (2.31)

ou «f(.) est une fonction constante par morceaux prenant ses valeurs dans I'ensemble
D ={0,1}.

Lobjectif est alors de faire la synthése d’une commande qui permette pour une
position initiale de la variable d’état xo, d’atteindre une position finale xy en un
temps minimum.

Le critére envisagé est donc de la forme :

ty
J:/ dt = t; —to (2.32)
2

0

avec L(z,a) =1, ¢, =0 et ¢y libre.
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Dans tout ce qui suit, on suppose qu’il existe au moins une trajectoire permet-
tant de rejoindre z; & partir de zo, c’est-a-dire que z; est atteignable. On suppose
également que les matrices Ag et A; ont des valeurs propres complexes a partie
imaginaire non nulle. La commande “discréte” « permet de basculer d'un mode sur
I’autre. Les hypothéses de continuité de f et g—£ sur le produit direct X x U sont
évidentes.

Construisons le systéme adjoint,
A1) = = [a@®)ATA(E) + (1 — at)) ATA(®)] (2.33)
ou A représente la variable adjointe.

La fonction Hamiltonienne H du systéme est alors définie par ’expression (2.4),
H(o, M), z(t), a(t)) = a(®)XE)T (A1 — Ag)z(t) + AT Aoz(t) — Xo (2.34)

Remarque : Le terme constant —\g dans (2.34) n’a aucun effet sur le maxi-
mum de H et peut étre supprimé. Par conséquent, comme le temps final n’est
pas fixé, la condition H = 0 (voir condition ii. du PM, section 2.2.1) devient
H > 0 puisque Ao > 0 et A(#) ne doit jamais étre égale a zéro.

Pour z et X fixés, on voit que I’'Hamiltonien est une fonction affine en la com-
mande. Le maximum est alors atteint pour «(t) = 0 ou 1 suivant le signe de la
quantité AT (A; — Ag)z :

aft) = 0si AT(4; — Ag)z <0 (2.35)
aft) = 1si AT(A; — Ag)z >0 (2.36)

Les instants de commutation sont donc les instants oo A (A4; — Ag)z s’annule en
changeant de signe.

La seconde condition nécessaire stipule que le long d’une trajectoire optimale le
produit scalaire de la variable adjointe avec le champ de vecteurs du systéme direct
soit positif (remarque ci-dessus). Autrement dit, on doit avoir :

M Agz > 0, pour at) =0 (2.37)
M Az > 0, pour aft) =1 (2.38)

Pour déterminer la commande optimale, ¢’est-a-dire les instants de commutation
définis par la condition :

M) (A — Ag)z(t) =0 (2.39)

il faudrait connaitre z et A & un instant donné - ¢, par exemple - et en déduire
a(0). L’intégration des équations (2.31) et (2.33 ) conduirait aux expressions de z(t)
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et A(t) et on pourrait alors déduire les instants de commutation de la condition
nécessaire (2.39). Or, si les points zo et z; sont fixés, A lui est libre en ¢, et ;.
L’intégration directe des systémes n’est donc pas possible.

Dans la suite, nous allons montrer qu’il est possible de répondre & ce probléme
par la recherche d’un instant de commutation. On utilisera le vocable de “mode 1”
lorsque le champ de vecteur employé est A1z (a(tf) = 1) et “mode 0”7 lorsque le
champ de vecteur employé est Agz («(t) = 0).

On peut synthétiser la démarche & mettre en oeuvre par :

1. Dans un premier temps, on montre que les conditions d’optimalité permettent
d’assurer que les commutations du mode 0 vers le mode 1 et du mode 1 vers
le mode 0 sont possibles dans des zones qui s’excluent. On introduit ainsi le
concept de carte de compatibilité.

2. On montre ensuite que si on suppose connu un instant de commutation, on
peut déterminer tous les autres points de commutation.

3. On choisit dans la suite de faire le calcul & partir du dernier point de commuta-
tion. Le calcul du temps entre deux commutations en fonction de la position de
x &la premiére des deux et la carte de compatibilité permet un choix intelligent
du dernier point de commutation de la trajectoire.

4. Tracer des trajectoires.

Carte de compatibilité

Dire que 'on commute & un instant donné impose un choix implicite du mode
suivi avant et aprés cet instant de commutation. En effet, en accord avec la premiére
condition du PM, lorsque le produit scalaire AT (A4; — Ag)z = 0 s’annule, la com-
mande « ne peut étre mise i la valeur 1 que si la dérivée de ce produit est positive
et inversement pour la valeur 0 (2.35)-(2.36).

Cette dérivée a pour expression :

d T
a(AT(A1 — Ag)z) =X (A1 — Ag)z + N (A — Ap)i (2.40)

En remplacant les dérivées de x et A par leur expression, on obtient aprés déve-
loppement,

d 7 T
a()\ (A1 - Ao)m) =A (A1A0 - AoAl)LL' (241)

Dans le plan, pour un z donné, il existe deux possibilité pour A d’étre orthogonal
au vecteur (A; — Ag)z (figure 2.2).

Mais, la seconde condition d’optimalité de la trajectoire & savoir
M Agyz > 0, Va(t) € {0,1}, (2.37)-(2.38), léve cette indétermination. Elle conduit
en effet & prendre le vecteur )\ orienté dans le sens des projections de Az et Apz.
On retient donc Apos (figure 2.2).
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Fi1c. 2.2: Choix de A\

Pour déterminer si ce point de commutation conduit vers le mode 0 ou 1, il suffit
alors d’évaluer la dérivée du produit scalaire, c’est-a-dire
d 7 T
a()‘pos(Al — Ao)m) = )‘pos(AlAO — AoAl)LL' (242)
Une dérivée positive conduit alors du mode 0 vers le mode 1 et une dérivée négative
du mode 1 vers le mode 0.

Le respect des équations (2.37), (2.38) et (2.39) conduit en fonction du signe
de la dérivée (2.42) a une partition de 1’espace des phases en secteurs angulaires
de sommet l'origine du plan et de frontiéres les droites ou les quantités (Ag-A;)z
et (A1 Ap-ApA;)z sont colinéaires (et éventuellement ou les quantités Agz et Ajx
sont colinéaires si une inversion de position relative de ces deux vecteurs se produit
conduisant & une inversion de choix de A (figure 2.2)). Dans chacun de ces secteurs,
une commutation vers un mode donné est autorisée ou non.

Dans la suite, nous appellerons cette partition, carte de compatibilité (figure
2.3).

Calcul des instants de commutation en fonction de I'un d’entre eux

Supposons connu le dernier instant de commutation £4., I'instant de commutation
précédent t4._; est le zéro précédent de la fonction P(t) = AT (£)(A; — Ag)z(t) ou
AMt) = e 4 g, et z(t) = e*ag. avec A = Ag ou A;.

ZTge €t Age vérifient )\dTC(Al — Ag)zg. = 0 et représentent les valeurs de = et A &
I'instant tg4.

On est donc conduit & résoudre les équations du type

)\gce_At(Al — Ao)eAtLL'dC =0 (243)

pour les instants de commutation successifs.
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Au chapitre 4.2, on montrera que la fonction analytique P(t) vérifie une équation
différentielle linéaire & coefficients constants. Comme les racines du polynéme carac-
téristique associé a cette équation différentielle sont connues ainsi que les conditions
initiales, la forme analytique de P(t) peut étre déterminée. Les instants de commu-
tation sont alors obtenus par la recherche des zéros de P(t).

En annexe A, on montre également que la fonction P(t) est périodique
(P(t+T) = P(t)) de période T' = t 4, +ta, OU L4, €t {4, représentent respectivement
la durée d’activité du mode 0 et du mode 1 entre deux commutations (ces durées
d’activités succéssives sont toujours les mémes pour un choix de z4. et Ag). Une
conséquence directe de cette propriété est ’alignement des points de commutation
sur des droites appelées “droites de commutation” passant par l'origine du plan de
phase (voir par exemple la figure 2.4).

Ainsi, le choix d’un instant de commutation partitionne 1’espace d’état en sec-
teurs sur lesquels un mode est attribué. Notons qu’il ne peut y avoir plus d'une droite
de commutation par secteur défini par la carte de compatibilité sinon au moins une
commutation serait incompatible avec les conditions d’optimalité (figure 2.4).

Les rencontres successives de la trajectoire avec ces droites provoquent la com-
mutation des modes (figure 2.4). La recherche de la commande optimale revient
alors & trouver les bonnes droites de commutations.

Choix du dernier point de commutation et tracé des trajectoires

La commande optimale si elle existe, peut étre obtenue par la recherche du
dernier instant de commutation. Mais ce point de derniére commutation en accord
avec la carte de compatibilité et des droites de commutation ne peut se faire que
sur un intervalle de temps parfaitement déterminé comme nous allons le voir dans
le premier exemple du paragraphe suivant.

Le deuxiéme exemple nous permettra d’aborder la question de [’existence de la
trajectoire optimale.

2.3.2 Exemple de synthése d’'une commande

Considérons le cas ou les matrices Ay et A; sont données par :
—-11 14 —-03 1.1
Ao = ( —0.1 0.8 ) A= ( —04 0.1 ) (2.44)

Cherchons les trajectoires en temps optimal qui ménent au point final z;=(1,0),
le départ ayant liew d’un point initial xg.

Détermination de la carte de compatibilité.

Cette carte présentée a la figure 2.3, indique les secteurs ol une commutation vers
un mode donné est compatible avec les conditions d’optimalité. Elle est indépendante
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des positions initiale et finale choisies ; par exemple, dans le secteur 52, il est possible
de commuter vers le mode 0 et uniquement vers le mode 0.

Secteur S2
10

Secteur S1
0—>1

Fronti¢res de la carte
de compatibilité

XZQ

Secteur S4
1-0

NS.ecteur S3
0—1

Fic. 2.3: Carte de compatibilité

Sur la figure 2.4, un exemple de trajectoire extrémale est représenté. Les instants
de commutation interviennent de maniére périodique lorsque la trajectoire rencontre
les droites de commutations. Déterminer la trajectoire optimale consiste alors &
rechercher les bonnes droites de commutations.

Sur la figure 2.3, on voit que le point final appartient au secteur S4 dans lequel
seule une commutation vers le mode 0 peut se faire.

Supposons que la commande discréte finisse par la valeur 1 c’est-a-dire par le
mode 1. La carte de compatibilité indique que la derniére commutation ne peut se
faire que sur les secteurs S1 et S3. Mais, si elle est effectuée dans le secteur S3,
une autre commutation suivra dans le secteur S2 (on tourne dans le sens trigono-
métrique) ce qui contredit ’hypotheése faite. Donc le seul secteur possible est S1.
Encore faut-il que cette commutation n’en implique pas une autre (dans le secteur
S4) avant de parvenir au point final.

On détermine aisément le sous-secteur S1’ (figure 2.3) au secteur S1 dans lequel
une commutation vers le mode 1 est autorisée en remarquant que le cas limite
implique une commutation au point final z; (une commutation vers le mode 1 dans
le secteur S1\S1’ implique une commutation vers le mode 0 dans le secteur S4 avant
d’atteindre z; et n’est donc pas admissible). Ce secteur S1’ est bien le seul secteur
ou une derniére commutation peut emprunter le mode 1.
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X

: fronti¢res de la carte de compatibilité

................................ : droites de commutation

F1G. 2.4: Droites de commutation

Inversement, si la commande termine par la valeur 0, une derniére commutation
a pu avoir lieu uniquement dans le secteur S4.

Ainsi la derniére commutation doit se faire dans le secteur S1’ si le dernier mode
est le mode 1 et dans le secteur 54 si le dernier mode est 0. La séparation est obtenue
précisément au point limite calculé pour obtenir S1°.

En conséquence, on obtient I’ensemble des trajectoires optimales (figure 2.5) en
résolvant (2.43) & partir des secteurs S1’ et S4 ou une derniére commutation est
possible.

L’ensemble des trajectoires extrémales forme nous 1’avons déja dit des candidates
potentielles & I'optimalité. Si pour une position initiale et finale données, il n’existe
qu’'une seule trajectoire extrémale, alors elle est optimale si I'existence d’une solu-
tion est garantie. Lorsqu’il existe plusieurs trajectoires extrémales, il est nécessaire
en I'absence de conditions suffisantes d’évaluer le critére pour chacune d’entre-elles.
Par exemple sur la figure 2.5, on peut voir que certaines trajectoires (zone encer-
clée) cessent d’étre optimales, lorsqu’elles rencontrent d’autres trajectoires (en temps
rétrograde).
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X3 0
Xf

Fia. 2.5: Trajectoires optimales

2.3.3 Un exemple critique

Considérons a présent les matrices :

04 03 03 —-14
Ao = ( ~-1.3 1.1 ) A= ( 0.9 —0.7 ) (2.45)
La carte de compatibilité détermine cette fois-ci huit secteurs (figure 2.6).

Le probléme consiste & trouver le temps de parcours optimal pour aller de la
position initiale zo = (—1.1,—0.2) & la position finale 5 = (—0.8,—0.4).

Nous avons tracé volontairement une trajectoire reliant o & x5 (figure 2.7). Cette
trajectoire n’est pas optimale puisqu’elle ne respecte pas la carte de compatibilité.
En effet, la seule commutation qui est effectuée, se fait du mode 1 vers le mode 0
dans le secteur S3 ou seule une commutation dans I’autre sens est possible.

Il existe donc un chemin reliant nos deux positions. On est en droit de se poser
la question s’il en existe un qui soit optimal pour sa durée. Effectuons alors le tracé
de I’ensemble des trajectoires qui terminent au point z; pour une durée de parcours
n’excédant pas le temps mis pour parvenir au point z; sur notre exemple et qui
vérifient les conditions nécessaires d’optimalité (figure 2.8).

On peut constater a I’évidence qu’aucune trajectoire ne passe dans un voisinage
de xy. La conclusion de cet exemple critique est qu’il n’existe aucune trajectoire op-
timale reliant les positions initiale et finale pour la classe des commandes mesurables
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S6
1-0

Fi1G. 2.6: Carte de compatibilité

05 ’-

X2

-05

F1G. 2.7: Trajectoire quelconque reliant xy & z; en une commutation
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08

06

04r

0.2r

X2 of

-0.2F *

0.4t

-0.6+

F1G. 2.8: Trajectoires extrémales joignant le point z; en un temps inférieur a T)

et bornées. Ce résultat peut surprendre (au moins intuitivement !), une analyse plus
poussée devrait lever le voile (Chap. 4.5).

Sur les deux figures 2.9 et 2.10, nous avons représenté des trajectoires menant
de la position initiale & la position finale.

Ces trajectoires sont obtenues pour un nombre n de commutations autour de la
frontiére des secteurs S2 et S3. On remarque que plus ce nombre est élevé, meilleur
est le temps de parcours comme en témoignent les temps T'n ci-dessus :

T1=14035 T3=1.3489 T5=1.3446 T17=1.3435 T, = 1.3404.

Dans la suite de cet exposé (Chap. 4.5), nous montrerons que la trajectoire idéale
est obtenue en glissant sur la frontiére S2 — .53 autrement dit lorsque la fréquence des
commutations devient infinie d’oul la non mesurabilité de la commande optimale. On
peut toutefois élaborer des stratégies qui ménent & des trajectoires sous-optimales
deés que l'on sait identifier de telles surfaces de glissement (figure 2.9 et 2.10).

Ce dernier exemple souléve la difficile question de I’existence d’'une commande
optimale. Nous venons de voir que cette commande n’existe pas forcément malgré
Iexistence d’au moins un chemin mais qu’il est néanmoins possible d’établir une
commande sous-optimale.
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-0.95 0.9 -0.85 0.8 0.75 0.7

F1a. 2.9: Trajectoires sous-optimales
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-0.9 -0.85 -0.8 -0.75 -0.7

F1c. 2.10: Zoom autour de la surface de commutation
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2.4 Conclusion du chapitre 2

Ce chapitre nous a tout d’abord permis de présenter le probléme de la com-
mande optimale pour des systémes dynamiques continus tel que la théorie dévelop-
pée depuis les années 40 I’a abordée. Le Principe du Maximum de Pontryaguine, par
I’introduction d’un systéme adjoint, permet de transformer un probléme d’optimi-
sation globale (recherche du minimum de la fonction critére) en un probléme local
(recherche du maximum de la fonction Hamiltonienne). Plus général que le calcul
des variations notamment en ce qui concerne le domaine de commande, ce principe
énonce des conditions nécessaires sur la commande optimale. Plusieurs versions de
ce principe existent suivant les hypothéses de travail considérées : systémes & temps
variant ou invariant, régularité des fonctions, etc.

Initialement défini pour un probléme de Lagrange, nous avons montré comment
le probleme de Bolza pouvait également étre traité par cette approche. Les mo-
difications induites par l'introduction d’un critére terminal se situent alors sur les
conditions de transversalité. Ce résultat nous sera fort utile, lorsque nous aborderons
par la suite le probléme posé par les sauts autonomes.

Divers résultats généraux sur I'existence d’une solution optimale et sur 1’établis-
sement de conditions suffisantes ont été rapportés.

Nous avons ensuite présenté le probléeme de la commande optimale en temps
pour la classe des systémes dynamiques hybrides & commutations formée par deux
systéemes linéaires en évolution libre que ’on active & tour de réle par 'intermédiaire
d’une commande discréte. Pour ce type de SDH, on peut formuler le probléme de
commande optimale sous une forme classique, grace a I’écriture d’une combinaison
convexe des deux champs de vecteurs. Une application directe du principe de maxi-
mum est alors possible. Sur un premier exemple et & partir d’un résultat, que nous
démontrerons au chapitre 4, donnant les instants de commutation optimaux entre
modeles, la synthése de la commande optimale est réalisée. Sur un second exemple,
I’absence d’une solution optimale malgré 'existence d’'une commande permettant le
transfert d’une position initiale & une position finale données, est mise en évidence.
Nous reviendrons en détail sur ce probléme au chapitre 4 en abordant la notion
de trajectoire singuliére et en considérant un probléme étendu obtenu & 'aide de
I’enveloppe convexe du domaine de commande.

Pour le moment, nous n’avons considéré qu'un type particulier de phénomeéne
hybride & savoir le saut commandé. Le chapitre 3 va nous permettre d’étendre le
principe du maximum aux SDH et notamment avec 'introduction du saut autonome.
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Chapitre 3
La Commande Optimale des SDH

3.1 Préliminaire : Programmation dynamique et équa-
tion d’Hamilton-Jacobi-Bellman

Considérons un probléme de commande optimale défini par le systéme dynamique
z = f(z,u,t), z(to) = zo (3.1)

et le critére

ty
T=dlattr) )+ [ Lau i (32)
to
avec z(t) € X C R u(t) € U C R™,t € [to,ts]. Les ensembles X et U sont des
ouverts.
Les hypothéses de régularité sur les fonctions f, L et ¢ sont les suivantes :

1. f et les dérivées partielles de f par rapport a x et ¢, f,; sont continues sur le
produit X x U x [to, t¢].

2. L: X XU X [to,t] = Rt et ¢ : X X [to,t;] — RT sont contintiment différen-
tiables.

On suppose qu'il existe une commande optimale @(.) qui réalise le minimum de
J pour toute position initiale zo et instant de départ to.
Notons J(z(t),t,ts) le colit optimal obtenu en partant & 'instant ¢ de la position

A

z(t) en minimisant le critére sur I'intervalle de temps [¢,]. J(x(t),t,1s) est appelée

61
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fonction de Bellman et vérifie 'équation du méme nom [Son90] :

Ja(t),t,t7) = inf ( [ Liats),u6s), s)ds+f<x<f>,f,tf>) vreltt]  (33)
u t

ou z(7) est la position résultante de z(t) sous 'action de la commande u(.) sur

I'intervalle de temps [t, 7].

Autrement dit, pour tous les états intermédiaires z(7) obtenus & Uinstant 7 &
I’aide de toutes les commandes admissibles « |[t0 7], le minimum de J est atteint pour
la commande 4 i) qui minimise la somme formée du cotit pour aller de zo & z()
et du cofit optimal obtenu sur l'intervalle de temps restant [r,¢s] depuis la position
z(T).

C’est le principe de la programmation dynamique.

On voit donc que dans un processus dynamique, une suite de décisions est op-
timale si, quels que soient I’état et l'instant considérés sur la trajectoire qui lui est
associée, les décisions ultérieures constituent une suite optimale de décisions pour le
sous-probléme dynamique ayant cet état et cet instant comme conditions initiales
(Principe d’optimalité de Bellman).

Si l'on note 4(.) la commande optimale qui réalise le minimum de (3.3) alors :

A

J(z(t),t,t5) = [TL(x(s),ﬁ(s),s)ds + j(m(’r),’r, tr),V7T € [t, /] (3.4)

Par conséquent la fonction de Bellman évaluée le long d'une trajectoire optimale,
est absolument continue et sa dérivée définie presque partout (p.p.), est déterminée
par la relation :

A

W — _L(z(t), a(t),£) pp. (3.5)

dJ(z(t),t)
dt

Puisque —=J; + JI#, nous pouvons donc écrire cette équation comme :

A

Jt(m(t)a t7 tf) = —L(l‘(t), ﬁ(t), t) - jm (m(t)a t7 tf)Tf(m(t)a ﬁ(t), t) p-b- (36)
(ce qui montre que les dérivées partielles de J ont un sens le long des trajectoires

optimales).
Par ailleurs, comme

J(z / L(z S)ds+ J(@(r), b)) VT e bt (3.7)

pour toute commande u(.) quelconque, en formant le taux d’accroissement

CEORENENEORAN)

T—1

(3.8)
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on obtient la minoration :

(J@m), 7. t)=T@®t2)) [ Lia(s), uls), s)ds
T—1 > T—t (3.92)

Par passage a la limite, on constate que J(z(t),t,t;) décroit moins vite que
le cott instantané —L(x(t), u(t),t) pour toute commande u(.). Autrement dit, on
obtient l'inégalité :

Ji(x(t), t,tr) > —L(x(t), u(t),t) — Ju(x(t), t, t0)T f(2(t), u(t), t) (3.10)

pour toute commande u(.).
(3.6) et (3.10) se résument par le théoréme :

Théoréme 3.1 (L’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman) La fonction de Bell-
man pour le probléme de commande optimale (8.1)(3.2) avec les hypothéses de régu-
larité sur les données satisfaites, vérifie l’équation auz dérivées partielles d’Hamilton-
Jacobi-Bellman :

A

Ja(t),t,ty) = —inf (L(a(t), w,1) + Lo(a(t), 1, t)" fa(),u,0)) p.p. (311)

avec la condition auz limites J(x(t;), t;,t7) = ¢(a(ts), ts).

Remarque : L'équation (3.11) ne garantit en aucun cas la continuité de la
fonction de Bellman J(x(t),t,t;) par rapport & z puisque (3.11) n’est valable
que dans les directions accessibles par une commande u(.). Par conséquent, la
résolution numérique de (3.11) est en général un probléme difficile.

3.2 Formulation générale de conditions nécessaires

Une formulation générale de conditions nécessaires pour un probléme de com-
mande de systéme hybride qui intégre les discontinuités de modéles occasionnées
par les phénomeénes discrets, est 1’objectif de cette partie. Nous nous limiterons vo-
lontairement a des discontinuités sur le champ de vecteurs et nous ne considérerons
pas de saut sur la variable d’état bien que la prise en compte de cette situation
puisse se faire par I’adjonction de fonctions de saut suffisamment régulieres (cf. re-
marque en fin de section 3.3). Une démarche progressive est adoptée par la suite.
Nous commencerons par considérer le saut autonome dont la prise en compte a déja
fait 'objet de travaux dans le passé mais pour une approche de type Lagrangienne
[Bry69]. Puis nous proposerons une formulation qui intégre le saut commandé.

3.2.1 Prise en compte des sauts autonomes

Un saut autonome est provoqué lorsque la trajectoire rencontre une frontiére
délimitant une région de I'espace R™ X [to,ts] . Cette frontiére peut é&tre représentée
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par un vecteur de fonctions & p composantes (p < n), C(z,t) = 0. On suppose que
C(z,t) est une variété continiment différentiable. Si pour un instant 7, la trajectoire
vérifie la condition frontiere C(x(7),7) = 0 alors une discontinuité se produit sur le
champ de vecteurs.

Supposons donc qu’un premier ensemble d’équations :

z(t) = fi(z(t),u1(t),t) (3.12)

est appliqué pour ¢ < 7 ou 7 est I'instant pour lequel C(z(7),7) = 0.
A cet instant 7, un second ensemble d’équations :

#(t) = fa(z(t), ua(t), 1) (3.13)

est substitué au premier pour ¢ > 7.
Le critére & minimiser peut étre généralisé sous la forme

J— / ' La(w(t), wa (1), t)dt + / Y L(alt), us(t), t)dt (3.14)

0

ou Ly n’est pas forcement identique a L;.
Dans notre situation, I’équation de Bellman (3.3) sur la surface de commutation
devient :

R T ty
J(@(to), to) — inf ( / La(a(t), ui(£), £)dt + inf / Lg(:c(t),uQ(t),t)dt) (3.15)
U1 tO U T
avec 'hypothese : 7 est fixé tel que C(z(7),7) = 0.

Ainsi, ce probléme, vu sous 'angle de la programmation dynamique, se scinde

en deux :
Probléme 1 : pour t > 7, il faut résoudre le probléme de minimisation

A

Ja(e(r),7) = it / " Lo(a(t), us(t), t)dt (3.16)

avec (z(71),7) fixé et £(t) = fax(t),ua(t),t).
La fonction Hamiltonienne de ce probléme s’écrit (on considére ¢ comme une
composante fictive z,,,1 (Chap. 2.2.1)) :

HQ()\O, )\2, T, Us, t) = )\QTfQ (LL', Usg, t) + )\2,n+1 — )\0L2 (LL', Usg, t) (317)

et la résolution de ce probléme classique nous fournit As(7) et Hao(T) = — A2 nt1-
Probléme 2 : pour t < 7, on doit résoudre le probléme de minimisation

Ji(z(to), to) = inf ( [ ' Ly (x(t), ur(¢), £)dt + Jo(z(7), T)) (3.18)

0
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avec la contrainte terminale C(z(7),7) = 0.

Notons bien que le couple (z(7), 7) n'est pas fixé. Jo(z(7), 7) représente alors un
colt terminal pour ce deuxiéme probléme. Or nous avons vu au chapitre précédent
que 'intégration d’un critére terminal ne modifie que les conditions de transversalité
a I'instant final. Nous pouvons donc établir les conditions de transversalité associées
4 un saut autonome & l'instant 7.

Elles sont données par les équations (2.26) du chapitre 2 et conduisent a :

8J, oCT

)\1 (7') = —)\0% -+ WTF (319&)
8J, oCT

)\1,n+1 (7') = —)\08—?52 + Wﬂ- (319b)

N T 1,0 - \ co s .
ou [ #TZE 772 1" définit un vecteur normal a la variété C(z,t) = 0 au point

(z(7),7), ® étant de dimension p (C est une variété contintiment différentiable).
dJo

Par ailleurs, comme la dérivée de %2 conduit a ’équation aux dérivées partielles
(3.6) :
A IAN
2 2
— — =—L 3.20
ot * (8:6) f2 2 (3.20)
Soit encore :
. “\T
0Js 0Js
—Ao—— — — —Xolo =0 3.21
)‘Oat )\0(81') fa— XoLo (3.21)
Cette derniére égalité est I'expression de la fonction Hamiltonienne (¢t = z,41) :
HQ()‘Oa)‘QamalllQ;mn—i-l) =0 (322)
avec )\2 = —)\0%—{;2 et )\27n+1 = —)\066—%.
Par substitution dans (3.19), il vient également :
T
M=o + %%w (3.23)
ocT
Mnt1 = Agni1 + 77" (3.23b)
Enfin, en ne considérant que les fonctions Hamiltoniennes réduites
(H=Mf—XL=—-Xy1):
ocT
Mr) = alr) + ZED T (3.210)
x
. . oCT (x(7), T
Hl()\Oa )‘17 z, U, xn—i—l) = HQ()‘Oa )‘27 Z, U, xn—i—l) - %TF (324b)

Nous venons donc d’établir les conditions de transversalité associées aux sauts
autonomes.
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3.2.2 Prise en compte des sauts commandés

Les phénomeénes discrets envisagés dans cette section sont des discontinuités sur
le champ de vecteurs provoquées de maniére volontaire.

Formellement, la dynamique continue de ces systémes est obtenue a partir d’une
collection finie de champs de vecteurs que I’on commute au cours du temps. Autre-
ment dit, la variable d’état & un instant ¢ est soumise a 1’équation différentielle :

£(t) = fe(z(t), ux(t), t) (3.25)

ou la variable d’état z(t) € R, l'indice k est choisi parmi un ensemble fini d’indices,
ke K= {1,...,K} et up € Uy C R™*,

Une discontinuité sur le champ de vecteurs est alors provoquée lorsque la valeur
de cet indice k est modifiée (k devient maintenant une commande). Physiquement,
cette discontinuité peut correspondre par exemple & I'ouverture ou a la fermeture
d’un interrupteur électrique (GTO par exemple), d'une vanne TOR, (Tout Ou Rien),
d’un relais, etc. La commande que constitue le choix du modeéle, est donc obtenue
par une fonction constante par morceaux ¢ — k(t) € K avec t € [to,ts]. Une
représentation qui intégre cette grandeur de commande peut alors étre définie sous
la forme d’un seul champ de vecteurs de la maniére suivante :

t) = qu(t)fk(m(t)auk(t)at) = f(qama U, t) (326)

o qi(t) représente la k*™ composante du vecteur booléen q(t) € Q avec

= {ae{o, 1}K/§:ak=1} (3.27)

Avec ce choix de domaine de commande discret @), ¢(¢) a une et une seule com-
posante non nulle égale & 1.

Un critére hybride peut alors étre défini en associant & chaque modéle d’indice
k un critére par :
K ty
1=3 (a9t [ aOLGOw0.0E) G2
o t

1 0

L’objectif fixé est alors la synthése d'une loi de commande optimale (u(t), q(t))
pour un critére (3.28) donné. La formulation (3.26) a (3.28) permet une utilisation
directe du Principe du Mazimum de Pontryaguine moyennant les hypothéses clas-
siques sur les champs de vecteurs f, les fonctions Ly et les domaines de commandes
Uy. Notons que ce probléme est clairement non linéaire (3.26). Un probléme de com-
mande optimale hybride de ce type apparait bien comme un probléme de commande
optimale non linéaire avec un domaine de commande composé d’une partie discréte.
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Comme ’ensemble des différents modes est fini et comme le champ de vecteurs
(3.26) est une combinaison linéaire des champs f, la condition de maximum peut
étre reformulée pour une trajectoire extrémale par :

H( Ao, A(t), (), u(t),d(t),t) = max (suka()\o, At), z(t),v, t)) (3.29)

veUy,

pour tout ¢ € [to, ] ou

Hi(Xo, ME), z(t), u(£), 1) = AT (t) fiu(w(8), un(t),t) + Apsy1 () — MoLn((t), ux(t), 1)
(3.30)

Ainsi, si sup Hi(Xo, A(t), z(£),v,t) > sup He(Xo, A(t), z(t), v, t) pour tout £ € K
velUy, vely

et £ # k alors le mode actif est le k%™ mode.
De plus, on peut remarquer que :

Hi (Ao, A, x, ug, t) = sup Hr(Xo, A\, z,v, 1) (3.31)
velUy,

est exactement la condition d’optimalité obtenue pour un systéme différentiel unique.
Autrement dit, pour un x et un A donnés & un instant ¢, la commande discréte
optimale (i.e. le numéro de modele) est obtenue pour la plus grande condition de
maximum associée a chacun des modeles k£ (3.31). A un instant de saut commandé
du mode k vers un mode /4, les conditions de transversalité suivantes sont alors

vérifiées :

sup Hf()‘(b)‘amav’t) = 8Sup Hk()‘Oa)‘axavat) (332)
veUy velUy,
At = AT (3.33)

(3.33) est une condition de continuité sur la variable adjointe .

3.3 Le principe du maximum pour les SDH

La prise en compte des sauts commandés de modeéles étant faite, I’énoncé d’une
version hybride du principe du maximum peut maintenant étre envisagé. Pour un
SDH, les modes autorisés & un instant ¢, sont déterminés par la partie discréte
en fonction des états discret k(t) et continu z(¢) et suivant la valeur d’une entrée
discrete d(t). L’ensemble de ces modes est donc obtenu par une fonction de transition
v associée & un automate de la forme (cf. Chap. 1.4) :

k(t) = v(z(t™), k(t),d(t),t)  E(to) = ko (3.34)

ou k(t) € K = {1,2,....,K},d(t) € D = {1,2,...,D} avec K et D des entiers
naturels.
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Pour concilier la dynamique discréte et continue, le temps est défini comme
une variable continue et les variables discrétes, k(.) et d(.), sont considérées comme
des fonctions constantes par morceaux. Par conséquent, la fonction de transition
v:R"x K X D X [to,t;] — K est continue par morceaux & droite. Cette mention
est figurée par ¢~ dans (3.34). Il est & noter que la condition “k(.) est constant
par morceaux” implique quelques précautions quant a la spécification de I’automate
hybride. En effet, le modéle ne doit pas tolérer la possibilité d’une suite infinie de
sauts en un temps fini (voir Chap. 1.1).

L’image de D par v pour un état (z(t),k(t)) et un ¢ donnés, est ’ensemble des
modes disponibles. On le note S(t) :

S(t) =v(z(t™),k(t"),D,t) (3.35)

Ce n’est pas un ensemble statique mais un ensemble constant par morceaux résultant
de I’évolution de z et k. L’ajout et le retrait de certains de ses éléments interviennent
lors du changement de régions des variables continues z et ¢ ou lors des sauts de
modele k£ (autonomes ou commandés).

On suppose que les régions de saut autonome et commandé sont des ensembles
fermés. Les frontiéres de ces régions sont définies par des contraintes égalités de type
Cr(z,t) = 0 ou Cj est une variété continiment différentiable. Il convient alors de
distinguer deux nouveaux types de sauts :

— un saut du mode k vers le mode &/, noté e = (k, k') est dit contraint lorsque
I'une des conditions suivantes est vérifiée :

k¢ S(t)ouk ¢ S(t7) (3-36)

Ces transitions résultent de la vérification par (z,t) d’une contrainte égalité
Cr(z,t) = 0 modifiant 1’ensemble S(.). Elles correspondent aux sauts auto-
nomes (k ¢ S(t) i.e. k n’est plus disponible) mais également aux sauts com-
mandés provoqués par larrivée de (z,%) sur la frontiére de la région de saut
commandé (k' ¢ S(t7) i.e. ¥’ devient disponible).

— un saut e = (k, k') a instant ¢ est dit sans contrainte lorsque les conditions
suivantes sont réunies :

keS(t)et K e S(t7) (3.37)

Ces transitions correspondent & une partie des sauts commandés (k et &’ sont
disponibles avant et a U'instant ¢).

Par ailleurs, nous supposerons que 1’évolution de z est sans contrainte au sens
ou pour un mode k, la trajectoire continue z(.) n’est jamais contrainte d’évoluer sur
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une frontiere Cy(xz,t) = 0 délimitant une région de saut '. Les rencontres avec ces
frontiéres s’accompagnent donc soit d'un changement de mode (saut contraint), soit
d’une poursuite de trajectoire (entrée ou sortie d’une région de saut commandé sans
saut).

Par la suite, nous noterons 7;, (¢ = 0, 1,2, ...) les instants ot une discontinuité de
modele se produit et /ou I’ensemble S(.) est modifié suite & un changement de régions
des variables continues z et t et (0;) la sous-suite des instants de commutation.

Avec ces notations, sur chaque intervalle [r;, 7;,1[, 'état continu est déterminé
par le systéme différentiel associé au mode actif & :

#(t) = fi(2(t), ur(t),t)  x(to) € Co (3-38)

Il va de soi que la séquence des instants 7; n’est pas fixée & ’avance mais dépend du
couple de commande (d, ). On peut alors écrire une forme générale du critére :

J— [ Lo (@(0), un(t), £)dt (3.39)

0

L’optimisation de ce critére J est alors obtenue suivant les grandeurs de com-
mandes discréte d(.) et continue u(.).
Définissons pour chaque indice & la fonction Hamiltonienne réduite associée :

Hk()\O; )\, T, Uu, t) = )\Tfk(l', Uk, t) — )\0Lk(£L‘, Uk, t) (340)
avec Ao une constante positive (Mg > 0) et le systéme Hamiltonien comme :
OHy, . OHg
p=—Ff i ==k 3.41
T bz (8.41)

Alors, on peut énoncer une version hybride du principe du maximum :

Théoréme 3.2 (Principe du Maximum version pour un systéme hybride)
Si (u,d)(.) et (z,k)(.) sont respectivement une commande admissible optimale et la
trajectoire correspondante pour le probléme (3.34)(3.38) et (3.39), alors il existe une
fonction vecteur absolument continue par morceaux A(.) et une constante Ao > 0,
(Ao, A(8)) # (0,0) sur [to,t;], telle que :
1. Le sextuplet (Mo, A, z, k,u,d)(.) satisfait le systéme Hamiltonien associé (3.41)
presque partout

2. Pour un état généralisé (Mo, X, z, k)(t) donné o un instantt donné, la condition
suivante de mazximum est vérifiée si t n'est pas un instant de commutation

Hyg(Mo, A, z,u,t) = max (sup Hy (Ao, Nz, v, t)) (3.42)
aeD vEUm
oum = v(z,k,d,t) (3.43)

18i cette hypothése n’est pas satisfaite, il est nécessaire d’intégrer ces contraintes dans ’énoncé
du PM par adjonction de multiplcateur de Lagrange.
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3. Auz instants de commutation o; (i.e. quand (3.42) n'est pas obtenue pour
le mode k mais pour le mode j), la condition de transversalité suivante est
satisfaite :

(a) sio; estun instant de saut contraint sur une variété définie parp (p < n)
contraintes égalités, Cr(z,t) = 0, depuis le mode k vers le mode j alors :

T
MoH) = Aor) = 2@ (3.44)
oz I,
T
Hf (Mo, Nz, u5,00) = Hyg (Mo, N, @, ux,04) + WTF (3.45)
t=0;

avec w de dimension p.

(b) sio; est un instant de saut sans contrainte depuis le mode k vers le mode
j alors :

Moh) = Moy) (3.46)

1

H;r()\g,)\,:c,uj,ai) = H. (Ao, A\, z,ug, 04) (3.47)

4. De plus, X(.) doit vérifier aux instants initial et final les conditions de trans-
versalité :

Alto) € Noy((to)) Altr) € Ney(z(ty)) (3.48)

ot No(z) représente le sous-espace normal & C au point x (i.e. le sous-espace
engendré par les vecteurs orthogonauz aw plan tangent o C au point x).

Preuve :

La justification de cette version hybride du principe du maximum nécessite une
réécriture du probléme de commande qui permet une application directe du principe
du maximum et du principe de programmation dynamique.

Posons donc :

— S" I’ensemble constant S* = S(t) pour ¢ pris sur l'intervalle [1;, 7;41] (3.35).
~ Par convention d’écriture, comme l'ensemble S* est isomorphe a {1, ..., card(S") },

les indices k € S* seront renumérotés de 1 & card(S"), noté S* = card(S"), sur
chaque intervalle [r;, 7;.1].

Avec ces notations, sur chaque intervalle [7;, 7;11[, 'état continu est déterminé
par le systéme différentiel :

Si
£(t) = qu(t) fi(@(t), ux(t), 1) (3.49)



3.3. Le principe du maximum pour les SDH 71

ol q(t) représente la k*™ composante du vecteur booléen q(t) € Q* avec

Si
Q={aec{01}" /Y =1 (3.50)
k=1

On peut alors écrire une forme générale du critére (toujours avec notre convention
d’écriture sur les indices de modeéles) :

=% / :qu(t)Lk(m(t), ue(t), £)dt (3.51)

L’optimisation de ce critére est alors obtenue suivant les grandeurs de commandes
discréte ¢ et continue wu.

La fonction Hamiltonienne associée est définie sur chaque intervalle [1;, 7;11]
par :

S 8t
H()‘Oa)‘amauaqat) = )‘Tzqkfk(maukat)+)‘n+1_)‘qukLk(maukat)
k=1 k=1
Si
H()\(),)\,LL',’U/,q,t) = quHk()‘Oa)‘axaukat) (352)

k=1

ot Hi(Ao, A, x, ug, t) = )\Tfk(:c, U, t) + Apt1 — MoLg(z, ug, t).
Enfin, & H, on associe le Systéme Hamiltonien (SH), de dimension 2n + 2,
. OH . OH

Des deux sections précédentes, on obtient alors directement le résultat en distin-
guant les sauts sans contraintes (application directe du principe du maximum) des
sauts contraints (application de la programmation dynamique).

Remarque : Les conditions de transversalité associées aux sauts non contraints
peuvent également se déduire de la programmation dynamique. En effet, comme
le couple (z,t) est libre aux instants de sauts sans contraintes, \ et A,,1 dans
(2.25) sont nuls et on retrouve les conditions de transversalité (3.46)(3.47). En
revanche, cette fagon de procéder ne permet pas d’établir (3.42) et (3.43).

Remarque : Les cas de discontinuités sur 1’état = et le temps ¢ peuvent
maintenant étre envisagés. Supposons donc que deux fonctions de saut Uy et
®;, sur respectivement les variables x et £ soient données et soient suffisamment
réguliéres. Lorsqu’un saut autonome ou commandé intervient du mode & vers
le mode j, 1’état saute d’une position (z,t) & une position (Vy(z,t), Py(z,t))
et poursuit sa course suivant une dynamique déterminée par un champ f; et
pour un critére L;. Toujours par la programmation dynamique, on obtient les
conditions de transversalité :
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— sl 0; est un instant de saut sans contrainte depuis le mode k vers le mode j
alors :

A(@i(z,t)) = Aloy) (3.54)
HY (Mo, A, U(z, 1), uj, ®x(x,t)) = Hy (Ao, A, z,up,04) (3.55)

— 8l 0; est un instant de saut contraint sur une variété définie par p (p < n)
contraintes égalités, Cy(z,t) = 0, depuis le mode k vers le mode j alors :

T(x(t),t
AM®@p(z,t)) = Moy)— Mﬂ' (3.56)
ox t—o;
OCT (x(t),t
H‘;_(Ao,)\,\Il(m,t),Uj,(bk(.’E,t)) = HE()\Q,)\,.T,uk,O'i) + %ﬂ- t—(357)

avec 7 de dimension p.

3.4 Exemple d’une hystérésis

Nous avons choisi cet exemple proposé par Branicky dans son mémoire de thése
[Bra95] car nous pensons qu'il illustre bien comment la mise en oeuvre des condi-
tions nécessaires d’optimalité permet d’arriver a la solution formelle du probléme.
Cet exemple est suffisamment simple pour que 'on puisse mener les calculs jus-
qu’au bout, mais il montre aussi que les conditions de transversalité au passage des
frontiéres induisent des trajectoires de maniéres diverses qu’il n’est pas possible de
prévoir a priori.

3.4.1 Deéfinition du probléme de commande

Considérons le systéme hybride défini par :
= f(z)+u (3.58)

ou la fonction & valeurs multiples f(x) est représentée sur la figure 3.1.
Le probléme de commande proposé est de minimiser le critére,

J = 5/ (qz* + u?)etdt (3.59)
0

avec une dynamique définie par ’équation (3.58), z(0) = xq et u(t) €R.
Par la suite nous utiliserons I'indice ¢ = —1, 1 pour distinguer les deux modéles
z = fi(z,u),i=—1,1 010

filz,u)=i+u (3.60)
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£(x)

O

F1c. 3.1: Hystérésis

Ce systéme hybride présente trés clairement des discontinuités de champ de vec-
teurs aux points intérieurs A et —A. La nature de ces discontinuités est de type saut
autonome. Un saut se produit du mode 1 vers le mode -1 lorsque la variable d’état
x atteint par valeurs inférieures la frontiére A. Réciproquement, le mode passe de -1
a 1 lorsque la variable d’état = atteint par valeurs supérieures la frontiere —A. La
figure 3.2 représente I'automate associé a la dynamique discréte de ce processus.

x=-A

RN

x=A

F1c¢. 3.2: Automate associé

3.4.2 Formulation et expression analytique de la solution

Définissons la fonction Hamiltonienne par (A = 1) :
1
Hi(\ z,u,t) = X fi(z,u) — §(q$2 +u?)e™ (3.61)

et le systéme Hamiltonien associé :

: OH;
&= o= fi(z,u) (3.62a)
A= _oH: _ qre™ (3.62b)




74 Chapitre 3. La Commande Optimale des SDH

En exprimant la condition de maximum de la fonction Hamiltonienne, on obtient
une commande u(.) définie en fonction de A(.) sous la forme :

OH;
ou

Le systéme Hamiltonien satisfait alors pour une trajectoire extrémale le systéme :

=G ) 3]+ s

Une discontinuité de champ de vecteurs intervient & un instant 7 lorsque la
trajectoire z(.) rencontre A ou —A. Ces conditions de frontiéres associées & chaque
mode de fonctionnement peuvent étre formalisées par les contraintes égalités,

= \é (3.63)

Ci(z(t),t) =z —iA =0 (3.65)

Examinons les conditions de passage du mode ¢ vers le mode —i. Les conditions
de transversalité a ces instants 7 sont obtenues par les relations (3.44)(3.45) :

oC;

(Y = A7) — s —2
Ai(t) M(T7) — oz |, (3.66a)
H (") = H(r)+w 883 (3.66Db)

si C;(z(7),7) = 0 est satisfaite, avec o; € R et ou 7~ et 71 représentent respective-
ment les valeurs limites inferieure et supérieure de .

Comme 60 =1et 666; = , (3.66) est reformulé dans (3.67) par :
)\i(’l'_) = )\_i(T+) =+ oy (367&)
H(r™) = H_(t") (3.67Db)

Pour déterminer les nombres o, il faut résoudre (3.67) en utilisant (3.61), (3.63).
Ce calcul conduit facilement & ’expression polynomiale en «; :

(ozi + 2ie_t)(ozi + 2)\_1) =0 (368)
Ainsi, (3.67a) est maintenant définie par les deux possibilités :

A(th)y = =N(r7) (3.69a)

Ai(t) = N(m7) + 2ie”" (3.69b)

De (3.63), on déduit les discontinuités de commande aux instants de commuta-
tion :

) = () (3.70a)

ui(7T) = w(r7) + 2 (3.70b)



3.4. Exemple d’une hystérésis 75

L’une produit une poursuite de trajectoire dans le méme sens, 1’autre l'inverse
et dans les deux cas, la valeur absolue du champ est inchangée.
En effet, puisque :

(7)) = i+w(r) (3.71a)
(1) = —i+u_(rT) (3.71b)
par substitution de (3.70a) ou de (3.70b), on obtient :
(1T = —(@E+w(r))=—2(r7) (3.72a)
ouz(tT) = i+u(r7)=a(r") (3.72b)

Par ailleurs, comme u = €\, (3.64) peut étre réécrit comme le systéme & temps

invariant :
{ﬂ:<21){ﬂ+{” (3.73)

Par suite, I’évolution du systéme peut étre entiérement déterminée en fonction
des choix de commande (3.70) effectués aux instants de saut.

Considérons donc la suite d’instants [0,71, ..., Tk, -..] , & = 0,1,2,... o 7% est
l'instant de la k%™ commutation. La suite est éventuellement finie ou réduite & 0.
Alors la solution analytique de (3.73) prend la forme sur chaque intervalle de temps

[Tka Tk+1] :
J— i Tl(t—Tk) TQ(t_Tk)
zi(t) = — 4 Age +Bge (3.74a)
q
ui(t) = —i+riApe™ " 4y Bier o (3.74b)
avec
1—-T+4g
no= —X T <0v0 (3.740)
1++/T+4g
T2 = % 2 1,Y¢ 20 (3.74d)
1 :
Ap = /1T 4g (rot — qzi(Ti) — r1ui(TE)) (3.74e)
1 :
By = ——r VT (—=r1i + qzi(Te) + roui(Tx)) (3.74f)
2

Les constantes Ay, By sont déterminées a partir des conditions de transversalité
(3.70).
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3.4.3 Synthése de la commande

Observons tout d’abord que par symétrie, la résolution du systéme

i) (0 1\ [z —i
=G 675
avec les conditions initiales u_;(7x) et z_;(7x) = 1A est équivalente, au signe prés,
a la résolution du systéme

] (0 1\ [ i
-G )] 610
avec les conditions initiales u;(7x) = —u_;(7x) et z;(7x) = —iA.
Pour cette raison et pour simplifier, nous ne raisonnerons que sur le mode i = 1
(c’est-a-dire avec le systéme (3.76) pour ¢ = 1).

Dans (3.74e) et (3.74f), x;(7%) est donc identiquement égale & —A et les condi-
tions de transversalité se traduisent par :

u(td) = u(ry) (3.77a)
ouu(ry) = —u(ry)—2 (3.77b)

Cette convention étant fixée, on peut rechercher parmi les trajectoires vérifiant
les conditions nécessaires énoncées, celles dont le cotit associé est fini.

Pour une position initiale et une commande initiale données, l'intégration du
systéme ne produit pas une trajectoire unique puisque des bifurcations apparaissent
aux instants de commutation suivant le choix de commande effectué. Cependant, il
s’avere que le choix (3.77b) conduit systématiquement & une trajectoire divergente
et un colt infini.

En effet, comme une commutation sur A n’est possible que si la vitesse de z est
positive, on a la condition #(7;) = 1+u(ry) = 0, soit u(r; ) = —1. Le choix (3.77b)
définit alors une commande u(77) < —1 pour une position initiale, suivant notre
convention, égale & —A. D’apres la forme analytique de la solution (3.74), une étude
du sens de variation de u(t) en fonction de la condition initiale u(7;) montre que

u(t) décroit strictement pour tout ¢ > 71, tant que u(r}) < % (voir le tableau de
variations en Annexe B). Et comme —1 < %, on conclut que pour tout ¢ > 75,

() <z(r) =1+u(rf) <0

Aussi, la trajectoire diverge vers —oo. Comme By < 0 dés que u(7{) < %,
la croissance de qz? + u? ~ (q + r2)BZe?2(t=7+) plus rapide que la décroissance de
e~¢=7k) entraine un cott infini.

Par conséquent, seul le choix (3.77a) peut étre retenu et le systéme devient

déterministe pour une position initiale et une commande initiale données.
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Aussi, on notera de maniére indifférente uy, = u(7{) = u(7; ) la valeur de u & la
k™™ commutation.

A présent si I’'on suppose que la séquence des instants de commutation est finie,
comme 75 > 1,Vq > 0, il est nécessaire que By soit nul pour la derniére commutation
sinon, et pour la méme raison que précédemment, on obtient un codt infini. Dans
cette éventualité (By = 0) et suivant le dernier mode ¢ emprunté, z;(t) converge vers
é et u;(t) vers —i. Notons qu'une séquence finie ne peut s’obtenir que si le régime
permanent peut étre atteint, soit pour la condition % < A. On obtient I’ensemble
de ces trajectoires en intégrant en temps rétrograde le systéme (3.76), & partir du
dernier instant de commutation et avec des conditions finales fournies par 1’égalité

BkZOSOit uk:%

Lorsque la séquence est infinie, on montre en Annexe B que la seule trajectoire
permettant d’obtenir un cott fini est déterminée par la condition ug3 = ug, pour
tout £.

Cette condition est vérifiée en résolvant le systéme d’équations suivant d’incon-
nues 71 et ug,

U1 — Ug (378&)
En Annexe C, il est montré que ce systéme d’équations n’admet de solution
que pour les valeurs de g inférieures & guax = ZEYSFA~ VA42+A2.

En résumé, on obtient I’ensemble des trajectoires candidates en fonction du
nombre de commutations et de la valeur de gq.

Lorsque % > A, il existe une seule trajectoire obtenue en résolvant (3.78), cor-
respondant & un mouvement périodique et & un nombre de commutations infini.

Lorsque % < A et ¢ 2 gmax , 1l existe une seule trajectoire obtenue sans commu-
tation avec la condition initiale By = 0.

Lorsque % < A et ¢ < Gmax , il existe une seule trajectoire (obtenue en résolvant
(3.78)) correspondant & un nombre de commutations infini et une trajectoire par
nombre fini k¥ de commutations envisagées.

Pour les deux premiers cas, la commande optimale est définie sans ambiguité
(voir respectivement les figures 3.3 et 3.4 et les figures 3.5 et 3.6). Pour le dernier
cas, il nous faut calculer le critére suivant le nombre de commutations envisagé.

Un calcul explicite de ce critére, d’aprés la forme analytique de la solution est
possible et doit nous permettre de déterminer la solution optimale.

Sur la figure 3.7, une comparaison du colt en fonction de g et suivant le nombre
de commutations est faite. La courbe en pointillé représente le cott associé au mou-
vement périodique obtenu pour un nombre de commutations infini. La courbe su-
périeure en trait plein est le colt obtenu sans commutation (By = 0). La valeur
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x10°

Fic. 3.3: Commande optimale, g = %, z9=-02,A=0.1

015

01r

> -0.05
-0.1 -

-0.15

0.25 I I I I
0

Fic. 3.4: Trajectoire optimale, ¢ = %, z9=-02,A=0.1
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F1c. 3.5: Commande optimale, ¢ = 500, o = —0.2, A = 0.1

0.05

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fia. 3.6: Trajectoire optimale, ¢ = 500, 29 = —0.2, A = 0.1
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limite de g pour laquelle le mouvement périodique peut étre défini correspond au
point d’intersection des deux courbes. Entre ces deux extrémes, on trouve suivant le
nombre k£ de commutations envisagé, des cotts intermédiaires (ici k& = 1,2, ...,20).
On observe que plus le nombre de commutations est élevé plus la valeur du critére
est améliorée (figure 3.7). Le cas optimal est alors obtenu pour le cas cyclique :
k = oo. Par exemple, pour ¢ = 400 < gmax la commande et la trajectoire optimale
sont représentées sur les figures 3.8 et 3.9.

Cost functions

0 I I I I I I I I I ]
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

q

Fia. 3.7: Comparaison des différents cotits en fonction de g et du nombre & de com-

mutations envisagé ; trait plein supérieur : sans commutation (k = 0, z — %), traits
pleins intermédiaires k& = 1,2, ..., 20, trait pointillé : séquence oo de commutations

(x périodique)

3.5 Conclusion du chapitre 3

Dans ce chapitre, une extension du Principe de Maximum aux systémes hybrides
a été proposée. Cette formulation intégre des discontinuités sur les champs de vec-
teurs définissant la dynamique continue du systéme. Ces discontinuités peuvent étre
de types autonomes ou commandées. Ce résultat a été obtenu principalement & par-
tir de l'intégration d’un critére terminal au PM (Probléme de Bolza Chap. 2.2.1)
et de I’équation de Bellman (Programmation dynamique section 3.1) mais aussi par
une combinaison convexe de champs de vecteurs permettant de représenter le saut
commandé. Comme il I’a été souligné (remarque consécutive au PM version hybride),
le cas de sauts sur la variable d’état continue peut aisément s’envisager a l’aide de
fonctions de saut et revient & traiter ces situations comme des discontinuités sur les
champs de vecteurs.
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0.5

-05

Fia. 3.8: Commande optimale, g = 400, g = —0.2, A = 0.1

015
0.1

0.05

* -0.05

-0.1

-0.15 |-

-02 -

-0.25 1 1 1 1 1 1
0

F1c. 3.9: Trajectoire optimale, g = 400, zg = —0.2, A = 0.1
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Un exemple d’une hystérésis repris des travaux de Branicky, est alors entiérement
traité. Cet exemple montre que la solution analytique peut étre déterminée par notre
méthode. En outre, I’analyse menée pour déterminer la trajectoire optimale a permis
de mettre en évidence une bifurcation dans la solution optimale en fonction de la
valeur d’un paramétre g relatif au critére. Cette bifurcation n’a pas été détectée par
la recherche numérique proposée dans [Bra95).



Chapitre 4

La Commande Optimale en Temps

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons & une classe spéciale de systémes hy-
brides : la classe des systémes hybrides linéaires. Cette classe est obtenue pour des
SDH dont les parties continues sont linéaires. Les champs de vecteurs auxquels la
variable d’état x(.) est soumise, sont donc de la forme :

fu(@, ug) = Agz + Brug (4.1)

ou la variable d’état z(t) € R™, l'indice & est choisi parmi un ensemble fini d’indices,
ke K= {1,...,K} et uy € Uy C R™*.

Dans le cadre de la commande optimale, il parait naturel de voir quels types
de résultats on peut espérer obtenir sur ces systémes, en raison de leur relative
simplicité. On comprendra qu’une démarche fondée sur des exemples simples vers
de plus complexes soit notre fils conducteur.

Dans un premier temps, nous nous intéresserons a la commande optimale en
temps avant d’aborder, au chapitre suivant, la commande par critére quadratique.
Pour une position initiale z, et une position finale 2y données dans I’espace d’état,
le probléme consiste & trouver parmi les commandes admissibles celle(s) qui mini-
mise(nt) le temps de transfert de 1'état z(.) de la position z, & la position z;.

Comme nous ’avons vu au Chapitre 2 sur deux exemples académiques, un pre-
mier probléme est d’établir ’existence d’une solution optimale. Malgré 1’existence
d’au moins une commande admissible permettant de relier les points xg et z; avec un
cott fini, il n’existe pas toujours une commande optimale. Nous traitons ce probléme
en détail aux sections 4.3, 4.4 et 4.5 en abordant la notion de trajectoire singuliére.

A la section 4.2, il est montré comment déterminer les instants de commutation.
Ce résultat intéressant permet alors de faire la synthése de la commande. Un exemple
complet illustre la méthode en section 4.6.

83
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Lorsque 'existence d’une commande optimale est mise en défaut, on peut déter-
miner une commande sous-optimale & partir de I’étude d’un probléme étendu. Cette
commande sous-optimale est alors obtenue par mode glissant & partir de la solution
du probléme étendu. La section 4.7 justifie cette approche.

4.1 Loi de commande

Le critére envisagé est donc de la forme :
by
J:/ dt = t; —to (4.2)
to
avec Lg(z,ug) =1 et ¢, = 0, pour tout k.
Les systémes hybrides que nous considérons dans cette partie, peuvent commuter

& tout instant et en tout point d'un modéle & un autre (sauts commandés non
contraints). On peut donc les représenter par le systéme d’équations suivant :

B(t) = Ape(t) + Byug(t) (4.3)
kt) = v(e(t),k(),d(t),t) = d(t) (4.4)

L’automate est ici réduit a 'entrée discréte d(t) € K
de modele utilisé).

{1, ..., K} (i.e. au numéro

Alors une représentation sous la forme d’un seul champ de vecteurs qui intégre
I’ensemble des modes, peut étre donnée par (Chap. 3.2.2) :

K

() = Y qu(t) (Asz(t) + Byux(t)) (4.5)

k=1

ot gi(t) est la k*™ composante du vecteur booléen q(t) (qx(t) € {0,1}) dont une et
une seule composante doit étre égale & 1. Autrement dit, ¢(¢) appartient a 'ensemble
() défini par :

Q:{ae{o,l}K:Zakzl} (4.6)

Aussi par bijection, on confondra ¢(t) avec la commande discréte d(.). L'intérét de
(4.5) est d’intégrer la commande discréte dans 'équation d’état continue et ainsi de
ne former qu’un seul systéme. On peut remarquer que la non linéarité des systémes
hybrides est ici clairement évidente.
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Nous sommes maintenant en mesure d’écrire le Systéme Hamiltonien comme :

B(t) = Y da(t) (Axz(t) + Brus(t)) (4.72)
At) = =D de(t)ALAE) (4.7b)

avec la fonction Hamiltonienne associée

K

H(Xo, A(t), z(t), u(t),d(t)) = de(t))\T(t) (Agz(t) + Brug(t)) — Mo (4.8)

k=1

Le principe du maximum (version classique) établit alors qu'une condition né-
cessaire pour que la commande (u,d)(.) et la trajectoire z(.) soient optimales est
qu’il existe une fonction absolument continue A(¢), non identiquement nulle, véri-
fiant I’équation (4.7b) presque partout (p.p.) sur U'intervalle de temps [to, /] et telle
que :

i HO®),5(t),u(t), d(t) = max (Sup AT (1) (Ap(t) + Bkv)) (4.9)

velUy,

i, HO®),z(t),u(t), d(t) > 0 sur [to, t/] (4.10)

Remarques :

— Le terme —)q dans (4.8) n’a aucun effet sur le maximum de H et a été sup-
primé. Par conséquent, comme le temps final n’est pas fixé, la condition H = 0
(cf PM Chap. 2.2.2) devient (4.10) et A(¢) ne doit jamais étre égale a zéro.

— Comme z et xy sont donnés, A est libre aux instants initial et final.

Afin d’éviter des commandes infinies, le domaine de commande doit étre borné.
Les hypothéses suivantes sont alors faites :

Hypothése : Le domaine de commande associé & chaque commande ug(.) est
un polyédre convexe fermé noté Uy.

Désignons par :
€y €y eny ELF (4.11)
les pr, sommets du polyédre Uy, associé au mode k.

Sous I'hypothése de normalité définie & la section 4.3, on montre que les valeurs
de la commande u(.) pour une trajectoire optimale sont obtenues aux sommets ej,
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j € px des polyedres. La preuve est donnée a la méme section avec le théoreme 4.2.
Ce type de commande est dite “bang-bang”.

Pour une trajectoire extrémale, une question importante est alors de déterminer
les instants ol une commutation entre sommets ey, j € px et/ou modes k € K doit
avoir lieu. La réponse a cette question fait ’objet de la prochaine section (Théoréme
4.1).

4.2 Instants de commutation

Considérons une trajectoire extrémale z(.) & un instant ¢ qui ne soit pas un

instant de commutation, avec une commande obtenue sur le %™ sommet associé
au mode k, c’est-a-dire, pour :
up(t) =€, di(t) =1 j € px (4.12)

Puisque, par définition d’une commande extrémale, la fonction Hamiltonienne est
maximale pour la commande (4.12), toutes les différences formées avec les autres
valeurs possibles de I’Hamiltonien sont positives. En particulier, pour les commandes
situées sur les sommets des domaines de commande, on peut écrire :

AT (t) (Apz(t) + Brel) —\T(t) (Agz(t) + Beel) > 0,V0 e KNi€p, (i#j si k=10)
(4.13)

Posons P,g;() les fonctions du temps définies pour tout £ € K et pour tout
i€p(i#jsik=1{) par:

PYy(t) = AT(t) ((Ax — Ae)z(t) + Bye], — Beel) > 0 (4.14)

P,g;() étant la différence entre deux Hamiltonien, un instant de commutation

intervient au premier instant ¢ ot au moins une des fonctions P,g;(),(‘v’ﬁ € KViep
(i # j st k =£)) s’annule en changeant de signe.

P,g;() est une fonction absolument continue et si 77 dénote l'intervalle de temps

ou la commande (4.12) est la solution de (4.9), P,g;() est analytique sur 77 puisque
z(.) et A(.) sont solutions du systéme d’équations différentielles a coefficients constants
(4.7) )

La forme analytique des fonctions Pl’(.) se déduit du théoréme ci-dessous. On
obtient alors facilement les zéros de ces fonctions par une recherche numérique.

Théoréme 4.1 P,gz() vérifie une équation différentielle ordinaire o coefficients constants
dont l’équation caractéristique est déterminée par le polynéme SipQy ot Sy est le po-
lynome minimal symétriqgue associé & la matrice Ay et Qg le polyndéme minimal
associé o la matrice

A£®In_In®Ak
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( ® est le produit de Kronecker', [Gra81]).
La solution générale est alors de la forme

PUt) =) am(t)e P + ) b (t)er™ (4.15)

ot B,,,Vm sont respectivement les valeurs propres distinctes des matrices Ay et
A%@In—InQ@Ak, et Q,, by, des polynoémes avec des degrés inférieurs aux multiplicités
des valeurs propres associées.

Preuve :
Considérons deux champs de vecteurs différentiables, f et g, et définissons la
fonction analytique P(t) comme le produit

P(t) = A" (t)g(x(1)) (4.16)
ou les dynamiques de z et A sont données par les équations différentielles

&= f(x) (4.17)

et

A=— (g—ﬁ)TA (4.18)

En dérivant successivement P(t) par rapport a ¢, on obtient expression :

T L 1) = (M0), ad7g(x(t)) (1.19)

ou ady'g est le crochet de Lie d’ordre m.
Rappelons que le crochet de Lie de deux champs de vecteurs f et g, est un champ
de vecteurs, noté [f, g], défini par l'opérateur différentiel d’ordre un :

[F(),9()) = 22 (@)f(@) ~ 2L (z)g() (4.20)

La k*®™e_itération du crochet de Lie de f sur g est alors définie par la récurrence
(voir [Nij90] pour plus de détails)? :

adfg(z) = [f (), ad} ' g(z)] (4.21)
de terme initial

ad?cg(:c) = g(x) (4.22)

voir Annexe E : Produit de Kronecker
voir Annexe D : Eléments de Géométrie Différentielle

1
2
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Si dans un premier temps, nous supposons que les champs f et g sont linéaires
c’est-a-dire de la forme f(z) = Mz et g(x) = Nz alors le premier crochet de f sur
g, est donné par 'expression [Mxz, Nx]| = (NM — M N)z.

Aussi, on peut identifier cet opérateur & une application linéaire de R™ dans
R™ (ad},(.) : R” — R"") qui associe & une matrice donnée N, la matrice NM —MN.
Définissons alors 'opérateur colonne col(.) qui & une matrice A = [A;...A,] associe
le vecteur colonne col(A) = [AT...AT]T ou Ay, ..., A, sont les colonnes de A.

Alors une propriété remarquable est [Wei91] :

col(ACB) = (BT ® A)col(C) (4.23)

Aussi, si nous formons col(N), col(I,NM) et col(M N1,), il est facile de vérifier
a 'aide de cette propriété que ad}(.) : col(N) — M col(N) ou la matrice M est
définie par la relation :

M=M"®I,-I,8M (4.24)

De plus, les valeurs propres de M sont formées par les différences :

v, =Bk—Bi, j=1,..,n% i,k=1,..,n (4.25)

et les vecteurs propres associés par les produits :
Vi=Ve®V; (4.26)

ou les 3;, B, représentent les valeurs propres de la matrice M, et V; et V; représentent
les vecteurs propres respectivement des matrices M7 et M.

Posons () le polynéme minimal de M=MT®I,—1I,® M. Comme les valeurs
propres de M sont déterminées par (4.25), le degré de Q est au plus n(n — 1) (zéro
est une valeur propre de multiplicité au moins égale a n).

En appliquant le théoréme de Cayley-Hamilton, on établit, pour toute matrice
N7

Q(adar)(N) = pmadiy(N) =0 (4.27)

ou les p,, sont les coefficients du polynéme Q.
Nous pouvons alors conclure de (4.19) et (4.27), que la fonction scalaire P(t)
vérifie I’équation différentielle ordinaire

QP = Y S 1) = 0 (4.28)

Si maintenant, les champs f et g ne sont plus linéaires mais affines, f(z) = Mz+c
et g(z) = Nz + d, de la méme fagon, I’équation suivante est obtenue :

Q(adf(m))(g) (:L‘) = Q(ade)(N) (:L‘) +V (4'29)
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avec un terme additionnel V' constant.
Comme Q(adprz)(N)(z) est identiquement nul, en appliquant successivement
I'opérateur différentiel ady a cette relation, on obtient :

adjQ(ady)(9)(z) = (=1)*M*V (4.30)
On peut alors conclure par le théoréme de Cayley-Hamilton

5Q(ady)(g)(z) =0

avec S le polynome symétrique du polynoéme minimal de M (i.e. S(—z) = —R(z) si
R est le polynéme minimal de M). Ceci compléte la preuve de ce théoréme.

Remarque : Dans I'expression (4.29), le vecteur constant V' est déterminé a
partir de la relation de récurrence :

d™P m - k—1 m—k m 3 m
dt—m(t)_)\ (ad L(N)z { 2; Fad L (M™FN)e + (=1)™"M d})
(4.31)

4.3 Condition de normalité

Dans certains cas (champs de vecteurs particuliers, zones particuliéres de I'espace
d’état, etc.) le maximum de ’Hamiltonien ne définit pas la commande de maniére
unique. Dans ces situations, la recherche d'une solution nécessite des traitements
particuliers ou s’introduit la notion de trajectoires singuliéres [Jak98].

Les commandes discrétes définies au chapitre 3, sont des commandes constantes
par morceaux. La condition de normalité abordée dans cette section va permettre
de garantir 1’absence de trajectoire singuliére pour cette classe de commande.

Pour cela, nous allons considérer un probléme étendu (F.) obtenu en relaxant
les contraintes posées sur le domaine discret de commande (4.6). La condition de
normalité garantira alors que les solutions optimales du probléme étendu (si elles
existent) coincident avec les solutions optimales du probléme hybride.

Comme l’existence d’'une commande optimale mesurable est garantie pour ce
probléme étendu (Théoréme 2.2), le corollaire 4.2 page 96 est un lien entre les
solutions du P, qui seraient constantes par morceaux et les solutions hybrides. Aussi,
ce résultat peut-il conduire & une condition suffisante pour l'existence de solutions
au probléme hybride.

Au chapitre 2 section 2.2.2, un théoréme d’existence sous certaines hypothéses
de convexité du probléme a été énoncé. Il s’avére qu’'un systéme hybride ne peut
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Qc
0 1

A

FiG. 4.1: Domaine de commande étendu pour un SDH formé de trois états discrets

v

satisfaire une telle hypothése en raison de la non convexité du domaine de commande
et de la violation de la condition a)3.

On peut cependant remédier a cette difficulté si le domaine de commande discret
@ est étendu a son enveloppe convexe ). (figure 4.1),

Q. = co(Q) = {a €[0,1%:> = 1} (4.32)

Le probléeme de commande avec un domaine éténdu & ()., est appelé probléme
étendu (F.). Notons que la classe des commandes admissibles discrétes n’est pas
modifiée et reste constante par morceaux. Le champ de vecteurs noté fp, (z,u,d), est
maintenant défini comme une combinaison convexe des champs associés & chaque
mode.

Ce qui suit est un peu technique mais va nous permettre de faire correspondre
les solutions éventuelles du P, aux solutions du probléme hybride initial. Par des
considérations géométriques, on se propose d’établir dans quels cas la commande
admissible (u,d)(.) sur U'intervalle de temps [to,?s], est uniquement définie par la
premiére condition de maximum (4.9).

Rappelons quun hyperplan H de dimension (n—1) est dit supporter un ensemble
fermé et convexe M(C R™) au point y € M N H si M est entiérement situé dans
1'un des deux demi-espaces définis par H *. Si un vecteur / est normal & cet hyperplan
d’appui H de M au point y alors hTy = sup,c,, A7 2.

Aussi, pour un instant ¢ fixé et un état x(¢f) donné, le champ de vecteurs,
fp.(z,u,d), est représenté par 'ensemble de points A = co{fx(z,Us) : k € K}5.

3Pour tout z et ¢, 'ensemble
{[f(z,u,t), L(z,u,t) + 8] : w € U(t), 6 > 0}

est convexe.
4OM désigne la frontiére de 'ensemble M
>co{M} est 'enveloppe convexe de ’ensemble M
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Cet ensemble est un polyédre fermé et convexe. La figure 4.2 en est une illustration
dans un espace d’état de dimension deux pour un systéme formé de trois modes.

Si le point z(t) est situé le long d’une trajectoire extrémale (i.e. vérifie la condition
de maximum du PM) et si A(t) est le vecteur adjoint correspondant alors le champ
pour le probléme étendu, fp, (z,u,d), appartient & 'ensemble des points A N P ou
P est 'hyperplan d’appui de A défini par \(¢). Plus précisément, la fonction Hamil-
tonienne \” fp, (x,u, d) atteint son maximum pour un point situé sur un sommet de
A, ou bien sur une face entiére I" de A.

P

Fic. 4.2: Hyperplan P d’appui sur A

Si P contient une face I' de A, alors on peut conclure que la commande (u, d)
n’est pas uniquement définie a cet instant. Ceci peut étre sans conséquence si la
situation se produit pour un nombre fini d’instants (ensemble de mesure nulle).

L’ensemble A(t) a seulement un nombre fini de faces & un instant donné. Comme
z(.) est une fonction continue, A(.) évolue de maniére continue. Par conséquent, le
nombre de faces en fonction du temps est une fonction constante par morceaux puis-
qu’une nouvelle configuration intervient seulement lorsqu’un sommet de fx(z(t), Ug),
pour un certain k, rejoint ou quitte la frontiére de A(t). Le nombre total de faces
entre un instant initial et final est donc fini®.

Supposons maintenant qu’il existe un ensemble infini d’instants vy (C [to, tf])
pour lequel le maximum de H est atteint sur une des faces de A(t). Comme le
nombre total des faces est fini, on peut choisir un sous-ensemble infini v; de 7, tel
que le maximum de H soit atteint sur une méme face I'(.) (I'(.) dépend du temps).
Comme les commandes admissibles pour la partie discréte sont supposées constantes
par morceaux, il existe un intervalle de temps E qui contient un nombre infini
d’éléments de v, et ou la commande discréte est constante (i.e. d(t) = a,a € Q.).

6Cette affirmation ne constitue pas une démonstration mais nous I’accepterons comme hypo-
thése de travail.
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Sur cet intervalle F, le systéme Hamiltonien (4.7a)(4.7b) apparait comme un
systéme linéaire commandé et un systéme linéaire (d(¢) = o) :

z(t) = Zak (Agz(t) + Brug(t)) sur E (4.33)
At) = = apA{A(t) sur E (4.34)

Pour toute aréte de la face I'(t), il existe des indices k, £ (€ K), j € px, i € g,
tels que le vecteur défini par la différence des deux sommets de I'(¢) :

w(t) = folx(t), €) — folz(t),€)) (4.35)

soit dirigé le long de cette aréte de I'(¢).
Le vecteur w(t) est orthogonal & A(t) et nous avons :

M (Hw(t) =0 (4.36)
pour tout t € v, N E.

Deux types de faces doivent alors étre distingués en fonction du fait qu’elles
contiennent ou non au moins deux sommets obtenus pour le méme mode.

Dans le cas ou tous les sommets sont définis pour des modes distincts (k # £),
(4.33) prends la forme :

LL'(t) = Z Q (Akl'(t) + Bkei) sur F (437)

k=1

avec j € (1,...,px). Autrement dit, la commande continue u(.) doit étre constante
sur E et égale a e} pour un indice j € (1,...,px). Par suite, les fonctions z(.) et
A(.) sont analytiques sur E ainsi que le produit scalaire A\”(t)w(t). On en déduit
I'identité :

M ®wt)=0sur E (4.38)

En dérivant successivement cette relation par rapport au temps ¢, on parvient &
’aide des expressions (4.34) et (4.37) & :

d" (A ()w(t))
dtm™

= M (t)adgyw(t) = 0,Ym >0 (4.39)

K .

ou ®(z(t)) = > o (Awxz(t) + Byey,) (voir Annexe D pour la définition de opérateur
k=1

ad).
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Or, (4.39) ne peut étre vérifiee que si la distribution de champs de vecteurs
A(z) = Gen {adg”(m)w(t), m=0,1,..,n% — 1} 7 est de dimension strictement infé-

rieure & n. Sinon A(¢) s’annule de maniére identique sur F ce qui contredit 1’hypo-
theése de non trivialité de la solution A(¢) de (4.34).

Supposons maintenant qu’il existe au moins deux sommets de la face I'(¢) obtenus
pour le méme mode k. Dans cette situation, on peut considérer 1’aréte particuliére
définie par ces deux sommets. Alors dans (4.35), la dépendance de w par rapport
au temps t et 'état = disparait puisque w = By(el — ei). Observons que ce choix
particulier nous permet d’éviter la difficulté que ’on rencontre pour dériver w(t)
sans hypothése sur la commande u(t). Comme la variable adjointe A(¢) résout un
systéme linéaire & temps invariant, A(.) est une fonction analytique ainsi que le
produit A7 (¢)w. Ainsi, on a sur tout l'intervalle E,

At w=0 (4.40)

Comme précédemment en dérivant successivement, on obtient la relation de ré-
currence :

m T
% — T (£)A™w = 0,¥m > 0 (4.41)
avec
K
A== a4 (4.42)
k=1

Cette relation ne peut étre satisfaite que si w appartient & un sous-espace strict
de R™(# R") qui est invariant par Iapplication A. Sinon {w, Aw, ..., A" 'w} forme
une base de R™ et A\(¢) s’annule identiquement sur F ce qui contredit 1’hypothése de
non trivialité de A(t).

Nous sommes maintenant en mesure de rejeter définitivement les points ot I'uni-
cité de la solution de (4.9) ne peut étre garantie (sauf peut étre sur un ensemble fini
d’instants) avec la condition suivante :

Pour tout z, on considére le polyedre A(z) = co{fi(z,Ux)/k=1,...K} et ses
faces. Pour chacune d’entre-elles, notée I'(z), il existe toujours des indices &, £ (€ K),
i € (L,..pe), J € (1,...,p%), tels que le vecteur wy'y(z) = fu(z,el) — fo(z,el) soit
dirigé le long d’'une de ses arétes et un vecteur constant o € Q). tel que le point

K .
®(z,) = Y ax (Axz + Bgey) appartienne a la face I'(z).
k=1

"Gen {vy,vq, - ,v,} est Uespace vectoriel généré par les vecteurs vy, vs, - -+ ,vy,.
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Définition 4.1 Le probléme hybride de commande optimale avec les hypothéses
(H,)® est dit normal si la distribution de champs de vecteurs obtenue pour le pro-
bleme étendu (P.)

Ai’fe(m, a) = Gen {adg(m,a)wi’i(x), m=0,1,..,n" — 1} (4.43)

est de dimension constante n pour tout z, tout wi}(m) et tout champ ®(z, o).

Remarque : La condition de normalité traduit le fait qu’il n’existe pas de
sous-classes de commandes extrémales admissibles pour le P, qui rendent ce
systéme localement fortement non accessible®. Nous renvoyons 4 la lecture de
[Nij90] pour de plus amples détails.

Théoréme 4.2 Si le probléme de commande optimale est normal alors toutes les
commandes extrémales (u,d)(.) sont bang-bang et constantes par morceaux. De plus,
les trajectoires extrémales pour le P, correspondent aux trajectoires extrémales du
probléme hybride.

Preuve :

Si le probléme de commande en temps optimal est normal, les relations (4.39) (et
(4.41)) ne sont jamais satisfaites pour le P, et la condition (4.9) définit de maniére
unique la commande en fonction de A() excepté pour un ensemble fini d’instants.
Ainsi, la condition (4.9) de maximum est réalisée sur les sommets du polyedre A(¢)
i.e. la commande discréte prend ses valeurs sur un sommet de ()., et la commande
continue prend ses valeurs sur les sommets du polyédre Uy associé & la commande
discréte. Autrement dit, toutes les commandes extrémales sont bang-bang.

Considérons l'intervalle de temps [to,ts] et scindons le en un nombre fini de
parties obtenues pour les instants ou la condition (4.9) n’est pas définie de maniére
unique. Alors on peut montrer aisément que la commande (u(.),d(.)) est constante
sur chacun de ces intervalles, voir ( [Pon64], pp.114-115) pour la preuve (la raison
principale est que la fonction % (t) = )\T(t)wi’fe(t) est continue sur ces intervalles).
On arrive alors & la conclusion que si une commande optimale en temps existe, elle
est bang-bang et constante par morceaux.

Corollaire 4.2 : Si P. est normal et admet une solution, cette solution est
ausst une solution pour le probléme hybride.

8cf. Chapitre 2.2.2
9voir Annexe D : Eléments de Géométrie Différentielle pour la définition de la notion d’acces-
sibilité
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Preuve :
c’est évident puisque la commande optimale est bang bang.

La condition de normalité peut apparaitre comme une condition forte puisque
des commandes bang-bang sont imposées aux trajectoires extrémales du P,. Mais
comme nous le verrons par la suite, 1’existence de solution au probléme hybride est
fortement reliée a la normalité du probléme.

Remarques :
— La condition de normalité implique que ’équation (4.15) n’est jamais identi-
quement nulle pour la classe des commandes admissibles.

— Nous montrerons comment on peut de maniére pratique vérifier si la condition
de normalité est satisfaite ou non dans les prochaines sections.

4.4 Trajectoires singuliéres et normalité

La condition de normalité énoncée précédemment caractérise une classe parti-
culiere de trajectoires : les trajectoires singuliéres obtenues pour une commande
discréte constante par morceaux.

En effet, considérons en toute généralité un systéme sur R" de la forme

z = f(z,u) (4.44)

ou u(.) est une fonction bornée mesurable de [0,7] dans R™ et f une fonction
analytique de R"” x R™ dans R".

Posons z(t, zg, u) la solution de (4.44) a l'instant ¢ pour une commande u(.) telle
que z(0) = zo. Considérons alors pour un ¢ et z, fixés, Papplication F},, qui & tout
élement v pris dans un voisinage V' de u(.) fait correspondre z(t, zo, v).

Par définition la commande u(.) et la trajectoire z(.) sur Uintervalle de temps
[0,%] sont dites singuliéres si la dérivée de Fréchet' de F; ,,, évaluée au point wu,
n’est pas de plein rang.

On peut caractériser une trajectoire singuliére avec la proposition suivante
Théoréme 4.3 ([Bon98]) Les trois assertions suivantes sont équivalentes

(a) (z(.),u(.)) est singuliere
ddézx

(b) le systéme linéaire =2 = fy(x,u)éx + fu(x,u)du n'est pas commandable

10F est dérivable au sens de Fréchet en un point u si on peut écrire : F(u + w) = F(u) +

<F "(w), w> + o(w) avec lim,, ¢ % = 0. La forme linéaire F' (u) est appelée Fréchet dérivée en u.
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(c) (z(.),u(.)) est une solution du systéme Hamiltonien contraint

. 8H . 9H  OH

T= N =5  ou"" (4.45)

oty H= X" f(x,u) et \ est non nul.

Notons que les termes f,(z,u) et f,(z,u) définissent les matrices temps variants

At) = fala(t), u(t)) et B(t) = fula(t), u(t)).

Dans notre situation et en conservant les mémes notations, lorsque le maximum
est atteint sur un intervalle de temps non nul sur une face I'(¢), on peut restreindre
le domaine de commande a la sous-variété V(t) = {u € U : f(z,u) € T'(¢)}.

Alors, le systéme ainsi défini est singulier puisque :

OH

——| =0 cest-a-dire A fulz(t), w(t))bu(t) = 0,Véu(t) € V(t) (4.46)

Remarque : En toute rigueur, il existe un changement de variable
4= p(z,uly) et = ¢(z) avec (., u), #(.) des difféomorphismes C* tels que
les équations (4.45) soient vérifiées pour

H=\"g(,0) ot g(,a) = f(¢7'(2), ¢~ (a)) (4.47)

Dans la base associée & ce changement de variable, la derniére relation %—g =0
conduit &

X ga(#,4) = A fups' =0 (4.48)

La condition de normalité peut apparaitre comme une condition restrictive sur la
classe des systémes hybrides. Hélas, elle ne ’est pas assez pour permette de garantir
I’existence d’une solution optimale dans le cas général. Une bonne condition mais ex-
tréme consisterait & rejeter toutes possibilités de trajectoires singuliéres mesurables
et non pas seulement constantes par morceaux. La proposition ci-dessus montre
qu’il est a priori difficile de vérifier si un systéme posséde ou non des trajectoires
singuliéres. En revanche, la condition de normalité peut étre évaluée et conduit & un
indicateur permettant d’estimer si le probléme de commande hybride a de bonnes
chances d’admettre ou non une solution optimale.
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4.5 Analyse d’'un exemple critique.

Reprenons donc ’exemple critique de commande optimale en temps du chapitre
2.3.3. Le systéme hybride considéré est formé de deux systémes linéaires du second
ordre en évolution libre :

z(t) = d(t) A1z(t) + (1 — d(t)) Aoz(t), d(t) € {0,1} (4.49)
04 0.3 03 —14
wvee o= _13 11 )4 =09 —07 )

Les matrices Ay et A; ont toutes les deux des valeurs propres complexes et les
mouvements des trajectoires autour de l'origine sont de sens inverse (sens trigono-
métrique et anti-trigonométrique).

La fonction Hamiltonienne H est donnée par,
H(\ z,d) = d(t) A\T(t)(A1 — Ao)z(t) + Az (t) (4.50)

Pour des valeurs données de x et A, on peut remarquer que H est une fonction affine
de la commande d. Le maximum de H est par conséquent atteint pour la loi de
commande :

d(t) = 0si AT(t)(A; — Ao)z(t) <0 (4.51a)
d(t) = 1si XT(£)(A; — Ag)z(t) >0 (4.51b)

Comme nous l'avons suggéré au chapitre 2.3.3, en tragant I’ensemble des tra-
jectoires extrémales pour un couple (zo,zy), il semble que ce probléme n’admette
pas pour tout couple de points (g, zs) de solution optimale en temps malgré I'exis-
tence d’au moins un trajet reliant zo & z; (figures 4.3 et 4.4). La preuve de cette
affirmation fait I’objet de la suite de I’exposé.

Tout d’abord, nous montrerons que le systéme ne vérifie pas la condition de
normalité puis que la trajectoire optimale pour le P, existe et est constante par
morceaux sans étre bang-bang.

4.5.1 Calcul de la condition de normalité

Pour cet exemple, il s’agit de déterminer §'il existe un z et un « € [0, 1] tel que
dim(Ag1(z, @) < n ou

Aoq1(z, ) = Gen {ad;”Aler(l_a)Aom (A1 — Ag)z,m=0,1,...} (4.52)

S’il existe un état = et un nombre réel a € [0,1] tels que dim(Ag1(z, @) < n
alors ce sous-espace A admet un vecteur orthogonal . Par suite, on doit résoudre
les équations d’inconnues A, x et «, suivantes :

(N 05 o (1—ayags (A1 — Ag) ) = 0,m =0,1,2,... (4.53)
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05

X2

-05

F1G. 4.3: Trajectoire quelconque reliant xy & x5 en une commutation

ou la notation (.,.), désigne le produit scalaire sur R” x R".
De maniére équivalente, le membre de gauche de (4.53) peut étre reformulé par
(voir Annexe E et la section 4.2) :

<)\’ a’d;nAuc—i-(l—a)Aom (Al - AO) £C>n - <£L‘ 2 )" MOTLnCOZ (Al - A0)> o (454)
avec My = MI @I, — I, ® My et M, = aA; + (1 — ) Ag.
D’ou le probléme : Trouver A, x et « tels que :

<:v ® X, M™col (A1 — A0)> L =0,m=0,1,2,.. (4.55)

Notons qu’il n’est pas nécessaire de considérer pour m des valeurs supérieures au
degré du polynome minimal associé & M,,. Soit en général, m = 0,1,...,n(n—1). En
effet, comme les valeurs propres de M, sont déterminées a partir des valeurs propres
i, i =1,...,n de M, en formant les différences &, —¢;, 4, j = 1,...,n, il existe un
zéro de multiplicité au moins égal & n si les valeurs propres £; sont toutes distinctes.

De (4.55), on observe que : Le systéme hybride ne vérifie pas la condition de
normalité si et seulement si le vecteur col (A; — Ag) appartient o un sous-espace
stable du faisceaur My et si il existe un vecteur orthogonal & ce sous-espace de la
forme = & A.
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Les solutions de (4.55) sont alors déterminées en résolvant formellement la rela-
tion d’appartenance :

. N T
T® X € Ker [col (A1 — Ag)  Mlcol (A — Ay) -+ MM Veol (4; — Ap)
(4.56)
Application Numérique : (4.56) conduit a :
a— a— a— T
T®NE (s | T 1o tres ) (4.57)

Comme z @ A = [£1)1, T1 g, Za A1, :cg)\g]T, la résolution du systéme d’équations
(4.57) fournit deux commandes discrétes oy et as,

114 5
-t /3108769 = 0. 4,
a 253 ~ T151ag V3108769 = 0.2654 (4.58)
114 5
= 4+ —— /81 )} 4,
Qs 55+ T /8108760 = 0.5127 (4.59)

obtenues pour des z éléments respectivement des droites D; et Dy et définies par,

1

Dy = {z=(r1,22) 1 0= M(1807 — v/8108769)z, } (4.60)
1

DQ = {LL‘ = (5[)1,5[,'2) L Xg9 = TOS(—1807 =+ v 8108769)1‘1} (461)

On peut donc conclure que la condition de normalité n’est pas satisfaite pour ce
systeme. De plus, ce calcul montre qu’il n’existe pas de trajectoire singuliére pour le
systéme hybride, c’est-a-dire que la prise en considération dans la loi de commande
(4.51) du cas ou X ()(A; — Ag)z(t) = 0 avec d(t) € {0,1} est sans objet.

Par conséquent, pour I’exemple critique pris au chapitre 2.3.3 qui consiste & trou-
ver le temps de parcours optimal pour aller de la position initiale zo = (—1.1, —0.2)
a la position finale z; = (—0.8,—0.4), le tracé des trajectoires extrémales depuis la
position finale x; prouve qu'’il n’existe pas de candidate & I’optimalité puisqu’aucune
de ces trajectoires ne parvient en un temps inférieur & 77 a relier zo & = (figures
4.3 et 4.4). Rappelons qu’aucune de ces trajectoires ne passe par xo ce qui traduit
le fait qu’il n’y a pas de solution optimale (cf. Chap. 2.3.3.).

4.5.2 Trajectoires optimales pour le P,

Comme toutes les hypothéses relatives au théoréme d’existence cité au chapitre
2.2.2. sont vérifiées pour le P,, il existe une commande mesurable.
Dans le calcul des expressions,
dm

=i (A (A1 = Ag)2),, = (A g i (1 -0y aow (A1 — Ao) ) (4.62)
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F1G. 4.4: Trajectoires extrémales joignant le point z; en un temps inférieur a T)

on peut observer que la commande discréte « n’intervient pas de maniére explicite
pour m < 2.
En effet, on a successivement :

(N 0o o (1—ayane (A1 — Ao)z) = (X, (A1 — Ao)z)
(N 0y p o (1apage (A1 — Ao) ) = (A, (A1Ag — AoAr)z) (4.63)
(A ado g i (1-ayans (A1 — Ao)z) = (A [o( A1 — Ao) + Ao,(AoAr — A1 Ao)] z)

Par conséquent, toutes les trajectoires singuliéres mesurables doivent vérifier ces
trois relations. Or, la valeur m = 2 est précisément la valeur limite de m (m =
n(n—1)) dans le calcul de la distribution de champs Ag 1(z, ). On en déduit que les
seules commandes mesurables générant des trajectoires singuliéres sont constantes
par morceaux et correspondent aux valeurs «; trouvées précédemment.

La synthése de la commande optimale pour F, et pour le couple de points (zq, zy)
doit donc faire intervenir au moins une des commandes «; puisqu’aucune commande
bang-bang ne résout le probléme.

Observons que sur les droites D, et Dy, lorsque la fonction P(t) = (A, (41 — Ag)z)
est nulle, les valeurs possibles de la commande sont définies par I’ensemble {0, o, 1},
it =1,2. Les valeurs 0 et 1 provoquent le départ de D;, i =1, 2.
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On détermine aisément par quelques considérations géométriques, celle qui relie
zo & =y avec un temps optimal. En effet, on remarque que la droite D, joue le role
d’un ascenseur (éloignement de ’origine) pour les trajectoires 'empruntant tandis
que la droite Dj joue un role inverse (figure 4.5). Par conséquent, atteindre la position
zy depuis zo ne peut étre réalisé que si la trajectoire suit la droite D, (figure 4.5).

35 _

25|

05 |

-05 |

x1

F1G. 4.5: Recherche de la trajectoire singuliére

La trajectoire optimale emprunte alors le mode 1 de zy vers la droite D, &
Iinstant ou la droite Dy est atteinte, la commande passe a la valeur s jusqu’a la
position sur Dy qui permet d’atteindre z; avec le mode 0 (figure 4.7). Toute autre
tentative fournit un temps de parcours supérieur.

Une commande hybride sous-optimale peut alors étre recherchée par mode glis-
sant le long de la droite Dy (cf.section.5.7) (figure 4.7).

Remarque : Lorsque le lieu des valeurs propres du faisceau

M, = aA; + (1 — o)Ay est tracé, on observe qu’aux valeurs oy et ap de «
correspondent les valeurs propres réelles respectivement maximum et minimum
du faisceau (figure 4.6).

Par ailleurs, le théoréme (4.3) implique que les systémes,
z = A+ Bw (4.64)
avec .A,L = OéiAl + (1 — Oéi)AO (465)
et B,L = (A1 - Ao) mi(t), LL',L(t) € D,L,Z = 1, 2 (466)
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sont non commandables. Par conséquent, les vecteurs (A; — Ag) z;(t) et x;(¢) appar-
tiennent & des sous-espaces stables de A; (pas forcément les mémes), et en 'occur-
rence les droites D;.

Il est intéressant de remarquer que le cas extréme est obtenu pour des matrices A;
qui commutent entre elles. En effet, les sous-espaces stables sont alors communs et
il existe une infinité de commande ne vérifiant pas la condition de normalité (I’ordre
d’utilisation d’une commande ne joue pas).

Enfin, cet exemple souligne qu’il est préférable de relaxer les contraintes imposées
au domaine de commande en étudiant les solutions issues du P, et d’en déduire une
commande optimale ou sous-optimale pour le probléme hybride.

L’existence d’une solution optimale pour le probleme hybride ne peut étre justi-
fiee que si les solutions du P. pour la classe des commandes mesurables ne sont pas
singuliéres. L’ensemble des candidates extrémales et admissibles pour le probléme
hybride peut étre non vide bien que le probléme n’admette pas de solution.

La détermination de ces trajectoires singuliéres est en général un probléme diffi-
cile [Jak98]. La section 4.6.3 illustre sur un exemple de dimension modeste comment
ce calcul peut étre effectué.

4.6 Exemple

Considérons un systéme hybride construit avec deux systémes commandés du
second ordre :

LL'(t) _ { Aom(t) + Bouo(t), sid= [1 0]

Arz(t) + Biua(t), sid=[0 1] (4.67)

ou les matrices Ay et A; sont définies par, Ag = <_1 1 ) A = (‘1 4) ot

-1 -1 -3 2
By=B; = 1.
Le domaine de commande continue U est identique pour les deux modes et est
formé par le carré U = Uy = Uy = [-1,1]? (figure 4.8).

On se propose alors de résoudre le probléme de descente optimale vers origine
O = (0,0) depuis un état initial donné.

4.6.1 Calcul de la condition de normalité

De maniere générique, le calcul de la condition de normalité pour des systémes
linéaires peut s’inspirer de ce qui suit :
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F1a. 4.8: Domaine de commande
Il s’agit de déterminer g’il existe un état « et une commande « tels que I’espace
engendré par la distribution Ag 1(z, @) soit de dimension inférieure & n, c’est-a-dire :
dim(Ag1(z,0)) <n (4.68)
ou
Ao (z, ) = Gen{ady 4,415+ (-a)(Aostbe) (A1 — A0) T + by — bo,m = 0,1, (4}69)

On pose alors le changement de variable suivant :
F=z+ (ad + (1 —a)Ao) (ab + (1 — a)by) (4.70)
de sorte que, I’écriture de,
Ay Ay 45)+(1—a) (Aoz+bo) (A1 — Ao) T + b1 — bo (4.71)
devient équivalente &
aldoa, 54 (1—a) Ao (A1 — Ag)Z +c (4.72)
avec le terme constant ¢ = b; — by — (A1 — Ag) (a(A; — Ag) + Ag) " (a(by — bo) + bo)-

A présent, si il existe un état Z et une constante « € [0, 1] tel que
dim(Ag1(Z, @) < n alors ce sous-espace admet un vecteur orthogonal X. Si bien que
nous avons :

(N adys 5 (1apags (A1 — Ao) E+¢) =0,m=0,1,... (4.73)

Le développement de ces relations (voir Annexe E) revient a rechercher A\, Z et «
tels que, pour m =0,1,2, ...,

(N 05,54 1-aytos (A1 = A) ) = (3® N, Mcol (A = Ao))

+ <)‘7 (_Ma)mc>n
=0 (4.74)
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avec My = ML Q I, — I, ® My et M, = cA; + (1 — ) Ao.

Posons alors :

r Ma 0n2xn
o (e ) -

et les relations (4.74) deviennent,

dm ~ TRp ~ [ (A A
<>\’ a OLAl"E—i—(l—a)Aoj (Al AO) x + C> = < |: :| , ﬂjaﬂl |:CO ( 1 0):| > .
n=+n

n

=0 (4.76)

Comme les champs considérés dans les expressions des crochets de Lie itérés sont
linéaires & temps invariant, le nombre d’itérations m nécessaires est fini et est égal
au degré du polynoéme minimal associé & M,. Soit en général, m =0, 1, ..., n?.

Ainsi, il suffit de vérifier la relation :

F ® A] c Ko Hcol (A — AO)} VL {col (4; — AO)} A [coz (A; — AO)”T

A C C c
(4.77)

Application Numérique : Pour tous les choix de couples de sommets consti-
tuant une aréte de la face I', (4.77) conduit & :

Z®A 1310—22 5oa—4 1 400—31 T
{ A } € [_5 103 403 1 "3 a3 U O] (4.78)

Dot A = 0 ce qui contredit I’hypothése de non trivialité. Par conséquent le
systeme hybride posséde la propriété de normalité.

Comme les conditions d’existence pour le P, muni de la classe des commandes
mesurables sont vérifiées, il existe une commande optimale mesurable pour le P..
L’existence pour le probléme hybride n’est a priori pas garantie puisque le P, peut
treés bien avoir une commande optimale mesurable qui ne soit pas bang-bang mais
par exemple, continue par morceaux et non constante. En fait, cette commande est
un peu plus que mesurable : elle est C'™° par morceaux. Nous le démontrerons & la
section Fxistence.

Pour le probléme de descente & 1’origine, on montrera qu’il n’existe pas de com-
mande non bang-bang pour le P, qui puisse résoudre le probléme, prouvant ainsi
I’existence pour le probléme hybride. Mais avant tout, effectuons la synthése des
commandes extrémales.
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4.6.2 Synthése de la commande

Dans le cas présent, le systéme adjoint s’écrit :

- _ATA(), sid = [10]
) = { _ATAB), sid=[01] (4.79)

Pour un z donné, si ’ensemble de points formé par Agx + ByUy, k = 0,1 (figure
4.9) est tracé, il apparait de maniére évidente que, si le vecteur X est situé dans le
secteur «, le maximum de H est obtenu pour le sommet A;x + e;. Un instant de
commutation survient lorsque A quitte ce secteur angulaire. Dans le cas linéaire, il
est facile de déterminer quand cet événement se produit mais ici « évolue avec le
temps en raison d’une dépendance vis & vis de la variable .

A2X+e4 A2X+e 1

F1G. 4.9:

Cependant le théoréme sur les instants de commutation (section 4.2) nous per-
met de déterminer cet instant. Supposons connues & un instant ¢ les variables z(t)
et A(t), alors les expressions analytiques des fonctions Pllj(.), pour j = 1,2,4 et
£=0,1(j #1si£=1) sont entierement déterminées en résolvant les équations
différentielles définies par 'équation (4.15). Toutes les racines ((4.15) et (4.25)) et
toutes les conditions initiales (4.19) sont connues. Ainsi, le premier instant ou I'une
d’entre elles s’annule est aisément déterminé par la recherche de leurs zéros. Cet
instant correspond & un instant de commutation.

Avec un choix approprié de A a linstant final (A = (cos(f),sin(6)) et (4.9),
(4.10) satisfaites), toutes les trajectoires extrémales finissant a l'origine du plan sont
construites (figure 4.10) et U'intervalle de temps pendant lequel une commande est
effective, est précisément déterminé.

Rappelons que les trajectoires optimales forment un sous-ensemble des trajec-
toires extrémales. Ainsi, si pour un état initial donné, il existe une et une seule
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F1G. 4.10: Trajectoires extrémales dans le plan de phase

F1G. 4.11: Zoom dans une zone de trajectoires multiples
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trajectoire extrémale qui résout le probléme, et si l'existence d’une solution est dé-
montrée, alors on peut conclure & l'optimalité de cette trajectoire. En revanche,
lorsque plusieurs candidates & 'optimalité se présentent, la décision doit étre prise
en déterminant laquelle est optimale c’est-a-dire, en évaluant le critére.

Dans notre cas, quand on trace l’ensemble de ces trajectoires extrémales, on
trouve des régions (figure 4.11) ou plusieurs trajectoires atteignent le méme point ;
par exemple z = (5.5,0). Pour éviter cette difficulté, un probléme ouvert est de
détecter quand une trajectoire optimale cesse de 1’étre (Notion de points conjugués
[Bon9g)).

Sur la figure 4.10, on a représenté ’ensemble des trajectoires extrémales. Compte
tenu de la remarque précédente, une grande partie de ces trajectoires peuvent étre
considérées comme optimales (unicité). Par exemple, si on débute du point
zo & (9.5,2), la commande optimale en temps est obtenue par d = [1 0] et u = e3
jusqu’a la position z; ou la commande commute vers d = [0 1] et u = e3 et ainsi
de suite. Au final la séquence bang-bang est d =[1 0], [0 1], [0 1], [1 0], [1 0];u =
€3,€3,€4,€4,€1.

4.6.3 Existence

Le théoréme d’existence étant vérifié pour le P., il existe une commande optimale
mesurable (si la classe des commandes admissibles pour le P. sont les commandes
mesurables). Le but de cette partie est de montrer que ces solutions sont en fait
bang-bang et continues par morceaux.

D’aprés la premiére condition du PM, on sait que cette commande est obtenue sur
la frontiére du domaine convexe A(z) = co{fx(z,U) |k = 0,1} (figure 4.9). Comme
la condition de normalité est vérifiée, les seules commandes admissibles pour le P,
et non admissibles pour le probléeme hybride sont des commandes non constantes
par morceaux obtenues sur les faces de A(z). Comme U est identique pour les deux
systémes, les seules faces de A(z) pour lesquelles on puisse en trouver sont définies
pour des modes différents et des sommets identiques (figure 4.9). Autrement dit elles
sont de la forme

I'z)={w|w=a(ld; — Ay)z + Aoz + e,a € [0,1],e € {e1,e2,e3,e4}}  (4.80)

Par conséquent, sur ce type de faces, le P, est un systéme affine en la commande
et le champ fp, (z, @) sur I'une de ces faces est de la forme :

fr.(z, @) = f(z) + ag(z)

avec a € [0,1], f(z) = Aoz + e, e fixé dans Pensemble {e;, es, €3, €4} et
9(z) = (A1 — Ao).

Comme la trajectoire est singuliére, on a par définition : (), g) = 0.

Lorsque le champ de vecteurs est affine en la commande, ce produit est toujours
au moins deux fois dérivable. L’expression de la dérivée est obtenue par le calcul
successif des crochets de Lie itérés de f(z) + ag(z) sur g(x).
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Soit, par les expressions :

<)\,adope(g)> — (A\g)=0 (4.81a)
(\adj, (9)) = (\Ifg)=0 (4.81b)
(Nadi, (@) = (NIALf.9)+alslf.g =0 (481¢)

Deux situations sont alors envisageables :

1. Si (M [g,[f, g]]) # 0 alors la commande « est définie de maniére unique par :

WAL
= o o) (4.82)

De plus, « est analytique et vérifie ’équation différentielle :

A L U glll) + N [g, LS [, 1l + [, 19, L 911D + o (A, [g, [g, 1, 911D
A9, [1:611)

(4.83)

2. Si (\[g,[f,9]]) = 0 sur un intervalle de temps non nul alors on doit avoir
également (\, [f,[f,g]]) = 0 et on peut poursuivre les dérivations sur chacune
des identités pour obtenir une condition d’ordre supérieure sur «, c’est-a-dire :

<)‘7 [f7 [fa [f,g]]]+a[g, [f7 [fagm> =0 (484)
et (N [f,lg,[f 9lll + elg; [g,[f>9]]) = O (4.85)

Remarque : Dans le cas particulier ou
(N, [hmy [Pm=1, [--- [P0, g]]]]) = 0,Ym > 0,h; =g ou f, i=0,...m  (4.86)

on retrouve la définition d'un systéme fortement non-accessible (cf. Annexe
D). La commande « est alors indéfinie.

Notons F; 'ensemble des (x, \) pour lesquels il existe au moins un « € [0, 1] tel
que les relations (4.81) soient vérifiées pour au moins un sommet e et
51 = {(:L‘,)\) € Ey |<)‘7 [97 [fag]]> = 0} :

Pour notre systéme et par un calcul formel, on montre que S; est réduit a 1’en-
semble vide. Les seules trajectoires singuliéres sont donc définies & partir de F; et
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Lieu géométrique des trajectoires singuliéres pour PE

x2

Fic. 4.12: Lieu géométrique des trajectoires singuliéres

(4.82). Nous avons tracé le lieu géométrique de F; dans le plan de phase en sur-
impression sur les trajectoires extrémales trouvées précédemment (figure 4.12). On
observe trés clairement qu’aucune des trajectoires extrémales ne commute dans la ré-
gion définie par 'ensemble F;. Par conséquent, il n’existe aucune trajectoire qui soit
singuliére sur un intervalle de temps donné (arbitraire) et qui permette de rejoindre
I’origine du plan de phase.

Les solutions sont donc bang-bang, le corollaire 4.2 (section 4.3) s’applique et
le systéme hybride admet une commande optimale.

4.7 sous-optimalité

Comme nous ’avons souligné, la question de I'existence d’une solution ne peut
faire I’économie de 1’étude des trajectoires singuliéres sur 1’enveloppe convexe du
domaine de commande. L’ensemble de ces trajectoires singuliéres (si elles existent)
définissent des sous-variétés de R™. Lorsqu’une solution optimale (mesurable) est
singuliére sur au moins un intervalle de temps [t1, 5], il est possible d’obtenir une
commande sous-optimale pour le systéme hybride par mode glissant sur la variété
différentielle.

Considérons donc un systéme défini par la combinaison convexe des deux modes
d’un systéme hybride :

£(t) = a(t) fr(z(t), w(t)) + (1 — at)) fo((t), uo(t)) (4.87)

Supposons que la trajectoire optimale Z(.) obtenue pour une commande
(&(.), o(.),01(.)), t € [t1,t2] soit singuliere sur un intervalle de temps [t1,%2]. La
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commande optimale &(.) est donc supposée mesurable et non bang bang.

Alors, cette trajectoire peut étre approchée a I’aide d’une commande bang-bang,
a(t) € {0,1}, et constante par morceaux, et les mémes commandes continues wuy(.)
et Ul() sur [tl,tg].

Posons :

Théoréme 4.4 Sous les hypothéses (Ho)'', si il existe des constantes positives e,
Ch, Cs telles que :

i. La condition initiale satisfait ||Z(t1) — z(t1)]| < Cie.

it. La moyenne Hf:l (Ljaz13 (@(t) — 1) + Lgeqye(8)) (fF — f7)(2(7),7) dTH < Cae
pour tout t € [ty,ts], ot le symbole Iy définit la fonction indicatrice.

144 f satisfait une condition de Lipschitz i.e.
3B > 0,%a, %y, ¥, | f(0(0),8) - fy®), || < Blle®) —y®Il  (4.89)

alors il existe une constante positive C telle que ||Z(t) — z(t)|| < Ce, pour tout
t € [t1,12]

Preuve :

Par intégration, les expressions de Z(t) et z(t) s’expriment par :
i
z(t) = =z(t) + / (Tam1y [ (2(7), 7) + La=oy f~(z(7), 7)) dT  (4.89)
t1
i
i) = a(t) + / fa(r), m)dr (4.90)
t1

La norme de la différence entre (4.90) et (4.89) est alors estimée par :

l(t) — 2(t)] < ll&(tr) — (t2)]| + /

t1

f@(r),7) - f(:v(r),r)H dr +

/t]I{a:1} <f(:c(7'),7') - f+(:v(7'),7')) + Lio—0y <f(:c(7'),7') - f_(ZL'(T),T))dT

t

Hef. Chapitre 2.2.1
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Comme f — f+=(a(r) = 1)(f* = f) et f— f~ =a(r)(fT = f7), il vient en
utilisant 1ii. :

12(2) = 2@ < [|2(t1) — 2(E)] + / B(r) |#(7) — =(7)ll d7 +

t1

/t Loy (6(7) = 1) Haye(7)) (f 7 (2(7), 7) — f~ (2(7), 7)) dr

1

Soit au final,
i

12(2) —2(@)]| < Cse +/ B(r) |2(r) — (7)ll dr (4.91)

t1
avec U3 = C; + Oy
Le lemme de Bellman-Gronwall, nous conduit alors &
&) - 2(t)]) < Ce (4.92)

avec C = CyeBla—t1)
Notons que la derniére hypothése peut étre affaiblie par : il existe une fonction
du temps B(.) positive et intégrable telle que

va, vy, | f(z) - fw)|| < BO =~y (4.93)

Corollaire 4.4 : Sous les hypothéses précédentes, si le probléme de commande
optimale admet une solution singuliére non bang-bang en « alors il existe une
solution sous-optimale pour le probléme hybride.

Preuve :
Il suffit d’augmenter la dimension de x par un terme supplémentaire en définis-
sant le vecteur de dimension (n + 1) & = [z, z7,]T avec 29 = L(x,u). Alors, la

moyenne ii. posséde le terme supplémentaire

i
/ (Tomy (& — D(L* = L) (@) + Toeoyd(L* — L7)(@)) dr  (4.90)
t1

et la conclusion du théoréme implique que le critére differe d’'un nombre aussi petit
que 'on veut, du colt associé a la trajectoire singuliére.

Remarques :

— La condition ii. stipule que pour tout instant ¢ € [t1, £5], la norme de U'intégrale
le long de la trajectoire hybride de la différence entre les deux champs hybride
et “singulier”, reste contenu dans une boule de centre zéro. On comprendra
aisément que ce type de condition puisse s’obtenir par mode glissant ([Utk92]).

— Nous n’avons considéré dans cette partie que des systémes hybrides définis par
deux modes pour conserver & ’exposé sa clarté. Il va de soi que le méme type
de résultats peut étre attendu pour plus de modes discrets.
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4.8 Conclusion du chapitre 4

Le probléme de la commande optimale en temps pour la classe des systémes
hybrides linéaires a été considéré dans ce chapitre. Les phénomeénes hybrides étudiés
sont des sauts commandés sur le champ de vecteurs sans contrainte spatiale ni
temporelle (c’est-a-dire des sauts dont 'occurrence peut intervenir a tout instant et
en tout point de l'espace d’état). Les domaines de commandes continues sont des
polyédres convexes.

Lorsqu’une solution au probléme existe, I’application du principe du maximum
montre que la commande optimale est constante par morceaux et bang-bang. Les
instants de commutation entre sommets des polyédres et indices de modéles sont
alors déterminés par la recherche des zéros de fonctions analytiques. Ces fonctions
sont les solutions d’une succession d’équations différentielles linéaires & coefficients
constants dont on connait les racines (et donc la forme analytique) (section 4.2).

L’existence d’une solution est directement liée a 1’absence de trajectoires singu-
lieres (trés souvent principales candidates & I’optimalité) pour le probléme étendu
obtenu en considérant ’enveloppe convexe du domaine de commande.

Une condition de normalité énoncée & la section 4.3 permet d’écarter une caté-
gorie particuliére de trajectoires singuliéres : les trajectoires singuliéres constantes
par morceaux. Ce n’est pas une condition suffisante pour garantir ’existence d’une
solution sauf dans le cas particulier de la dimension deux pour des systémes en évo-
lution libre (voir ’étude de 1’exemple critique). Au mieux, la non vérification de la
condition de normalité infirmera l’existence d’une solution. Le calcul relativement
aisé de cette condition est alors un avantage.

Mais dans tous les cas, la synthése de la commande optimale au probléme hy-
bride passe par la recherche de toutes les trajectoires singuliéres et est absolument
nécessaire pour garantir ’'optimalité de la solution (voir ’exemple de la section 4.6).

Lorsque la solution optimale du probléme étendu est une trajectoire singuliére,
la recherche d’une commande sous-optimale par mode glissant reste une solution de
secours pour le systéme hybride (section 4.7).

Ce travail montre par transposition (égalité entre deux fonctions hamiltoniennes
associées & deux modes différents pour des critéres quelconques) que le probléme
des trajectoires singuliéres se posera pour toutes les classes de systémes hybrides
comprenant des zones de sauts commandés quelle que soit la taille de ces régions et
quel que soit le critére envisagé.
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Chapitre 5

La Commande par Critére Linéaire
Quadratique

L’objet de ce chapitre est d’aborder la commande optimale des systémes hybrides
linéaires par un critére de type linéaire quadratique (LQ). Ce type de critére permet
d’obtenir pour un systéme linéaire, une commande en boucle fermée qui assure la
stabilité (éventuellement asymptotique) du systéme tout en modérant la dépense
d’énergie nécessaire.

En toute généralité, la classe des systémes hybrides que nous considérons dans
ce chapitre, est définie par des systémes dynamiques de la forme :

k(t) = v(z(t), k(t),d(2), 1) E(0) = ko (5.1b)

ou les matrices Ay, By sont respectivement de dimension n X n et n x m, x € R”,
u€eR™k(t) e K=1{1,2,...,K},d(t) e D={1,2,...,D} avec K et D des entiers
naturels.

Pour concilier la dynamique discréte et continue, le temps est défini comme
une variable continue et les variables discrétes, k(.) et d(.), sont considérées comme
des fonctions constantes par morceaux. Par conséquent, la fonction de transition
v:R"x K x D X [tg,t;] — K est continue par morceaux & droite. Cette fonction
de transition peut étre modélisée par un automate (cf. chapitre 1).

Cette classe de systéme représente I’ensemble des systémes hybrides linéaires
avec sauts autonomes et commandés.

Le probléme de commande optimale que 1’on se propose de résoudre est alors le
suivant :

115
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On considére un critére défini par une forme quadratique, Ly = 27 Qrz + ul Ryug
pour chaque mode k € K, ou

— Ry, est une matrice symétrique définie positive de dimension m x m.

— Qi est une matrice symétrique semi-définie positive de dimension n X n.

On recherche alors la commande et la trajectoire associée pour le systéme hybride
(5.1) qui partant d’une position initiale (xg, ko), permettent de minimiser sur un
intervalle de temps [to,t¢], le critére intégral :

1 [
1=5 [ L), utt)ar 52)
t
Soit encore :

g1 [ " (T () Qugy(t) + T (1) Baeynco (1)) dt (5.3)

0

5.1 Loi de commande

Par application directe du PM étendu aux SDH (Chap. 3.3), on est amené a
définir pour chaque mode une fonction Hamiltonienne :

1
Hy(\ z,u) = T (Agx + Brug) — 5 (:cTQk:c + ukauk) (5.4)

et le systéme Hamiltonien associé comme :

. OH
: H
A= —% — — AT + Qiz. (5.5b)

Remarque : Nous avons délibérément choisi Ag = 1 (cf. remarque Chap. 2.2.1
énoncé du PM). En toute rigueur, le cas A\g = 0 doit étre envisagé si le PM
n’est pas vérifié avec \g = 1.

La condition de maximum de chaque Hamiltonien Hy par rapport a la commande
continue ug s’exprime alors par :

OH;,

— =0 u, = R 'Bi ) (5.6)
8uk

Si k; est le mode optimal sur un intervalle de temps [7;, 7, [ donné, alors
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Hki ()‘75["7 ukz) > Hki+1 ()‘7 z, uki+1)7Vki+1 S ﬁ(t)a ki-i-l 7é kia (57)

ou S(t) = v(z(t), k;(t™), D, t) représente 'ensemble constant sur [7;,7,,, [ des modes
accessibles depuis k;.

Une commutation est possible lorsque (cf. Chap. 3.3) :
— Pensemble S(t) est modifié suite au changement de région de la variable conti-
nue z (saut autonome et commandé contraint),

— la condition (5.7) n’est plus satisfaite (saut commandé non contraint).

Supposons que sur l'intervalle [7;,7,,,[ le mode actif soit effectivement le mode
k; et considérons la fonction de Bellman J(z(t), k;,t). Les équations d’Hamilton-
Jacobi-Bellman (Chap. 3.1) obtenues par dérivation le long de la trajectoire optimale
conduisent & :

oJ 0oJ

E + %sz(xa ukz): _Lki (LL', ukz) (58)
Soit
oJ oJ
i Hki(—%,x,uki) sur [7'1-,7'1-“[ (5.9)
avec \ = —% et fkl (LL', ukl) = Aklm + Bklukl

Notons alors J; la fonction de Bellman J sur l'intervalle ['ri, Titl [
Ainsi, si 'on choisit J; de la forme

Ti(z(t), t) = % (" () Pi()(t) + ;) (5.10)

avec Pj(t) une matrice symétrique sur [7;,7,,,[ et ¢; une constante, de (5.9) on
parvient & une Equation de Riccati Différentielle (ERD) :

Fy(t) = ~Fi(t) A, — AR Bi(t) + Fi(t) Bi, Ry, B, Pi(t) — Qu, (5.11)
ou la variable adjointe est identifiée a A(t) = —P;(¢)z(t).

Les conditions aux limites de (5.11) sont alors déterminées par 'examen du type
de saut produit aux bornes de l'intervalle [;,7;,, .

Une commutation de type saut sans contrainte intervient lorsqu’il existe un
indice ki1 (ki1 € S(7:14) et ki € S(Ti1)) tel que :
Hki+1 ()‘(Ti_-i-l)a m(Ti_-i-l)a uki+1) = Hki ()‘(Ti_-i-l)a x(Ti_-i-l)a ukz) (512)
Hki+1 ()‘(T;:-l)a m(Tii-l)a uki+1) > Hki ()‘(Tii-l)a x(Tii-l)a ukz)
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A cet instant 7,1, les conditions de transversalité (cf. Chap. 3.3) sont alors :

Hj, (_P’i+1m7m7uki+1) Hki(_Pimamauki) (513&)

i1

Si le saut est de type contraint (kiy1 ¢ S(7;11) ou k; ¢ S(7i41)) alors une mo-
dification de l’ensemble S(t) intervient entrainant une commutation vers un autre
mode. Par exemple, le mode k; n’est plus disponible ou un mode plus intéressant est
apparu. Rappelons que ce type de saut est obtenu lorsque la variable d’état appar-
tient & une sous-variété contintiment différentiable de ’espace d’état. Les équations
de cette sous-variété sont représentées par un ensemble de p contraintes égalités

(p <n),
Cri (2(Ti41), Tir1) = 0. (5.14)

Les conditions de transversalité suivantes doivent alors étre satisfaites puisque
A=—Pux:

P, Px + OCk, (5.15a)
i = L .15a
Iz T do |, T
oCT
Hki+1(_‘P’i+1x7m7uki+1) = Hki(_Pixaxauki) + 8?51 ™ (515b)
t=T1
avec 7 un vecteur de dimension p tel que
0% | b () + A I (5.16)
T — Az, uy, } )
85[,' t=7 kl o 8t t=71 N
T acki 6C,Z;

oz 7ot

T
w} ,
=t t=1

normal & la surface Cj, doit étre orienté dans le méme demi-espace que le

Remarque : (5.16) traduit le fait que le vecteur {w

vecteur [f7, 1]T(le terme 1 compte pour le temps).

De plus et dans les deux cas de sauts, une condition de continuité doit étre
imposée sur la fonction de Bellman d’ou le raccordement :

Jin(z(7),7) = Ji(z(7),7) (5.17)
Soit " Pz + 1 = 2" Px+c. (5.18)
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Remarque : Le choix d’une constante ¢; dans ’expression de

Ji(z(t),t) = = (2T () P(t)z(t) + ci)

N =

est pleinement justifié par les changements de variables définis au chapitre 2.2.1
permettant d’intégrer un critére terminal au PM. En effet, aprés un change-
ment de variable, on définit un probléme équivalent produisant la méme solu-
tion mais dont le cott différe d’une constante (cf. équation 2.13). La continuité
de J;(z(t),t) le long de la trajectoire optimale impose alors le choix de ¢;.

Enfin, & I'instant final, comme 2 est libre, A(t;) doit étre nul, soit P, (tf) = 0.

La résolution du probléme (5.1) et (5.2) consiste maintenant & déterminer une
séquence d’instants de commutation [tg, 71, 72, ..., Ti, ..., £ f| €t une séquence de modes
associés [ko, k1, ko, ..., ki, ..., ky] telles que :

a) Les relations (5.6)(5.7) et (5.11) sont vérifiées pour tous les indices k; sur les
intervalles [r;, Ti11[,

b) les conditions de transversalité (5.13) ou (5.15) et (5.16) suivant la nature du
saut et de continuité (5.17) sont satisfaites aux instants 7;.

Remarques :

— La résolution de ce probléme produit une commande en boucle fermée
u=u(z,k),d=d(z,k).

— Dans (5.13) la matrice symétrique P, 1 doit étre choisie de telle fagon que
z € Ker(P,y, — P;). Par conséquent, P, n’est pas uniquement définie a cet
instant. Si deux candidates sont exhibées P2, et P}, alors pour les instants
suivants, on a toujours z(t) € Ker(PL,(t) — P2 ,(t)) puisque la solution de
(5.5) est unique. Les trajectoires sont alors les mémes et on peut choisir P, 1 =
P; dans (5.13). Un raisonnement du méme type est également valable pour
(5.15). Toutefois, pour cette derniére situation, d’éventuels degrés de liberté
sur 7 peuvent induire des bifurcations sur la trajectoire.

— Ces résultats ne sont pas modifiés si les systémes (5.5a) sont & temps variant
et/ou si le probléme est supposé en temps infini, t; = +oc.

Ce probléme est un probléme aux frontiéres externes et internes : les données
sur (z,)) du systéme Hamiltonien se partagent aux instants t, (xo donné) et ts
(A(t;) = 0) mais également aux instants de sauts contraints sur des variétés par les
conditions de transversalité.

L’introduction des sauts induit une difficulté qui ne se rencontre pas dans le cas
continu. En effet, lorsque le probléme est continu, on obtient directement la com-
mande optimale en résolvant 1’équation de Riccati en temps rétrograde a partir de
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la condition finale P(t;) = 0. La donnée P(ty;) permet alors de générer la trajec-
toire optimale. Ici, on doit résoudre une succession d’équations de Riccati sur des
intervalles de temps a priori inconnus puisque la détermination des instants de saut
nécessite la connaissance de 1’état z. Dans ces conditions, il est clair que la synthése
de la commande optimale ne peut se faire de maniére analytique et doit étre re-
cherchée par un algorithme numérique, seul susceptible de nous fournir un résultat.
Nous reviendrons sur ce point par la suite.

Un résultat de stabilité découle directement de ce probléme de commande. Les
deux prochaines sections sont donc consacrées & cette question.

5.2 Stabilité des systémes hybrides linéaires

La principale difficulté pour établir un résultat de stabilité vient du fait que
la dérivée de x subit des discontinuités avec les occurrences des sauts. En effet, les
approches basées sur les fonctions de Lyapunov pour les systémes continus classiques
imposent une régularité sur ces fonctions qu’il est impossible de satisfaire en présence
de discontinuités sur le champ de vecteurs. Néanmoins, on peut s’affranchir de cette
difficulté avec ce qui suit.

Notre démarche s’inspire du lemme suivant [Slo91] :

Lemme 5.1 Si une fonction scalaire V(z,t) satisfait les conditions :
— V(z,t) est bornée inférieurement,
— V(z,t) est semi définie négative,
— V(x,t) est uniformément continue,

alors V(z,t) — 0 quand t — oo.

Avec ce lemme, on peut établir la stabilité si la condition V(z,t) — 0 quand
t — oo implique x — 0.

I va de soi que si V(z,t) = 3 (27 (t) Pi(t)z(t) + ) , la condition d’uniforme conti-
nuité n’est pas satisfaite. En fait, elle ne ’est pas aux instants de commutation mais
I’est en dehors. Par conséquent, si l’on peut garantir que les instants de commutation
ne deviennent pas arbitrairement proches les uns des autres, alors on a le théoréme
suivant :

Théoréme 5.1 On suppose que les matrices Qy sont définies positives et que [’ori-
gine de l'espace d’état peut étre atteint en un temps fini & Uaide d’une commande
admissible. Si une séquence d’instant [0, 71, T2, ..., Ti,...| et de modes associés [ko, k1,
ks, ..., ki, ...] sont exhibées telles que :
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1. le temps entre deux commutations est borné inférieurement
Je>0,7501—Ti > € (5.19)

2. les relations (5.1), (5.2), (5.6), (5.11), (5.13), (5.15) et (5.17) sont satisfaites,

3. la suite des matrices Py(t) est uniformément bornée, c’est-a-dire,
FJa>0,8>0, «alz| <zTPt)z <B|z| VteElr,Timl,¥  (5.20)

alors la trajectoire est asymptotiquement stable.

Preuve :
L’hypothése de commandabilité implique que le critére pour parvenir & 1’origine
est borné par une constante B, c’est-a-dire

Z/ a0 (QuAP.OBL R BLE®M) s(dt (52)

Une condition nécessaire pour que (5.21) soit vraie est que

Ve>0, liIJIrl mes {t eR,t>to: —J(z(t),t) > 6} =0 (5.22)
0—>T00
ou mes(.) désigne la mesure de Lebesgue.
Or, la dérivée de J(z(t),t) le long d’une trajectoire et & un instant ¢ € |7, 7541]
est définie par I'expression :

—J(z(t),t) = 2(t)" (Qu,+Pi(t) Bi, Ry By, Pi(t)) z(t) (5.23)
Comme
2(®)T (Qu, + P BRI BLR® ) a)) < (1Qull+ 1P 180 2| R ) o)1
< o ([Qe] + |1Pico) 2 S EC
et puisque || P;(t)|| < 8, Vt, Vi il vient :
2(t)" (Qr +Pi(t) B, By BLPi(t) 2(t) < Cllz(®)| (5.2)

on 0 = max (|Qull+6” 1Bl | R; )

Par conséquent, si —J(z(t),t) > ¢ alors il existe un nombre positif £o > 0 tel
que : ||z(t)|| > o, (€0 = +/€/C).

Notre condition nécessaire (5.22) implique alors que :

Ve >0, liIJIrl mes{t e Rt =ty : ||z(t)|]| >} =0 (5.25)
0——+o0
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Montrons par I'absurde que ||z(¢)|| — 0.

Supposons que la limite supérieure soit différente de zéro i.e.
lim sup,_, , o ||2(t)|| # 0. Comme z(.) est continu, il existe une suite infinie d’instants
t; tels que ||z(t;)|| = eo pour un certain £o. Par hypothése, on sait que la durée entre
deux instants de commutation est minorée par un réel € > 0. Aussi pour 7 = €/3,
au moins un des intervalles suivant est sans commutation : [t;,t; + 7] et [t; — 1, ;]
Vt;. Notons cet intervalle I; et k le mode utilisé sur I;.

Le systéme Hamiltonien sur I; s’écrit :

X = MpX (5.26)

Ay ByR;'BF
Qw  —AY
On a alors la majoration par l'inégalité de Gronwall :

avec X = [:UT,)\T]T et M, =

IX () = Xoll < 1Ml [| Xol| tel*1* (5.27)

<
< M| Xol|| te™t avec M = max | M| (5.28)

Notons alors par 7, le plus petit instant tel que ||z(t) — z(¢;)|| > €0/2. D’apres
(5.28), 1, est borné inférieurement par un nombre strictement positif indépendant
du mode utilisé.

Pour 7, = min(n, 7,), on obtient pour tout ¢ € fj ={tel:|t—t;] <mn},

e0/2 < [|lz(8)]| < 3/2e0 (5.29)
Par ailleurs, comme @, > 0, il existe une constante C; telle que
2" (Qu+PiBy, R\ By Pi) x> 27 Qux > O |lz()]|” . (5.30)
(5.29) et (5.30) induisent la majoration :
Bz / T (Qu+PiBi, Ry B, Pi) xdt > C1e5/4 > mes(I;) = +oo. (5.31)
iz0 Y 7Ti J=0
La contradiction est établie et x(t) converge vers zéro.

Notons que Ji(z,t) = %(:cTPi:c + ¢;) n’est pas une fonction de Lyapunov puisque

Jz(O, t) = C; 7é 0.

Remarque : La condition 3 € > 0, 7,41 — 7; > € évite les situation ou
la trajectoire serait susceptible de se “bloquer” par une séquence infinie de
commutation en un temps fini. Un exemple simple est illustré sur la figure 5.1,
ou des commutations successives ménent & un point de blocage.
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FiG. 5.1: Cas de commutations & vitesse infinie en temps fini au point

5.3 Stabilité des systémes commutés

Les systémes linéaires commutés représentent un cas dégénéré du probléme de
commande précédent puisque seules des commutations autonomes entre des systémes
linéaires en évolution libre sont considérées. Ils peuvent étre vus comme un probléme
de commande optimale avec une commande unique (donc optimale). Nous allons
donc appliquer le PM étendu aux SDH (Chap. 3.3), au cas particulier des systémes
commutés.

Posons
z(t) = A(t)z(t), ke K={1,.., K} (5.32)

avec une régle de commutation définie par des relations de type contrainte égalité
(5.14).

Depuis un état initial (zo, ko), z(t) évolue en respectant la régle des commutations
(fonction de transition) qui produit une séquence d’instants de commutation {0, 71,
T9, ey Tiy ..} €6 une séquence de modes {ko, k1, ko, ..., ki, ...} avec k; € K.

La stabilité de ces systémes peut alors étre garantie par le théoréme suivant :

Théoréme 5.2 Partant d’une position (xq, ko), si il existe deux suites de matrices
définies positives ((P;(t))) et ((Qx,)) (ki € K) et une suite bornée de nombre réels
((c;)) telles que :

1. Le temps entre deux commutations est bornée inférieurement,
Je>0,7501—Ti > € (5.33)
2. La suite ((P;(t))) est uniformément bornée,

Ja>0,8>0, ViVtelr, ], a<|BH)|<8, (5.34)
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3. P; vérifie :
P, = —PiAy, — AL P, — Qu, sur [T, Tiga] (5.35)

4. Auzx Uinstants de commutation 7,1,

Cr,
Prix = Px—+ C it (5.36)
o
t=T;y1
mTPiHAkiHm + mTA%;HPiHm + ar;TQkiHm = mTPiAkim + mTA%;Pim (5.37)
7 oCy,
t=T;11
Pz 4cy = 2 Pr+c (5.38)

ol ;i1 est un vecteur de dimension p et ¢; une constante,

alors la trajectoire débutant de la position (o, ko) est asymptotiquement stable.

Remarque : La trajectoire est seulement stable si les matrices (); sont semi-
définies positives.

Preuve :

En I'absence d'une hypothése de commandabilité, on peut tout de méme mon-
trer que la fonction critére J(z(t),t), définie sur chaque intervalle [r;, 7;11[ par
J(z(t),t) = 2T Pix + c;, est bornée. En effet, a I'instant o,

J (o, to) = g Poxo + co < B ||zol|” + co (5.39)
et comme il existe un nombre positif «y tel que |cx| < -y, on a la majoration :
J (o, to) < Blzol* +v = C. (5.40)

Comme J(xz(t),t) = —zTQu,z < 0, J(z(t),t) est bornée par C. Montrons que
I’est aussi.

Ona:
alla@®l < 2" (OP)z(t) < Blla@)] (5.41)
allz@®)||+ea < 2T@Pt)zt) +e < C (5.42)
=@l < (C+7)/e (5.43)

Comme la suite des k; prend ses valeurs dans un ensemble fini, il existe une
partition de RY = UK I, I, = U; |:7'j,7'j+1

I, représente I'ensemble des intervalles de temps ou le mode k est utilisé. Alors

[ tel que k; = k. Autrement dit
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J(z(t),t) = —zT (t)Qxz(t) est uniformément continue sur chaque ensemble I, car
z(.) est borné.

Enfin comme il existe un nombre ¢ > 0 tel que 7,11 — 7; > ¢, on obtient
J(z(t),t) — 0 sur Iy (si Vo, [to,00[ N I # 0). Pour tous les k € K tels que
Yto, [to, 00[ N I # (B, on en déduit que : z(t) — 0 quand ¢ — oo puisque Qf > 0.

De nombreux travaux concernant la stabilité des systémes commutés ont été
développés ces derniéres années. Ces travaux établissent des conditions suffisantes
pour la stabilité de ces systémes & ’aide de plusieurs fonctions de Lyapunov. Le
lecteur trouvera une synthése de ces travaux dans [Hou96|, [Hou97|, [Lem97],[Bra98|,
[Bis99].

Considérons un ensemble de fonctions, {V;,i = 1,..., K'} . Les élements de cet en-
semble sont appelés fonctions de Lyapunov candidates si ils sont définis positifs au
voisinage de l'origine et ont des dérivées partielles continues. Considérons également
un systéme commuté dont le k%™ systéme est représenté par 1’équation différen-
tielle :

£(t) = fr(z(t)) (5.44)
ouz € R et fr: R" —» R”, pour tout k=1, ..., K.

On définit alors une séquence de commutation IT pour une condition initiale don-
née xo, comme une suite (k;, 7;), avec k; € K et 7; I'instant ou le k%™ mode devient
actif. Enfin, on note Iy = U; 75,7, [ tel que kj =k et B = {71, Tjgy oy Tjns e} =
Un {7;.} tel que k;, = k.

Dans [Bra98], il est alors démontré que :
Si les conditions suivantes sont vérifiées pour toutes les séquences I1 :

VEk, Vi(z(t)) < 0,Vte Iy, (5.45)
VE, Vi(Tj) < Vil(rj,) sur By (5.46)

alors l'origine est stable au sens de Lyapunov.
Ce travail généralise au systéme commuté la théorie de Lyapunov.

Un résultat étendu de stabilité est proposé par [Hou96] :

Si la condition (5.46) est vérifiée pour toutes les séquences 11 et si 7,11 —T; < 00
alors le point d’équilibre x = 0 est stable au sens de Lyapunov.

Hou exprime en substance que si les fonctions de Lyapunov candidates Vj éva-
luées aux instants ol le k%™ mode devient actif, forment des suites décroissantes
alors le systéme est stable pour toutes les séquences de commutations infinies.

Des travaux plus récents [Pet96] et [Joh99] concernent la construction de fonc-
tions de Lyapunov satisfaisant les conditions de stabilité formulées par Branicky. La
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classe des systémes considérée est la classe des systémes commutés linéaires & temps
invariant :

(t) = Agz(t), k € K = {1,.., K} (5.47)

Le k*™ systéme est utilisé lorsque 1’état du systéme appartient & un cone ca-
ractérisé par une matrice symétrique Qj c’est-a-dire lorsque z € {z : z7Qxz < 0}.
Une commutation du mode & vers un mode j intervient lorsque la condition
zTQr;z < 0, avec Qy; une matrice symétrique est vérifice. En d’autres termes, la
surface Cy;j(z(t)) = 2T Qx;z = 0 définit la surface de commutation du mode k vers
le mode j.

Un des résultats parmi les plus intéressants, est exprimé dans [Pet96]. Il est
montré qu'un ensemble de fonction de Lyapunov de la forme :

Vi=2"Pux, ke K (5.48)

ou les matrices Py sont symétriques définies positives, peut étre généré en résolvant
le probléme d’inégalités matricielles linéaires (LMI) suivant :

AP+ PoApy+ Q< 0,(k=1,...K) (5.49)
(P]_Pk) _akakj < 0, (]7k:177K) (550)

Ce résultat lorsqu’il peut étre appliqué, est attractif pour la simplicité de sa
mise en oeuvre (résolution d’une LMI). Il n'impose pas de continuité sur les P
aux instants de saut mais simplement une décroissance. Il produit une fonction de
Lyapunov globale pour toutes les trajectoires possibles.

En revanche, il nous semble que notre approche plus systématique (basée sur
la commande optimale), offre ’avantage de présenter un résultat moins conservatif
(au sens ou les résultats obtenus peuvent toucher une plus grande classe de systémes
commutés). D’une part, cette approche s’applique sur des systémes linéaires & temps
variants et n’impose pas une forme particuliére aux surfaces de commutations mais
surtout elle conduit & la prise en compte de fonctions de Lyapunov & temps variant
(plus générales) et n’impose pas de conditions globales entre les différentes fonctions
de Lyapunov au contraire de la condition (5.50).

On notera que pour ce cas particulier ou les surfaces sont de la forme
Cii(z(t)) = 2T Qrjz = 0, (5.36) et (5.38) imposent & la suite des ¢; d’étre identique-
ment nulle d’ou 1’égalité aux instants de commutation, 27 Pz = 27 Pz, Vi.

5.4 Vers la recherche d’algorithmes de synthése de la
commande
Comme nous 'avons déja mentionné, en raison du partage des données aux

instants initial (x¢) et final (A(t;)) et de I'indétermination des instants de commu-
tations, la résolution d’un probléme de commande optimale nécessite une approche
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numérique qui elle méme implique une simulation du SDH. La recherche d’algo-
rithmes appropriés et efficaces ne parait pas évidente et nous pensons que seule
une recherche approfondie peut étre & méme d’apporter une solution. Nous voulons
souligner ici quelques difficultés inhérentes aux systémes hybrides.

Un premier probléme est la détection des instants de commutation. C’est en fait
un probléme lié & la simulation des systéme hybrides. Comment déterminer de ma-
niére précise ces instants avec un pas de simulation qui ne soit pas trop petit ? La
prochaine section montre que dans le cas des sauts commandés non contraints, on
peut déterminer ou calculer les instants de saut sans avoir a simuler le systeme. En
revanche, le cas des sauts contraints est beaucoup plus problématique. Il nécessite
la mise en place de simulations & pas variable en fonction de la distance aux sur-
faces de commutation. Sinon, la détection risque de ne pas étre faite et conduira &
des résultats erronés (figure 5.2). De plus, lorsqu’une commutation est détectée (a
posteriori) la recherche de I'instant o intervient ce saut avec une précision donnée,
est alors nécessaire.

Cx(1),n=0

F1G. 5.2: Cas d’un échec de détection d’une commutation

L’usage d’algorithmes dits de descente (gradient, Newton, ...) peut étre justifié si
le probléme est bien posé. Nous dirons qu’un probléme est bien posé si une faible per-
turbation des conditions initiales optimales (zg, Ag) implique une faible perturbation
de la trajectoire.

Plus précisément, un probléme de commande optimale est bien posé si :

Ve > 0, 3¢ tel que si Xy est perturbé de 6 Xy € B(Xo, o) alors Vi € [to, tf], X(t)
est perturbé de 6X(t) € B(X(t),e) ou X(t) représente la trajectoire optimale et
X (t) + 6 X (t) une trajectoire extrémale.

Il est clair que si cette condition n’est pas satisfaite au voisinage de la trajectoire
optimale, un algorithme de descente (gradient, Newton, ...) a peu de chance de
converger.
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Sur la figure 5.3 est représenté une situation ou un saut sur une surface ne méne
pas & un probléme bien posé.

A

x(1) +8x(t); Cx(t),H)=0

F1G. 5.3: Probléme mal posé

Nous allons a présent considérer une classe de systémes hybrides pour laquelle
la synthese de la commande peut s’envisager aux moyens d’algorithmes de descente.
En effet, il est facile de prévoir les instants de sauts commandés et par conséquent
de mener de maniére efficace une recherche de trajectoire optimale en 1’absence de
saut autonome.

5.5 Instants de commutation pour des sauts com-
mandeés

Les systémes hybrides que nous considérons dans cette partie, peuvent commuter
a tout instant et en tout point d'un modeéle & un autre (comme au Chap. 4). On
peut donc les représenter par le systeme d’équations suivant :

B(t) = Awz(t) + Brug(t) (5.51)
kt) = v(z(t),k(),dt),t) = d(t) (5.52)

L’automate est ici réduit & entrée discréte d(t) € K = {1,...,K}

Considérons une trajectoire extrémale x(.) & un instant donné ¢ qui ne soit pas
un instant de commutation, avec la commande en boucle fermée uz = —R,;lB,{Pk:c
et le mode actif &.

Posons 9, ,(t) = He(A, z,ug) — He(A, 7, up) avec A = —Pyr.
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Une commutation intervient au premier instant ou il existe un indice £ tel que
Yy (t) s’annule en changeant de signe. On peut déterminer cet instant de commu-
tation grace au théoréme suivant :

Théoréme 5.3 La fonction iy ,(t) = Hy(\, z,us) — He(A, x, ug) vérifie une équation
différentielle linéaire & coefficients constants définie par le polynéme caractéristique
Sk ot Sk est le polyndéme minimal de My @ My, avec @ le symbole définissant la
somme de Kronecker [Gra81] et

Ay ByR;'BT
My = Lt 5.53
‘ ( Qr  —Af (5:58)
Preuve :
Le systéme Hamiltonien est défini par les équations :
i] ([ Ax BuRy'BI' \ [z
HECE T —

et la fonction du temps 1y ,(t) peut s’écrire

Yre(t) = <{"ﬂ ,D HD (5.55)

1
_ (2(Qc—Qx) 0
b= ( Av— Ay 5(ByRy Bl — BeR;'B]) (5:56)

ou

La dérivée de 1y ,(t) conduit & I’expression :

Vi e(t) = < { "ﬂ , M{ D + DM { ”ﬂ > (5.57)

Cette dérivée apparait comme une application linéaire de R™ dans R™ qui associe
& une matrice D, la matrice M D + D Mj,.

Si nous formons col(D) et col(M{ D + DMy) (cf. Chap. 4.2 ), (5.57) peut étre
réécrite sous la forme :

b(t) = <{“ﬂ ® {"ﬂ , MT @M,ZCOZ(D)> (5.58)

Les dérivées d’ordre supérieur de 1y ,(t) s’obtiennent alors aisément par les puis-
sances successives de M © M :

d’;zf:,g (t) = <{ﬂ ® {ﬂ (MT O MT)"Col(D)> (5.59)




130 Chapitre 5. La Commande par Critére Linéaire Quadratique

Le théoréme de Cayley-Hamilton permet de conclure.

Avec ce théoréme et & partir de la donnée de conditions initiales, (g, Ag), on
obtient la suite (x;, \;) des états évalués aux instants de commutation en intégrant
le systéme Hamiltonien.

Pour un probléme en temps fini, on peut utiliser I’algorithme de Newton pour
déterminer le vecteur Ay conduisant & A(tf) = 0. Cet algorithme nécessite le calcul
de la matrice Jacobienne d;g\tof ) Le lecteur est invité a consulter la thése de [F1i95]
ou le calcul de cette matrice Jacobienne est trés clairement présenté. Cette thése
traite de la détection du régime périodique pour une machine électrique dont le
fonctionnement est hybride. La méthode proposée est tout a fait applicable a notre

situation.

Pour un probléme en temps infini, on peut faire les observations suivantes :

— Ou bien la séquence des modes empruntés est finie. Alors dans ce cas, la
derniére équation de Riccati est ’équation algébrique associée au dernier mode.
On peut alors parfaitement déterminer le lieu de la derniére commutation en
évaluant vy, ,(x) = 0 avec A = Pyx ou P est la solution de 1’équation algébrique
de Riccati, pour tous les k si £ désigne le dernier mode, et remonter ensuite la
séquence des modes. On pourra noter que si 9y ,(x) = 0 alors vy 4(ax) = 0,
Va € R. Autrement dit, les surfaces de commutation sont générées par des
droites passant par 1’origine de 1'espace d’état.

— Ou bien la séquence des modes empruntés est infinie. Auquel cas, si la séquence
des instants de commutation est périodique, on peut chercher & résoudre le
probléme sur un cycle par la recherche dun point fixe (Py(t + T) = Py(t)).
Nous renvoyons a nouveau le lecteur aux travaux de [F1i95].

5.6 Exemple

Afin d’illustrer notre propos, voici un exemple ou la synthése de la commande
optimale s’obtient aisément. Nous considérons un probléme L(Q hybride en temps
infini (¢; = co) défini par deux champs :

k=1

ou Alz (:é ;l), AQZ (:i _11), BlZBQZIQ.

Le critére & minimiser posséde deux termes fonction du mode utilisé :

J = %; /0 oodk(t)(:c(t)TQk:c(t) + u(t)” Reu(t))dt (5.61)
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Fic. 5.4: Trajectoires optimales dans le plan de phase

Pour une position initiale Py et x¢, on génére la suite des instants de commutation
[0,71,7T2, ..., T4, -..] €t des modes associés [ko, k1, ko, ..., ki, ...].

Il s’avére que cette suite (P = (]5 + 15) /2 ou P et P sont les solutions algé-

briques des équations de Riccati associées a chaque mode) converge trés rapidement
vers un cycle et ne nécessite pas une recherche numérique plus poussée (algorithme
de descente pour la détection d'un point fixe) du régime asymptotique.

Ce cycle se caractérise par :

1. Une commutation du mode 1 vers le mode 2 pour une durée de temps d’envi-
ron! 1.3694 secondes quand la trajectoire rencontre la droite

Dlg = {LL‘ LI = —1.2784 £L‘1}

A cet instant de commutation, P, vaut :

p _ (07106 0.2412
2710.2412 05610

2. Une commutation du mode 2 vers le mode 1 pour une durée de temps d’environ
0.5454 secondes quand la trajectoire rencontre la droite

Dgl = {LL‘ . Xg = 1.1862 £L‘1}

ILes valeurs numériques sont données avec une précision en 10~* alors que la précision des
calculs est de 10~15,
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02t I I I I I I

Angle (radian)

F16. 5.5: Comparaison du critére optimal associé & chaque mode (traits en pointillés)
avec le critére optimal du systéme hybride (trait plein), pour plusieurs conditions
initiales prises sur le cercle unité

F1G. 5.6: Fonction de Lyapunov associée & chaque mode séparément
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A cet instant de commutation, P, vaut :

p _ (0.8865 0.05916
17 10.05916 1.4342

3. Px(t), k = 1,2 est périodique de période T' = 1.9149.

Comme cette solution est la seule qui produit parmi les trajectoires extrémales
une séquence périodique et une solution symétrique par rapport & x, on peut conclure
qu’elle est optimale (dans I’hypothése ou il existe une trajectoire optimale). La figure
5.4 représente ces trajectoires dans le plan de phase. Une comparaison du critére
optimal pour le SDH, évalué pour plusieurs conditions initiales prises sur le cercle
unité, avec le critére optimal (solution algébrique de 1’équation de Riccati) asso-
cié & chaque mode séparément (figure 5.5) montre bien que notre solution améliore
les performances du systéme en tout point. Les deux fonctions de Lyapunov (asso-
ciées a la solution algébrique de I’équation de Riccati de chaque sous-systéme) sont
présentées sur la figure 5.6. On peut remarquer qu’une solution qui consisterait a
emprunter au point z, le mode pour lequel la fonction Lyapunov associée est la plus
petite et & commuter 13 ou elles sont égales, méne & un résultat plus faible (figure
5.5).

5.7 Conclusion du chapitre 5

Ce dernier chapitre consacré a la stabilité et a la commande stabilisante pour
des systéemes hybrides linéaires, nous a permis par une application directe d’une ver-
sion hybride du principe du maximum (Chap. 3.3) de dériver 1’équivalent hybride
de la commande par critére quadratique des systémes linéaires. Ce travail établit
que la commande optimale en boucle fermée est déterminée par la résolution d’une
succession d’équations différentielles de Riccati. Les conditions de transversalité aux
instants de discontinuités (sauts) permettent alors de raccorder entre elles ces équa-
tions différentielles.

Ce résultat conduit également & 1’énoncé de conditions suffisantes pour la stabilité
de ces systémes (section 5.2) par commande stabilisante en dégageant de pseudo-
fonctions de Lyapunov. En particulier, les conditions trés générales sur la stabilité
des systémes commutés (section 5.3) constituent un apport non négligeable quant &
leur analyse.

Mais ce travail souligne également la nécessite de développer une algorithmique
pour la résolution de ces problémes de commande optimale, capable de gérer les
nombreux cas de figures plus ou moins pathologiques induits par les discontinuités
de modeles (section 5.4) et pose le probléme de leur simulation.

La prévision des sauts commandés non contraints est rendue possible comme
dans le cas de la commande optimale en temps par la recherche des zéros de fonctions
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analytiques (complétement déterminées par une équations différentielles). Cette si-
tuation procure un avantage pour la synthése de la commande optimale notamment
par la rapidité et la précision avec lesquelles les instants de saut sont déterminés.

Un exemple formé de deux systémes linéaires est alors entiérement résolu. Les
trajectoires optimales obtenues se caractérisent par une périodicité des instants de
commutation.



Conclusion générale et perspectives

L’étude des systémes dynamiques hybrides forme un pole de recherche émergeant
et de taille croissante en science de l’automatique. L’évolution de ces systémes qui
résulte du couplage d’une suite de décisions logiques et purement continues, permet
de modéliser des changements de comportement dynamique continu cohérents avec
une logique discréte spécifiée par un automate. Leur intérét pratique n’est plus a
démontrer. I’engouement pour ces systémes s’explique aussi par le défi conceptuel
et méthodologique que constitue leur analyse, et par la richesse des comportements
dynamiques que 1’on espére pouvoir représenter et maitriser.

La modélisation des SDH, qu’elle reprenne le modéle dynamique de Branicky,
qu’elle soit & base d’automates hybrides, ou encore & base d’autres modéles proposés
dans la littérature, est aujourd’hui la partie la plus avancée de ce domaine. Mais
I’ensemble des problémes & résoudre que 1'on recense, est encore extrémement vaste
et varié. On y trouve les thématiques des systémes continus et discrets et d’autres,
propres aux SDH et résultant du couplage des dynamiques.

Le probléme plus spécifique de la commande optimale des SDH est le sujet
d’étude abordé par ce mémoire. Les travaux existants basés sur I’équation d’Hamilton-
Jacobi-Bellman et sur la programmation dynamique, soulignent dans leur ensemble
les difficultés rencontrées pour résoudre ces équations aux dérivées partielles, en
raison des discontinuités de la fonction de Bellman. L’approche que nous avons pro-
posée, basée sur le principe de maximum de Pontryaguine évite ce probléme par
I'introduction d’un systéme adjoint.

Dans sa version initiale, le principe du maximum ne s’applique pas & ’ensemble
des phénomeénes hybrides. L’extension que nous avons proposée étend aux SDH ce
principe. Cette version hybride montre alors que des conditions de transversalité
doivent étre respectées aux instants de saut et établit les conditions nécessaires
pour leur occurrence. Compte tenu des hypothéses moyennes faites sur les don-
nées du probléme, cette version apparait comme peu restrictive sur la classe des
systémes modélisés. La définition des frontiéres des régions de saut par des variétés
continiiment différentiables peut étre néanmoins génante pour certaines applications
(points anguleux). Dans ces situations, la notion de dérivée généralisée développée
par Clarke [Cla90] doit pouvoir lever cette limitation.

Plusieurs exemples d’ordres faibles nous ont permis d’illustrer la méthode. La
solution analytique de l'exemple repris des travaux de Branicky montre que les
conditions de transversalité induisent des trajectoires diverses (bifurcation) qu'il est
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a priori difficile de prévoir.

La commande optimale en temps pour une classe spéciale de SDH linéaires, met
en exergue un certain nombre de problémes liés a la recherche d’une commande
optimale. La question de 'existence d’une solution y occupe une place centrale. La
solution apportée passe par ’étude d’un probléme plus général obtenu en relaxant
les contraintes sur le domaine de commande. L’absence de trajectoire singuliére
mesurable pour ce probléme garantit alors l’existence d’une solution bang bang pour
le systéme hybride. Il est également démontré que les instants de commutation de
modeles et/ou de commandes peuvent étre déterminés efficacement par la recherche
des zéros de fonctions analytiques.

Lorsque 'existence d’une solution est mise en défaut, la recherche d’une solution
sous-optimale par mode glissant est une porte de sortie.

L’équivalent de la commande par critére quadratique des systémes linéaires est
formulé pour son homologue hybride. Des conditions suffisantes de stabilité pour les
SDH linéaires et les systémes commutés sont alors déduites des conditions nécessaires
du principe du maximum.

Perspectives :

Il reste maintenant un grand nombre de travaux & développer dans le prolonge-
ment de ceux présentés dans cette thése. En voici quelques uns que nous comptons
développer dans un proche avenir :

— Calcul des états atteignables

Le critére en temps optimal posséde un avantage que nous n’avons pas men-
tionné : il permet de déterminer I’ensemble des points atteignables depuis une
position donnée. En effet, pour un systéme linéaire une condition nécessaire
et suffisante pour qu’'un point se situe sur la frontiére de I’ensemble des points
atteignables a l'instant ¢ est qu'une trajectoire extrémale passe par ce point.
Pour un systéme quelconque c¢’est une condition nécessaire (moyennant cer-
taines hypothéses de convexité). Des résultats sur cet aspect sont en passe
d’aboutir.

— Applications aux processus électromécaniques
La voie ouverte par ’énoncé d’une version hybride du Principe du Maximum
forme, nous I'espérons bien, un domaine d’investigation qui sera suivi par
d’autres. L’étude de systémes plus réalistes (non linéaires, d’ordres plus élevés,
avec contraintes, ...), ou d’applications réelles est indispensable pour qualifier
la méthode.
La synthese d’'une commande optimale sur une machine électrique est donc la
premiére suite applicative que nous comptons développer.

— Ajout de contraintes sur ’état
D’un point de vue théorique, ce type d’applications nécessite de prendre en
compte des contraintes sur I’état. Une formulation adaptée aux SDH avec
contraintes, est donc envisagée par I’adjonction de multiplicateurs de Lagrange.
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— Algorithmes de recherche de solutions et simulation

La synthése de commandes optimales passe par la mise en place d’algorithmes
généraux capables de gérer les différents modes de fonctionnements et les di-
verses situations induites aux instants de saut. Un travail approfondi sur ce
sujet est important pour la recherche de solutions numériques. Cette partie
pose également le probléme de la simulation des systémes hybrides et de la
détection des instants de saut.

— La robustesse pour les systémes dynamiques hybrides

Une facon d’aborder ce probléme consiste & utiliser une formulation de type
“rejet de perturbation” et de voir si les résultats développés dans cette thése
peuvent étre exploités.
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Annexe A

Comme les matrices Ay et A; ont des valeurs propres complexes conjuguées, la
forme analytique de P(t) est donnée par (cf Théoréme du Chap. 4.2) :

Py(t) = Co+ cos(wot + ¢y) lorsque a(t) =0 (6.62)
Pi(t) = Cy+ cos(wit + ¢,) lorsque a(t) =1 (6.63)
Considérons la suite des instants de commutation 7,71, T2, ...et supposons que

I’on suive le mode 0, & partir de I'instant 7.
On a alors les conditions suivantes aux instants de commutation :

Po(ro) = 0 (6.64a)
Py(r1) = Pi(m1) =0 (6.64b)
Pi(12) = Po(r2) =0 (6.64c)

Et comme Py(t) = A(t)(A140 — ApA1)z(t) = —Pi(t) pour tout t = 79,71, T2, ---,
on peut écrire :
Py(t1) = —Pi(11) (6.65a)
Pi(1y) = —Py(r2) (6.65Db)
Par ailleurs, comme Py(t) est une fonction périodique formée de la somme d’une
sinusoide et d’une constante, la valeur de sa dérivée Pj(t) aux instants ot Py(t)
s’annule, garde une valeur absolue constante en alternant de signe.
Par conséquent, on obtient les équations supplémentaires :
Py(to) = —Py(t1) (6.66a)
Pi(r1) = —P(r2) (6.66b)

De méme, les dérivées d’ordre 2 vérifient :

Py(r0) = Py(1) (6.67a)
P/(r1) = P{(r2) (6.67b)
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D'ou l'on déduit d’aprés (6.64), (6.65), (6.66) et (6.67),

Po(ro) = Po(r2) =0 (6.68)
Py(10) = Fy(ms) (6.69)
By(r0) = Py(ms) (6.70)

Comme P, est solution d’'une EDO d’ordre 3, les conditions initiales étant iden-

tiques aux instants 7o et 79, la solution I'est aussi.
Py(t) lorsque a(t) =0
=1

Py (t) lorsque a(t) est périodique de

Par conséquent, la fonction P(t) = {

période T' = 71 + 79
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Annexe B

Dans ’hypothése d’'un nombre infini de commutations, le but de cette partie est
d’établir une condition sur la valeur de la commande u;, aux instants de commutation
Te, k =0,1,2, ... qui garantisse un codt fini.

Une discussion suivant la valeur de % est nécessaire.

Cas ou % > A

On établi le tableau de variation ci-dessous permettant d’étudier les variations
de ugy1 en fonction de uy.

La condition initiale sur z(7y) est —A.

De 1’étude du signe des différentes constantes Ay, By, m1Ag, m2By suivant les
valeurs de uyg, on déduit le sens de variation de z(t) et u(t), pour £ > 74 pour certains
intervalles sur lesquels la dérivée garde un signe constant (signalé par un \, V¢ et
Vt dans le tableau). Par exemple, si u, < 22 alors z(t) est monotone décroissante.

T1
Il subsiste des intervalle ou une inversion du sens de variation intervient. Par exemple

pour uy, € [%, %} , le signe de () peut s’inverser. Notons que cette inversion

ne peut se produire qu'une et une seule fois puisque les fonctions étudiées sont
formées d’une somme de deux exponentielles.

T ERTAY

u(Tg) —oo E:LA Umin .,49 up 14qA +oo
4, + 0 - : - : _ : -
B = = - 0 + +

() | N\ vt dry1 =0 vt vt vt

riAg - 0 + + + +

ro By _ _ _ 0 + +

w(t) — — — w'(0) =0

Vg1 | N VE vt vt Upg1 < Uk Upgl T U Uy > U vt

Lorsque % > A, ce tableau montre qu’en decd d’une valeur limite uy, de ug,
obtenue avec la condition %(7xy1) = 0, la trajectoire ne peut plus atteindre A.
Une séquence infinie de commutation nécessite donc des valeurs de u; toujours
supérieures & cette limite.

Cette condition ne peut étre assurée que si ugy1 > ug sinon la suite ug, (k =
0,1,2,...) décroit strictement avec une vitesse % croissante et finit par atteindre
cette limite.

Maintenant, si I’on évalue le cas ou uy est choisie telle que ugy1 > ug, la suite
ug, k = 1,2, ...croit avec une vitesse H également croissante. Il existe alors un

indice k pour lequel u; > 1+ ¢A. Pour cette valeur limite, on a u(t) > 0,Vt > 7.
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Il est alors possible de minorer le cott sur les intervalles (74, 7x41) par :

Iy =

1 A 2 —(Thy1—Tk) Th41 Th+1
(1+qA)e < / W(t)etdt < / (g (£) + u2(£))e "t
Thk+1 — Tk Tk T
(6.71)

Et puisque la suite (751 — 7%) converge de maniére évidente vers zéro
(=14 wu, u /) la suite des I diverge. Par conséquent, ce choix entraine un cott
infini. Il apparait donc que seul le choix ug 1 = uy est possible.

Cas ot % < A.

Dans ce cas, la valeur limite un;, de ug, est obtenue pour ug > sinon

r1+gA
T2
By < 0 et z(t) n’atteint jamais A (au mieux %)
Avec cette modification, le raisonnement tenu précédemment reste valide et 1’on

obtient les mémes conclusions.
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Annexe C
Soit le systéme d’équations d’inconnues 7.1 et ug défini par :

Ug+1 — Ug (672&)

Soit encore en remplacant ug,1 et x(7xy1) par leur expression analytique :

A Tre T L Beratrin =) — A L (6.73a)
q
TlAkerl (Tk'H _Tk) + TQBkGTQ(Tk"'l_Tk) = 1 + U (673b)

Posons X = e"(Te+177%) | Y = em2(Tk+177%)_ (6.73) se traduit par la recherche de u
tel que :

1

AX+BY = A—- (674&)
q

X2 =y (6.74c)

X >0 (6.74d)

Y > 0 (6.74€)

Une résolution de(6.74a)(6.74b) conduit aux expressions :

X = Ai +2r24 (6.752)
Ay,

Y = By —2r1A (6.75b)
By,

En tracant, X et Y™ en fonction de ug, la solution du systéme (6.74a)(6.74b)
et (6.74c) est obtenue a U'intersection de ces deux courbes. Or pour une valeur de ¢
supérieure “‘/Aﬂ (correspondant a la valeur de g pour laquelle Ay = By —2r1 A est
nulle) ce point d’intersection devient négatif et est en contradiction avec la condition
(6.74d). Cette limite correspond & la solution 7511 — +00 et up — % pour le
systéme (6.72).
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Annexe D :Eléments de géométrie différentielle

Algebre de Lie et Crochet de Lie

Définition 6.1 Un espace vectoriel V (sur R) est une algébre de Lie si en plus
de la structure linéaire il existe une opération bilinéaire de V- x V' — V' notée [, ]
satisfaisant :

— 01 + agvg, w] = aivy, w] + aglvg, w], Yoy, ve, w € V,Vau, s € R(bilinéarité)
— [v,w] = —[w,v], Yo,weV (anti — symétrie)
— v, [w, z]] + [w, [z,v]] + [z, [v,w]] =0, Vv,w,z€V (identité de Jacobi)

Définition 6.2 Une sous algébre d’une algébre de Lie est un espace linéaire V7 C V
tel que[vs, wr] € VI pour tout v/, w € V1.

Soit V*° I’espace vectoriel formé des champs de vecteurs C'°sur R".

Proposition 6.1 V> est une algébre de Lie, munie de l'opérateur différentiel not
[, ] et appelé crochets de Lie, défini par :

[/ (2),0(0)) = 22 (@)f(@) ~ L (2)g()

pour tout f,g € V™.

Définition 6.3 On appelle également erochet de Lie itéré d’ordre k d’un champ
g par un champ f, Uopérateur différentiel d’ordre k noté ad’;g et défini par la re-
lation de récurrence :

adig(c) = [f (2), ad} g ()

de terme initial

adjg(z) = g(z)

Commandabilité : La notion d’accessibilité

Considérons le systéme non linéaire affine en la commande,
m
&= fz)+ ) gi(@)u
j=1

ou les champs de vecteurs f, 91,92, ..., gm € V™

Les hypothéses suivantes sont vérifiées :
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1. La classe des commandes admissibles est I’ensemble des commandes constantes
par morceaux continues & droite.

2. L’espace vectoriel engendré par ’ensemble { 40 gius|(ur, ugy eoyum) €U }
=1

contient les champs f, 91,99, ..., gm

Pour un point xy donné, on s’intéresse & I’ensemble des points  que 'on peut
atteindre depuis zg en un temps fini avec ’ensemble des commandes admissibles.
C’est le probléme général de la commandabilité

Définition 6.1 L’algebre d’accessibilité (forte) ¥ est la plus petite sous algébre de
V*°qui contient g1, gs, ..., gm €t qui satisfasse [f, X| € ¥ pour tout X € .

Proposition 6.2 Tout élement de ¥ est une combinaison linéaire de crochets de
Lie de la forme [Xy, [Xk_1,[..-, [X1,95]--]]l,7 € m,k = 0,1,..oules X;,0 =1,...,k
sont pris dans ’ensemble {f, g1, g2, .--; gm } -

Définition 6.2 KV (T,x) est 'ensemble des états = atteignables a I'instant 7' > 0
depuis z( tels que les trajectoires correspondantes restent dans un voisinage V' de

zogpourt < T.
On note alors

K7 (zo) = ) KV (7, z0)

7<T

Définition 6.4 Le systéme est dit localement fortement accessible depuis xq si pour
tout voisinage V' de g I’ensemble K (xq) contient un ensemble ouvert non vide pour
tout T > 0 suffisamment petit.

On définit la distribution A(.) de vecteur de R™ par :
A(z) = Gen {X(z) : X champ de vecteurs € U}

Théoréme 6.4 Si dimA(x) = n pour tout = alors le systéme est localement (for-
tement) accessible.

— Remarque : Pour un systéme linéaire, on retrouve la condition de rang de
Kalman :

rang(B, AB,--- ,A""'B)=n (6.76)
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Annexe E : Produit et Somme de Kronecker

Le produit de Kronecker de deux matrices A et B de dimension respective m X n
et 7 X s est défini par la matrice de dimension mr X ns :

AnB ApB oo AB

AsnB  ApB .- As,B
A% B 2.1 2? | 2.

AmlB AmQB T AmnB

Le produit est distributif et associatif :

A®(B+C) = ARB+A®C
A®R(B®C) = (A®B)®C

Posons C = A® B.

Les valeurs et vecteurs propres de C sont respectivement obtenus en multipliant
les valeurs propres de A et B entre elles et en effectuant les produits de Kronecker
des vecteurs propres associés :

Ae = AaM

Ve = Vg QUp
avec A4, \p deux valeurs propres de A et B et v,, v, les vecteurs propres associés.

La somme de Kronecker est définie par :

avec dim A = n X n,dim B = m X m,dim(A ® B) = nm X nm.

Les valeurs et vecteurs propres de C' sont respectivement obtenus en effectuant
la somme des valeurs propres de A et B entre elles et les produits de Kronecker des
vecteurs propres associés :

Ae = Xt N

Ve = Vg Ry

avec Ag, \p deux valeurs propres de A et B et v,, v, les vecteurs propres associés.
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