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le principe d’invariance de Lasalle
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Résumé—Cet article traite de I’observation de systémes com-
mutés linéaires pour lesquels chaque sous systéme est non
ou partiellement observable. A partir d’un principe d’inva-
riance de Lasalle établi pour cette classe de systémes, une
caractérisation de ’ensemble invariant et des lois de com-
mutation associées est donnée. Ce résultat est appliqué a
P’observation d’un convertisseur multi-niveaux et démontre
la convergence de ’erreur d’estimation pour une classe trés
large de lois de commutation.
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I. INTRODUCTION

Pour des applications industrielles de moyenne et forte
puissance, les tensions appliquées aux bornes des éléments
en commutation deviennent tres élevées. Pour des raisons
liées a la technologie employée, la fréquence de commuta-
tion doit étre maintenue a une valeur faible et I'utilisation
de filtres est nécessaire pour I’'obtention d’une puissance ap-
propriée en sortie [1]. Pour pallier & cet inconvénient, une
nouvelle classe de convertisseurs de puissance est apparue,
appelée convertisseurs multi-cellulaires ou multi-niveaux.
Ces structures sont obtenues en montant en série des dis-
positifs de commutations comportant des éléments de sto-
ckage passifs et qui sont utilisés pour générer des tensions
de niveaux intermédiaires [2]. Les lois de commande pour
ces dispositifs ont besoin de maintenir les niveaux de ten-
sion intermédiaires tout en régulant la puissance fournie a
la charge.

Un des principaux avantages du convertisseur multi-
niveaux est que la qualité spectrale du signal de sortie est
améliorée par une haute fréquence de commutation entre
les niveaux de tension intermédiaire [3]. L’inconvénient
réside dans la fait que le controle de convertisseurs mul-
tiniveaux est plus complexe [4], [5].

Les algorithmes de commandes employés (commande
stabilisante [6], commande optimale [7], prédictive[8], [9],
[10] conduisent & de bons résultats mais nécessitent la me-
sure complete de ’état. L utilisation d’observateurs et d’es-
timateurs paramétriques pour améliorer la robustesse des
algorithmes et réduire le nombre de capteurs est donc vive-
ment souhaitée. Les filtres récursifs de type Kalman étendu
sont efficaces et fréquemment utilisés [11], [12]. Cependant
la preuve de convergence est généralement omise ou im-
possible a établir en raison de la non linéarité du systeme
de controle et de la dépendance de la propriété d’obser-
vabilité vis & vis de Pentrée [13]. On peut également citer
des approches plus récentes par modes glissants [14] et les
approches algébriques dédiées a l'observation des systemes
hybrides [15].
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Dans ce papier, la synthese d’observateurs commutés
pour la classe des systemes affines commutés est proposée
comme estimateur d’état et appliquée sur un convertisseur
multi-niveaux. L’originalité de I’approche est de fournir une
caractérisation complete de I’ensemble invariant et des lois
de commandes associées pour lesquelles le systeme n’est pas
observable. Cette caractérisation ne dépend pas du choix
de I'observateur commuté et est intrinsequement liée a la
structure du systeme.

Dans la prochaine section, le probleme d’observation est
formulé et une structure de type Luenberger commuté est
proposée. L’estimation de ’état du convertisseur est alors
reliée a I’étude de stabilité d’un systeme linéaire commuté
possédant des dynamiques nulles. La section III énonce une
version du principe d’invariance de Lasalle adaptée a la
classe des systemes linéaires commutés. Ce principe per-
met de caractériser les éléments de l'invariant € en terme
de solutions d’une inclusion différentielle. Il est montré a
la section IV qu’il est nécessaire que les éléments de cet
ensemble invariant ) appartiennent au support des solu-
tions d’un probleme de commande sous contraintes. La sec-
tion V propose un algorithme qui permet de déterminer
algébriquement l’ensemble des solutions du probleme de
commande associé. Enfin, la syntheése d’un observateur
commuté par placement de podles pour le convertisseur est
déterminé dans la section VI. La caractérisation algébrique
proposée est pour cette exemple exacte et égale a I’ensemble
Q et permet de déterminer les lois de commandes rendant
le systeme inobservable. Elle permet également d’analyser
pourquoi la vitesse de convergence de I'observateur diminue
avec la fréquence de commutation.

II. FORMULATION DU PROBLEME
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Fig. 1. Convertisseur multi-niveaux. Les variables d’état sont les ten-
sions dans les capacités et le courant dans la charge. La commande
correspond a la position des interrupteurs ui, u2 and us.

Les équations d’état du convertisseur multi-niveaux sont
affines et données par

(t) = Agx(t) + i ui(t)(Aiz(t) + B;) (1)

ott z = (21,29, 23) € R® et u = (uy,us,uz) € {0, 1}3. Les



matrices 4;, 1 = 0, 1,2, 3, sont définies par les expressions :

00 0 0 0 —&
Ay=10 0 0|, A4, =|0 0 0 [,
0o 0 -£& 10 o0
L L
0 0 c% 0 0 0
Ap=10 0 —Z&|,A43=10 0 &I,
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et les vecteurs By = By = 0, B3 = (0,0, E/L)T. Les états
1, T2 représentent les tensions aux bornes des capacités
et x3 est le courant de charge. La commande u correspond
aux différentes configurations des interrupteurs. A chacune
des 23 valeurs possibles de u correspond un mode de (1).
L’objectif est de parvenir a ’estimation des tensions aux
bornes des capacités a partir de la mesure du courant,

y=Czx =100 1]z.

La particularité de ce systéme est qu’aucun des sous
systemes n’est observable au sens ou la matrice d’observa-
bilité associée n’est pas de rang plein. L’observabilité de ce
systéme dépend comme pour tout systéme non linéaire de
la loi de commutation utilisée. Par exemple, si la commande
est u = [1 0 O], alors la tension dans la capacité Cy ne
peut étre estimée puisque celle ci est déconnectée ou encore,
si la commande est u = [1 0 1] alors seule la somme des
tensions dans les capacités C; et Cy peuvent étre estimées.
Par conséquent, il n’est pas possible de considérer un obser-
vateur pour une loi de commutation arbitraire. Comment
peut on caractériser les lois de commande permettant 1’ob-
servation du systeme ?

Avec I'hypothese d'une connaissance de la loi de commu-
tation, le choix d’un observateur commuté de type Luen-
berger est envisageable pour déterminer les lois rendant
possible 'observation de 1’état :

&= Aot + Lo(y — ) + X ui(Aid + By + Li(y — 9)).-
La dynamique de 'erreur e = z —  est déterminée par
é = Ape + Zleuileie, (2)
avec A; = A; — L;C, i =0,1,2,3.

III. LE PRINCIPE D’INVARIANCE POUR LA CLASSE DES
SYSTEMES LINEAIRES COMMUTES A TEMPS CONTINU

L’équation (2) montre qu'il s’agit d’étudier la stabilité
d’un systeme linéaire commuté

T = Ag(t)l', s (3)

ou létat z(.) prend ses valeurs dans IR", les matrices
Ay, ..., Ar sont carrées, stables (non asymptotiquement)
et la loi de commutation o appartient a la classe des fonc-
tions L*°([0, +00),{1,...,I}).

Une condition suffisante de stabilité garantissant la stabi-
lité asymptotique globale des systemes commutés en temps
continu (3) est reliée a l'existence d’une fonction de Lya-
punov commune [16]. Pour le systéme commuté (3), la sta-
bilité non asymptotique des sous systemes conduit a 1'im-
possibilité d’envisager une telle fonction.

En revanche, on peut envisager le cas d’une fonction de
Lyapunov commune au sens faible, qui differe de la notion
standard de fonction de Lyapunov par la négativité non
stricte des dérivées le long des trajectoires du systeme.

Dans cette configuration, des propriétés de convergence
asymptotique globale peuvent néanmoins étre garanties en
utilisant des hypotheses supplémentaires telles que, par
exemple, des hypotheses de "temps d’activation” entre
commutations [17], [18], [19], [20], [21].

Notre approche empreinte une autre voie. Sans ces hy-
potheses supplémentaires sur les lois de commutation, nous
avons recherché a caractériser les ensembles invariants as-
sociés a ce type de systémes dynamiques. La seule hy-
pothese formulée sur la loi de commande o est la mesu-
rabilité au sens de Lebesgue.

Rappelons les notions suivantes utiles par la suite :

Définition 1 : On dit que la fonction z : [0, +00) — IR"
approche I'ensemble S C IR™ si ing lz(t) — s|| — 0 quant
t — 00. *c

Définition 2 : Un point [ € IR" est un point w-limite de
x : [0,+00) — IR", si il existe une suite d’instants (¢, )nen
avec t, — oo et z(t,) — [ quant n — oo. L’ensemble
Q(z) des points w-limites associés & une trajectoire x est
I’ensemble w-limite de z.

Propriété 3 : L’ensemble w-limite Q(x) est toujours
fermé. Si la trajectoire  est bornée alors Q(z) est non vide,
compact et ©(z) est le plus petit ensemble fermé approché
par z. De plus, si 2 est continue alors () est connexe.

L’objectif est donc de trouver le moyen de caractériser
les ensembles w-limite ainsi que leurs commandes associées
lorsque seule une fonction de Lyapunov commune faible
est considérée. On considere 'hypothese d’existence d’une
matrice symétrique définie positive P (P > 0,PT = P)
telle que pour tout « € IR™ \ {0},

TPz >0
tT(ATP + PA)x <0,Vie {1,....T}. (4)

La fonction V(x) = 27 Px est utilisée comme fonction de
Lyapunov commune faible.

On peut caractériser le comportement asymptotique par
le théoreme suivant :

Théoréme 4 : Soient xy € IR™ et o(-) une loi de commu-
tation définie sur [0, +00). Soit x la solution du systeme
commuté (3) correspondant a la loi () et a la condition
initiale zg. Alors 'ensemble w-limite Q(x) est contenu dans
une ligne de niveau de V et, pour tout yo € Q(z), il existe
une fonction absolument continue y qui satisfait le systeme
différentiel suivant

y=Ayy pourp.t.t>0 (5)
y(0) = wo
y(t) € Q(z) pour tout ¢t > 0, (6)

ol la matrice dépendante du temps A, = ZleaiAi cor-
respond & une loi de commande «(-) prenant ses valeurs
dans ’ensemble

A= {a:(al,...,aj) e 0,1 | zleai:1}.



En particulier, V(y(t)) = 0 pour tout ¢ > 0 le long de la
trajectoire.

Ce théoreme 4 montre que :

— les éléments de Q(z) sont tous situés sur une ligne de
niveau.

— les ensembles w-limites associés a la classe des systemes
linéaires commutés correspondent aux ensembles w-
limites construits sur 'enveloppe convexe du domaine
de commande et réciproquement en vertu du théoreme
de densité [22, theorem 1].

— les éléments de Q(z) appartiennent & une ou des solu-
tions au sens de Fillipov stables et incluses dans Q(x).

Le théoreme est une conséquence directe de résultats
connus. En effet, I'existence d’une solution y de

Y€ {ZaiAiy | € A} =: F(y)

i=1

sur Q(z) provient de [23]. Alors «(-) peut étre choisi me-
surable grace aux résultats classiques concernant le choix
d’une sélection (voir [24], [25]).

IV. PROBLEME DE COMMANDE ASSOCIE

Si on définit, pour tout x € IR™ et tout ¢ = 1,..., N,
Vi(x) = 2T(ATP + PAj)z < 0 alors pour tout v =
Zle a; Az € F(x), la dérivé directionnelle de V' dans la
direction v est déterminée par

V(z;v) = 2T (ALP + PA,)x
=S iyci(@ (AT P+ PA)z)
= YineiVilw) <0
et est négative puisque les a;’s sont positifs.
On voit donc que les solutions de (5) qui évoluent sur une

ligne de niveau de V satisfont le probleme de commande
suivant :

Probléme 5 : Trouver les commandes o* € L*([0, +00), A)

et les trajectoires associées = vérifiant

T = AsT pp (7)

sous la contrainte Zlea’{f/i(z) =0.

On peut noter que si a* et x sont une solution du
probleme 5, alors
o € argmax o, Vi (z).
aEA
Résoudre le probleme 5 est alors équivalent a résoudre un
probleme de commande optimale pour lequel la valeur fi-
nale est maximisée asymptotiquement au sens de la norme
associée a la matrice P.

L’ensemble des solutions du probleme 5 définissent donc
des conditions nécessaires mais non suffisantes pour la
détermination des invariants associés a (3). En notant par
Inv I'union de tous les supports des trajectoires x corres-
pondant aux solutions du probleme 5, par Qp,, 'union
de leur ensemble w-limite associé et par €2 I'union de tous
les ensembles w-limites des trajectoires de (3), nous avons
classifié ces ensembles par la proposition suivante

Proposition 6 : Les inclusions suivantes ont lieu :
Qe C Q C Inv. (8)

Chaque inclusion peut étre stricte [26].

La Proposition 6 montre que s’il est possible de
caractériser complétement l’ensemble des solutions du
Probleme 5 alors il est possible de borner inférieurement et
supérieurement ’ensemble ) contenant tous les ensembles
w-limites du systeme linéaire commuté original.

Un autre résultat issu du Probleme 5 et de la convergence
a Porigine des trajectoires de (3) est le suivant :

Proposition 7 : Soit x une solution de (3) et «
[0,400) — A la fonction continue par morceaux prenant
ses valeurs sur les sommets de A et telle que & = A,x.
S’il existe une suite d’instants ¢, — 400 telle que la suite
(a(tn++))nen converge au sens faible dans L>°(]0, +00), A)
vers un a, qui ne correspond a aucune solution non nulle
du Probléme 5, alors x(t) — 0 quand t — +o0.

La Proposition 7 peut étre utile pour garantir la conver-
gence a lorigine des solutions de (3) et correspondant &
une classe tres large de lois de commutation, une fois que
les commandes correspondant aux solutions du Probleme 5
sont caractérisées.

V. UNE CARACTERISATION ALGEBRIQUE DES SOLUTIONS
DU PROBLEME 5

Nous proposons dans cette section une procédure pour
obtenir les solutions algébriques du Probleme 5.
Pour tout ¢ = 1,...,1I, posons C; les matrices définies
par
CTC; = —(ATP + PA;).

Alors le long d’une solution z du Probleme 5,

0=V(z)=azT(ATP + PA,)x
= —xTCECa:E =0 p.p.

avec O, = 21'1:1\/04_1'01'-

Ainsi pour presque tout t, Cyz = 0. Supposons qu’il
existe un sous ensemble d’indices Iy C {1,...,1} de cardi-
nal |Ip| > 1 sur lintervalle de temps (a,b), a < b, tels que
pour tout ig € I,

CiOSC =0 (9)

et Cx(t) # 0sij & Iy. En particulier z, restreint a l'in-

tervalle (a,b), evolue dans [ Ker(Cj,) et les lois de com-
ig€lo

mandes associées prennent leurs valeurs dans 1’ensemble

A]O = {Oé cA | Zioeloaiﬂ = 1}

En différenciant (9) et substituant & par ), ; a;A;z, nous
obtenons pour tout iy € I, Zielo a;Cy, A;xz = 0. On définit
alors, pour tout ig € Iy,

(10)

dF
Dig(x) = min{k | 30 € I, 0 4

YT Ci,x # 0 on (a,b)} ,

i.e. pi,(z) € NU{+oo} est le nombre minimal de dérivations
de C}, x nécessaires pour qu’au moins une composante de la
commande apparaisse avec un coefficient non nul. Posons



pio la valeur minimale de p;, (z(¢)) quant t varie dans (a, b)
et supposons que p;, est fini. Pour tout iy € I la condition
suivante doit étre validée sur (a,b),

Ciol' =0
CioAilz = 0, il S IO
. ' ' .
CioAiy Aiy -+ Aiy,, v =0, (i1, yipg—1) ey
(11)
et
ZikeloaikCiOAilAiz e Aime:O’ (il, e ’Z.pio) S Iglo .

(12)
Le systeme d’équations (10), (11), (12) détermine un en-
semble de conditions algébriques entre la commande « et
le point x a chaque instant.

Réécrivons le systéme (11) sous une forme matricielle
Mg 19,p;;® = 0 et notons par Sj, r,p;, le noyau de
Mio,fmpio :

Lemma 8 : Pour tout ensemble Iy et tout ig € Iy, il
existe un nombre fini piP*¥ au dela duquel (i.e. pour tout

0,140
P > Pt ) Sig,1,p €St constant. De plus, pii®r est le plus
petit p tel que Sio,]o,p = Sio,foprrl-
Preuve. 11 est clair que Sj,,1,,, €st monotone non croissante
par rapport a p. Par récurrence sur k, on montre que si
Sig.10.p = Sig,Io.p+1 8lOTSSiy 1,.p = Sig 1y p+k POUr tout k >
1. 5i x € Sy,14,p+1 alors pour tout 7 € Iy,

Yi = Aix € Si 19,p = Sig, Io,p+15

ie. My, 1y, p+1yi = 0. En remplacant y; by A;xz pour tout
1 € Iy, on obtient que x € S, 1, p+2- O

Notons que si p;, > pi% alors (12) est vérifié. Pour
éviter des cas pathologiques, nous introduisons la définition
suivante :

Définition 9 : Une commande « résolvant le Probleme 5
est dite réguliere si il existe une suite constituée de la
concaténation d’intervalles de temps [ag, bx) dont I'union
est [0,+00) et une séquence associée I§ de sous ensembles
de {1,...,I} telle que pour presque tout t € (ay,bs),
a(t) S AI[I;:.

Nous pouvons alors poser la proposition suivante :

Proposition 10 : Si (x, «) est une solution du Probleme 5
avec « réguliere alors son support dans IR"™ x A est inclus
dans l'union de tous les sous ensembles obtenus par I’algo-
rithme suivant :

Prendre un sous ensemble I
{1,..., 1},

Prendre p = (ps;,Psys - - -
k=1,2,..., |1,

et résoudre le systeme algébrique d’équations (10), (11),
(12) associé a I et p.

= {51,82,...,S|[0‘} de

sDspy) avee 1 < pg, < piet

sk,lo?

La projection sur IR™ de I’ensemble obtenu par 'algo-
rithme proposé dans la Proposition 10 contient, le plus sou-
vent, strictement ’ensemble Inv. La proposition suivante
donne un critere garantissant que les sorties de I’algorithme
sont contenues dans Inv.

Proposition 11 : Fixer Iy et p comme dans I’énoncé de la
Proposition 10 et supposons que la projection sur IR"™ des
solutions de (10), (11), (12) est la méme que les projections
des solutions de (11), (12). Alors une telle projection est
contenue dans Inv.

La proposition vient du fait que la projection des solu-
tions de (11),(12) est un espace linéaire L et I’égalité des
projections garantit qu’il existe un vecteur vitesse tangent
a L qui est admissible pour le Probleme 5.

VI. SYNTHESE D’UN OBSERVATEUR COMMUTE

Revenons au cas du convertisseur multi-niveaux.

A. Calcul de P et des gains L;

Pour ce convertisseur, il est facile de montrer que si une
matrice P > 0 satisfait A7 P+ PA; <0, pour i = 0,1,2,3,
alors P et les matrices de gain L; (cf. équation 2) doivent
étre de la forme

p1 P4 O
P=ps @2 0],
0 0 g3

u — uj ug — u U] — ul
©1 (— - L1(U)) + o4 ( - Lz(U)) + 03 =0,
cy cy L

Uy — uq ugz — ug ug — ug
(22 <— = Li(uw) | + o2 <—*L2(u) + o3 =0,
cy cy L

ot Li(u) et Lo(u) sont respectivement la premiere et la
seconde composantes de L(u) = Lo + ZleuiLi. Par
un placement de poles, nous fixons Ly = 10%(0,0,5.7),
Ly = 10%(8.975,4.5,0), Ly = 10(—4.475,4.475,0), Ly =
105(—4.5, —8.975,0) et p1 = ps = 90, p3 = 6.075 x 10°,
04 = —45.

B. Caractérisation de ['ensemble invariant et des com-
mandes

Pour toute matrice P > 0 permettant de définir une
fonction de Lyapunov faible pour le systéme (2), on montre
via la Proposition 10 que les solutions du Probleme 5 sont
contenues dans

Inv = Qp,y = {e | e3 = 0}.
Et la proposition 6 permet de conclure que
Q={e|e3 =0}

De plus, les lois de commande u = u(t) € [0,1]? corres-
pondant aux trajectoires du Probleme 5 doivent vérifier la
relation p.p.

(U3 — U2)€2 + (UQ — u1)61 =0. (13)

Cette caractérisation algébrique par les équations (13) et
la Proposition 7 garantie la convergence a l'origine pour
une vaste classe de lois de commande. Sur les figures 2 et
5, nous avons appliqué une loi vérifiant (13). Il peut étre
observé que lorsque l'erreur es approche 0 (c’est a dire, e
approche Inv) les erreurs d’estimation des tensions restent
constantes. Bien que la commande utilisée soit singuliere et
prenne ses valeurs dans I’ensemble A, il est possible d’ap-
procher, d’aussi pres que 'on veut, cette trajectoire par
une loi de commutation admissible pour le systéeme origi-
nal suivant le résultat de densité [22, theorem 1].



C. Observabilité aux points de fonctionnement

Généralement, 'objectif de commande est de réguler le
courant fourni a la charge et de maintenir en moyenne
les niveaux intermédiaires de tension aux bornes des ca-
pacités Cs et C7 respectivement aux valeurs 2E/3 et E/3.
Les points de fonctionnement du convertisseur sont alors
donnés en valeur moyenne par Tyt = (2E/3, E/3,iret). On
peut alors noter que les lois de commande qui maintiennent
le courant a une valeur moyenne non nulle sont des lois sin-
gulieres. En effet, les points de fonctionnement sont définis
comme les points d’équilibre du modele moyen, c’est a dire,
les éléments de ’ensemble

{xref S IE{3 | AOzref + Z?:lui,ref(Aixref + Bz) =0
avec Upef € [0, 1]3} )

L’équation Aoz + Z?Zlui(Aix + B;) = 0 a une unique so-
lution u; = us = ug conduisant a I’équilibre ¢ = %1@, £ 0.
Cette loi correspond & une loi singuliere (voir (13)) rendant
le systeme inobservable.

En conséquence, plus la loi de commutation approche
finement (i.e. en moyenne sur des fenétres glissantes de plus
en plus étroites) la loi singuliere u; = us = us, plus la
vitesse de convergence de 'observateur se réduit.

Par exemple, si on considere trois lois de commutation
périodiques identiques déduites 'une de l'autre par un
changement d’échelle, réalisant u; = us = w3 en moyenne
glissante, on peut voir sur la figure 4 que la convergence du
systeme (2) se dégrade avec 'augmentation de la fréquence
de commutation (les fréquences de commutation choisies
sont fs = 5,15, 25kHz) . Un simple calcul du gram-
mien sur un horizon fini 7" montre que ’excitation obtenue
est effectivement toujours plus importante pour les bases
fréquences.

I’encadrement du grammien par sa plus petite valeur
singuliere oy, (T) et sa plus grande valeur singuliere Gy, (T')
suivant la relation

T
ay (T)Id < / ¢t CTCodt < B4, (T)Id
0

ou ¢ représente la matrice de transition d’état du systeme,
est représentée sur la figure 5 en fonction de 7. On constate
que ay, (T') décroit avec la fréquence de commutation. La
borne supérieure Gy, (T') est en revanche identique et est
relative a ’observation du courant.

VII. CONCLUSION

Dans cet article, une caractérisation de I’ensemble inva-
riant et des lois de commutation pour la classe des systemes
commutés linéaires en temps continu est proposée. cette
étude souligne le lien existant entre d’une part, I’ensemble
w-limite d’un systeme commuté ayant une fonction de Lya-
punov commune au sens faible et d’autre part, les trajec-
toires du systeme convexifié évoluant sur une ligne de ni-
veau de la fonction de Lyapunov.

Ce résultat est utilisé pour analyser I'observabilité d’un
convertisseur multi-niveaux.
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