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l’Habilitation à Diriger des Recherches

de l’Institut National Polytechnique de Lorraine
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Chapitre 1

Présentation générale

1.1 Curriculum vitae

Pierre RIEDINGER
Né le 3 février 1969.
Marié, deux enfants.
Nationalité française.

Adresse professionnelle
CRAN CNRS UMR 7039
ENSEM, 2, avenue de la Forêt de Haye
54516 Vandoeuvre-Lès-Nancy Cedex
Tél. : 03 83 59 56 37
E-mail : pierre.riedinger@ensem.inpl-nancy.fr

Adresse personnelle
20, rue Jules Ferry
54520 Laxou

Formation Diplômes

1996 - 1999 :

Doctorat de l’Institut National Polytechnique de Lor-
raine Spécialité : Automatique et traitement numérique
du signal.
Thèse préparée et soutenue au CRAN-CNRS UMR
7039 : «Contribution à la commande optimale des sys-
tèmes dynamiques hybrides».

Prix de Thèse de l’INPL et mention très honorable avec
les félicitations du jury.

1992 - 1993
DEA de Mathématiques Appliquées de l’Université Jo-
seph Fourier de Grenoble. Rang 6ime /31.
Option : Equations aux Dérivées Partielles (EDP).
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Fonctions

Sept. 2008 à Août 2009 En délégation au CNRS.
Lieu d’exercice : CRAN-CNRS UMR 7039.

Depuis Mars 2001

Maître de Conférences à l’INPL - ENSEM.
Chercheur au CRAN.
Thème : Automatique - Commande et Observation
des systèmes. Responsable : Jamal Daafouz.
Projet : Systèmes Dynamiques Hybrides et sys-
tèmes complexes animé par le professeur G. Mille-
rioux.

Titulaire de la prime d’encadrement doctorale de-
puis octobre 2005.

Sept. 2000 à Fév. 2001
Attaché Temporaire d’Enseignement et de Re-
cherche à l’ESSTIN.

Sept. 1999 à Août 2000

Attaché Temporaire d’Enseignement et de Re-
cherche à la Faculté des Sciences de l’université
Henri Poincaré de Nancy.

Sept. 1997 à août 1999
Monitorat du Centre d’Initiation à l’Enseignement
Supérieur (CIES) à l’ENSEM.

Sept. 1993 à Août 1995
Enseignant en mathématiques au Lycée A.
N’Diaye de Kaolack (Sénégal), en tant que Volon-
taire du Service National (VSN).

Implication dans la communauté scientifique

– Depuis janvier 2009, animation du groupe de travail Systèmes Dynamiques
Hybrides (SDH) du GdR-MACS.

2



1.1. Curriculum vitae

– Membre du projet ANR porté par le CRAN : ArHyCo (Architecture Hy-
bride et Contraintes) programmé sur la période 2009-2011.

– Animation et co-porteur de l’action Commande et Stabilité des Systèmes à
Commutation dans le cadre du projet CPER MISN 2007-2013 – Thème :
Analyse, Optimisation et Contrôle (AOC).

– Membre du réseau d’excellence Européen HYCON (NoE) HYbrid CONtrol
timing heterogeneity and complexity of networked embedded systems. :
workpackage WP4a Energy Management concernant les convertisseurs de
puissance et les systèmes hybrides sur la période 2004-2008. http ://www.ist-
hycon.org/ . Participation à différents workshops et programmes d’échanges
avec les laboratoires ETH (Zurich, Suisse), KTH (Stockholm, Suède), LTH
(Lund, Suède) et Supelec (Rennes et Paris).

– Depuis 1997, membre du groupe de travail Systèmes Dynamiques Hybrides
du GdR-MACS.

– Participation à l’action spécifique AS 192 du RTP 20, CNRS-STIC et GdR
MACS : Systèmes Dynamiques Hybrides et Convertisseurs statiques. Res-
ponsables : C. Iung (CRAN), M. Fadel (LEEI).

Jury de Thèse

– 3 participations en tant qu’examinateur dont 1 à l’extérieur de l’école doc-
torale locale :
– Olivier Auchet, Contribution à la modélisation simplifiée des fours ver-

riers, Thèse INPL, Rapporteurs : B. Maschke Université C. Bernard de
Lyon et J.C. Batsale ENSAM Bordeaux

– Diego Patino, "Pilotage des cycles limites dans les systèmes dynamiques
hybrides. Application aux alimentations électriques statiques." Rappor-
teurs : J. Buisson SUPELEC, Rennes et M. Alamir DR CNRS Gipsa-lab

– E. Mojica-Nava, A polynomial approach for analysis and optimal control
of switched nonlinear systems, Ecole Centrale Nantes, Rapporteurs : P.
Caines Mc Gill University (Monreal), D. Henrion CR CNRS-LAAS.

Comités de lecture

Relecteur régulier de plusieurs revues et conférences internationales :

– Revues : Automatica, IEEE Transactions on Automatic Control, Interma-
tional Journal of Control, European Journal of Control, IEEE Transactions
in Control System Technology, Nonlinear Analysis : Hybrid Systems, Inter-
national Journal of Robust and Nonlinear Control, Dynamic Systems and
Applications, Journal Européen des Systèmes Automatisés.

– Congrès : European Conference on Control (ECC), IEEE American Control
Conference (ACC), IEEE Conference on Decision and Control (CDC), IFAC
mondial, Analysis and Design of Hybrid Systems (ADHS), CIFA, JDA.
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Activités administratives et de pilotages

– Responsable des travaux pratiques d’Automatique première année ENSEM
de 2002 à 2007.

– Responsable du module électif : Aide à la décision en deuxième année EN-
SEM depuis 2007.

– Responsable du module Optimisation commun à la troisième année ISA et
au master recherche Ingénierie des Systèmes (IS-EEAPR) depuis 2005.

– Membre élu au conseil des études et de la vie universitaire (CEVU) sur la
période 2003-2007.

– Membre élu du conseil d’école ENSEM sur la période 2004-2008.
– Membre élu du conseil de laboratoire CRAN sur la période 2004-2008.
– Membre élu de la Commission de Spécialistes 61 section de l’INPL sur la

période 2003- 2008.
– Membre élu extérieur de la Commission de Spécialistes 61 section de l’UHP

sur la période 2003- 2008.
– Membre du comité de sélection pour une chaire CNRS-UHP (CRAN) en

2009.

Contrats

Participations à 3 contrats de recherche dans le cadre d’une collaboration
«Long Partner» liant le CRAN avec ArcelorMittal,

– contrat 2008 n°2273 : Simulation dynamique des échanges thermiques sur
une table de sortie d’un laminoir à chaud.

– contrat 2009 n°3051 : Contrôle des échanges thermiques sur une table de
sortie d’un laminoir à chaud.

– contrat 2009 n°3052 : Etude du contrôle de planéité en laminage à froid.
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1.2. Activités d’enseignement

1.2 Activités d’enseignement

Mes activités d’enseignement ont débuté au Sénégal en tant que Volontaire du
Service National sur la période 1993-1995 où j’ai occupé la fonction de professeur
en mathématique au Lycée A. N’Diaye de Kaolack. De 1996 à 1997, j’ai effectué
des vacations à l’ENSEM et à l’école des Mines de Nancy en automatique et en
analyse numérique. Entre 1997 et 1999, j’ai enseigné à l’ENSEM, dans le cadre
d’un monitorat, en automatique et mathématique sous forme de travaux pratiques
et dirigés en première et deuxième année. Au cours des deux années suivantes,
soit sur la période 1999-2001, en tant qu’ATER à la Faculté des Sciences de l’Uni-
versité Henri Poincaré (UHP) de Nancy et à l’Ecole Supérieure des Sciences et
Technologies de l’Ingénieur de Nancy (ESSTIN), mes enseignements ont concerné
des travaux pratiques et dirigés en automatique, en électricité, en informatique et
réseaux (Niveau Bac +1 à Bac +5) ainsi que des encadrements de projets (Niveau
Bac +5).

Depuis février 2001, j’occupe la fonction de maître de conférences à INPL-
ENSEM. L’ENSEM forme des ingénieurs généralistes dans les domaines de la
mécanique, du génie électrique et de l’ingénierie des systèmes automatisés. Mes
activités d’enseignements portent essentiellement sur les domaines des mathéma-
tiques, du traitement du signal et de l’automatique et se repartissent sur les trois
années de l’école. Ce service représente un volume horaire annuel de 240 h eq TD
et se décline en :

– TD, TP en automatique en première, deuxième et troisième année (tronc
commun et filière Ingénierie des Systèmes Automatisés (ISA)).

– TD, TP en traitement du signal en deuxième année (tronc commun).
– TD, TP en mathématique en première, deuxième année (tronc commun).
– Cours d’équations différentielles en première année (tronc commun).
– Cours d’optimisation commun à la troisième année ISA et au master re-

cherche Ingénierie des Systèmes (IS-EEAPR).
– Cours "commande prédictive et adaptative" en troisième année ISA option

Contrôle, Pilotage Diagnostic, Sûreté (CPDS).
– Cours électif "phénomènes et processus aléatoires" en deuxième année.
– Cours de mathématique/Informatique avec Matlab destiné aux élèves de

2ime année du Cycle Préparatoire Polytechnique (CPP).

1.2.1 Animations pédagogiques et vie de l’école

Participation à la réforme pédagogique

Sur la période 2001-2003, j’ai pris part à la réflexion et à l’élaboration d’une
réforme des enseignements à l’ENSEM. Cette réforme s’est accompagnée d’une
refonte des programmes de la filière Ingénierie des Systèmes Automatisés (ISA)
sur les trois années d’école. La remise à plat des programmes engagée par notre

5



Chapitre 1. Présentation générale

équipe, s’est traduite par le renouvellement de cours et de TP, et par la pratique
d’un enseignement sous la forme de tutorat dont l’objectif est de favoriser le
travail personnel et l’autonomie des élèves.

Animation pédagogique

De 2002 à 2007, j’ai été responsable de l’organisation et du suivi des TP
d’automatique. A ce titre, j’étais chargé de l’édition du polycopié de sujets de TP,
de la planification des séances, du recrutement et de la formation des vacataires et
de l’évaluation. Je gérais également le budget travaux pratiques de l’automatique
à l’ENSEM. N. Brinzei et S. Maza ont repris cette animation en 2007.

Participation au renouvellement de TP

Le renouvellement des sujets de travaux pratiques d’automatique entrepris en
collaboration avec Jamal Daafouz sur la période (2002-2005) ont permis de créer :

– Un TP intitulé «Automatique et logique floue» dont l’objectif est de pré-
senter en première année ENSEM sur un processus réel les notions de base
de l’automatique.

– Un TP régulation d’un pont roulant dont l’objectif est de faire la synthèse
de notions abordées en première année (Représentation d’état, linéarisation,
observation et commande par retour de sortie (2002-03)).

– Un TP petit moteur. Composé d’une maquette et d’une carte d’acquisition
permettant l’utilisation de Matlab/Simulink. Ce TP permet de présenter,
aux élèves de deuxième année de la filière ISA, les problèmes liés à la concep-
tion de correcteur numérique et d’en faire la synthèse via la technique RST
(2003-04).

– Un TP Filtre de Kalman (2003-04) aujourd’hui intégré au cours électif
«processus aléatoires et filtrage» en deuxième année. De manière progres-
sive, d’abord sur un système linéaire, les élèves comparent les résultats ob-
tenus avec un filtre de Kalman récursif et un filtre asymptotique et voient
l’influence des matrices de covariance sur l’estimation. Le filtre de Kalman
étendu est alors utilisé sur un processus non linéaire : avec la reconstruction
de la position et de la vitesse d’une machine synchrone à partir de la mesure
du courant sur ces enroulements.

– En collaboration avec Nicolae Brinzei (2004-05), un TP Supervision des
systèmes industriels avec « Intouch» comme logiciel de supervision et un
réseau d’automates chargés de contrôler un procédé industriel. Le but est
de sensibiliser les élèves aux problèmes liés à la supervision en industrie et
de leur montrer quelques outils incontournables dans ce domaine.

Projets et stages

J’encadre en moyenne 2 projets par an en troisième année ISA et je me charge
du suivi de 3 stages de fin d’étude chaque année. Les projets sont d’une durée
relativement conséquente (120 h inscrites à l’emploi du temps) et permettent de
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1.2. Activités d’enseignement

traiter complètement un cas d’étude ou lorsqu’un couplage projet-stage intervient
en partenariat avec un industriel, de préparer le stage ingénieur.

Elaboration et montage d’un projet Région-INPL

J’ai participé à la création et la mise en place du Projet CIIAO, (Commu-
nication, Intelligence, Innovation et Autonomie des Objets) dans le cadre d’une
demande de co-financement Région-INPL pour des formations innovantes (2004-
2005). Ce projet pluridisciplinaire a pour vocation de former les élèves à la concep-
tion et à la réalisation d’objets « intelligents» capables d’interagir avec leur envi-
ronnement et de prendre des décisions. Parmi les plateformes de développement
mises en place, j’ai proposé pour les enseignements d’automatique, une maquette
«temps réel», équipée du logiciel Matlab/Simulink et d’outils de prototypage
rapide. Cette maquette permet aujourd’hui d’illustrer de manière graduelle une
grande partie des notions abordées en automatique par les élèves de l’ENSEM.
Cette maquette est également utilisée sur des projets en troisième année pour
illustrer des techniques de commandes multi variables non linéaires.

1.2.2 Responsabilités et créations de modules d’enseigne-

ments

Module "probabilité-statistique"

J’ai repris ce cours en 2001 suite au départ du professeur F. Kratz et je l’ai
réorganisé. Destiné aux élèves du DESS ISI (Ingénierie Sûreté Industrielle), l’ob-
jectif de ce cours était de présenter l’utilité des outils statistiques pour l’ingénierie
et la sureté industrielles et d’amener les étudiants à la pratique des tests statis-
tiques sur le domaine de la maintenance, de la fiabilité et de la prévision des
risques.

Cours sur les équations différentielles

A la demande du professeur J.F. Ganghoffer responsable de l’enseignement
des mathématiques à l’ENSEM, j’ai monté en 2002 un cours sur les équations
différentielles pour les élèves de première année. Ce cours entre dans le cadre plus
général de la modélisation des systèmes dynamiques et a pour objectif d’homo-
généiser les connaissances des élèves concernant les principaux résultats utiles à
l’analyse et à la résolution de ces équations.

Module "optimisation"

Avec la mise en place de la réforme LMD en 2004-2005 et la réorganisation
du Master Recherche « Ingénierie des Systèmes» (IS-EEAPR) co-habilité INPL-
UHP, nous avons fait le constat que de nombreux domaines enseignés dans ce
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Chapitre 1. Présentation générale

master (commande, identification, traitement du signal, diagnostic,...) utilisaient
des techniques d’optimisation. Pour éviter des redites ou une vision parcellaire
de ce domaine aux élèves, j’ai monté un module de 20 h sur l’optimisation. Pré-
senté comme une boîte à outils, l’objectif de ce cours est d’apprendre aux élèves
à «utiliser la bonne clé pour ouvrir la bonne serrure». Il s’agit donc d’apprendre
à exploiter correctement la nature et la structure d’un problème d’optimisation
et de choisir la méthode adaptée pour le résoudre. Ce cours met l’accent de ma-
nière didactique sur les idées et techniques employées dans les solveurs modernes.
Une plateforme destinée à mettre en oeuvre cet enseignement termine ce cycle
avec la résolution de cas d’études balayant un large spectre des problèmes de
l’optimisation.

Module "commande adaptative et prédictive"

La possibilité offerte aux élèves de troisième année ISA de choisir un parcours
différencié, a nécessité de construire une banque de modules pour chacun des par-
cours. En 2005, j’ai proposé avec J. Daafouz un module de 20 heures consacré à
la commande adaptative et prédictive, destiné à la troisième année ISA parcours
CPDS. La commande prédictive s’est imposée dans le domaine de la commande
avancée pour piloter une classe de plus en plus large de systèmes dynamiques.
Reconnue comme une méthode souple, performante et capable de prendre en
compte un grand nombre de contraintes, nous l’enseignons aux élèves désireux
d’approfondir leurs connaissances dans ce domaine. Sur la base d’un cours théo-
rique, des exemples de difficulté croissante sont abordés en simulation. Un travail
de synthèse d’un pilote automatique pour un Airbus en vol de croisière permet
de valider cet enseignement. Un second volet du cours concerne l’adaptation des
paramètres du modèle au procédé et sensibilise les étudiants au problème de la
robustesse vis-à-vis d’incertitudes paramétriques.

Module électif "phénomènes et processus aléatoires"

Depuis 2007, je suis responsable d’un module électif de 40 heures sur les phé-
nomènes et processus aléatoires destiné à la deuxième année ENSEM. Les mé-
thodes de représentation et d’analyse des processus aléatoires sont aujourd’hui
entrées de plein pied dans l’ingénierie des systèmes que ce soit en conception-
développement ou en maintenance-diagnostic. Le renouvellement des techniques
utilisées que nous connaissons dans le traitement de l’information (téléphonie, in-
ternet, imagerie) est largement dû à la prise en considération de ces phénomènes.
Avec mes collègues A. Muller (MdC en mathématique) et de R. Ranta (MdC
Traitement du signal), nous avons privilégié une méthode d’enseignement favori-
sant l’acquisition d’une technicité par les élèves en optant pour des cours réduits
et des TP longs en simulation sur Matlab permettant la mise en oeuvre de solu-
tions actuelles sur des problèmes concrets (Conception de filtres et d’estimateurs,
débruitage de signaux, simulation de chaîne de Markov, ...).

Module "Math-Info" pour les CPP

8



1.2. Activités d’enseignement

Ce module est une création à l’INPL et s’adresse aux élèves de deuxième
année du Cycle Préparatoire Polytechnique (CPP) de l’INPL. Un cours similaire
existait dans les autres INP mais pas à Nancy. Avec Jamal Daafouz, nous avons
organisé ce cours en 8 séances de cours/TD et de 2 séances TP. Le but est de
montrer aux élèves la résolution sur ordinateur de certains problèmes issus des
mathématiques, de la physique,... Le logiciel de base est Matlab et les méthodes
de base de l’analyse numérique (interpolation, intégration numérique, résolution
d’équations algébriques et résolution numérique d’équations différentielles) sont
introduites dans ce cours.
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Chapitre 1. Présentation générale

1.3 Activités de recherche

J’ai débuté mes travaux de recherche en automatique par une thèse de doc-
torat au CRAN en 1996 dans un domaine émergeant qui n’était alors que très
peu formalisé : les systèmes dynamiques hybrides. Ce thème de recherche est
né du constat d’insuffisance des modèles dynamiques classiques pour représen-
ter un nombre important de systèmes dynamiques complexes où se mêlent et
interagissent des processus à temps continu et évènementiels. Avec la description
formelle des différents phénomènes et discontinuités que l’on cherche à représen-
ter, le modèle dynamique, qui s’est imposé aujourd’hui auprès de la communauté
scientifique, est celui de l’automate hybride [74]. La possibilité de prendre en
compte des discontinuités de modèles dynamiques sur occurrences d’événements
permet une grande richesse de descriptions et ouvre la voie au pilotage de systèmes
complexes dans des domaines d’applications très variés comme par exemples : les
convertisseurs de puissance, les réseaux de transport d’énergie, le trafic routier
et aérien, la robotique, les systèmes haptiques, l’informatique temps réel, les sys-
tèmes embarqués, le cryptage, les chaînes de production, les systèmes biologiques,
etc.

L’étude de ces systèmes dynamiques hybrides s’est développée de façon no-
table ces dernières années avec l’émergence d’équipes américaines, asiatiques
et européennes issues des mathématiques appliquées, de l’informatique et du
«control engineering». Une série de workshops annuels organisés en Europe et
aux Etats Unis depuis 1993, les sessions dédiées aux systèmes hybrides dans les
congrès d’automatique (ACC, ECC, CDC, ADHS, IFAC), et des numéros spé-
ciaux de revues internationales témoignent de l’activité de ce domaine où les
questions ouvertes et les verrous scientifiques restent nombreux.

Depuis 1996, les équipes françaises qui travaillent dans les mêmes directions
se retrouvent en partie au sein du groupe de travail Systèmes Dynamiques Hy-
brides (SDH) du GdR-MACS du CNRS. http ://www.rennes.supelec.fr/sdh/. Ce
groupe auquel notre équipe participe activement, est notamment à l’origine du
congrès international IFAC Conference on Analysis and Design of Hybrid Sys-
tems (ADHS) et a publié en 2001 un ouvrage de synthèse sur les SDH [140]. J’ai
la charge depuis janvier 2009 de l’animation de ce groupe avec Antoine Girard
du laboratoire Jean Kuntzmann de Grenoble.

De manière générale, les travaux développés par notre équipe concernent des
outils ou méthodes pour l’analyse et la synthèse de ces systèmes. Les problèmes
fondamentaux ont trait à l’étude de la stabilité et de la commande, et se déclinent
également en problèmes d’observation et de robustesse.

En particulier, ces travaux ont concerné :
– La commande optimale des systèmes hybrides avec l’établissement de condi-

tions nécessaires d’optimalité et l’étude des solutions singulières.
– Le développement et la synthèse de commandes stabilisantes et robustes

pour la sous classe des systèmes commutés linéaires.
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– La recherche rapide des cycles limites des systèmes hybrides et de leur sta-
bilité par fonction de sensibilité.

– La synthèse de commandes optimales et prédictives pour la classe des sys-
tèmes affines commutés.

– L’étude de stabilité et de l’observation d’une classe de systèmes affines com-
mutés

– La modélisation des systèmes complexes et l’établissement de modèle de
commande.

Voici la synthèse des travaux attachés à ces items ainsi que la listes des pu-
blications associées :

Sur la commande optimale des systèmes hybrides

Conditions nécessaires d’optimalité

Les contributions théoriques de mes travaux de thèse concernent la commande
des systèmes hybrides et plus particulièrement la commande optimale avec l’éta-
blissement de conditions nécessaires d’optimalité via un principe de minimum.
L’application de ces résultats sur des exemples de différentes natures (sauts au-
tonomes et/ou commandés) et pour différents critères (temps optimal ou qua-
dratique), ont permis d’illustrer et de mettre en évidence les difficultés sous ja-
centes à la résolution et à la synthèse de commandes optimales. Les principales
proviennent des discontinuités de modèle qui induisent des conditions de trans-
versalité à respecter aux instants de commutation. Un résultat majeur est d’avoir
montré la nécessité d’utiliser conjointement la programmation dynamique et le
principe du minimum de Pontryaguine dans la recherche des lois de commuta-
tions optimales. Ces résultats font parti des premiers résultats publiés dans le
domaine [100, 106, 110]. Aujourd’hui hormis des cas simples ou académiques, on
ne sait pas proposer, dans le cas général, des algorithmes capables d’éviter l’ex-
plosion combinatoire qu’engendre la dualité continu-discret dans la recherche de
solutions.

Solutions Singulières

Pour un problème de commande optimale posé dans le cadre d’un SDH, l’exis-
tence d’une solution optimale n’est généralement pas garantie même si le système
possède des trajectoires et des commandes associées admissibles mais non opti-
males [102]. Ce point contre intuitif est lié à l’existence d’une singularité dans
la résolution des conditions nécessaires de Pontryaguine menant à des solutions
au sens de Fillipov non admissibles pour le système hybride. Nous avons montré
néanmoins qu’il était possible d’approcher d’aussi près que l’on veut ces solutions
non admissibles par des trajectoires hybrides sur un horizon temporel fini. Au-
jourd’hui, un résultat de densité en temps infini dû à B. Ingalls et al. [62] prouve
que c’est également le cas sur un horizon infini.
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La présence de ces arcs singuliers pose également des difficultés pour la re-
cherche numérique de solutions. Les méthodes indirectes qui utilisent les condi-
tions nécessaires de Pontryaguine, ne sont pas faites pour et ne peuvent pas
numériquement tenir compte de ces arcs singuliers et échouent dans la recherche
d’une solution sans traitements particuliers. L’utilisation de méthodes directes de
type programmation non linéaire plus souples et plus flexibles mais plus lourdes
sont préférables car l’optimisation se fait directement par la minimisation du cri-
tère et non sur la satisfaction de conditions nécessaires obtenues indirectement.
Des études comparées de méthodes directes de résolution ont permis de souligner
ces difficultés en présence de solutions singulières [103].

Références associées : [T1, R4, R5, R10, R11, C8, C9, C12, C17, C18, C19, CN3].

Sur la classe des systèmes commutés linéaires

Proposer des résultats génériques concernant la stabilité ou la commande dans
le cadre général des systèmes hybrides n’est pas envisageable compte tenu de la
diversité et de la complexité des dynamiques possibles. Cependant des résultats
généraux peuvent être obtenus si on se restreint à certaines classes de systèmes
hybrides et en particulier aux systèmes commutés. Ces systèmes sont formés de
sous systèmes à temps continu ou à temps discret et d’une loi de commutation
décrivant le passage d’un sous système à un autre.

Stabilité et rejet de perturbations.

Dans ce contexte, l’énoncé de plusieurs résultats concernant l’étude de la sta-
bilité et de lois stabilisantes a été possible. La commande optimale sur critère
quadratique est une manière naturelle de concevoir une commande stabilisante :
la fonction coût définit une fonction de Lyapunov garantissant la stabilité du sys-
tème. Le célèbre problème de commande LQ a été étendu au cas des systèmes
linéaires commutés en temps continu. Cette extension montre que la détermina-
tion de la commande optimale nécessite d’intégrer par morceaux une suite d’équa-
tions de Riccatti différentielles avec des conditions de recollement respectées aux
instants de commutations. Il a été démontré que ces instants de commutation a
priori inconnus, correspondent aux zéros d’une équation différentielle. Ce résultat
a été utilisé sous la forme d’un algorithme pour la recherche de solutions.

En présence de perturbations bornées, une extension robuste de la commande
quadratique pour laquelle une borne supérieure sur la fonction coût est garantie, a
été proposée et résolue dans le cadre de la théorie des jeux différentiels et étendue
au cas des systèmes linéaires commutés.

Pour les systèmes commutés linéaires en temps discret, j’ai participé avec
Jamal Daafouz à la synthèse de commande par retour statique de sortie des
systèmes commutés, et à l’établissement d’une preuve concernant un principe de
séparation garantissant la stabilité par bouclage de sortie pour ces systèmes et ce,
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quelle que soit la loi de commutation. La condition suffisante développée présente
l’avantage d’être facile à mettre en oeuvre car elle ne nécessite que la résolution
d’un ensemble de conditions LMI.

Références associées : [R8, R9, R12, C13, C14, C15, C16, C17].

Sur le calcul et la stabilité des cycles limites des systèmes hybrides

La classe des convertisseurs de puissance est une classe de systèmes techno-
logiques très répandus qui présentent la caractéristique d’être hybrides : ce sont
les systèmes électriques qui contiennent des éléments en commutation à base de
semi-conducteurs. La plupart de ces dispositifs se caractérisent par des régimes
asymptotiques périodiques, quasi périodiques voire chaotiques. La détermination
de ces cycles ne peut être obtenue généralement de manière analytique. A des fins
d’analyse, il peut être avantageux de les déterminer numériquement sans avoir
recourt à une simulation complète, longue et éventuellement instable numérique-
ment. En collaboration avec Damien Flieller, nous nous sommes intéressés à la
recherche d’algorithmes permettant de déterminer rapidement ces cycles limites et
avons proposé dans le cadre général des systèmes commutés à sauts autonomes et
commandés, un algorithme rapide permettant d’établir ces cycles limites ainsi que
leur stabilité. Cet algorithme utilise les fonctions de sensibilité dans un contexte
discontinu, et sont justifiées via la théorie des distributions.

Ce travail s’est inscrit dans l’action spécifique (AS 192) du RTP 20, CNRS-
STIC et du GdR MACS intitulée «Systèmes Dynamiques Hybrides et Convertis-
seurs statiques» et pilotée par C. Iung (CRAN) et M. Fadel (LEEI) et lancé en
2003. L’objectif de cette action prospective était triple : apporter des solutions
ou des pistes de solutions à des problèmes de recherche technologique clairement
identifiés, faire émerger des classes de systèmes hybrides sur lesquelles il faut
poursuivre une recherche théorique plus approfondie et initier de nouvelles re-
cherches dans le domaine de la commande des systèmes électrotechniques par des
approches issues des recherches en automatique sur les SDH.

Références associées : [R7].

Sur la commande optimale et prédictive des systèmes affines commutés

Dans la continuité de cette action spécifique, en 2004, le réseau d’excellence eu-
ropéen HYCON fédère une communauté de spécialistes, chercheurs et utilisateurs
qui développent et appliquent la théorie des systèmes hybrides à la conception
et au pilotage de systèmes complexes et hétérogènes. Je me suis impliqué sur
le Workpackage 4a dont les objectifs ont été de proposer des solutions hybrides
et génériques sur la classe des convertisseurs de puissance. Les solutions appor-
tées ont été régulièrement évaluées sur différents benchmarks et confrontées aux
résultats des équipes européennes participant à ce réseau.
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La thèse de Diego PATINO que j’ai co-encadrée, fait partie de ce travail. Elle
aborde la commande de ces dispositifs et propose deux approches l’une à base
de commande prédictive et l’autre de commande optimale. Les deux méthodes
conduisent à une commande par retour d’état.

L’originalité de la première est d’offrir la possibilité de spécifier un cycle op-
timal de ralliement au sens défini par un critère. Un algorithme rapide de Gauss-
Newton, qui utilise les fonctions de sensibilité, est développé pour déterminer les
commandes optimales. Les solutions du problème de poursuite sont alors interpo-
lées via un réseau de neurones qui permet d’assurer une implémentation en temps
réel.

La seconde approche basée sur le principe de minimum, permet de faire la
synthèse de lois de commande optimale. Pour la classe des systèmes envisagés,
les travaux exposés montrent que la synthèse des lois nécessite de faire la re-
cherche d’arcs singuliers. Ce point est une difficulté théorique majeure liée à la
structure de ces systèmes. La nature des points de fonctionnement permet d’ex-
pliquer la présence de ces trajectoires particulières. Des conditions qui permettent
de déterminer algébriquement les arcs singuliers pour des systèmes de dimension
faible, sont proposées. Les solutions s’expriment alors comme les racines d’un
ensemble de déterminants, satisfaisant une condition nécessaire d’ordre deux. La
synthèse sur une région de l’espace est alors obtenue par intégration en temps ré-
trograde depuis les points singuliers et interpolés par un réseau de neurones. Les
deux méthodes ont montré leur efficacité sur des applications de convertisseurs
de puissance comme en atteste les résultats obtenus sur maquettes réelles lors de
tests de robustesse.

Références associées : [R3, R4, RN1, ER1, C2, C3, C5, C6, C7, CN1, CN2]

Sur la stabilité et l’observation des systèmes affines commutés

Une action en cours, intitulée "Commande et Stabilité des Systèmes à Com-
mutation (SC2)", soutenue localement dans le cadre du plan état-région (CPER
MISN 2007-2013 Thème AOC) s’inscrit pleinement dans ce thème de recherche.
Ce projet fédère des automaticiens et des mathématiciens issues de trois labora-
toires : le CRAN, l’IECN et l’INRIA. Je suis, depuis 2007, responsable de l’ani-
mation et co-porteur de ce projet avec Mario Sigalotti de l’institut Elie Cartan
de Nancy (IECN).

Des résultats importants concernant la stabilité des systèmes commutés sont
en cours de publication. Ils permettent de caractériser algébriquement les lois
de commutation ne permettant pas la convergence à l’origine via un principe
d’invariance de Lasalle adapté à la classe de systèmes étudiés, et de donner des
conditions faibles et très génériques sur les lois de commutation garantissant la
stabilité. Cette approche nous a permis de proposer et de prouver la convergence
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d’observateurs commutés pour ces systèmes et de l’appliquer en particulier sur
un convertisseur multiniveaux.

Parallèlement, les notions de convergence à l’origine sous phénomène zenon
ont été approfondies avec différentes notions de "dwell time" pour la classe des
systèmes commutés linéaires.

Références associées : [R1, R2, C1, C4, CN1].

Vers la commande adaptative robuste et l’estimation paramétrique.

Parallèlement à l’action SC2 citée ci-dessus, proposer des algorithmes de com-
mande génériques pour cette classe de système est l’une de nos préoccupations.
Nous cherchons notablement à améliorer et évaluer la qualité des cycles limites
et la robustesse vis-à-vis d’incertitudes paramétriques des lois de commandes
optimales et prédictives. Les premiers résultats de faisabilité de ces approches
nous permettent d’envisager d’y inclure, dès la phase de synthèse, des aspects
concernant la robustesse et l’estimation paramétriques. L’utilisation de schémas
adaptatifs est pressentie. Les travaux de thèse de Pascal Hauroigné qui viennent
de débuter au mois de septembre 2009, portent sur ce sujet.

Les résultats de recherche que nous avons obtenus et les collaborations en-
treprises avec des équipes de mathématiciens et des partenaires industriels (Ar-
celorMittal), nous ont permis de faire émerger des problématiques de recherche
ouvertes et de monter au niveau national un projet ANR intitulé Arhyco. Ce
projet vient de débuter en janvier 2009 et je participe à l’une de ces tâches dont
les objectifs s’inscrivent dans la continuité des travaux sur les cycles limites, la
stabilité et la commande des systèmes commutés.

Sur la modélisation des systèmes complexes

Le problème de la modélisation de systèmes complexes est également une de
nos préoccupations. Disposer de modèles adéquats pour piloter une installation
industrielle est nécessaire mais bien sûr, cette modélisation ne peut être dissociée
de son objectif (commande, observation, diagnostic). Je participe actuellement à
des contrats de recherche liant notre équipe et ArcelorMittal pour développer des
outils de contrôle commande sur des chaines de Laminoir à chaud. La simplifica-
tion de modèle et les stratégies de commande sont donc discutées pour parvenir
à des solutions réalistes et performantes. La thèse d’Olivier Auchet que j’ai co-
encadré avec Claude Iung et en partenariat avec Siemens, aborde également cette
problématique de la modélisation. Ces travaux ont permis de développer un simu-
lateur simplifié d’un four verrier en vue de l’entrainement d’opérateur. Le choix
d’une modélisation de type premier principe et la définition d’un problème sim-
plifié basé sur des schémas conservant l’énergie et les bilans de matières a permis
d’obtenir un simulateur de qualité et temps réel comme la comparaison avec les
outils existants a pu le démontrer.

Références associées : [R6, C10, C11].

15



Chapitre 1. Présentation générale

1.4 Activités d’encadrement

Thèse

– Co-direction autorisée par le conseil scientifique de l’INPL de la thèse de
Pascal Hauroigné (50%) intitulée, «Etude de la robustesse d’un schéma de
commande adaptatif générique dédié à une classe de systèmes dynamiques
hybrides à comportement cyclique. Application aux convertisseurs de puis-
sance», commencée en septembre 2009.

– Co-direction autorisée par le conseil scientifique de l’INPL de la thèse de
Diego Patino (50%) intitulée, «Pilotage des cycles limites dans les systèmes
dynamiques hybrides. Application aux alimentations électriques statiques»,
commencée en octobre 2005 et soutenue en Janvier 2009. Actuellement "As-
sociate Professor" à l’Université des Andes, Colombie. Cette thèse s’ac-
compagne de deux revues internationales (International Journal of Control
(IJC), IEEE Transactions on Control Systems Technology (TCST), de 4
congrès internationaux (American Control Conference (ACC’07), European
Control Conference(ECC’09), Annual Conference of the IEEE Industrial
Electronics Society (IECON’08)) et de 2 congrès nationaux (Conférence In-
ternationale Francophone d’Automatique (CIFA’08), Journées Nationales
du GDR MACS (JD-JN-MACS’07)).

– Participation à l’encadrement (50%) de la thèse de Olivier Auchet sur la
période 2002-2004, «Contribution à la modélisation simplifiée des fours ver-
riers», soutenue en janvier 2005. O. Auchet est aujourd’hui ingénieur R&D
chez un verrier situé au Luxembourg. Cette thèse a fait l’objet de 3 publi-
cations en congrès internationaux (International Symposium on Industrial
Electronics (IEEE ISIE’04), International Symposium on Dynamics and
Control of Process Systems (IFAC DYCOPS’04), International Congress
on Glass ICG’04) et d’une revue internationale (Control Engineering Prac-
tice, Elsevier).

Master II et ex DEA

– Pascal Hauroigné : stage Master IS-mention R «Amélioration du contenu
harmonique des cycles limites par commande prédictive sur une classe de
systèmes dynamiques hybrides. Application aux convertisseurs de puissance.»,
encadrement à 100%. Mars à septembre 2009.

– Pierre Garnier, stage Master IS-mention R «Optimisation profil refroidisse-
ment» : co-encadrement à 50% avec C. Moretto (ARCELOR Mittal). Mars
à Septembre 2009.

– Serge Hirwa, stage Master IS-mention R «Identification modèle simplifié»
co-encadrement à 50% avec C. Moretto (ARCELOR Mittal). Mars à Sep-
tembre 2009.

– Julien Marzat : stage Master IS-mention R, "Développement et intégra-
tion d’un algorithme d’estimation du flot optique non déterministe sur une
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architecture parallèle co-encadrement à 50% avec A. Ducrot INRIA Roc-
quencourt. Mars à Septembre 2008.

– Nicolas Pethe : stage Master IS-mention R «Modélisation et commande
d’un système de refroidissement pour bandes d’acier», co-encadrement à
50% avec C. Moretto (ARCELOR Mittal). Mars à Septembre 2008.

– Maxime Bladier : stage Master IS, «Manipulation optique d’objets virtuels
via le réseau» co-encadrement à 50% avec C. Andriot CEA. Mars à Sep-
tembre 2008.

– Christiano Tannure Nemer : stage IS-mention R «Contrôle du déport de
bande dans un laminoir à chaud» co-encadrement à 50% avec R. Bonidal
(Arcelor Research). Mars à Septembre 2007.

– Mathieu Very : stage Master IS-mention R «Réalisation d’un produit lo-
giciel industriel : portage d’une application "RTV de téléconduite" sous
Unity», co-encadrement à 50% avec J.Y. MONNET (Schneider Electric).
Mars à Septembre 2006.

– François Gomis : stage DEA CSC «Comparaison d’algorithmiques globaux
d’optimisation pour la commande optimale des systèmes hybrides», enca-
drement à 100%. Mars à Septembre 2005.

– Phuoc Vô : stage DEA CSC «Etude de la stabilité des cycles limites pour les
systèmes hybrides», encadrement à 50% avec J. Daafouz. Mars à Septembre
2005.

– David Delouche : stage DEA CSC Surveillance du Radiotélescope de Nan-
çay : Application au déplacement longitudinal du foyer mobile, co-encadrement
à 50% avec F. Kratz et F. Tatat. Mars à Septembre 2005.

– Omar Cherkaoui : stage DEA CSC «Connexion d’un riser à la tête de puits
par contrôle actif : Localisation par capteurs de la position du pied et calcul
en temps de la position de la tête du riser», co-encadrement à 50% avec F.
Bioley (IFP). Mars à Septembre 2004.

– Ait Youssef : stage DEA CSC «Synthèse d’une commande LQ pour une
classe de systèmes hybrides.» co-encadrement à 50% avec C. Iung de mars
2002 à septembre 2003.

– Ilyas Meriem : stage DEA CSC «Techniques Algorithmiques de synthèse de
commande optimale des systèmes continus et application pour les systèmes
commutés», co-encadrement à 50% avec C. Iung. Mars à Septembre 2002.

– Fernandes Borges : stage DEA CSC, «Etude d’un observateur contrôleur
de severe slugging», co-encadrement à 50% avec E. Duret (IFP). Mars à
Septembre 2001.
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1.5 Liste complète des publications

Récapitulatif des publications :

– 2 chapitres de livres
– 12 revues internationales
– 2 revues nationales
– 21 congrès internationaux
– 5 congrès nationaux
– 1 revues internationales en révisions

Chapitres de livres

[L1] R. Husson et al. Automatique - Du cahier des charges à la réalisation de
systèmes, 800p, participation à la rédaction des chapitres Commande des
systèmes linéaires et des systèmes non linéaires, Méthodes d’optimisation,
ISBN 2-7462-0247-6, ISBN10 : 2-10-050397-9, Dunod sept. 2007.

[L2] Valentin-Roubinet C., P. Riedinger, J. Daafouz, J. Buisson, C. Iung Com-
mande des systèmes dynamiques hybrides. Systèmes Dynamiques Hybrides,
35 p., ISBN 2-7462-0247-6, Hermès Science Europe juin 2001.

Revues internationales avec comité de lecture

[R1] P. Riedinger, M. Sigalotti, J. Daafouz, On the characterization of invariants
sets of switched linear systems, Automatica 46(2010), pp.1047-1052, Elsevier
2010.

[R2] U. Serres, J-C. Vivalda, P. Riedinger, On the convergence of linear switched
systems, accepté provisoirement à IEEE Transaction in Automatic Control
en janvier 2010.

[R3] S. Mariéthoz, S. Almer, M. Bâja, A. G. Beccuti, D. Patino, A. Wernrud,
J. Buisson, H. Cormerais, T. Geyer, H.Fujioka, U. T. Jonsson, C.-Y. Kao,
M. Morari, G. Papafotiou, A. Rantzer, P. Riedinger Comparison of Hybrid
Control Techniques for Buck and Boost DC-DC Converters à paraître dans
IEEE Transactions on Control Systems Technology 2010.

[R4] D. Patino, P. Riedinger, C. Iung, Practical optimal state feedback control
law for continuous-time switched affine systems with cyclic steady state,
International Journal of Control, Volume 82, Issue 7 July 2009, pp. 1357 -
1376, Taylor & Francis, 2009.

[R5] P. Riedinger, Comments on Optimally switched linear systems, Automatica
45(2009) pp. 1588-1590, Elsevier 2009.

[R6] O. Auchet, P. Riedinger, O. Malassé, C. Iung, First-Principles Simplified
Modelling of Glass Furnaces Combustion Chambers, Control Engineering
Practice vol. 16, n°12, pp.1443- 1456, Elsevier 2008.
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[R7] D. Flieller, P. Riedinger and J.P. Louis. Computation and stability of li-
mit cycles in hybrid systems", Nonlinear Analysis, Theory, Methods and
Applications, vol. 64, no. 2, pp. 352-367, Elsevier 2006.

[R8] J. Daafouz, P. Riedinger and C. Iung. Discussion on Development and expe-
rimental verification of a mobile client centric networked controlled system,
European Journal of Control (2005) 11 :242-254.

[R9] J. Daafouz, P. Riedinger and C. Iung Observer-based switched control design
with pole placement for discrete-time switched systems, in International
Journal of Hybrid Systems, vol. 3 n° 2 & 3 :p263-282, 2004.

[R10] M. Alamir, S.A. Attia, A. Nerode, P. Riedinger, C. Iung & F. Kratz, Discus-
sion on An optimal control approach for hybrid systems, European Journal
of Control, vol. 9, no. 5, pp. 459-462, 2003.

[R11] P. Riedinger, C. lung, F. Kratz An Optimal Control Approach for Hybrid
Systems. European Journal of Control, vol 9, n°5, pp. 449-458, 2003.

[R12] J. Daafouz, P. Riedinger, C. Iung, Stability Analysis and Control Synthesis
for Switched Systems : A Switched Lyapunov Function Approach, IEEE
Transaction on Automatic Control, vol. 47(11) pp. 1883-1887, novembre
2002.

Revues nationales avec comité de lecture

[RN1] D. Patino, P. Riedinger, C. Iung, "Une approche prédictive pour la com-
mande d’un convertisseur multicellulaire", septembre 2007, e-STA, e-revue
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Chapitre 2

Commande optimale des systèmes

hybrides

Nos premières contributions à la commande optimale des systèmes hybrides
sont d’ordre théorique avec l’établissement de conditions nécessaires d’optimalité
à respecter le long des trajectoires du système Hamiltonien [100]. L’application de
ces résultats sur des exemples de différentes natures (sauts autonomes [104] et/ou
commandés) et pour différents critères (temps optimal [110], quadratique [106])
ont permis d’illustrer et de mettre en évidence les difficultés sous jacentes à la
résolution et à la synthèse de commandes optimales. Ces résultats font partie des
premiers publiés dans le monde sur le sujet. Les principales difficultés proviennent
des discontinuités de modèle qui induisent des conditions de transversalité à res-
pecter aux instants de commutation. Un résultat majeur est d’avoir montré la
nécessité d’utiliser conjointement la programmation dynamique et le principe du
minimum de Pontryaguine dans la recherche des lois de commutations optimales
[105]. Par la suite, ces travaux se sont poursuivis sur la recherche d’algorithmes
adaptés à la résolution numérique sur la classe, plus simple, des systèmes commu-
tés [103]. Malgré cette simplicité apparente, l’existence de solutions optimales est
mise en défaut par la présence d’arcs singuliers [102]. Dans ces situations, nous
avons montré qu’il était toujours possible de définir des solutions sous optimales
à partir des solutions singulières. Cette approche conduit à une relaxation du pro-
blème en considérant non plus les différents modes mais leur enveloppe convexe.
Nous reviendrons plus abondamment sur la recherche de ces arcs singuliers dans
le chapitre consacré à la commande des systèmes affines commutés.

2.1 Formulation du problème de commande opti-

male

La modélisation que nous utilisons pour représenter un système hybride est
la suivante :

Pour un ensemble fini d’états discrets Q = {1, ..., Q}, on associe une famille
d’équations différentielles définies sur un intervalle de temps [a b], a ∈ R, b ∈
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R ∪ {+∞},

ẋ(t) = fq(x(t), u(t), t) (2.1)

où
– q ∈ Q
– l’état continu x(.) prend ses valeurs dans R

n,
– la commande continue u(.) prend ses valeurs dans l’ensemble Uq inclus dans

R
mq (mq ∈ N).

– le champs fq est supposé défini sur R
n × R

mq × [a, b], ∀q ∈ Q

La dynamique discrète est définie par une fonction de transition ν de la forme :

q(t+) = ν(x(t−), q(t−), d(t), t) (2.2)

avec q(.) l’état discret (q(t) ∈ Q) et d(.) la commande discrète (d : [a, b] → D
avec D = {1, ..., D} un ensemble fini). ν est une application de R

n×Q×D× [a, b]
dans Q.

La variable discrète q(.) est une fonction du temps constante par morceaux.
Les notations t− et t+ dans (2.2) correspondent respectivement aux limites à
gauche et à droite de t.

La valeur de la fonction de transition discrète ν dépend de deux sortes de
phénomènes discrets qui affectent l’évolution de q(.) :

– une modification de la commande discrète d
– un événement issu de la partie continue correspondant à la validation d’une

condition frontière sur (x, t) de la forme C(q,q′)(x(t), t) = 0 qui modifie
l’ensemble des états discrets atteignables.

Il est supposé que ∀(q, q′) ∈ Q2, C(q,q′) : R
n × [a, b] −→ R

rq , (rq < n). Ces
conditions aux frontières peuvent représenter des seuils, des saturations, des hys-
térésis, des délais entre deux commutations, ... Elles déterminent comment la
dynamique continue agit sur la fonction de transition discrète.

Un ensemble de fonctions de saut associées aux transitions d’état discret est
également considéré :

x(t+) = Φ(q,q′)(x(t
−), t) (2.3)

Avec l’occurrence d’une transition de q vers q′, l’état continu est alors réinitialisé
de x(t−) vers x(t+) ∈ R

n.
Les équations (2.1)(2.2) et (2.3) permettent de modéliser les différents phé-

nomènes hybrides : sauts sur l’état et discontinuités sur le champs provoqués de
manière volontaire ou involontaire. Ces équations définissent un système dyna-
mique au sens de Bellman [21] si nous supposons qu’il n’y a pas de transitions
simultanées, ni de phénomène zéno ( i.e. une accumulation d’un nombre infini
de commutations en un temps fini). On n’aura aucun mal à les traduire sous la
forme d’un automate hybride déterministe [73].

Posons [t0 = a, t1, ..., ti, ..., tm = b] et [q0, q1, ..., qi, ..., qm] (b peut être infini
ainsi que m dans ce cas) les suites respectivement des instants de commutation
et des modes associés à la commande (u, d)(.) sur l’intervalle [a, b].
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On peut alors définir un critère hybride par :

J(u, d) =

∫ b

a

Lq(t)(x(t), u(t), t)dt

=

m∑

i=0

∫ ti+1

ti

Lqi
(x(t), u(t), t)dt (2.4)

Une commande optimale (u, d)(.) est alors une commande qui minimise J sur
l’intervalle [a, b].

La formulation du critère que nous venons de donner n’est pas la plus générale
mais l’est suffisamment pour pouvoir illustrer les difficultés liées à la résolution
d’un problème de commande optimale hybride. Nous aurions pu entre autre ajou-
ter au critère des coûts associés aux transitions d’état discret et des coûts initial et
terminal. On peut également à l’instar de l’état x inclure des sauts sur la variable
t.

Dans cet esprit de simplicité, nous supposerons que les conditions suivantes
sont satisfaites :

1. ∀q, Uq est borné,

2. ∀q, fq et Lq sont de classe C1,

3. ∀q, q′, Φ(q,q′) et C(q,q′) sont de classe C1.

2.2 Les deux grands principes de la commande

optimale

Deux grands principes permettent de traiter les problèmes de commande op-
timales : le principe du minimum de Pontryaguine et le principe de Bellmann.
Ce dernier s’applique sur tout système dynamique muni d’un critère additif et
conduit à la programmation dynamique sur des équations de récurrence. On l’uti-
lise principalement sur des problèmes formulés en temps discret.

Les méthodes variationnelles s’appliquent lorsqu’il est possible d’évaluer la
variation du critère en fonction de la variation de la commande. L’idée de base est
de caractériser la commande optimale u∗ par le fait qu’une commande u = u∗+δu
doit donner un critère supérieur J = J∗ + δJ > J∗. En exprimant δJ en fonction
de δu, on peut espérer trouver des caractérisations de u∗.

Le théorème de référence est le principe du minimum de Pontriaguine [97],
[23]. Il transforme le problème d’optimisation global dans le temps en un problème
local.

2.2.1 La programmation dynamique et les équations d’Ha-
milton Jacobi Bellman (HJB)

Les premiers travaux sur la commande optimale qui s’inscrivent dans le cadre
général des systèmes hybrides sont dus à Branicky [27]. La formulation que nous
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donnons est une adaptation du résultat original au problème que nous venons de
décrire.

Théorème 1 : Si une trajectoire admissible (x, q)(.) déterminée par la donnée
de la condition initiale (x0, q0)(.), de la commande (u, d)(.), est optimale alors les
conditions suivantes sont vérifiées par la fonction coût V :

(a) pour presque tout t ∈ [a, b],

∂V (x(t), q(t), t, b)

∂t
= − inf

u

{
Lq(t)(x(t), u(t), t)

+

[
∂V (x(t), q(t), t, b)

∂x

]T

fq(t)(x(t), u(t), t)

}
(2.5)

(b) pour presque tout t et pour tout d ∈ D

V (x(t), q(t), t, b) ≤ V (x′, q′, t, b) (2.6)

avec

q′ = ν(x(t), q(t), d, t)

x′ = Φ(q,q′)(x(t), t)

Ces équations reposent sur le principe d’optimalité de Bellman [21] : (2.5) est
l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman et (2.6) est une application directe du prin-
cipe de programmation dynamique. L’exemple d’un système monodimensionnel
avec un phénomène d’hystérésis a été résolu numériquement par Branicky [27].

2.2.2 Le principe du minimum de Pontryaguine

Le principe du minimum (PM) [97] est un principe qui peut être appliqué
sur des problèmes d’optimisation comportant des conditions spécifiques et tech-
niques variées (frontières, temps final libre, contraintes, etc.). Ainsi et suivant les
hypothèses de régularité faites sur les données, plusieurs versions du PM peuvent
être énoncées. Nous avons volontairement choisi dans notre formulation ((2.1),
(2.2), (2.3) et (2.4)) des hypothèses fortes sur la régularité des données afin de
ne pas masquer sous une technicité mathématique trop importante les problèmes
posés par une formulation hybride. Pour des hypothèses faibles, nous renvoyons
aux travaux de Sussmann [130]. D’autres auteurs ont également proposé plus ré-
cemment des versions du principe du minimum adaptées aux systèmes hybrides
[124, 44].

Considérons pour chaque mode q la fonction Hamiltonienne :

Hq(p, p0, x, u, t) = pTfq(x, uq, t) + p0Lq(x, uq, t) (2.7)

et le système Hamiltonien associé

ẋ =
∂Hq

∂p
ṗ = −

∂Hq

∂x
(2.8)
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avec p0 une constante positive ou nulle (p0 ≥ 0) et p la variable adjointe.
Théorème 2 : Si (u∗, d∗)(.) et (x∗, q∗)(.) sont respectivement une commande

optimale admissible et la trajectoire associée pour le problème (2.1), (2.2), (2.3)
et (2.4), alors il existe une fonction continue par morceaux p∗(.) et une constante
p∗0 ≥ 0, (p∗0, p

∗(t)) 6= (0, 0) sur [a, b], telles que :
1. le sixtuplet (p∗, p∗0, x

∗, q∗, u∗, d∗)(.) satisfait le système Hamiltonien associé
(2.8) presque partout

2. Pour tout t, (p∗, p∗0, x
∗, q∗)(t) vérifie la condition de minimum :

Hq∗(p
∗, p∗0, x

∗, u∗, t) = inf
u∈Uq∗

Hq∗(p
∗, p∗0, x

∗, u, t) (2.9)

3. Aux instants de commutation ti, i = 0, . . . , m, les conditions de transver-
salité sont satisfaites :

Il existe un vecteur π∗
i tel que

p∗(t−i ) =
[

∂ΦT
(qi−1,qi)

(x(t−i ),ti)

∂x
0

]
∇Vqi

(x(t+i ), ti) +
∂CT

(qi−1,qi)
(x(t−i ), ti)

∂x
π∗

i (2.10)

H∗(t−i ) = −
[

∂ΦT
(qi−1,qi)

(x(t−i ),ti)

∂t
1

]
∇Vqi

(x(t+i ), ti) −
∂CT

(qi−1,qi)
(x(t−i ), ti)

∂t
π∗

i (2.11)

avec ∇Vqi
(x(t+i ), ti) =

[
p∗T (t+i ) −H∗(t+i )

]T
.

Remarque 1 Les notations dans (2.10), (2.11) impliquent : π∗
i = 0 si ti est un

instant de commutation sans condition aux frontières.

Remarque 2 Les équations (2.10) et (2.11) doivent être adaptées si des contraintes
sur l’état (x, q) à l’instant initial t = a et final t = b sont imposées.(voir formu-
lation classique du PM)

Nous avons publié la démonstration de ce théorème dans [105]. La prise en
compte et l’intégration des transitions discrètes ont été obtenues de manière ré-
currente en utilisant le principe de Bellman [21] et les conditions de transversalité
associées à un coût et des contraintes terminales.

On peut observer que ces conditions nécessaires expriment des propriétés d’op-
timalité locale à la solution optimale. Elles ne permettent pas de déterminer la
séquence optimale des modes. L’exploration des séquences nécessite une utili-
sation conjointe de la programmation dynamique sur le graphe de l’automate
hybride.

Un exemple complet résolu analytiquement (avec sauts sur la variable d’état
et changement de dimension) est présenté dans [105] et permet d’illustrer sur un
critère en temps optimal cette version hybride du PM.

Un autre exemple académique où une discontinuité de champs de vecteur
intervient le long d’une droite, est également proposé pour illustrer l’article de
Sussmann [130] par Piccoli [96]. Dans [104], nous avons déterminer via le PM
analytiquement la solution de l’exemple proposé par [27]. Cet exemple nous à
permis d’illustrer les difficultés qu’une recherche numérique peut engendrer.

27



Chapitre 2. Commande optimale des systèmes hybrides

2.3 Les méthodes de résolution

Il existe plusieurs façons de résoudre numériquement un problème de com-
mande optimale. La manière la plus directe consiste tout simplement à traiter le
problème de commande optimale comme un problème d’optimisation classique.
Relativement aisée à mettre en oeuvre par sa très grande souplesse (prise en
compte des contraintes en l’espace et en temps aisées), cette façon de procéder
comporte néanmoins quelques inconvénients : la lourdeur des calculs due à la
dimension du problème, une précision moyenne, la possibilité de terminer sur un
minimum local et le renoncement à une approche analytique ou à la synthèse
d’un feedback [25].

Les autres méthodes que l’on peut qualifier d’indirectes, utilisent les deux
grands principes énoncés précédemment. Elles sont plus difficiles à mettre en
oeuvre, plus sensibles mais permettent d’obtenir une plus grande précision voire
une commande en boucle fermée [131].

Dans un contexte hybride, la résolution de ces conditions nécessaires est par-
ticulièrement difficile et on ne sait pas proposer d’algorithmes généraux capables
de terminer. Ces nouvelles versions font intervenir la programmation dynamique
pour l’exploration des trajectoires discrètes admissibles et des conditions locales
d’optimalité liées à la dynamique continue incluant des conditions de raccorde-
ment aux instants de discontinuité. On retrouve alors pleinement les difficultés
liées à la résolution des problèmes optimaux discrets et continus mais ces difficul-
tés sont décuplées par l’imbrication des deux problèmes.

Du point de vue numérique, des efforts importants sont faits par la commu-
nauté scientifique pour parvenir à une mise en oeuvre pratique. Les résultats
pour l’instant se limitent soit à des exemples académiques, soit à des systèmes
ayant une complexité issue du couplage continu -discret relativement faible (mode
suivant une partition de l’espace d’état ou systèmes commutés sans contrainte).

En dehors d’exemples ayant servi à illustrer les différents principes, les princi-
paux travaux proposés dans la littérature imposent une séquence de commutation
avant de faire une recherche exhaustive sur ces séquences. Pour chaque séquence
donnée, l’optimisation consiste à déterminer les instants de commutation opti-
maux et la commande continue.

2.3.1 Les méthodes indirectes

2.3.1.1 Par le principe du minimum

La résolution des conditions nécessaires du PM pour un système classique est
un problème de valeurs aux frontières (TPBV : Two point boundary values). Les
méthodes de tir [95, 131] sont utilisées pour résoudre numériquement ce problème.
La procédure consiste à déterminer une valeur initiale sur le système Hamiltonien
de sorte que les conditions frontières finales soient satisfaites.

1. On choisit un couple initial p0 = (x, λ)(t0) admissible i.e. vérifiant les condi-
tions initiales et de transversalité.
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Figure 2.1 – Formulation tirs multiples

2. On intègre à l’aide d’un schéma numérique le système Hamiltonien (2.8)
avec une commande déterminée à chaque pas par la minimisation de l’Ha-
miltonien (2.9).

3. On vérifie si les conditions finales et de transversalité (2.10),(2.11) sont
satisfaites ou non.

4. Si oui, on arrête sinon on corrige le tir en modifiant p0 et on recommence.

Le choix du mécanisme de correction s’effectue en observant que l’ensemble des
conditions de tranversalité à satisfaire aux deux bouts de l’équation différentielle
peut s’exprimer comme une contrainte égalité, de type

G(p0, ptf (p0)) = 0. (2.12)

On utilise alors une méthode de recherche d’un zéro.
Dans la pratique, le choix λ(t0) n’est pas évident car non physique. De plus,

la sensibilité de ptf = (xtf ,λtf ) par rapport à p0 est grande (une petite erreur
initiale se traduit par une grosse erreur finale). Il est donc préférable d’utiliser
une méthode de tirs multiples [25], [95] (Figure 2.1).

L’intégration du système Hamiltonien est mal conditionnée : par exemple dans
le cas d’un système linéaire, si le système direct à une valeur propre stable, elle
se retrouve dans le système adjoint mais de signe opposé conduisant à une dyna-
mique instable. Pour éviter ce mauvais conditionnement, il peut être préférable
de procéder de la manière suivante :

1. On choisit une commande u et une condition initiale x0 pour le système
direct.

2. On intégre le système direct correspondant à la première équation dans (2.8).
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Chapitre 2. Commande optimale des systèmes hybrides

3. On intègre en temps rétrograde le système adjoint (deuxième équation
de (2.8)) en partant de la condition de transversalité ad hoc λ(tf) = λ0

∂φ

∂x
(tf , x(tf ))

et en utilisant les valeurs de x générées au pas précèdent.
4. On vérifie si les conditions d’optimalité (2.9) sont satisfaites ou non.

5. Si oui on arrête sinon on corrige la commande à l’aide d’une procédure du
gradient sur ∂H

∂u
) et on retourne au point 2.

La généralisation au cas des systèmes hybrides est obtenue à la manière d’un
problème de tirs multiples : pour une séquence de mode donnée, on intègre les
contraintes de tranversalité aux instants de commutations dans la contrainte
(2.13) :

G(pt0 , · · · , pt−i
, πi, pt+i

, · · · , ptf ) = 0 (2.13)

Le choix des conditions "initiales" concerne à présent chaque couple, en début de
séquence, pt+i

= (xt+i
, λt+i

, ti) et le multiplicateur de Lagrange πi. Puis on utilise
une recherche exhaustive sur les séquences de commutations utilisant éventuelle-
ment la technique de "Branch and Bound" [123].

On peut citer [124] comme auteurs ayant employé cette démarche avec le
premier algorithme et [7, 6] pour le second.

2.3.1.2 Par le principe de Bellmann

Les équations aux dérivées partielles (2.5) nécessitent l’emploi d’une méthode
de discrétisation spatiale et temporelle (différences finies, éléments finis, volumes
finis,...). Cette méthode lourde, est particulièrement avantageuse si la minimisa-
tion de l’Hamiltonien permet de déterminer u = u(x, λ, t) auquel cas la résolution
de l’équation de HJB fournira une commande en boucle fermée.

Résoudre les équations d’HJB (2.5) revient à estimer la fonction coût V aux
points d’intersection de la grille de discrétisation. Hélas, la possible discontinuité
de la fonction de coût V par rapport à x et t est un obstacle à la résolution. A
cela, il faut bien sûr ajouter la satisfaction de la condition d’optimalité (2.6) dans
le cas hybride.

Une littérature abondante sur la résolution des équations d’HJB existe en pré-
sence de commutations et de commande impulsionnelle [65], [22]. Une adaptation
de ces résultats au cas hybride a été proposée dans [29] et différents algorithmes
suggérés. Mais l’examen critique de ces résultats ne laisse pas transparaître une
praticabilité évidente due essentiellement à la condition (2.6). Seuls deux des
quatre algorithmes proposés sont réellement testés sur l’exemple simple de l’hys-
térésis et la solution obtenue n’est que partielle comme nous l’avons souligné dans
[140].

Pour des systèmes affines par morceaux suivant une partition de l’espace
d’état, les auteurs de [71] ont proposé une approche basée sur une relaxation
de l’algorithme de programmation dynamique permettant d’obtenir une borne
inférieure et supérieure sur la fonction coût. Cette méthode complète les tra-
vaux antérieurs [56], [57], [99] et conduit à une commande par retour d’état sous
optimale pour un critère quadratique.
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2.3. Les méthodes de résolution

Dans un contexte d’une modélisation MLD (Mixed Logical Dynamic), et/ou
d’approximations affines par morceaux, la synthèse de régulateur quadratique
est également résolue par des algorithmes de programmation MIP(Mixe Integer
Programming) [1], [2] et [37].

2.3.2 Les méthodes directes

Il s’agit ni plus ni moins que de traduire la formulation du problème de com-
mande optimale sous la forme d’un problème d’optimisation non linéaire avec
contraintes puis d’utiliser une méthode adéquate de résolution en fonction de la
nature des équations obtenues [25], [120], [52].

2.3.2.1 Une formulation naturelle sous la forme d’un algorithme de
tirs multiples

Une trajectoire hybride peut être vue comme la succession de N phases. Une
phase est une portion de la trajectoire où le mode reste constant. A l’intérieur
d’une phase k, l’état discret, qk, est fixé et la dynamique est déterminée par

ẋ(t) = fqk
(x(t), u(t), t), tIk

≤ t ≤ tFk
(2.14)

sous les contraintes

gLq
≤ gq(x, u, t) ≤ gUq

(2.15)

avec des bornes sur l’état
xLq

≤ x(t) ≤ xUq
(2.16)

et la commande
uLq

≤ u(t) ≤ uUq
(2.17)

Aux instants de commutation, les phases sont liées par les conditions de rac-
cordement de la forme générale :

ψL ≤ ψ(x(tI1), u(tI1), tI1, x(tF1), u(tF1), tF1,

x(tI2), u(tI2), tI2, x(tF2), u(tF2), tF2, (2.18)

...

x(tIN
), u(tIN

), tIN
, x(tFN

), u(tFN
), tFN

) ≤ ψU

On traduira sous 2.18 la contrainte associée à un saut contrôlé,

tIk+1
= tFk

(2.19)

x(tIk+1
) = x(tFk

) (2.20)

un saut sur l’état,
x(tIk+1

) = Υ(x(tFk
), u(tFk

), tFk
) (2.21)
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Figure 2.2 – Traj. opt. singulière J =
0.7869
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Figure 2.3 – Sol. numériques par algo.
de tir simple (en pointillés, J = 0.7875)
et de tirs multiples (plein J = 0.7874)
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Figure 2.4 – Traj. opt. avec contrainte :
32 commutations maximum, J = 0.7874.
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Figure 2.5 – Traj. opt. avec temps min.
d’activation ∆t = 0.02. Pointillés : sans
limitation sur le nb de commutations.
Sol. opt. obtenue pour 24 com., J =
0.7875. Plein : pour exactement 32 com.,
J = 0.8043
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2.4. Le cas des systèmes commutés sans contrainte

ou encore un saut autonome,

Cqk,qk+1
(x(tFk

), tFk
) = 0. (2.22)

En résumé, on considère une collection de phases correspondant à une sé-
quence qk, k = 1...N, un système dynamique contraint dans chaque phase et un
ensemble de conditions évaluées à la frontière de chaque phase. Cette formulation
du problème apparaît comme une formulation d’un problème de tirs multiples
[95] utilisé pour réduire la sensibilité des méthodes de tirs [25], [73].

Dans un problème de tir classique, la méthode de tirs multiples consiste à
découper l’intervalle de temps en M segments plus petit [tmtm+1], d’ajouter a
priori une condition initiale de tir x0

m sur chaque segment m et une contrainte
de continuité pour forcer la continuité de l’état à la jonction des segments i.e.
xm(tm+1) = x0

m+1. Comme des variables et des contraintes additionnelles sont
ajoutées, la taille du problème augmente mais la robustesse est améliorée [25].
Pour les systèmes hybrides, on parvient naturellement à ce type de formulation.

A présent pour résoudre numériquement ce problème d’optimisation, pour
une séquence de mode fixée qk, k = 1...N, on utilise un algorithme standard de
programmation non linéaire. On répète ensuite la procédure d’optimisation avec
une autre séquence.

Nous avons proposé cet algorithme et illustré son utilisation dans [103] pour
un problème de commande optimale en temps (figures 2.2, 2.3, 2.4 et 2.5). On
peut noter que l’algorithme de tirs multiples permet de prendre en compte les
discontinuités de champs à droite et à gauche des points de recollement ce qui
n’est pas le cas dans une formulation de tir simple qui effectuera un lissage à
la discontinuité. La souplesse de la formulation permet entre autres de prendre
en considération des contraintes concernant le temps minimum d’activation d’un
mode, le nombre de commutations ou encore limiter le nombre total de commu-
tations via les contraintes (2.18). Nous avons ainsi montré que cette approche
permettait d’obtenir un résultat alors que le principe du minimum dans cette si-
tuation était inopérant en raison de la présence d’un arc singulier dans la solution
(voir les figures 2.2, 2.3, 2.4 et 2.5).

2.4 Le cas des systèmes commutés sans contrainte

La résolution d’un problème de commande optimale dans le cadre d’un sys-
tème commuté sans contrainte spatiale ou temporelle, revient à déterminer à la
fois une suite optimale comportant les instants de commutation et les modes em-
pruntés et une commande optimale continue associée au mode actif. Ce problème
bien que restreint peut être qualifié de difficile.

Dans [137], les auteurs proposent une approche originale : pour une séquence
imposée de modes, le problème consistant à déterminer les instants de commu-
tations optimaux est transformé en un problème aux conditions initiales où les
instants de commutation sont fixés. L’idée consiste à normaliser la longueur de
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Chapitre 2. Commande optimale des systèmes hybrides

l’intervalle de temps séparant deux instants de commutation à l’aide d’un change-
ment de variable et par l’introduction de variables supplémentaires. Les instants
de commutations sont alors fixés et les degrés de liberté se reportent sur le choix
des conditions initiales pour les variables supplémentaires introduites. Cette tech-
nique suppose que le nombre de commutations ainsi que la séquence des modes
soient fixés. Les auteurs de cet article proposent alors de faire varier ces para-
mètres pour établir la meilleure séquence. L’application de ce résultat sur un
critère quadratique est exposée dans la suite de cet article.

M. Egerstedt et al. optimisent les instants de commutation pour des systèmes
commutés par un algorithme du gradient en considérant les fonctions de sensibilité
du critère vis à vis de ces instants [45], [136].

Pour la même problématique dans [106, 110] nous avons développé une mé-
thode basée sur les conditions nécessaires du PM. Nous y faisons l’observation
suivante : la dynamique d’un système commuté sans contrainte spatiale ou tem-
porelle peut être décrite par un système continu unique :

ẋ(t) =

Q∑

q=1

αq(t)fq(x(t), u(t), t) ∈ R
n (2.23)

avec αq(t) ∈ ∆ où ∆ =
{
αq ∈ {0, 1}|

Q∑
q=1

αq = 1
}

.

En effet, dans cette situation comme la fonction de transition discrète (2.2) se
réduit à q(t+) ≡ d(t) avec un ensemble de commandes discrètes égal à D = Q, on
peut parfaitement se ramener à la forme (2.23). A chaque instant, le sous système
actif est donc sélectionné via la commande αq.

L’application du PM montre alors que la stratégie de commutation doit satis-
faire la condition :

A chaque instant t, le quadruplet (p∗, p∗0, x
∗, q∗)(t) vérifie la condition de mi-

nimum :
Hq∗(p

∗, p∗0, x
∗, u∗, t) = min

q∈Q
inf

u∈Uq

Hq(p
∗, p∗0, x

∗, u, t) (2.24)

Cette relation signifie que le sous système actif à chaque instant est celui qui
possède le plus petit Hamiltonien.

La recherche des instants de commutation est alors déterminée par l’étude
des différences Hq(p

∗, p∗0, x
∗, u∗, t) − Hq′(p

∗, p∗0, x
∗, u∗, t) pour la donnée de l’état

(x∗, q∗) et de la commande optimale u∗ à un instant t. Il est alors montré que
lorsque les champs fq sont linéaires, la différence ci-dessus satisfait une équation
différentielle dont on connaît la solution. La condition de minimum (2.24) im-
plique qu’une condition de saut du mode q vers le mode q′ est satisfaite lorsque
cette différence s’annule et devient positive.

L’exploitation de ce résultat nous a permis de déterminer la commande op-
timale pour un critère en temps optimal sur un système commuté linéaire [110].
Il a été également possible d’établir une généralisation de la commande L.Q. à
ces systèmes [106] (Figure 2.6). La commande stabilisante est alors déterminée
par la résolution d’une séquence d’équations différentielles de Riccati avec, aux

34



2.5. Trajectoires singulières et existence de solutions hybrides.
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Figure 2.6 – Trajectoires optimales pour un système linéaire commuté et un
critère quadratique [106]

instants de commutation, l’établissement de conditions de passage à partir des
conditions de transversalité. Avec Jamal Daafouz, une extension au problème du
rejet de perturbations de type H∞ est exposée dans [39]. La solution repose sur
l’utilisation de la théorie des jeux différentiels non coopératifs où la fonction coût
est C1 par morceaux.

2.5 Trajectoires singulières et existence de solu-

tions hybrides.

L’inspection de la condition de minimum (2.24) révèle une situation particu-
lière qui survient précisément aux instants de commutation.

Lorsqu’il existe un sous ensemble d’indices I ⊂ Q pour lequel la condition
de minimum est vérifiée, il existe une indétermination dans le choix du mode à
choisir. Cette situation ne prête pas à conséquence si elle intervient de manière
ponctuelle. En revanche, si elle se prolonge sur un intervalle de temps de mesure
non nulle, on a à faire à des arcs de solutions particuliers dits singuliers [111, 133,
67, 98].

Nos travaux ont établi que la recherche d’une solution pour ce type de pro-
blème nécessite de relaxer le domaine de commande à son enveloppe convexe
i.e.

co(∆) = {αq ∈ [0, 1] |

Q∑

q=1

αq = 1}.
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Chapitre 2. Commande optimale des systèmes hybrides

Les solutions alors obtenues sont soit purement hybrides, soit incorporent au
moins un arc de trajectoire pour lequel la commande à ces valeurs incluses dans
co(∆)\∆ et n’est donc pas admissible.

On montre alors dans [102] que les solutions de ce problème étendu peuvent
être approchées d’aussi près que l’on veut, sur horizon fini, par les solutions du
problème hybride. Ce point est déterminant pour démontrer la non existence de
solution optimale hybride. Il est en effet possible d’exhiber une suite de solutions
sous optimales hybrides qui converge vers la solution singulière non admissible
pour le système hybride. Un théorème de densité récent étend ce résultat sur
horizon infini [63].

L’existence de solutions singulières est loin d’être connue comme nous le fai-
sons remarquer dans [101]. Nous verrons au chapitre consacré à la commande des
systèmes commutés affines qu’il est loin d’être un simple cas d’école mais le plus
souvent la régle pour ces systèmes.

2.6 Conclusion

Le bilan que l’on peut tirer sur la commande optimale des systèmes hybrides
pour les dix dernières années est assez contrasté. Malgré l’extension du prin-
cipe du minimum et des équations Hamilton-Jacobi-Bellmann au cas hybride, les
conditions nécessaires énoncées très générales ne permettent pas d’apporter une
solution numérique globale.

Devant la complexité et la diversité des phénomènes représentés, le dévelop-
pement de schémas numériques et de méthodes de résolution s’est fait sur des
formulations restreintes du problème de commande. Les contributions les plus si-
gnificatives s’adressent à la classe des systèmes affines par morceaux et à la classe
des systèmes commutés sans contrainte. Pour la première, le mode de fonctionne-
ment est attaché à une partition fixe de l’espace d’état et les méthodes privilégiées
utilisent la programmation dynamique et les équations de HJB. Pour la seconde,
seul des sauts commandés sont pris en compte sans restriction de temps ou de
lieu et les méthodes s’apparentent à des méthodes de tirs.

L’intégration de contraintes sur la disponibilité des modes est très largement
sous traitée. Ces contraintes engendrent un nombre de chemins discrets admis-
sibles que l’on ne sait pas prévoir a priori en raison de leur dépendance à l’état
continu. La nécessité de les explorer conduit à une explosion combinatoire.

Nous pensons cependant que des formulations à base de modèle de complé-
mentarité qui intègrent directement les contraintes de sauts autonomes sous un
formalisme unique peut être une voie d’investigation pour étendre les résultats
des systèmes commutés à des systèmes de complémentarité commutés.
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Chapitre 3

Etude des cycles et de leur stabilité

Les systèmes périodiques forment une classe importante de SDH. On peut citer
les convertisseurs de puissance, le cycle cardiaque, le moteur à explosion, etc... A
des fins d’analyse et de synthèse de commande, il est généralement important de
pouvoir prévoir ces cycles et d’en déterminer la stabilité.

Une première approche largement employée par la communauté des électro-
techniciens consiste à étudier le modèle moyen ou le modèle d’état moyen [84].
Cette technique a donné des résultats satisfaisants lorsqu’elle peut être appliquée.
Elle réduit le problème de commande à la synthèse d’un correcteur pour un sys-
tème linéaire. Le régime permanent pour le système original est alors un cycle
autour d’un point de fonctionnement. Malheureusement, la stabilité de ce cycle
ne peut généralement pas être garantie et peut conduire à des comportements
chaotiques [64]. Comme la stabilité du cycle dépend de la dynamique rapide et
des instants de commutation, l’effet de filtrage dû à la moyennisation ne permet
pas la maîtrise du contenu harmonique du signal généré. L’apparition de sous
harmoniques de la période de commutation est souvent constatée.

L’étude et la détermination de ces cycles sont donc importantes [13, 35, 113,
138]. La recherche analytique de ces cycles est néanmoins rendue impossible par
la complexité de la dynamique. Seule la voie numérique peut être envisagée.

L’approche classique consiste à utiliser les sections de Poincaré. Le problème
se réduit à la recherche d’un point fixe pour un système dynamique non linéaire
discret [58, 128, 54, 46]. La principale difficulté est alors d’obtenir une récur-
rence correcte correspondant aux instants d’intersections de la trajectoire avec la
section.

Une méthode pratique et rapide pour calculer les cycles limites des SDH a
été proposée en collaboration avec Damien Flieller et Jean Paul Louis. Cette
collaboration fait suite à une action spécifique (AS 192) du CNRS qui a rassemblé
une partie de la communauté des électrotechniciens et automaticiens sur des
problèmes liés au pilotage des dispositifs électrotechniques à l’aide de méthodes
hybrides.

La formulation d’un algorithme rapide a été possible par le calcul effectif des
fonctions de sensibilité dans le cadre général d’un SDH [48]. Ces dérivées intègrent
notamment les sauts consécutifs aux discontinuités sur l’état et sur la dynamique
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Chapitre 3. Etude des cycles et de leur stabilité

qui sont produits aux instants de commutation. L’intégration et la justification
de ces résultats sont obtenues par le calcul des dérivées généralisées via la théo-
rie des distributions. En fin d’exécution, l’algorithme calcule non seulement le
cycle mais également la matrice Jacobienne correspondant au système linéarisé
échantillonné. La stabilité du cycle est directement déduite des valeurs propres
associées. Ce travail peut servir comme point de départ pour des analyses de
sensibilité, le calcul des bassins d’attractions et la synthèse de commande. Il
est notamment une alternative lorsque les techniques de moyennisation ne s’ap-
pliquent pas. L’extension aux calculs de sensibilité vis-à-vis d’un paramètre est
déclinée pour cette classe générale de SDH.

Sa mise en oeuvre sur des dispositifs électrotechniques pour lesquels le mo-
dèle moyen est inopérant, a permis de prévoir le comportement asymptotique
et conduit à la possibilité d’effectuer des réglages de correcteurs par analyse de
sensibilité.

Le calcul de ces fonctions de sensibilité pour un SDH a des retombées pra-
tiques concernant l’optimisation de critères et notamment lors de la synthèse de
lois de commandes prédictives comme nous l’exposons au chapitre consacré à la
commande des systèmes affines commutés.

3.1 Modèle dynamique

Partant d’une formulation générale d’un SDH définie par :
– Une collection finie de modes Q = {1, ..., l}
– Un ensemble d’équations différentielles

ẋ(t) = fq(x(t), u(t), t) (3.1)

où q ∈ Q, x(.) ∈ R
n (n ∈ N), u(.) ∈ R

m (m ∈ N), les champs fq sont
supposés définis et continûment différentiables sur R

n × R
m × R, ∀q ∈ Q.

– Une fonction de transition discrète σ qui orchestre les sauts autonomes et
controlés :

(q(t+), x(t+)) = σ(q(t−), x(t−), d(t), u(t−), t) (3.2)

où d prend ses valeurs dans un ensemble fini et joue le rôle d’une commande
discrète. Il est supposé que l’automate hybride associé n’est pas zeno. Au-
trement dit que l’ensemble des temps où (q(t+), x(t+)) 6= (q(t−), x(t−)) est
fini sur tout intervalle de temps fini.

3.2 Mouvement périodique

En considérant que la stratégie de commutation conduit à un comportement
périodique, chaque période peut être divisée en m sous intervalles correspondant
à l’emploi d’un mode unique. Sur l’intervalle i de la période n, le système est
décrit (voir figure(3.1)) par

dx

dt
(t) = fi(x(t), u(t), t), t

n
i−1 ≤ t ≤ tni pour i = 1, ..., m (3.3)
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où l’indice i = 1, ..., m fait référence à l’élément i de la séquence des modes
sq = {s1, s2, ..., sm} ∈ Qm, tni est l’instant de commutation i de la période n et
tnm = tn+1

0 .
Nous supposons que la stratégie de commutation est déterminée par la satis-

faction d’une contrainte égalité à chaque instant de commutation tni , i = 0, ..., m :

gi(x(t
−), u(t−), t−) = 0 (3.4)

qui dépend implicitement du mode courant et du suivant. gi :Rn × U × R → R

est continûment différentiable. Aux instants de commutation, un saut sur l’état
est défini en utilisant une fonction de saut également continûment différentiable
γi : R

n → R
n telle que :

x(tn+
i ) = γi(x(t

n−
i )). (3.5)

Pour une condition initiale donnée, l’intégration de (3.3) sur l’intervalle de
temps [tn0 t

n
m] avec des instants de commutation définis par (3.4) et des sauts par

(3.5) conduit à une relation discrète liant les états en début de chaque période :

xn+1
0 = x(tnm) = F(xn

0 , u
n, T n) (3.6)

avec les contraintes associées

G(xn
0 , u

n, T n) = G(xn
0 , x

n
1 , ..., x

n
m, u

n, T n) = 0 (3.7)

où
– xn

0 = x(tn0 ) est l’état initial en début de période n
– un = u|[tn0 tnm] est l’entrée sur le système

– T n = [tn0 , t
n
1 , ..., t

n
m]T est le vecteur des instants de commutation

– G = [g0, g1, ..., gm]T est le vecteur des contraintes de commutation.
Naturellement, une trajectoire périodique implique : xn+1

0 = xn
0 . Généralement

il est impossible d’exprimer analytiquement les relations (3.6) et (3.7) et seule une
évaluation numérique peut être envisagée. Une méthode de point fixe peut alors
être utilisée pour déterminer la solution. Ce choix a deux inconvénients : il peut
être extrêmement long et peut nécessiter plusieurs milliers d’itérations. Il nécessite
que la relation F soit une contraction.

Un gain de temps substantiel peut être obtenu en utilisant un algorithme de
Newton à la condition de pouvoir exprimer correctement les sensibilités vis-à-vis
des instants de commutation et des conditions initiales.

3.3 Calcul des cycles limites

Formellement, la condition initiale x0 et les instants de commutation T peuvent
être calculés par l’algorithme de Newton suivant :

Algorithme 1
(
x0

T

)

k+1

=

(
x0

T

)

k

− Jk
−1

(
xm − x0

G

)

k

(3.8)
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Figure 3.1 – The hybrid dynamic of the cycle

avec

Jk =

(
∂xm

∂x0
− I ∂xm

∂T
∂G
∂x0

∂G
∂T

)
. (3.9)

Cet algorithme termine avec les instants de commutation et la condition ini-
tiale mais également avec l’évaluation numérique de la matrice du système échan-
tillonné linéarisé sur le cycle. La stabilité du cycle est donc directement déduite
par inspection des valeurs propres de cette matrice Jacobienne.

Un calcul précis des fonctions de sensibilité ∂xm

∂x0
, ∂xm

∂T
, ∂G

∂x0
and ∂G

∂T
est donc

nécessaire. Ce calcul doit intégrer les instants de commutations et de sauts sur
l’état. Avec l’occurrence d’une commutation à l’instant ti, nous noterons les li-
mites à gauche et à droite d’une fonction h par h−i = lim

t↑ti
h(t) et h+

i = lim
t↓ti

h(t). Le

calcul de la matrice Jacobienne J se déduit de la proposition suivante que nous
avons démontré dans [48] :

Proposition 2 1. La sensibilité du vecteur d’état x−m à la fin du cycle vis-à-vis
de la condition initiale x−0 est déterminée par

∂x−m
∂x−0

= Π(tm, t0) (3.10)

où pour j > i, i = 1, ..., m,

Π(tj, ti) = ϕj(tj , tj−1)
dγj−1

dx
ϕj−1(tj−1, tj−2) · · ·

dγi+1

dx
ϕi+1(ti+1, ti)

dγi

dx
,
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3.3. Calcul des cycles limites

dγi

dx
= dγi

dx

∣∣
x(t−i )

et où les matrices de transition ϕi sont définies par,

{
d
dt
ϕi(t, ti−1) = ∂fi

∂x
ϕi(t, ti−1) ti−1 ≤ t ≤ ti

ϕi(ti−1, ti−1) = I
(3.11)

2. La sensibilité du vecteur d’état x−m à la fin du cycle vis-à-vis des instants
de commutation T est déterminée par

∂x−m
∂T

=




∂x−

m

∂t0
= −Π̃(tm, t0)f0

∂x−

m

∂t1
= Π̃(tm, t1)∆P1

· · ·
∂x−

m

∂tm−1
= Π̃(tm, tm−1)∆Pm−1

∂x−

m

∂tm
= fm




T

(3.12)

où ∆Pi =
(

dγi

dx
fi(x

−
i , u, ti)

)
− fi+1(x

+
i , u, ti) représente les sauts sur le champ de

vecteurs aux instants de commutation ti, i = 0, ..., m et où pour j > i,

Π̃(tj, ti) =
∂x−j
∂x+

i

= ϕj(tj , tj−1)
dγj−1

dx
ϕj−1(tj−1, tj−2)...

dγi+1

dx
ϕi+1(ti+1, ti) (3.13)

3. La sensibilité des (m+1)- constraintes G vis-à-vis de la condition initiale
x−0 est déterminée par

∂G

∂x−0
=




∂g0

∂x−

0

∂g1

∂x−

0

= ∂g1

∂x−

1

∂x−

1

∂x−

0

= ∂g1

∂x−

1

Π(t1, t0)

· · ·
∂gm

∂x−

0

= ∂gm

∂x−

m

∂x−

m

∂x−

0

= ∂gm

∂x−

m
Π(tm, t0)



. (3.14)

4. La sensibilité des (m+1)-constraintes G vis-à-vis des instants de commuta-
tion T est déterminée par

∂G

∂T
=




dg0

dt0

dg0

dt1
· · · dg0

dtm
dg1

dt0

dg1

dt1
· · · dg1

dt0

· · ·
dgm

dt0

dgm

dt1
· · · dgm

dtm


 (3.15)

suivant ces trois distinctions :

tj < ti,
dgi

dtj
=
∂gi

∂tj
+

∂gi

∂x−i
Π̃(tj , ti)∆Pj +

∂gi

∂u

∂u

∂tj
, (3.16)

tj = ti,
dgi

dti
=
∂gi

∂ti
+

∂gi

∂x−i
fi(x

−
i , u, ti) +

∂gi

∂u

∂u

∂ti
, (3.17)

tj > ti,
dgi

dtj
= 0. (3.18)
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Chapitre 3. Etude des cycles et de leur stabilité

3.4 Etude de la sensibilité vis-à-vis d’un paramètre :

le rôle joué par les instants de commutation

Le réglage d’un correcteur et l’analyse de sensibilité vis-à-vis d’un paramètre
peuvent également être déduits de ces travaux. Supposons que la dynamique du
SDH dépende d’un vecteur de paramètres α. La dynamique est alors déterminée
formellement par

∂x

∂t
= fi(x, t, α) for ti−1 ≤ t ≤ ti (3.19)

où les instants de commutation ti sont déduits implicitement par l’ensemble de
contraintes

gi(x(t(α), α), t, α)|t=ti
= 0. (3.20)

Dans cette situation, l’étude de la sensibilité vis-à-vis de ce paramètre peut
être obtenue par la proposition suivante :

Posons σα
x = ∂x

∂α
la sensibilité de l’état vis-à-vis de α. Comme précédemment,

on supposera que les fonctions fi, gi , i = 1, ..., m sont suffisamment régulières.

Proposition 3 La sensibilité σα
x de la trajectoire vis-à-vis du paramètre α est

déterminée en intégrant le système :
pour ti−1 < t < ti

∂σ

∂t
=
∂fi(x(t, α), t, α)

∂x
σα

x (t) +
∂fi(x(t, α), t, α)

∂α
(3.21)

depuis la condition initiale ad-hoc et en prenant en compte les sauts de sensibilité
aux instants de commutation ti, i = 0, ..., m déterminés par :

∆
∂σ

∂t
(ti) =

dti(α)

dα
(fi(x(ti, α), ti, α) −fi+1(x(ti, α), ti, α)) (3.22)

Le terme dti(α)
dα

est déduit de la contrainte gi(x(t(α), α), t(α), α)|t=ti
≡ 0 par

l’expression

dti(α)

dα
= −

(
∂gi

∂t
+
∂gi

∂x

∂fi

∂t

∣∣∣∣
t=ti

)−1(
∂gi

∂x
σα

x |t=t−i
+
∂gi

∂α

)
(3.23)

3.5 Application à une boucle à verrouillage de phase

L’application de ces résultats sur le pilotage d’un chauffage à induction via
une boucle à verrouillage de phase a servi à illustrer la rapidité de cet algorithme
sur une approche de type point fixe (figures 3.2 et 3.3). Ce dispositif bouclé est
un bel exemple de SDH d’ordre quatre pour lequel le bouclage de phase réalisé
avec un comparateur logique de type XOR conduit à des modes de fonctionne-
ment induisant des sauts sur l’état et des discontinuités de champs [48]. Pour ce
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Figure 3.2 – Le cycle limite

système, les techniques de moyennisation ne peuvent être appliquées pour prévoir
le régime permanent et le calcul explicite de ce régime est hors de portée. L’accès
rapide au cycle limite via notre algorithme permet alors de régler les paramètres
de corrections pour obtenir la dynamique souhaitée.
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Chapitre 3. Etude des cycles et de leur stabilité

3.6 Conclusion

Nos travaux sur le calcul des cycles limites proposent une méthode pratique
permettant d’obtenir rapidement les cycles limites associés à un SDH. Basé sur
un algorithme de Newton, cet algorithme nécessite un calcul des fonctions de
sensibilité vis-à-vis des instants de commutations et des conditions initiales. Ce
calcul a été donné pour des SDH présentant des discontinuités sur les champs de
vecteurs et des sauts sur l’état, et, en présence de contraintes algébriques sur les
instants de commutation.

A l’instar de tout algorithme de Newton, le schéma converge dans un voisi-
nage de la solution même si le cycle est instable. Comme la matrice Jacobienne
du système linéarisé échantillonné est calculée en fin d’exécution, l’analyse de
stabilité est directement déduite.

Au delà, le calcul des fonctions de sensibilité est particulièrement utile dans
toute démarche visant à améliorer ou analyser les performances d’un SDH [45,
136]. Au chapitre sur la commande des systèmes affines commutés, nous utilise-
rons ces sensibilités pour la synthèse de correcteurs prédictifs.
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Chapitre 4

Commande des systèmes affines

commutés

On considère la classe des systèmes affines commutés dont le comportement
asymptotique issu d’une loi de commande est un cycle. Pour ces systèmes, le
problème de régulation s’énonce en valeur moyenne sur une période et nécessite
de prendre en compte la forme d’onde du signal régulé [24, 51, 82, 68, 86, 42].

Habituellement, l’analyse de ces systèmes est réalisée grâce à l’utilisation de
modèle moyen ou des approximations type "petits signaux" [85, 118]. Les tech-
niques de moyennisation sont commodes à utiliser et sont valides si la moyenne
est prise sur un intervalle qui est petit par rapport à la dynamique du système.
Un inconvénient réside alors dans le fait qu’elles gomment les hautes fréquences
et en particulier l’effet des commutations. La forme d’onde peut alors présenter
un contenu harmonique non désirable avec des inter-harmoniques et sous har-
moniques de la fréquence de découpage. On peut également citer les méthodes
discrètes qui utilisent le modèle échantillonné tangent [135, 75, 61]. Le modèle ré-
current est alors difficile à établir car très souvent implicite. De plus, les schémas
de commandes utilisant cette technique ne préservent pas les signaux de fortes
ondulations entre les instants de commutations [9]. Il existe de nombreux cas où
ces techniques classiques sont insuffisantes voire inopérantes [86].

Notons encore que l’implémentation des lois obtenues est réalisée généralement
par une Modulation de Largeur d’Impulsion (MLI) qui, bien qu’ayant apporté des
résultats satisfaisants concernant le contenu harmonique des signaux, se prive de
degrés de liberté et gouverne les commutations d’une manière bien trop rigide.

Une voie qui reçoit un écho très favorable de la communauté des électrotech-
niciens, est celle qui consiste à commander directement les différents modes avec
à la clé la possibilité d’améliorer considérablement les performances dynamiques.
Cette voie passe par l’application des techniques hybrides à cette classe de sys-
tèmes.

Les algorithmes et les lois de commande par retour d’état que nous avons
développés pour piloter ces cycles, sont à base de commande prédictive et de
commande optimale. La démarche employée confère aux méthodes un caractère
générique qui ne limite pas leur portée aux exemples choisis.
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Par une commande prédictive neuronale : la synthèse d’une commande prédic-
tive qui permet d’atteindre un cycle optimal périodique, à partir de la référence
moyenne sur l’état, est proposée. Le cycle optimal de ralliement est déterminé sur
la base d’un critère et offre la possibilité de mieux spécifier le régime permanent
souhaité. Il est ensuite utilisé comme référence pour la synthèse d’un problème
de poursuite sur horizon glissant. Ce problème est résolu hors ligne à l’aide d’un
algorithme de Gauss-Newton qui utilise les fonctions de sensibilité du critère vis-
à-vis des instants de commutation. L’implémentation en temps réel est assurée
par apprentissage via un réseau de neurones.

Par une commande optimale : pour la classe de systèmes considérés, il est
montré que la synthèse des trajectoires optimales passe par le calcul d’arcs sin-
guliers [67, 83, 98, 111]. Le calcul de la solution hybride est alors déduit à partir
des solutions de Fillipov [38]. Afin d’obtenir ces arcs singuliers, des conditions
algébriques sont énoncées pour les systèmes d’ordre faible. Nous proposons un al-
gorithme pour générer les trajectoires optimales dans un secteur donné de l’espace
d’état. L’interpolation de l’ensemble des solutions grâce à un réseau de neurones
permet d’obtenir une loi de commande par retour d’état facilement implémentable
en temps réels.

Les méthodes proposées dans ce chapitre ont été développées dans le cadre
de la thèse Diego Patino que j’ai co encadré avec Claude Iung. Notre implication
dans le réseau d’excellence Européen Hycon, nous a permis de valider et tester les
algorithmes proposés sur différents benchmarks de convertisseurs de puissance.

4.1 Modèle de représentation et points de fonc-

tionnement

Le modèle de représentation de cette classe de SDH est le suivant

ẋ(t) = Aσ(t)x(t) +Bσ(t), σ(t) ∈ {1, 2, · · · , I} (4.1)

où l’état x ∈ R
n, les matrices Ai ∈ R

n×n et les vecteurs Bi ∈ R
n, pour i ∈

{1, 2, · · · , I}. Le pilotage de ces systèmes s’effectue via la loi de commutation
σ : R → {1, 2, · · · , I}

Pour des systèmes physiques comportant des interrupteurs considérés comme
idéaux, on peut représenter les equations de modèle 4.1 sous la forme plus com-
pacte (voir [31] et [32]) et affine en la commande suivante :

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t) (4.2)

où f : R
n → R

n, g(x) = [g1(x), . . . , gr(x)] ∈ R
n×r, gi : R

n → R
n, i = {1, . . . , r},

u(t) ∈ U = {0, 1}r. Les champs f et g sont linéaires en x et la commande u est
un vecteur de Booléens.

Par la suite, nous utiliserons en fonction de la facilité de manipulation et
suivant le contexte l’un ou l’autre de ces deux modèles (4.1), (4.2).
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Cette classe de systèmes commutés se caractérise par l’absence d’un point
d’équilibre commun. Le problème de commande n’est donc pas de ramener par
exemple à l’origine les trajectoires de ces systèmes mais plutôt de maintenir le
système autour d’un point de fonctionnement.

Un point de fonctionnement est défini par la valeur moyenne de x sur un cycle.
Pour établir l’ensemble des points de fonctionnement, on peut utiliser le modèle
dynamique associé à l’état moyen x où x(t) représente la valeur moyenne de l’état
sur une fenêtre glissante et définie par le produit de convolution :

x(t) = ⊓Tp
∗ x(t) =

1

Tp

∫ t

t−Tp

x(τ)dτ (4.3)

où Tp désigne la période du cycle et ⊓Tp
la fonction fenêtre rectangulaire.

Pour déterminer le modèle dynamique de x, on peut dériver (4.3) par rapport
au temps t. Deux remarques s’imposent :

– ce modèle dépend d’un choix a priori de la commande
– la dynamique de x est généralement inexploitable car fortement non-linéaire

sauf dans le cas d’un système linéaire où la commande u est commutée :
ẋ = Ax+Bu⇒ ẋ = Ax+Bu.

Une solution consiste à définir le modèle moyen comme suit :

˙x̃(t) =f(x̃(t)) + g(x̃(t))u(t), u ∈ co(U) (4.4)

où co(U) est l’enveloppe convexe de U . Le modèle (4.4) est une approximation de
la dynamique de x où u représente la valeur moyenne de u sur le cycle. Il est en
effet prouvé que la valeur de x̃ tend vers la valeur de x et x lorsque Tp est petit
par rapport à la dynamique du système [117] (x̃−→x et x si Tp −→ 0).

Les points de fonctionnement sont alors définis comme les points d’équilibre
du modèle moyen i.e. :

Xref = {xref ∈ R
n : f(xref) + g(xref)uref = 0, uref ∈ co(U)} (4.5)

En conséquence, il existe des points d’équilibre xref dont la commande uref ∈
co(U)\U . Comme aucune commande u de (4.2) ne permet de maintenir le système
sur la référence xref , lorsque uref ∈ co(U)\U , le système ne peut être que maintenu
dans un voisinage de la référence xref avec une commande u proche en valeur
moyenne de uref . En vertu des théorèmes de densité en temps infini [63], il est
possible d’approcher xref d’aussi près que l’on veut avec une commande u ∈ U .

L’avantage que procure cette approche pour définir les points de fonction-
nement est que celle-ci est indépendante de la loi de commande u utilisée pour
se maintenir autour du cycle contrairement au modèle obtenu en utilisant l’état
moyen.

Les objectifs liés à la synthèse d’une commande pour cette classe de système
sont doubles : d’une part, il faut définir une stratégie de ralliement vers le point
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de fonctionnement (régime transitoire) et d’autre part il faut s’y maintenir dans
un voisinage (régime permanent). Pour ce second objectif, il est clair que de
nombreux degrés de liberté existent sur la façon d’opérer.

4.2 Commande prédictive neuronale

4.2.1 Formulation du problème de poursuite

4.2.1.1 Définition du cycle de référence x∞

Sur la base d’un critère intégral, nous avons proposé d’effectuer hors ligne
la recherche d’une trajectoire périodique de référence. L’avantage de la méthode
est de pouvoir spécifier et maîtriser le comportement asymptotique autour d’un
point de fonctionnement au lieu de le subir a posteriori.

Le cycle de référence correspond à la donnée :
– d’un état initial x(0)∞,
– d’une séquence de modes Ω∞, de longueur s∞ (1 < s∞ < smax),
– et d’une séquence des temps de commutation T ∞.
Ce cycle est déterminé en minimisant un critère quadratique intégral autour

d’une valeur moyenne de référence x∞ correspondant à un point de fonctionne-
ment :

J(T ∞,Ω∞, s∞) = min
T ,Ω,s

∫ Tp

0

[x(t) − x∞]TQ[x(t) − x∞]dt (4.6)

où Tp représente la période du cycle supposée bornée :

Tp < Tp,max. (4.7)

Les contraintes de périodicité :

x(0) = x(Tp) (4.8)

et de temps minimum entre deux commutations

ti − ti−1 ≥ τmin, i = 1, 2, · · · (4.9)

sont adjointes et conduisent à la résolution d’une suite de problèmes d’optimisa-
tion non linéaires :

Pour tous les couples s et Ω fixés, le critère (4.6) est optimisé vis-à-vis des
instants de commutation T , sous les contraintes (4.7), (4.8), et (4.9).

Cette suite de problèmes est finie car les contraintes de durée maximum et
de temps minimum d’activation impliquent un nombre de séquences possibles
finies. D’autres critères peuvent être considérés. Par exemple, pour rechercher un
contenu harmonique particulier, un filtre passe bande permettra de pénaliser une
bande de fréquence non désirée [127].
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4.2.1.2 Stratégie de poursuite

Formellement, il s’agit de résoudre un problème d’optimisation de type :

min
T ,Ω,s

J(T ,Ω, s) = min
T ,Ω,s

s∑

k=1

(xk − xref
k )TQ(xk − xref

k ) (4.10)

où la suite xref
k k = 1, ...., s∞ désigne les valeurs de la cible de référence aux

instants de commutation, xk les valeurs de la trajectoire de ralliement x à ces
mêmes instants, Q = QT > 0 une matrice de poids et T l’horizon de prédiction.

Deux stratégies ont été appliquées suivant la distance d à la valeur moyenne
du cycle de référence,

d(x0) = (x0 − x∞)TQ(x0 − x∞) (4.11)

où x∞ est la valeur moyenne du cycle.
– Stratégie de ralliement : si d > ε, seul l’horizon T et la longueur de la

séquence s sont fixés. Le problème 4.10 est résolu pour déterminer les temps
de commutations T et la séquence des modes Ω avec xref

k = x∞.
– Stratégie de Poursuite : si d < ε, alors la séquence des modes Ω, le nombre

de modes s et l’horizon de prédiction sont fixés à leurs valeurs de référence
Ω∞, s∞ et t∞s . Seule la séquence des temps de commutation T est recherchée
en résolvant le problème 4.10 avec xref

k = x∞k
La gestion de la transition entre régime transitoire et régime permanent né-

cessite le recalage de la séquence optimale sur la position courante de l’état. Nous
avons choisi d’effectuer ce recalage en sélectionnant parmi les valeurs du cycle
aux instants de commutation x∞k , la valeur la plus proche.

4.2.2 Optimisation rapide des temps de commutation entre

modes via les fonctions de sensibilité

La stratégie proposée à la section précédente conduit à la résolution d’une
suite de problèmes d’optimisation donnés sous une forme quadratique. Pour une
séquence fixée Ω, il nous faut déterminer la séquence des temps de commutation
T . Un algorithme de Gauss- Newton a été utilisé pour calculer ces instants de
commutations sur horizon fixé. La connaissance de la séquence de commutation
permet d’utiliser pour un calcul rapide les fonctions de sensibilité vis-à-vis des
instants de commutation.

Le problème peut s’écrire de manière matricielle comme :

min
T
J(T ) = min

T \ts
∆XTQ∆X (4.12)

où ∆X représente l’écart de la trajectoire à la référence et où Q est une matrice
block diagonale.
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Proposition 4 L’itération de l’algorithme de Gauss-Newton est déterminée par

τh+1 = τh −H−1(τ)
∂J(τ)

∂τ
, (4.13)

où

– ∂J(τ)
∂τ

représente la fonction de sensibilité de J vis-à-vis des instants de com-
mutation définie par

∂J(τ)

∂τ
= J T (τ)Q∆X(τ) (4.14)

– H(τ) est une approximation de la matrice Hessienne définie par :

H(τ) = J T (τ)QJ (τ) (4.15)

– J (τ) est la matrice formée des sensibilité des écarts vis-à-vis des instants
de commutation,

J (τ) =




∂∆x(t1)
∂t1

∂∆x(t1)
∂t2

· · · ∂∆x(t1)
∂ts−1

∂∆x(t2)
∂t1

∂∆x(t2)
∂t2

· · · ∂∆x(t2)
∂ts−1

...
...

...
∂∆x(ts)

∂t1

∂∆x(ts)
∂t2

· · · ∂∆x(ts)
∂ts−1




(4.16)

Le calcul des fonctions de sensibilité de l’écart en l’absence de contraintes de
type égalité à ces instants de commutation est plus simple que celui réalisé dans
le chapitre consacré aux calculs des cycles limites et se résume à la proposition
suivante :

Proposition 5 Les fonctions de sensibilité de ∆x(τ) vis-à-vis des temps de com-
mutation sont données par : ∀j = 1, . . . , s− 1, et ∀i = 1, . . . , s

∂∆x(ti)

∂tj
=





0 si j>i

Aσi
Π(ti, 0)x(0) si j=i

Π(ti, tj)∆PjΠ(tj , 0)x(0) si j<i

(4.17)

où Π(ti, tj) est le produit des matrices de transition de t = tj à t = ti :

Π(ti, tj) = Φi(ti, ti−1)Φi−1(ti−1, ti−2) . . .Φj+1(tj+1, tj) (4.18)

∆Pj représente le saut sur le champs de vecteurs à l’instant tj :

∆Pj = (Aσj
− Aσj+1

). (4.19)
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4.2.3 Construction de la boucle fermée

Les contraintes de temps réels ne permettent pas d’envisager de résoudre une
suite de problème 4.12 à chaque itération de l’algorithme de commande. Notre
choix privilégie une résolution hors ligne avec un apprentissage des solutions via
un réseau de neurones. D’autres auteurs ont proposé d’utiliser un réseau de neu-
rones pour l’implémentation d’une commande prédictive [114] et notamment pour
optimiser la commande de moteurs [36], [5].

Pour une grille de condition initiale x0, le problème 4.10 est résolu via l’algo-
rithme de Gauss Newton. La solution, constituée du premier mode à appliquer
ainsi que sa durée définissent une relation entrée-sortie de type (mode, duree) =
F (x0). L’interpolation de cette relation par un réseau de neurones conduit à une
solution facilement implémentable en temps réel.

4.3 Synthèse de commandes optimales

Toujours pour la classe des systèmes affines commutés (4.2), nous nous sommes
intéressés à la synthèse d’une commande optimale. Moyennant une augmentation
de l’espace d’état qui inclu la valeur d’un critère intégral, nous avons considéré
un problème de Mayer :

min
u(·)

xn(T )

t.q. ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t) (4.20)

x(0) = x(0) u(t) ∈ U = {0, 1}r

où x ∈ R
n.

Le problème de commande consiste à : déterminer si elle existe, une loi de
commande u∗(t) ∈ U pour t ∈ [0, T ] minimisant xn(T ) pour un état initial x0

arbitraire.

Les conditions nécessaires du PM pré-supposent l’existence d’une solution. Ce
n’est pas toujours le cas et notamment lorsque l’on considère des systèmes com-
mutés. Pour se placer dans des conditions où l’on peut garantir l’existence d’une
solution optimale, on introduit le problème relaxé [105] qui consiste à étendre le
domaine de la commande U à son enveloppe convexe :

co(U) = [0 1]r. (4.21)

Supposons que ce problème relaxé admette une solution optimale. Nous pou-
vons alors faire les observations suivantes : si une solution de type bang-bang (i.e.
∀t, u(t) ∈ {0, 1}r) est obtenue sur le domaine de commande (4.21), cette solution
résout aussi le problème original (4.20). Sinon, la commande u(.) prend des va-
leurs dans l’enveloppe convexe, u(t) ∈ co(U)\U, t ∈ T , où, T est un ensemble
de temps de mesure non nulle au sens de Lesbegue. Bien que cette solution u
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ne puisse pas s’appliquer au problème initial (4.20), nous pouvons néanmoins
l’approcher d’aussi près que nous le voulons par valeur moyenne en commutant
suffisamment vite entre les différents modes. Ceci produit un mouvement glissant
sur la trajectoire optimale [132]. Une preuve de ce résultat peut être fournie en
utilisant un théorème de densité en temps infini [63].

Nous avons donc intérêt à étudier le problème original (4.20) en utilisant
l’enveloppe convexe du domaine de commande (4.21). Ceci revient à étudier les
solutions au sens de Filipov de (4.20) [38].

4.3.1 Solutions régulières et singulières

Considérons à présent les conditions nécessaires données par le principe du
minimum. La fonction Hamiltonienne de (4.20) est affine en la commande et
définie par :

H(x, λ, u) = λT (f(x) + g(x)u) (4.22)

Sa minimisation dépend du signe de la fonction de commutation

φ(t) = λT (t)g(x)

suivant la règle de commutation :

Pour i = 1, ..., r ui(t) =





0 si φi(t) > 0

1 si φi(t) < 0

? si φi(t) = 0

(4.23)

Deux types de commande apparaissent :
i) Ou bien la commande est complètement déterminée par le signe de φ(t) :

ui(t) =
1 − sign(φ(t))

2

et auquel cas la solution est dite régulière.
ii) Ou bien il existe un intervalle de temps [a, b], b > a tel que la fonction de

commutation est identiquement nulle sur cet intervalle, i.e. pour tout t ∈
[a, b], φ(t) = 0. Dans cette situation, le principe du minimum est insuffisant
pour déterminer la valeur de la commande u sur cette intervalle [a, b]. Cette
situation fait référence à ce qui est connu sous le vocable d’arc singulier
[111] et elle correspond précisément au cas où u(t) ∈ co(U)\U , t ∈ [a, b].
Une littérature importante existe à ce sujet [111], [67], [98], [83], [26], [34],
[112].
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4.3.2 Points de fonctionnement et arcs singuliers

Pour les systèmes commutés avec un régime permanent cyclique, il y a une
bonne raison qui plaide pour la recherche d’arcs singuliers : la nature des points de
fonctionnement xref du système. Comme nous l’avons mentionné à la section 4.1
de ce chapitre, ces points de fonctionnement sont généralement la valeur moyenne
de x sur le cycle et sont définis comme les points d’équilibre du modèle moyen :

Xref = {xref ∈ R
n : f(xref) + g(xref)uref = 0, uref ∈ co(U)} .

Comme uref ∈ co(U), ce modèle est exactement le modèle utilisé dans le
problème relaxé (ẋ = f(x) + g(x)u, u(t) ∈ co(U)). De plus, comme la commande
uref permettant le maintien sur le point d’équilibre xref est généralement telle
que uref ∈ co(U)\U , cette commande définit clairement une commande singulière
pour le problème de commande optimale. La solution optimale a donc de grande
chance de devenir singulière dans un voisinage du point de fonctionnement.

Par clarté, nous ne résumons que le cas mono-dimensionnel (r = 1) et ren-
voyons à nos travaux pour le cas multidimensionnel où r > 1 [93, 89].

4.3.3 Synthèse des arcs singuliers

4.3.3.1 Résultats de base et condition nécessaire d’ordre deux

Définition 6 (Arc singulier [67], [98], [83]) Si (x, λ, u) est une extrémale
(solution vérifiant les conditions nécessaires du principe du minimum) telle que

φ(t) = Hu =
∂H

∂u
≡ 0 (4.24)

sur un intervalle [a, b] ⊂ T , a < b alors (x, λ, u) est un arc singulier sur cet
intervalle.

Lorsque l’on a à faire à un arc singulier, la fonction Hamiltonienne est indé-
pendante de la commande u et la condition de minimum ne permet pas d’établir
directement la commande u. Afin de déterminer sous quelles conditions l’égalité
(4.24) peut avoir lieu, on peut procéder par dérivation de φ(t) ≡ 0 sur [a, b], b < a.
Les dérivées successives sont aussi identiquement nulles sur l’intervalle i.e.

d

dt
φ(t) = 0,

d2

dt2
φ(t) = 0, ....

Nous définissons alors les grandeurs suivantes :

Définition 7 (Ordre du problème [111], [83]) L’ordre du problème est le
plus petit entier q tel que u apparaît explicitement dans la dérivée (2q)-ième. Le
calcul s’effectue en substituant ẋ et λ̇ par leur expression données par le système
Hamiltonien. (φ(k) = dk

dtk
φ(t) est la dérivée d’ordre k par rapport au temps t).
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Dans notre cas, comme le problème est affine en u, la commande entre linéaire-
ment dans l’expression et nous obtiendrons une expression de la forme :

φ(2q) = A(x, λ) +B(x, λ)u. (4.25)

Définition 8 (Ordre de l’arc [111], [83]) Si (x∗, λ∗, u∗) est une extrémale
singulière définie sur [a, b] ⊂ T pour (4.20). L’ordre de l’arc (x∗, λ∗, u∗) est le
plus petit entier p tel que

(φ(2p))u = ((Hu)
(2p))u(x

∗, λ∗, u∗) 6= 0 (4.26)

pour tout t ∈ [a, b]. Lorsque k = ∞, l’ordre de l’arc n’existe pas.

Notons que si B(x, λ) = 0, l’ordre de l’arc q est différent de l’ordre de problème
p. Il peut donc se présenter des arcs d’ordres différents pour un même ordre de
problème. Les auteurs de [111], [83] ont démontré que l’ordre de l’arc et l’ordre
du problème sont obtenus à partir des dérivées d’ordre pair de φ.

Lorsque l’ordre de l’arc existe, nous pouvons établir les équations suivantes le
long d’une extrémale singulière (x, λ, u) :

φ(i) = 0, i = 0, ..., 2p− 1 (4.27)
∂

∂u
φ(i) = 0, i = 0, ..., 2p− 1 (4.28)

φ(2p) = A(x, λ) +B(x, λ)u = 0 (4.29)

avec B(x, λ) 6= 0 pour tout t ∈ [a, b] (4.30)

La commande est donc déterminée par l’équation (4.29) et elle est définie de
manière unique par :

u = −A(x, λ)/B(x, λ). (4.31)

Les dérivées d’ordre supérieur de φ permettent d’établir les équations différen-
tielles non linéaires suivies par u et ses dérivées sur l’intervalle [a, b]. Mais aucune
information supplémentaire pour la détermination des x et λ candidats ne peut
être obtenue.

En revanche, l’ensemble des solutions de (4.27), (4.28) et (4.29) peut être
réduit en validant une condition nécessaire d’optimalité d’ordre deux :

Théorème 9 (Condition de Legendre Clebsh Généralisée [111], [67])
Soit le problème (4.20). Si (x∗, λ∗, u∗) est un arc singulier optimal, alors

1. Si l’ordre du problème est q sur [a, b], alors l’arc vérifie les propriétés sui-
vantes :

(−1)q((Hu)
(2q))u ≥ 0 (4.32)

pour tout t ∈ [a, b]

2. Si l’ordre de l’arc p < +∞ sur [a, b], alors

(−1)p((Hu)
(2p))u > 0 (4.33)

pour tout t sur [a, b].
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4.3.3.2 Conditions algébriques sur les arcs singuliers (le cas r = 1)

Il n’est pas simple de résoudre les équations non-linéaires fournies par (4.27),
(4.28) et (4.29).

Généralement la commande u ne peut être définie sous la forme d’un feed-
back u(x) mais plutôt sous la forme u(x, λ). Nous avons montrer que pour des
systèmes d’ordre faible, il est possible de déterminer explicitement les valeurs de
(x, λ, u) telles que (4.27), (4.28) et (4.29) soient vérifiés. A partir d’hypothèses
concernant l’ordre du problème et la dimension de l’espace d’état, la méthode
consiste à établir des conditions algébriques nécessaires fournissant explicitement
la commande u en fonction de x.

Pour un système affine (4.20) et un ordre de problème égal à q, les dérivées
correspondant aux équations (4.27), (4.28) et (4.29) s’écrivent sous la forme :

λTadk
fg(x) = 0, k = 0, ..., 2q − 1 (4.34)

λTad2q
f g(x) + λT [g, ad2q−1

f g](x)u = 0

où [f, g](x) := gx(x)f(x)−fx(x)g(x) est le crochet de Lie et adk
fg(x) = [f(x), adk−1

f g(x)],
ad0

fg(x) = g(x) le crochet itéré de Lie d’ordre k.

Dans le cas monovariable, les conditions algébriques nécessaires se résument
aux deux propositions suivantes :

Proposition 10 (Conditions nécessaires algébriques pour les arcs sin-
guliers) Supposons que p = q, n = 2(q + 1) et que la condition H = 0 est
imposée par le principe du minimum. Si f(x) est linéairement indépendant de
adk

fg(x), k = 0, ..., 2q − 1 le long de l’extrémale (x, λ, u), alors la commande sin-
gulière u est uniquement déterminée par le retour d’état :

u = −
det([f(x), g(x), ad1

fg(x), . . . , ad
2q−1
f g(x), ad2q

f g(x)])

det([f(x), g(x), ad1
fg(x), . . . , ad

2q−1
f g(x), [g, ad2q−1

f g](x)])
(4.35)

et λ vérifie :
λT [f(x), g(x), ad1

fg(x), . . . , ad
2q−1
f g(x)] = 0. (4.36)

Proposition 11 (Conditions nécessaires algébriques pour les arcs sin-
guliers) Supposons que p = q et n = 2q + 1. La commande singulière u est
uniquement déterminée par le retour d’état :

u = −
det([g(x), ad1

fg(x), . . . , ad
2q−1
f g(x), ad2q

f g(x)])

det([g(x), ad1
fg(x), . . . , ad

2q−1
f g(x), [g, ad2q−1

f g](x)])
(4.37)

et λ vérifie la relation suivante :

λT [g(x), ad1
fg(x), . . . , ad

2q−1
f g(x)] = 0. (4.38)
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Par la propriété d’homogénéité λ est choisie tel que ‖λ‖ = 1

Commentaires concernant l’applicabilité de ces propositions :
– La dimension du problème n ne peut pas être inférieure à 2q [89]. Cette

situation n’a donc pas lieu d’être discutée. Lorsque l’ordre du problème q
vaut 1 ce qui est le cas le plus fréquent, les propositions 10 et 11 s’appliquent
pour des problèmes de dimension n = 3 ou 4. Le cas n = 2 est trivialement
résolu.

– Dans la proposition 10, la condition additionnelle sur l’Hamiltonien H = 0
correspond à l’utilisation d’un critère en temps libre. Par exemple, une
commande en temps optimale ou un critère quadratique en temps infini.

– Dans la pratique lorsque n = 2(q+1) ou n = 2q+1, pour assurer l’hypothèse
p = q, il suffit de vérifier que p ≥ q+1 est un cas impossible. Une manière de
procéder est de montrer que l’espace E(x) = span{g(x), ad1

fg(x), . . . , ad
2q+1
f g(x)}

est de rang complet n. En effet, si p = q + 1, d’après la relation (4.27),

λT [g(x), ad1
fg(x), . . . , ad

2q+1
f g(x)] = 0

si la dimension de l’espace E est égale à n alors une contradiction apparaît,
car le vecteur λ devient nul et par conséquent p > q est impossible.

Nous proposons donc de déterminer les arcs singuliers à l’aide de l’algorithme
suivant :

Proposition 12 (Algorithme pour l’obtention des arcs singuliers). Si les hypo-
thèses des propositions 10 ou 11 sont vérifiées, on obtient les arcs singuliers can-
didats suivant la démarche :

1. Déterminer l’ensemble des commandes possibles u(x) et λ(x) d’après les
propositions 10 ou 11

2. Réduire cet ensemble aux solutions u(x) ∈ co(U).

3. Stocker uniquement les solutions qui satisfont la condition de deuxième
ordre du théorème 9.

4.3.4 Synthèse des trajectoires optimales

A partir des arcs singuliers déterminés à la section précédente, nous avons
proposé une méthode de synthèse des commandes optimales en temps rétrograde
depuis le point de fonctionnement xref . Cette méthode évite le traditionnel pro-
blème aux deux bouts nécessitant l’utilisation d’algorithmes de tirs.

Nous supposerons que l’hypothèse suivante est satisfaite :

Hypothèse 1 Toutes les solutions optimales rallient le point de fonctionnement
en temps fini ou éventuellement asymptotiquement pour un critère en temps infini.
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C’est évidemment le cas pour un critère en temps optimal ou un critère quadra-
tique en temps infini. Mais l’hypothèse n’est pas vérifiée pour un critère quadra-
tique en temps fini.

Avec cette hypothèse et en exploitant le caractère singulier du point de fonc-
tionnement xref , nous avons montré qu’il est possible de déterminer les conditions
finales du système grâce à la proposition 12. Le problème de commande optimale
est alors transformé en un simple problème de valeur initiale permettant de gé-
nérer un ensemble dense de trajectoires finissant sur le point d’équilibre xref .

Comme nous l’avons mentionné plus haut, le point d’équilibre xref fait partie
d’un arc singulier car la commande uref qui maintient l’état x sur l’équilibre xref

(f(xref) + g(xref)u = 0) n’est pas sur un sommet du domaine de commande.
Si une trajectoire rallie en temps fini ce point d’équilibre avec une commande
régulière (u = 0 ou u = 1), u doit commuter vers uref lorsque x(tr) = xref à
l’instant tr (temps de commutation). A partir de la proposition 12, les valeurs
admissibles λref pour λ(tr) peuvent être déduites. Un algorithme de tir n’est donc
pas nécessaire puisque les conditions finales sont connues.

Si l’hypothèse 1 est valide et afin de générer les trajectoires, nous pouvons alors
faire une intégration en temps rétrograde du système Hamiltonien en prenant
pour condition initiale (xref , λref) et les valeurs de commande données par u = 0,
u = 1 ou u = uref . Comme tout point singulier est potentiellement un point
de bifurcation, il faut envisager comme valeur de commande u = 0, 1 ou uref .
Cependant, ce n’est pas la bonne façon de procéder. Il y a au moins deux raisons
pour lesquelles cette procédure n’est pas utilisable :

– La détermination des valeurs de la commande singulière passe par l’inté-
gration d’un système différentiel hautement non linéaire (l’équation de u′)
et mal conditionné.

– Les arcs singuliers peuvent converger asymptotiquement vers le point d’équi-
libre (Cas d’un critère quadratique en temps infini). Le calcul des arcs en
temps rétrograde est donc numériquement infaisable.

En revanche, si l’on dispose d’une solution algébrique des arcs singuliers
conduisant au point d’équilibre xref , on peut commencer l’intégration en temps
rétrograde à partir de points xi sur ces arcs menant à xref . Le problème d’inté-
gration lié à la partie de segment (xi → xref) et correspondant à une durée de
temps infinie est de ce fait, rejeté.

En partant des conditions initiales ad hoc pour x et λ i.e. les valeurs singulières
obtenues d’après la proposition 12, on considère deux bifurcations admissibles cor-
respondant aux commandes u = 0 et u = 1. On détermine ces deux bifurcations
par une intégration en temps rétrograde du système Hamiltonien (4.22) tout en
respectant la condition de minimum sur l’Hamiltonien.

Avec un choix adéquat de points initiaux sur ces arcs on parvient alors à
générer un ensemble dense des trajectoires optimales finissant sur le point de
fonctionnement (Voir Fig. 4.1). Il convient néanmoins, et avant de fixer cet en-
semble de trajectoires, de lever les éventuels conflits. En effet, il peut advenir que
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Figure 4.1 – Génération de toutes les trajectoires : intégration en temps rétro-
grade depuis les points sur l’arc singulier

−4 −3 −2 −1 0 1

−2

−1

0

1

2

3

4

x
1

x 2

Conflict point

Conflict area

Figure 4.2 – Cas de conflits. Le carré montre un conflit possible des trajectoires.
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deux trajectoires se croisent dans l’espace d’état avec des commandes distinctes
créant un conflit. On lève le conflit en considérant la valeur de la fonction coût.
La branche de coût le plus élevé est alors coupée à partir du point de conflit
puisqu’il existe une solution moins coûteuse (Voir Fig. 4.2).

Remarque 3 Pour la classe des systèmes auxquels nous nous intéressons, les
arcs singuliers sont connexes au point d’équilibre et mènent en ce point. En re-
vanche, on ne peut exclure l’existence de trajectoires optimales composées alter-
nativement d’arcs singuliers et réguliers. Ce cas de figure est un problème difficile
et les conditions d’union entre les arcs singuliers et les arcs réguliers ne sont
pas complètement connues [115], [81]. Nous ne l’avons pas rencontré dans les
exemples traités.

Pour un ensemble suffisamment dense de trajectoires optimales calculées sur
un pavé de R

n, un réseau de neurones interpole les solutions optimales. La relation
entrée-sortie obtenue formée d’un nombre fini de sommes et produits détermine un
retour d’état u(x) dont l’évaluation est simple et conduit à une loi de commande
facilement implantable en temps réel. Comme les valeurs de la commande sont
discrètes, l’interpolation obtenue sur la commande en utilisant un seuil est de très
bonne qualité.

La proposition suivante résume la méthode :

Proposition 13 (Algorithme pour calculer la loi de commande par re-
tour d’état). Il est possible d’établir une commande par retour d’état u(x) sui-
vant le schéma suivant :

1. Déterminer l’ensemble des arcs singuliers admissibles suivant la proposi-
tion 12.

2. Intégrer en temps rétrograde le système Hamiltonien en vérifiant les condi-
tions nécessaires du principe du minimum. Les intégrations commencent
avec une valeur de x(tf ) et de λ(tf ) sur les arcs singuliers et avec une
commande u à u = 0 ou u = 1. Pour un pas de discrétisation fixé et suf-
fisamment petit, un ensemble "dense" de trajectoires issues de points xi,
appartenant à la surface singulière, est généré par une intégration en temps
rétrograde. La durée de cette intégration est choisie suffisamment grande
pour couvrir la région de l’espace où le système est susceptible d’opérer.

3. Stocker toutes les trajectoires.

4. Lever les conflits éventuels.

5. Interpoler toutes les trajectoires optimales avec l’aide d’un réseau de neu-
rones. Le réseau a comme entrée les valeurs de x et comme sortie la com-
mande optimale u.

Remarque 4 Le succès de la méthode nécessite :
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– un système d’ordre faible.
– l’unicité des commandes singulières candidates u et de la variable adjointe
λ comme fonction de l’état x.

– un arc singulier au plus par trajectoire.

4.4 Application aux convertisseurs de puissance

Le réseau d’excellence européen HYCON fédère une communauté de spécia-
listes, chercheurs et utilisateurs qui développent et appliquent la théorie des sys-
tèmes hybrides à la conception et au pilotage de systèmes complexes et hétéro-
gènes. Je me suis impliqué sur le Workpackage 4a dont les objectifs ont été de
proposer des solutions hybrides et génériques sur la classe des convertisseurs de
puissance.

L’ensemble des méthodes proposées dans ce chapitre ont été régulièrement
évaluées sur différents benchmarks et confrontées aux résultats des équipes eu-
ropéennes participant à ce réseau. Les exemples de convertisseur concernent des
systèmes mono entrée (buck, boost, buck-boost, Sepic) et multi-entrées avec le
convertisseur multi-niveau.

On trouvera une synthèse de ces travaux dans la thèse de Diego Patino [89]
et dans les articles suivants [8, 90, 19, 20, 93, 91, 92, 77, 94].

A titre d’exemple, la figure 4.3 présente les tests de démarrage et de robustesse
sur un convertisseur de type Buck pour la commande prédictive en simulation et
sur maquette réelle et pour la commande optimale en simulation uniquement. Le
test de la commande optimale sur maquette réelle n’a pas été réalisé pour des
raisons de chronologie.

4.5 Conclusions

Les travaux réalisés sur la commande des systèmes affines commutés nous ont
permis de proposer deux méthodologies de synthèse complémentaires et propres
à cette classe de SDH.

L’une est plus particulièrement dédiée au régime permanent avec la possibilité
de choisir un cycle de ralliement optimal élaboré selon un critère pouvant inclure
des considérations sur le contenu fréquentiel du cycle. Le choix d’une régulation
sur un cycle de référence plutôt que sur une valeur moyenne, permet de maîtriser,
au lieu de la subir, la dynamique du système autour des points de fonctionnement.

La synthèse de la loi de poursuite est obtenue sur la base d’une commande
prédictive et utilise un critère quadratique aux instants de commutation. Pour
une séquence donnée, un calcul rapide des instants de commutation est rendu
possible par un algorithme de Gauss Newton qui emploie les sensibilités vis-à-vis
des instants de commutation.

60



4.5. Conclusions

iL(t)[A] v0(t)[V ]

0 5 10 15
−1

0

1

2

3

0 5 10 15
0

10

20

30

40

Prédictive simulée

0 5 10 15
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 5 10 15
0

10

20

30

40

Prédictive réelle

0 5 10 15
−1

0

1

2

3

0 5 10 15
0

10

20

30

40

Optimale simulée

Figure 4.3 – Test de démarrage. Comparaison entre 1) Commande Prédictive
simulée 2) réelle et 3) commande optimale. La charge varie de r0 = 50Ω à r0 =
100Ω puis de r0 = 100Ω à r0 = 50Ω. Les valeurs de référence sont 20 V (noir), 25
V (gris) et 30 V (gris clair). L’échelle de temps est en ms
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Chapitre 4. Commande des systèmes affines commutés

La seconde démarche étend à cette classe de système le calcul de lois de
commandes optimales. Notre travail montre que les points de fonctionnement
conduisent à des solutions optimales incluants des arcs singuliers. Nous avons
donné des conditions sur l’ordre du problème et des arcs ainsi que sur la di-
mension du système permettant de déterminer algébriquement les solutions sin-
gulières sous la forme d’un feedback. Les solutions s’expriment alors comme les
racines d’un ensemble de déterminants et doivent satisfaire une condition néces-
saire d’ordre deux.

La connaissance de ces solutions algébriques permet d’éviter le traditionnel
problème aux frontières issu de la résolution des conditions nécessaires du PM
et transforme le problème en un simple problème aux conditions initiales. La
synthèse des trajectoires optimales sur une région de l’espace est directement
obtenue par l’intégration en temps rétrograde du système Hamiltonien depuis les
surfaces singulières menant au point de fonctionnement.

L’interpolation par un réseaux de neurones des solutions pour les deux mé-
thodes permet de garantir des lois de retour d’état temps réel.

Les deux méthodes ont très largement été illustrées sur un nombre conséquent
de convertisseurs de puissance dans le cadre du réseau d’excellence Hycon. Ces
lois par retour d’état ont montré de très bonnes qualités de robustesse suite à
des tests de variations de charges et de paramètres effectuées en simulation et sur
maquette.
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Chapitre 5

Stabilité et observation des

systèmes affines commutés

La notion de stabilité est une propriété fondamentale dans l’étude des SDH
pour laquelle de très nombreuses contributions ont été proposées. Des résultats
importants remontent à l’étude de stabilité de systèmes conduits par des lois de
retour d’état discontinues [125, 116]. Comme l’atteste l’état de l’art, l’importance
de la discontinuité dans les lois de rétroaction en théorie de la commande a été
reconnue depuis la fin des années soixante-dix, voir [129, 14]. Des résultats plus
spécifiques aux systèmes commutés et hybrides ont depuis été developpés (voir
[28, 40] pour les approches à base de fonctions de Lyapunov multiples, [70] pour
des résultats basés sur l’algèbre de Lie, [59] pour le rôle des temps d’activation et
[126] pour un état de l’art sur les critères de stabilité pour des SDH).

L’un des résultats les plus fondamentaux pour l’analyse et le contrôle des
systèmes dynamiques est le principe d’invariance de LaSalle. Dans le cadre des
systèmes commutés, des approches récentes (voir [33, 60, 18, 76]) fournissent des
contributions intéressantes adaptées à la structure de ces systèmes et conduisant à
des résultats extrêmement généraux qui ne nécessitent que des hypothèses faibles
sur la classe de systèmes envisagée ([119, 53]).

D’une façon générale, nos travaux se sont focalisés sur une classe particulière
de systèmes à commutations : les systèmes linéaires commutés. Cette classe, plus
restreinte mais d’une grande importance pratique (on y trouve la plupart des
convertisseurs de puissance), nous a permis d’énoncer des résultats plus pointus
[107, 109, 108, 121, 122] que ceux proposés dans la littérature.

Nous avons étudié la convergence vers zéro des systèmes linéaires à commu-
tation pour lesquels il existe une fonction de Lyapunov quadratique commune
faiblement monotone le long de chaque dynamique.

Ce problème ouvert est loin d’être un problème académique déconnecté de
toute considération pratique. C’est en effet un problème concret d’observation
sur un convertisseur qui nous a conduit à formuler et étudier ce type de pro-
blème de stabilité. Nous présentons donc la synthèse d’un observateur commuté
à la fin du chapitre. Un autre type d’applications envisageables concerne l’étude
et la détermination des cycles limites et de leur loi de commutation associée.
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La connaissance algébrique des ensembles invariants et des lois associées via un
principe d’invariance de Lasalle est un moyen d’y parvenir.

Deux approches originales se dégagent de ces travaux :

Fondée sur une extension du principe d’invariance de LaSalle au cas des sys-
tèmes à commutations [72], un premier résultat permet de caractériser non seule-
ment les ensembles ω -limite mais également les lois de commutation associées.
Ce travail montre en particulier que le bon cadre d’étude est obtenu en relaxant le
problème et en considérant l’enveloppe convexe du domaine de commande [72, 15].
Un théorème de densité en temps infini [63] permet alors par passage à la limite
de caractériser les solutions du problème relaxé comme limites de solutions du
système commuté.

Ce résultat est particulièrement utile pour établir la convergence d’estimateurs
sur des systèmes commutés ayant des modes pour lesquels l’état est partiellement
observable. L’application de ce résultat à un convertisseur multi-niveaux a permis
d’observer les tensions des capacités à partir de la mesure du courant de charge.
Il est le premier résultat connu qui permet de garantir l’observabilité du conver-
tisseur. En outre, les lois de commutations ne permettant pas l’observation sont
entièrement connues et caractérisées. La convergence d’une loi de commutation
quelconque vers l’une de ces lois entraîne une baisse d’observabilité qui se tra-
duit par une vitesse de convergence dégradée. Deux publications font la synthèse
de ces travaux (voir [107, 108, 109]). Les premiers résultats sur la stabilité des
systèmes à commutations sont très encourageants et montrent qu’il est possible
d’envisager d’implanter des commandes par retour d’état sur ce type de systèmes
via l’utilisation d’observateur.

Pour le convertisseur multi-niveaux, l’observabilité n’est garantie que si l’on
fait des hypothèses supplémentaires (de type «temps d’activation minimum», par
exemple) sur les signaux admissibles. A partir de différentes notions de temps
d’activation minimum (dwell-time), d’activation récurrente et permanente, nous
avons énoncé des résultats de convergence vers zéro de la trajectoire [121, 122].
Dans le cas où la loi de commande ne satisfait pas l’une des conditions de dwell-
time, nous avons étudié l’ensemble ω-limite pour lequel nous donnons un certain
nombre de propriétés.

5.1 Le principe d’invariance pour la classe des sys-

tèmes linéaires commutés à temps continu

On considère un système linéaire commuté

ẋ = Aσ(t)x, , (5.1)

où l’état x(.) prend ses valeurs dans R
n, les matrices A1, . . . , AI sont carrées et la

loi de commutation σ appartient à la classe des fonctions L∞([0,+∞), {1, . . . , I}).
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Une condition suffisante de stabilité garantissant la stabilité asymptotique
globale des systèmes commutés en temps continu (5.1) est reliée à l’existence
d’une fonction de Lyapunov commune [41].

Nous avons considéré le cas de fonctions de Lyapunov communes au sens faible,
qui diffère de la notion standard de fonction de Lyapunov par la négativité non
stricte des dérivées le long des trajectoires du système. Nous insistons sur le fait
que ce problème n’est pas académique et nous donnons un exemple très concret,
en fin de chapitre, sur un convertisseur multi-niveaux. Dans cette configuration,
des propriétés de convergence asymptotique globale peuvent néanmoins être ga-
ranties en utilisant des hypothèses supplémentaires telles que, par exemple, des
hypothèses de "temps d’activation" entre commutations [60, 18, 76, 119, 53].

Notre approche emprunte une autre voie. Sans ces hypothèses supplémentaires
sur les lois de commutation, nous avons recherché à caractériser les ensembles
invariants associés à ce type de systèmes dynamiques. La seule hypothèse formulée
sur la loi de commande σ est la mesurabilité au sens de Lebesgue.

L’objectif était donc de trouver le moyen de caractériser les ensembles ω-
limite ainsi que leurs commandes associées lorsque seule une fonction de Lyapunov
commune faible est considérée.

A partir de l’hypothèse d’existence d’une matrice symétrique définie positive
P (P > 0, P T = P ) telle que pour tout x ∈ R

n \ {0},

xTPx > 0

xT (AT
i P + PAi)x ≤ 0, ∀i ∈ {1, . . . , I} . (5.2)

La fonction V (x) = xTPx est utilisée comme fonction de Lyapunov commune
faible.

Nous avons pu alors caractériser le comportement asymptotique par le théo-
rème suivant :

Théorème 14 Soient x0 ∈ R
n et σ(·) une loi de commutation définie sur [0,+∞).

Soit x la solution du système commuté (5.1) correspondant à la loi σ(·) et à la
condition initiale x0. Alors l’ensemble ω-limite Ω(x) est contenu dans une ligne
de niveau de V et, pour tout y0 ∈ Ω(x), il existe une fonction absolument continue
y qui satisfait le système différentiel suivant

ẏ = Aαy pour p.t. t ≥ 0 (5.3)

y(0) = y0

y(t) ∈ Ω(x) pour tout t ≥ 0, (5.4)

où la matrice dépendante du temps Aα =
∑I

i=1αiAi correspond à une loi de
commande α(·) prenant ses valeurs dans l’ensemble

∆ =
{
α = (α1, . . . , αI) ∈ [0, 1]I |

∑I
i=1αi = 1

}
.

En particulier,
˙

V (y(t)) = 0 pour tout t ≥ 0 le long de la trajectoire.
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Ce théorème 14 montre que :
– les éléments de Ω(x) sont tous situés sur une ligne de niveau.
– les ensembles ω-limites associés à la classe des systèmes linéaires commutés

correspondent aux ensembles ω-limites construits sur l’enveloppe convexe
du domaine de commande et réciproquement en vertu du théorème de den-
sité [62, theorem 1].

– les éléments de Ω(x) appartiennent à une ou des solutions au sens de Fillipov
stables et incluses dans Ω(x).

5.2 Problème de commande associé

Si on définit, pour tout x ∈ R
n et tout i = 1, . . . , N , V̇i(x) = xT (AT

i P +
PAi)x ≤ 0 alors pour tout v =

∑I

i=1 αiAix ∈ F (x), la dérivé directionnelle de V
dans la direction v est déterminée par

V̇ (x; v) = xT (AT
αP + PAα)x

=
∑I

i=1αi(x
T (AT

i P + PAi)x)

=
∑I

i=1αiV̇i(x) ≤ 0

et est négative puisque les αi’s sont positifs.
On voit donc que les solutions de (5.3) qui évoluent sur une ligne de niveau

de V satisfont le problème de commande suivant :

Problème 15 Trouver les commandes α∗ ∈ L∞([0,+∞),∆) et les trajectoires
associées x vérifiant

ẋ = Aα∗x p.p (5.5)

sous la contrainte
∑I

i=1α
∗
i V̇i(x) = 0.

On peut noter que si α∗ et x sont une solution du problème 15, alors

α∗ ∈ arg max
α∈∆

αiV̇i(x).

Nous avons montré que résoudre le problème 15 est équivalent à résoudre
un problème de commande optimale pour lequel la valeur finale est maximisée
asymptotiquement au sens de la norme associée à la matrice P .

L’ensemble des solutions du problème 15 définissent donc des conditions néces-
saires mais non suffisantes pour la détermination des invariants associés à (5.1).

En notant par Inv l’union de tous les supports des trajectoires x correspondant
aux solutions du problème 15, par ΩInv l’union de leur ensemble ω-limite associé
et par Ω l’union de tous les ensembles ω-limites des trajectoires de (5.1), nous
avons classifié ces ensembles par la proposition suivante
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5.3. Une caractérisation algébrique des solutions du problème 15

Proposition 16 Les inclusions suivantes ont lieu :

ΩInv ⊂ Ω ⊂ Inv. (5.6)

Chaque inclusion peut être stricte.

La Proposition 16 montre que s’il est possible de caractériser complétement
l’ensemble des solutions du Problème 15 alors il est possible de borner inférieu-
rement et supérieurement l’ensemble Ω contenant toutes les ensembles ω-limites
du système linéaire commuté original.

Un autre résultat issu du Problème 15 et de la convergence à l’origine des
trajectoires de (5.1) est le suivant :

Proposition 17 Soit x une solution de (5.1) et α : [0,+∞) → ∆ la fonction
continue par morceaux prenant ses valeurs sur les sommets de ∆ et telle que
ẋ = Aαx. S’il existe une suite d’instants tn → +∞ telle que la suite (α(tn + ·))n∈N

converge au sens faible dans L∞([0,+∞),∆) vers un α⋆ qui ne correspond à
aucune solution non nulle du Problème 15, alors x(t) → 0 quand t→ +∞.

La Proposition 17 peut être utile pour garantir la convergence à l’origine des
solutions de (5.1) et correspondant à une classe très large de lois de commutation,
une fois que les commandes correspondant aux solutions du Probleme 15 sont
caractérisées.

5.3 Une caractérisation algébrique des solutions

du problème 15

A la suite des résultats de la section précédente, nous avons proposé un al-
gorithme conduisant à la détermination algébrique des solutions du problème 15.
Cet algorithme est fondé sur le constat suivant :

Le long d’une solution x du Problème 15, il existe un sous ensemble d’indices
I0 ⊆ {1, . . . , I} sur un intervalle de temps (a, b), a < b, tel que pour tout i0 ∈ I0,

Ci0x ≡ 0 (5.7)

et Cjx(t) 6= 0 si j 6∈ I0 où les matrices Ci sont définies par CT
i Ci = AT

i P + PAi.
En différentiant (5.7) et remplaçant ẋ par

∑
i∈I0

αiAix, on parvient à l’en-
semble de conditions algébriques suivantes :





Ci0x = 0
Ci0Ai1x = 0, i1 ∈ I0

...

Ci0Ai1Ai2 · · ·Aipi0
−1x = 0,

(
i1, · · · , ipi0

−1

)
∈ I

pi0
−1

0

(5.8)

et ∑
ik∈I0

αikCi0Ai1Ai2 · · ·Aipi0
x=0,

(
i1, · · · , ipi0

)
∈ I

pi0
0 . (5.9)

pour un entier fini pi0 . Nous donnons alors une procédure pour déterminer pi0 et
l’ensemble des couples (x, α) satisfaisants ces contraintes algébriques.
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5.4 Comportement asymptotique et loi de com-

mutation

Un travail effectué en parallèle avec Jean Claude Vivalda et Ulysse Serres
participants aux projets SC2 a été de définir des conditions suffisantes les moins
conservatives possibles sur la loi t 7→ σ(t) pour assurer la convergence à l’origine
du système commuté.

Cet objectif nous à conduit à envisager plusieurs notions de temps d’activa-
tion minimum qui diffèrent de celle introduite dans [53, 60, 119]. Nous avons
aussi considéré des notions d’activation permanente et persistante qui assurent la
convergence des solutions vers un ensemble invariant minimal.

Pour le même système (5.1) et la même hypothèse concernant l’existence d’une
fonction de Lyapunov faible (5.2), la classe des lois de commutation n’est plus l’en-
semble L∞(R+, {1, . . . , I}) mais on suppose qu’il existe une suite ([an, an+1))n>0

d’intervalles consécutifs (0 = a0 < a1 < a2 < · · · ) dont l’union est R+ et tels
que pour tout entier n, il existe un indice in ∈ {1, . . . , I} avec σ(t) = in si
t ∈ [an, an+1). On suppose également que la partie antisymétrique des matrices
Ai est nulle i.e. qu’il n’existe pas de mode oscillant pur.

Hypothèse 2 On dit que le système (5.1) satisfait l’hypothèse d’intersection
nulle si

⋂I

i=1 kerAi = {0}.

Nous avons montré que cette hypothèse 2 est insuffisante pour assurer la conver-
gence à zéro comme le résultat de la section précédente permettait de le supposer.

Pour imposer aux trajectoires de finir sur les noyaux des matrices Ai, on peut
utiliser la notion suivante :

Hypothèse 3 (Temps d’activation minimum) Le mode i satisfait une condi-
tion de temps minimum d’activation s’il existe un nombre positif τ et un entier p
tel que de toute séquence de mode de longueur p extraite de la loi de commutation,
il existe un intervalle de temps de longueur supérieur à τ sur lequel le mode i est
activé.

On montre en effet que :

Proposition 18 Si la condition de temps d’activation minimum 3 est satisfaite
pour le mode i, alors tout point de l’ensemble ω-limite Ω(x0) appartient au noyau
de la matrice Ai.

d’où l’on déduit directement que :

Proposition 19 Si le système (5.1) vérifie l’hypothèse 2 et si la loi de commande
satisfait pour tout mode l’hypothèse 3, alors x(t), la solution du système (5.1)
converge asymptotiquement vers zéro.

Une autre condition plus forte sur les durées d’activation des modes conduit
également à la convergence asymptotique :
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Proposition 20 Si le système (5.1) vérifie la condition 2 et si les durées sépa-
rants deux commutations successives sont bornées inférieurement par un nombre
positif τ alors Ω(x0) = {0} pour tout x0.

Si on suppose à présent que

Hypothèse 4 (Activation récurrente) Le mode i vérifie une condition d’ac-
tivation récurrente si la mesure du temps pendant lequel il est activé est infini i.e.
λ({t > 0 | αi(t) = 1}) = +∞

alors l’ensemble ω-limite ne peut éviter l’ensemble Mi = {x : xT (AT
i P +PAi)x =

0}.
Pour obtenir l’inclusion stricte Ω(x0) ⊂ Mi, il est alors nécessaire d’ajouter

l’hypothèse d’activation persistante suivante :

Hypothèse 5 (Activation persistante) Le mode i vérifie la condition d’acti-
vation persistante si pour toute séquence d’intervalle ([tn, t

′
n])n∈N telle que

– tn → ∞,
– il existe τ > 0, tel que t′n − tn > τ pour tout n > 0,
– la limite du nombre de commutation dans l’intervalle [tn, t

′
n] → ∞,

nous avons lim infn→+∞ λ{t ∈ [tn, t
′
n] | αi(t) = 1} > 0.

Proposition 21 Si les hypothèses 4 et 5 sont vérifiées pour le mode i, alors
Ω(x0) ⊂Mi.

Proposition 22 Si les hypothèses de la proposition 21 sont vérifiées et si M =⋂
Mi = {0} alors x(t) → 0.

Nous avons montré sur un contre-exemple que l’affaiblissement des hypothèses
dans cette dernière proposition 21 par une hypothèse d’activation récurrente Hy-
pothèse 4 seulement ne permettait pas d’assurer la convergence à zéro.

Nous avons été amenés à nous poser la question suivante concernant le conver-
tisseur multi-niveaux présenté à la section suivante : suffit-il de prendre en compte
un temps d’activation minimum satisfait par chaque interrupteur pour déduire
l’observabilité du système ? La réponse est malheureusement non. Il est en effet
possible d’exhiber des signaux qui satisfont la condition d’excitation permanente
et de temps d’activation minimum sur chaque interrupteur et qui génèrent des
trajectoires ne convergeant pas vers zéro [121, 122].

5.5 Synthèse d’observateurs commutés

Nous avons pu montrer dans [107, 108] comment la caractérisation des in-
variants peut être utile pour l’étude des propriétés d’observabilité d’un système
linéaire commuté. En particulier sur l’exemple d’un convertisseur multi-niveaux,
la caractérisation de l’invariant associé à l’observateur permet d’expliquer pour-
quoi la vitesse de convergence de l’observateur se dégrade avec l’augmentation de
la fréquence de commutation.
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Figure 5.1 – Convertisseur multi-niveaux.

Pour cet exemple, les équations d’état sont affines et données par

ẋ(t) = A0x(t) +
∑3

i=1ui(t)(Aix(t) +Bi) (5.10)

où x = (x1, x2, x3) ∈ R
3 et u = (u1, u2, u3) ∈ {0, 1}3. Les matrices Ai, i = 0, 1, 2, 3,

sont définies par les expressions :

A0 =




0 0 0
0 0 0
0 0 −R

L


 , A1 =




0 0 − 1
C1

0 0 0
1

L
0 0


 ,

A2 =




0 0 1
C1

0 0 − 1
C2

− 1
L

1
L

0


 , A3 =




0 0 0
0 0 1

C2

0 − 1
L

0


 ,

et les vecteurs B1 = B2 = 0, B3 = (0, 0, E/L)T . Les états x1, x2 représentent les
tensions aux bornes des capacités et x3 est le courant de charge. La commande
u correspond aux différentes configurations des interrupteurs. A chacune des 23

valeurs possibles de u correspond un mode de (5.10).
L’objectif est de parvenir à l’estimation des tensions aux bornes des capacités

à partir de la mesure du courant, y = Cx = [0 0 1]x. La particularité de ce
système est qu’aucun des sous systèmes n’est observable au sens où la matrice
d’observabilité associée n’est pas de rang plein. L’observabilité de ce système
dépend comme pour tout système non linéaire de la loi de commutation utilisée.

Nous avons cherché à déterminer les lois rendant possible l’observation de
l’état. Avec l’hypothèse d’une connaissance de la loi de commutation, le choix
d’un observateur commuté de type Luenberger était envisageable :

˙̂x = A0x̂+ L0(y − ŷ) +
∑3

i=1ui(Aix̂+Bi + Li(y − ŷ)).

La dynamique de l’erreur e = x− x̂ est déterminée par

ė = Ã0e+
∑3

i=1uiÃie, (5.11)

avec Ãi = Ai − LiC, i = 0, 1, 2, 3.
Pour toute matrice P > 0 permettant de définir une fonction de Lyapunov

faible pour le système (5.11), on montre que les solutions du Problème 15 sont
contenues dans

Inv = ΩInv = {e | e3 = 0}.
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5.5. Synthèse d’observateurs commutés
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Figure 5.2 – Erreurs d’observation
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Figure 5.3 – Une commande pour laquelle le système n’est pas observable
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Chapitre 5. Stabilité et observation des systèmes affines commutés

Et la proposition 16 permet de conclure que Ω = {e | e3 = 0}. De plus, les lois
de commande u = u(t) ∈ [0, 1]3 correspondant aux trajectoires du Problème 15
doivent vérifier la relation p.p.

(u3 − u2)e2 + (u2 − u1)e1 = 0. (5.12)

Cette caractérisation algébrique par les équations 5.12 et la Proposition 17
garantie la convergence à l’origine pour une vaste classe de lois de commande.
Sur les figures 5.2 et 5.5, nous avons appliqué une loi vérifiant (5.12). Il peut être
observé que lorsque l’erreur e3 approche 0 (c’est à dire, e approche Inv) les erreurs
d’estimation des tensions restent constantes. Bien que la commande utilisée soit
singulière et prenne ses valeurs dans l’ensemble ∆, il est possible d’approcher cette
trajectoire par une loi de commutation admissible au système original suivant le
résultat [62, theorem 1]. On comprend alors mieux la dégradation que l’on pourra
observer sur la vitesse de convergence de l’observateur.

Il est intéressant de constater que les points de fonctionnement pour ce conver-
tisseur correspondent à des lois de commandes singulières (voir (5.12)) détermi-
nées par u1 = u2 = u3 et conduisant à l’équilibre i = E

R
u3 6= 0. Ces lois rendent

le système inobservable. En conséquence, plus la loi de commutation approche
finement (i.e. en moyenne sur des fenêtres glissantes de plus en plus courtes) la
loi singulière u1 = u2 = u3, plus la vitesse de convergence de l’observateur se
réduit.

Par exemple, si on considère trois lois de commutation périodiques identiques
à une échelle de temps près, réalisant u1 = u2 = u3 en moyenne glissante, on
peut voir sur la figure 5.4 que la convergence du système (5.11) se dégrade avec
l’augmentation de la fréquence de commutation.

Un simple calcul du grammien sur un horizon fini T montre que l’excitation
obtenue est effectivement toujours plus importante pour les bases fréquences.

L’encadrement du grammien par sa plus petite valeur singulière αfs
(T ) et sa

plus grande valeur singulière βfs
(T ) suivant la relation

αfs
(T )Id ≤

∫ T

0

φTCTCφdt ≤ βfs
(T )Id

où φ représente la matrice de transition d’état du système, est représentée sur la
figure 5.5 en fonction de T . On constate que αfs

(T ) décroît avec la fréquence de
commutation. La borne supérieure βfs

(T ) est en revanche identique et est relative
à l’observation du courant.

5.6 Conclusion

Ces travaux effectués dans le cadre du projet : systèmes à commutation, com-
mande et stabilité (SC2) et soutenu dans le cadre du CPER (Contrat de Plan Etat
Région) ont permis d’initier une collaboration entre plusieurs équipes (CRAN,
IECN, LMAM) sur des problèmes amonts liés aux comportements asymptotiques
des systèmes commutés.
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Figure 5.4 – Erreurs d’observation en fonction de la fréquence de commutation

Une caractérisation des ensembles invariants associés aux lois de commuta-
tion des systèmes linéaires commutés en temps continu a pu être formulé. En
particulier, pour un système commuté ayant une fonction de Lyapunov au sens
faible commune aux différents modes, une description est donnée des relations
entre les ensembles ω-limite et les trajectoires évoluant dans l’ensemble invariant
et associées à une inclusion différentielle [109].

Nous montrons comment cette description peut être utilisée pour étudier les
propriétés de convergence d’observateurs de systèmes commutés pour lesquels
aucun des sous systèmes n’est observable. Ce résultat est appliqué sur le cas d’un
convertisseur multi-niveaux [107, 108].

L’étude de conditions suffisantes les moins conservatives possibles sur la loi
de commutation pour assurer la convergence à l’origine du système commuté a
également été une de nos préoccupations. Cet objectif nous à conduit à envisager
plusieurs notions de temps d’activation minimum pouvant assurer la convergence
des solutions vers l’origine [121, 122].
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Chapitre 6

Modélisation et simulation des

systèmes complexes

La modélisation des systèmes complexes est également une de nos préoccupa-
tion. Disposer de modèles adéquats pour piloter une installation industrielle est
nécessaire mais bien sûr, cette modélisation ne peut être dissociée de son objec-
tif (commande, observation, diagnostic). Je participe actuellement à des contrats
de recherche liant notre équipe et ArcelorMittal pour développer des outils de
contrôle commande sur des chaînes de Laminoir à chaud. La simplification de
modèle et les stratégies de commande sont donc discutées pour parvenir à des
solutions réalistes et performantes. La thèse d’Olivier Auchet que j’ai co-encadré
avec Claude Iung et en partenariat avec Siemens, aborde également cette problé-
matique de la modélisation. Ces travaux ont permis de développer un simulateur
simplifié d’un four verrier en vue de l’entrainement d’opérateur. Le choix d’une
modélisation de type premier principe et la définition d’un problème simplifié
basé sur des schémas conservant l’énergie et les bilans de matières, ont permis
d’obtenir un simulateur de qualité et temps réel comme la comparaison avec les
outils existants a pu le démontrer.

6.1 Simulation simplifiée de systèmes complexes :

Le cas d’un four verrier

Ce travail effectué dans le cadre de la thèse d’Olivier Auchet [16] contribue
à la modélisation simplifiée des fours verriers en proposant un modèle à faible
charge de calcul présentant des aspects et perspectives d’utilisation originaux. Ce
travail constitue la première étape d’un projet de développement des activités de
simulation de la division allemande de SIEMENS qui a financé la thèse.

La modélisation des fours est un point très important pour l’industrie du
verre, parce que seule la connaissance du processus permet de l’améliorer. Ceci
est particulièrement vrai à une époque où les gains en énergie et en propreté
sont cruciaux pour la survie de l’industrie. Les ordinateurs permettent l’emploi
de modèles fins pouvant déterminer de façon très précise le fonctionnement du
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Chapitre 6. Modélisation et simulation des systèmes complexes

four mais n’étant pas adaptés aux applications où le temps de calcul est limité.
Dans ces cas-là, il est nécessaire de simplifier la représentation des phénomènes

physiques pour obtenir des temps de calcul raisonnables. Notre travail a consisté
à développer un modèle simplifié pour des fours transversaux et à boucles et
à l’implanter dans des applications pour l’industrie. Pour avoir une charge de
calcul acceptable, notre modèle est développé à partir d’une géométrie de four
simplifiée, qui place nos simulations au niveau des bilans moyens. Ensuite, seuls les
principaux phénomènes physiques du four sont modélisés, avec une représentation
réduite à une échelle au moins aussi précise que celle du positionnement des
capteurs sur le four réel, mais pouvant aussi être raffinée. Le modèle est ainsi
constitué du couplage de trois parties : la chambre de combustion, les parois et le
bain. Dans chaque domaine, les phénomènes sont décrits par les grands principes
de la physique et formulés sous forme d’équations aux dérivées partielles. La
résolution des équations est faite par la méthode des volumes finis, et les solveurs
des différentes parties sont couplés entre eux suivant un algorithme cyclique et
itératif. Des pondérations de réglage permettent de caler le modèle.

Dans l’enceinte de combustion, la combustion turbulente est approchée par
un écoulement 1D pour chaque brûleur, depuis la porte d’introduction jusqu’à
la porte d’extraction. Le profil de flamme peut-être modélisé empiriquement, et
les transferts par convection et radiation avec les parois et la surface du bain
sont calculés respectivement par des relations empiriques et la méthode des zones
d’Hottel.

Dans les parois, les transferts de chaleur se font par conduction dans l’épaisseur
uniquement. Aux interfaces avec l’extérieur, les parois échangent par convection
et rayonnement. Le bain est représenté très simplement par une charge mobile
selon une seule direction avec transferts de chaleur par diffusion verticale.

Les différents sous-modèles ont fait l’objet de validations. La chambre de com-
bustion (parois+ gaz) a été comparée en régime stationnaire et transitoire, pour
deux cas de référence, à un modèle réputé correct développé à l’institut hollan-
dais TNO [17, 43]. Les résultats sont très proches, et les différences viennent du
calcul des facteurs de forme volumiques dans les transferts radiatifs. La méthode
que nous avons utilisée pour ces facteurs nécessite d’être revue, surtout pour des
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6.1. Simulation simplifiée de systèmes complexes : Le cas d’un four verrier

Figure 6.1 – Physical phenomenon in a glass melting furnace

coefficients d’absorption du gaz élevés. Le modèle des parois a été validé par rap-
port à des résultats analytiques. Le modèle de la charge a été validé en vérifiant
la cohérence physique des résultats sur de nombreuses études paramétriques pu-
bliées dans la littérature. Toutefois, il est nécessaire pour la suite d’améliorer le
modèle du bain pour prendre en compte les rouleaux de convection et la diffusion
isotrope de chaleur.

Le modèle a été utilisé dans plusieurs applications, dont la principale est un
outil informatique de simulation de fours verriers à boucle et transversaux, pour
l’industriel SIEMENS. D’autres applications ont suivi, avec un autre outil de si-
mulation interactive pouvant servir comme système d’entraînement d’opérateurs,
le contrôle des températures dans un feeder basé sur le modèle de charge mobile
développé pour le modèle global du four.

Plusieurs perspectives d’emploi existent pour ce modèle, dont l’entraînement
d’opérateurs et les études paramétriques rapides du four. La plus importante est
l’utilisation du modèle dans des algorithmes de contrôle du four. Le nombre de
mesures de températures utilisé pour piloter un four est faible, et ce sont donc les
valeurs moyennes que l’on pilote. Il semble alors qu’un modèle moyen prédictif
puisse aider dans les tâches de pilotage, à condition de prendre en compte les
incertitudes de modèle par un algorithme robuste. Le succès dépendra du réalisme
du modèle que l’on peut optimiser grâce aux paramètres de réglage du profil de
flamme.
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Chapitre 7

Conclusions générales et

perspectives

Les contributions que nous avons choisi de présenter dans ce mémoire ont
trait en général à la commande, à la stabilité et à l’observation des systèmes
dynamiques hybrides. Ce mémoire retrace le cheminement de mes recherches
sur les dix dernières années au CRAN au sein du projet systèmes dynamiques
hybrides et complexes mais également aux travers de projets et collaborations
locales (CPER : projet SC2), nationales (GdR SDH, AS 192, ANR ArHyCo) et
européennes (Hycon).

L’extension du principe du minimum et l’établissement de conditions néces-
saires pour la résolution d’un problème de commande optimale pour les SDH ont
permis de soulever et de mettre en évidence des difficultés liées à la résolution de
ce type de problème. Deux freins principaux à la mise en oeuvre d’algorithmes gé-
néraux efficaces ont été identifiés et proviennent d’une part, de l’explosion combi-
natoire engendrée par la dynamique discrète couplée aux dynamiques continues et
d’autre part, de l’existence de trajectoires singulières conduisant nécessairement
à des solutions sous optimales. Une discussion sur les méthodes de résolution di-
rectes et indirectes montre que même dans des situations simplifiées, l’existence
de trajectoires singulières pose un réel problème et les algorithmes utilisant le
principe du minimum sont inadaptés sans traitement particulier pour gérer ces
situations. Nous montrons sur un exemple qu’il peut être préférable d’utiliser des
méthodes directes sous une formulation de tirs multiples.

Pour la classe des systèmes affines commutés qui représente une classe de
systèmes technologiques très répandus, les points de fonctionnement rendent par-
ticulièrement évident le rôle joué par les trajectoires singulières. On constate
qu’elles correspondent aux solutions optimales au sens de Fillipov du système
commuté. Nous avons proposé une méthode permettant d’effectuer la synthèse
de ces trajectoires optimales pour des critères de type temps optimal ou quadra-
tique en temps infini applicable sur des systèmes de dimension faible et en général
inférieure ou égale à 3.
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Une seconde méthode de synthèse à base de commande prédictive utilise les
degrés de liberté sur la commande autour du point de fonctionnement pour pour-
suivre un cycle particulier défini par un critère. L’ algorithme rapide d’optimisa-
tion des solutions tient compte des discontinuités issues des instants de commu-
tations et utilise les fonctions de sensibilité vis à vis de ces instants.

Ces deux méthodes ont montré leur efficacité et leur robustesse sur plusieurs
convertisseurs de puissance dans le cadre du réseaux Hycon et ont fait l’objet
d’un travail doctoral avec la thèse de Diego Patino.

La généralisation aux SDH du calcul des fonctions de sensibilité lorsque le
système hybride est le siège de discontinuités de champs et de saut sur l’état, est
un résultat utile qui permet d’utiliser des outils nécessitant une différentiation.
Le calcul rapide des cycles limites et l’étude de leur stabilité est une première
application possible, l’optimisation est très clairement la cible principale.

L’étude et l’analyse du comportement asymptotique des systèmes linéaires
commutés via la formulation d’un principe d’invariance de Lasalle nous amène
à un constat similaire à celui fait sur la commande optimale : Le comportement
asymptotique est identique à celui que l’on obtient en considérant les solutions
de Fillipov du système commuté. Nous avons montré en considérant plusieurs
hypothèses sur les lois de commutation que la séparation est opérée si on restreint
la loi de commutation en considérant par exemple des hypothèses fortes de temps
d’activation minimum sur les modes. Ces résultats d’analyse sont primordiaux
dans la compréhension de la complexité de la dynamique issue de la commutation.

La synthèse d’observateurs commutés pour la classe des systèmes linéaires
commutés que nous avons proposée, et l’identification algébrique des lois ne per-
mettant pas d’observer le système ont été déduites du principe d’invariance men-
tionné à l’item précédent. La mise en évidence de la décroissance de la vitesse de
convergence de l’erreur d’observation en fonction de la vitesse de commutation
est une conséquence de cette caractérisation algébrique.

Les travaux réalisés ont permis de soulever de très nombreux problèmes spé-
cifiques à la classe des systèmes commutés (Robustesse vis à vis d’incertitudes
paramétriques, extension au cas discret et échantillonné, synthèse de lois préser-
vant l’observabilité, vitesse de convergence de l’observateur, ...) et de dégager des
pistes de recherche concernant leur résolution. Certaines sont à court ou moyen
terme et s’inscrivent dans le projet ANR ArHyCo porté par le Cran. D’autres né-
cessitent des études amonts et doivent être envisagées sur une durée plus longue.

Commande optimale, inclusion différentielle et modèle de complé-
mentarité

Les modèles de complémentarité et les inclusions différentielles sont des for-
malismes adaptés à une description de modèles dynamiques discontinues [3, 38].
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Figure 7.1 – Circuit incluant une diode idéale

Par exemple, le circuit représenté sur la figure 7.1 comprenant une diode idéale
admet le modèle de complémentarité suivant :

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −
R

L
x2(t) −

1

LC
x1(t) −

λ(t)

L
0 ≤ λ(t)⊥− x2(t) ≥ 0

mais peut également être réécrit sous la forme d’une inclusion différentielle

ẋ1(t) − x2(t) = 0

ẋ2(t) +
R

L
x2(t) +

1

LC
x1(t) ∈

1

L
∂ΨR+(−x2(t))

où ΨR+ est la fonction indicatrice de l’ensemble R
+ définie par

ΨK =

{
0 si ∈ K

+∞ si /∈ K

et ∂ΨK(x) la sous différentielle au point x. Ce formalisme permet d’étendre pro-
prement la notion de solution à des systèmes différentiels ayant un second membre
discontinu avec notamment la définition de solutions au sens de Fillipov [38].

Prise en compte des sauts autonomes

Les modèles de complémentarité permettent de représenter sous la forme d’un
seul système différentiel muni de conditions de complémentarité, des systèmes
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commutés avec sauts autonomes (dispositifs électriques comportant des diodes,
modèle de glissement, etc.).

Les résultats concernant la commande optimale des SDH ont largement dé-
laissé le cas des sauts autonomes et les principaux apports privilégient la recherche
de séquences de commutation sur des systèmes à sauts contrôlés sans contrainte.

Une voie d’investigation qui permettrait d’étendre les résultats actuels est
d’étudier la possibilité de "commuter" des systèmes de complémentarité. La ges-
tion des sauts autonomes serait directement prise en compte par les contraintes
de complémentarité et seuls les sauts commandés interviendraient effectivement
dans la recherche de la solution optimale. La convexification du problème en
considérant l’inclusion différentielle associée est le cadre théorique sur lequel ces
travaux pourront être engagés.

Synthèse des trajectoires singulières

L’existence de solutions singulières est une vraie difficulté pour la synthèse
de commande optimale sur la classe des systèmes commutés qui est encore mal
connue comme nous avons eu l’occasion de le souligner [109]. Dans nos travaux,
nous avons privilégié une approche algébrique pour déterminer ces arcs de tra-
jectoires. La recherche d’une solution explicite u(x) limite en général l’utilisation
de ces résultats à des systèmes de dimension inférieure ou égale à trois.

Actuellement la voie numérique classique n’est pas faisable ou très peu fiable.
Les raisons proviennent de l’instabilité du problème à résoudre, de son mauvais
conditionnement et du "chattering" occasionné par les surfaces de glissement ;
la détermination par une méthode numérique des arcs singuliers et des solutions
optimales conduit à la résolution d’équations algébro-différentielles non-linéaires
instables et se trouve hors de portée de solveurs standards.

Les solutions singulières sont des solutions de Fillipov du systèmes commutés
satisfaisant une contrainte algébrique déterminée par la fonction de commutation
φ(t) = 0. En fait, il s’agit d’un cas particulier obtenu à partir de la condition
de minimum du PM où la commande est déterminée par une relation de type :
u = sign(φ(t)) où sign(.) définie une fonction multivaluée :

sign(x) =





+1 si x > 0
[−1, 1] si x = 0
−1 si x < 0

Cette formulation de la commande peut être exprimée sous la forme d’un pro-
blème de complémentarité ou d’une inclusion différentielle dans laquelle la partie
multivaluée serait représentée sous la forme d’une fonction signe. En considérant,
deux variables additionnelles s1 et s2, la formulation du problème de commande
optimale initial (en considérant un problème affine en la commande) devient sous
la forme d’un problème de complémentarité :
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Trouver min J sous les contraintes :

ẋ = f(x) + g(x)u

λ̇ = (
df

dx
)Tλ+ (

dg

dx
)Tλu

0 ≤ s1 ⊥ (u+ 1) ≥ 0

0 ≤ s2 ⊥ (1 − u) ≥ 0

0 = s1 − s2 − φ(x, λ)

Une manière plus ou moins satisfaisante de résoudre ce problème est obte-
nue par une approche directe sous la forme d’un problème de programmation
non linéaire en utilisant un terme de pénalisation pour satisfaire les contraintes
d’orthogonalités.

Ce formalisme pour la recherche des arcs singuliers laisse envisager à court
terme la possibilité d’utiliser des solveurs dédiés [3] (event-driven schemes ou
time-stepping schemes) spécifiques à cette classe de problèmes et capables de
déterminer les solutions de Fillipov sans chattering. Sur des exemples de faibles
dimensions pour lesquels nous savons calculer algébriquement les solutions sin-
gulières, l’étude de faisabilité sera facilité par la comparaison et l’analyse des
résultats numériques avec les solutions exactes. Selon la formulation du problème
de commande, deux types de problèmes IVP (Initial Value Problem) et BVP
(Boundary Value Problem) sont à envisager.

Les conditions d’applicabilité de ces méthodes numériques indirectes à la syn-
thèse de trajectoires optimales supposent que le système Hamiltonien issu du
problème de commande est bien posé au sens de l’existence et de l’unicité de la
solution. Déterminer les conditions d’applicabilité sur des classes de systèmes est
un problème ouvert considéré comme difficile [30, 88].

Néanmoins, cette piste d’investigation semble offrir la possibilité d’une ap-
proche numérique viable et proposer une méthodologie dans ce cadre ouvre la
voie à plus long terme à la résolution de problème de commande optimale sur
une classe de systèmes commutés très générale comportant des saut autonomes
et commutés.

Commande basée observateur et retour de sortie dynamique

La contribution sur l’étude de stabilité des systèmes linéaires commutés et
en particulier sur l’observabilité des systèmes linéaires commutés montre très
clairement à l’instar des systèmes non linéaires que la propriété d’observabilité
est liée à la loi de commutation. La caractérisation de ces lois sous la forme
d’un invariant établit une relation algébrique liant les valeurs de commandes aux
erreurs d’observation.

La synthèse d’une commande basée «observateur» doit donc prendre en compte
cette difficulté et maintenir un certain niveau d’excitation du système à piloter
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afin de pouvoir estimer correctement l’état. Dans ces conditions, préserver la sta-
bilité d’un bouclage par retour de sortie est d’actualité [12] et n’a pas de réponse
à ce jour.

Une voie possible qui permettrait d’atteindre ce résultat à brève échéance peut
consister lors de la phase de synthèse des lois de commande à prendre en compte
simultanément un critère de performance et un critère d’excitation persistante
des différents modes. Ce critère d’excitation persistante pourrait être obtenu en
maintenant le grammien d’observabilité défini positif sur un horizon glissant. L’es-
timation de la vitesse de convergence de l’observateur doit pouvoir également être
évaluée en imposant une borne inférieure sur la plus petite des valeurs singulières
de grammien d’observablilié. A plus long terme, l’objectif est de pouvoir établir
des garanties de stabilité sur les lois obtenues par bouclage de sortie.

Robustesse des lois de commande

La qualité d’une loi de commande est avant tout liée à sa faculté de rejet
de perturbations et de robustesse vis à vis d’incertitudes paramétriques ou de
modélisation avant toute considération concernant ces performances dynamiques.

La synthèse des lois par retour d’état que nous avons proposée, est fondée sur
une connaissance parfaite des modèles sans erreurs. Les tests réalisés en simulation
et sur maquette en présence de bruits et/ ou de fortes variations paramétriques
montrent de bonnes propriétés de robustesse. L’évaluation théorique de marges
de stabilité à définir, n’a cependant pas été faite. La possibilité de garantir des
marges serait une valeur ajoutée importante.

L’étude et l’analyse de méthodes permettant la synthèse de commandes ro-
bustes incluant des garanties de stabilité [80, 66, 50, 139] est donc envisagée, sur
le court et moyen terme (cf. item précédent concernant le bouclage par retour de
sortie).

L’extension au cas des systèmes commutés avec sauts autonomes et comman-
dés de la notion d’« Input to State Stability» (ISS) [69] est une voie qui pourrait
être investie pour garantir ces marges de stabilité [55] sur une commande prédic-
tive en présence d’incertitudes ou de bruits bornés.

Adaptation des lois de commande

Un autre problème bien réel concerne la régulation de systèmes pour lesquels
des paramètres évoluent de façon non négligeable et nécessitent l’adaptation du
correcteur. Par exemple sur une variation de charge appliquées à un convertisseur
de puissance.

On peut décliner ce problème en deux sous catégories suivant que ces para-
mètres sont mesurés ou non.
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– Lorsque la mesure des paramètres est effective, la synthèse de commandes
qui tiennent compte de ces variations paramétriques, doit pouvoir garantir
la stabilité du système pour un gabarit fixant l’amplitude et les vitesses de
variation maximum des paramètres [87].

Sur un schéma de type prédictif, la prédiction ne peut tenir compte a priori
des futurs variations des paramètres. Il est possible néanmoins lorsque les
vitesses de variations sont limitées d’envisager le pire cas [78]. Aux instants
d’échantillonnages, le problème de commande optimale est transformé en
un problème de min-max. A court terme, l’extension des résultats que nous
avons obtenus dans le rejet de perturbation H∞ sur les jeux différentiels
discontinus [39] à cette formulation, peut être un moyen de répondre au
problème.

Une alternative peut également être envisagée à partir du calcul des fonc-
tions de sensibilité vis à vis des variations paramétriques. La synthèse d’un
correcteur prédictif -adaptatif induisant une sensibilité réduite de la réponse
aux erreurs de prédiction liées aux variations paramétriques est une autre
voie d’investigation qui pourrait être menée en parallèle avec la précédente.

– Lorsque la mesure des paramètres n’est pas ou partiellement disponible, on
aborde alors le problème de l’estimation paramétrique qui est un problème
ouvert sur la classe des systèmes considérés[11, 79]. Le couplage entre l’esti-
mateur paramétrique et la commande conduit à des schémas de commande
adaptative pour lesquels très peu de résultats sont actuellement disponibles
dans le domaine des systèmes dynamiques hybrides contrairement au cas
simple des systèmes linéaires invariants [47, 10].
Nous envisageons, à court et moyen termes, d’appliquer des méthodes al-
gébriques [49] d’estimation et d’identification en ligne sur la classe des sys-
tèmes commutés. Ces méthodes pour lesquelles l’estimation est obtenue via
des intégrations sur horizon glissant des sorties ont de bonnes propriétés
de filtrage et robustesse et se révèlent moins sensible que des méthodes
classiques de type gradient ou à base de filtre étendu de Kalman.
Dans ce contexte, la séparation des échelles de temps des boucles de régula-
tions et d’estimations peut être une solution pour garantir la stabilité que
l’on peut aborder par une formulation de type perturbation singulière mais
les effets des discontinuités sur la dynamique de l’ensemble n’ont jamais été
évalués [134].
On peut aussi envisager une synthèse globale du correcteur et de l’estima-
teur et on rejoint un problème similaire évoqué lors de la synthèse d’un
retour dynamique [4].

Activités contractuelles et collaborations industrielles

Comment nous l’avons signalé au chapitre sur la modélisation des systèmes
complexes, le développement de modèles de commande est une de nos préoccu-
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Chapitre 7. Conclusions générales et perspectives

pations. Cet objectif est essentiel à la mise en place d’algorithmes de commande
capables de piloter efficacement et en temps réel des installations complexes.

Modéliser ces systèmes et comprendre leurs comportements est la première
tache essentielle au développement de méthodes de commandes avancées. Ces sys-
tèmes complexes sont en général distribués, hétérogènes, en réseaux et de grandes
dimensions (EDP, hybride, grands réseaux, bioprocédés, ...) et font apparaitre des
problèmes d’échelles.

L’amélioration des rendements, de la fiabilité et de l’efficacité de ces procédés
est un défi important. La complexité des modèles est cependant un frein qui
limite le développement d’outils pour le contrôle et l’optimisation de ces systèmes.
Simplifier les modèles disponibles et développer des modèles pour la prise de
décision et l’optimisation du fonctionnement devient alors un enjeu aux retombées
économiques et sociétales évidentes.

Cette activité à caractère applicatif que nous avons développé sur des colla-
borations industrielles (Siemens (thèse de Olivier Auchet), ArcelorMittal, ... ) est
une source importante de problèmes concrets (fours verriers, procédés thermiques
(coopers), laminoirs (planeité, cristallographie),etc.). Elle s’inscrit dans l’activité
contractuelle de notre laboratoire. Je tiens à la maintenir dans la durée.
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