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Introduction: exemple cas statique

y = sin(x)
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Introduction: exemple cas statique
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y = µ1(x)y1 +µ2(x)y2

µ1(x)+µ2(x) = 1

0 ≤ µi(x) ≤ 1
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Structure multimodèle















ẋ(t) =
n
∑

i=1
µi(ξ (t))(Aix(t)+Biu(t))

y(t) =
n
∑

i=1
µi(ξ (t))(Cix(t)+Diu(t))

0 ≤ µi(ξ (t)) ≤ 1,∀t , i = 1, ....,n

n
∑

i=1
µi(ξ (t)) = 1,∀t
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


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n
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i=1
µi(ξ (t))(Aix(t)+Biu(t))

y(t) =
n
∑

i=1
µi(ξ (t))(Cix(t)+Diu(t))

0 ≤ µi(ξ (t)) ≤ 1,∀t , i = 1, ....,n

n
∑

i=1
µi(ξ (t)) = 1,∀t

Intérêt des multi-modèles
Structure simple inspirée des systèmes linéaires.
Possibilité de transposer les outils élaborés dans le cas des
systèmes linéaires au cas non linéaire.
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Contexte de l’étude

Conception d’observateur














˙̂x(t) =
n
∑

i=1
µi(ξ (t))(Ai x̂(t)+Biu(t)+Gi(y(t)− ŷ(t)))

ŷ(t) =
n
∑

i=1
µi(ξ (t))(Ci x̂(t)+Diu(t))

Objectif
Synthétiser des observateurs pour pouvoir comparer le
fonctionnement réel du système à son fonctionnement sain.

r(t) = y(t)− ŷ(t)
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Contexte de l’étude

Défauts actionneurs
ξ (t) = y(t)

Défauts capteurs

ξ (t) = u(t)

ẋ(t) =
n
∑

i=1
µi(ξ (t))(Aix(t)+Biu(t))

y(t) =
n
∑

i=1
µi(ξ (t))(Cix(t)+Diu(t))
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Contexte de l’étude

ẋ(t) =
n
∑

i=1
µi(x(t))(Aix(t)+Biu(t))

y(t) =
n
∑

i=1
µi(x(t))(Cix(t)+Diu(t))

Intérêt du multimodèle à variables de décision non mesurables
Représentation d’une classe plus large de systèmes non
linéaires.
Un seul multimodèle suffit pour la conception de bancs
d’observateurs pour la détection et la localisation de défauts de
capteurs et d’actionneurs.
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Objectifs de l’étude

Objectifs principaux
Estimation d’état à base de multi-modèle à variables de décision
non mesurables pour le diagnostic i.e. : ξ (t) = x(t).
Amélioration des performances de l’observateur par placement
des pôles.
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Estimation d’état
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Estimation d’état

Multi-modèle






ẋ(t) =
n
∑

i=1
µi(x(t))(Aix(t)+Biu(t))

y(t) = Cx(t)

Multi-observateur






˙̂x(t) =
n
∑

i=1
µi(x̂(t))(Ai x̂(t)+Biu(t)+Gi(y(t)− ŷ(t)))

ŷ(t) = Cx̂(t)
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Réécriture du multimodèle

La borne sur l’état n’est pas souvent connue, d’où la nécessité de
réécrire le système sous une autre forme.

Réécriture du multimodèle sous une forme équivalente

A0 = 1
n

n
∑

i=1
Ai , Ai = Ai −A0 +A0 = Ai +A0

Le système s’écrit alors :

ẋ(t) = A0x(t)+
n
∑

i=1
µi(x(t))(Aix(t)+Biu(t))

y(t) = Cx(t) .
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Estimation d’état

l’erreur d’estimation d’état est donnée par :

e(t) = x(t)− x̂(t)

La dynamique de l’erreur d’estimation d”état est :

ė(t) =
n

∑
i=1

µi(x̂)(A0 −GiC)e +(Ai(µi(x)x −µi(x̂)x̂)+Bi(µi(x)−µi(x̂))u)

Hypothèses 1
|µi(x)−µi(x̂)|≤ Ni |x − x̂ |
|µi(x)x −µi(x̂)x̂ |≤ Mi |x − x̂ |
‖u(t)‖ ≤ β2
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Synthèse de l’observateur

Deuxième méthode de Lyapunov
Considérons la fonction candidate de Lyapunov V(e(t)), où e(t)
représente l’erreur d’estimation d’état

V (e(t)) = e(t)T Pe(t).

La convergence de l’erreur d’estimation d’état vers zéro est assurée
si:

1 V (e(t)) > 0, ∀t
2 V̇ (e(t)) < 0, ∀t
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Estimation d’état

Théorème 1 : Convergence asymptotique

L’erreur d’estimation d’état tend asymptotiquement vers zéro s’il existe
des matrices P = PT > 0, Q = QT > 0, Ki et des scalaires positifs γ,
λ1 et λ2 tel que:

AT
0 P +PA0 −CT K T

i −KiC < −Q










−Q +λ1M2
i I PAi PBi NiγI

A
T
i P −λ1I 0 0

BT
i P 0 −λ2I 0

NiγI 0 0 −λ2I











< 0

γ−β2λ2 ≥ 0

Les gains Gi sont déduits à partir de Gi = P−1Ki .
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Démonstration 1/3
Fonction de Lyapunov quadratique

V (e) = eT Pe

Dérivée de la fonction de Lyapunov

V̇ =
n

∑
i=1

µi(x̂)eT
(

(A0 −GiC)T P +P(A0 −GiC)
)

e

+ 2eT PAiδi +2eT PBiΔi

avec :
δi = µi(x)x −µi(x̂)x̂
Δi = (µi(x)−µi(x̂))u

Lemme

X T Y +Y T X ≤ λX T X +λ−1Y T Y , avec λ > 0
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Démonstration 2/3
Dérivée de la fonction de Lyapunov

V̇ =
n

∑
i=1

µi(x̂)eT
(

(A0 −GiC)T P +P(A0 −GiC)
)

e

+ λ−1
1 eT PAiA

T
i Pe +λ1δ

T
i δi +λ−1

2 eT PBiB
T
i Pe +λ2δ

T
i δi

La négativité de V̇ est assurée si

µi(x̂)((A0 −GiC)T P +P(A0 −GiC))+λ−1
1 PAiA

T
i P +(λ1M2

i +λ2N2
i β

2)I

+λ−1
2 PBiB

T
i P < 0

En applicant le complément de Schur on obtient
(A0 −GiC)T P +P(A0 −GiC) < −Q






−Q +(λ1M2
i +λ2N2

i β
2)I PAi PBi

A
T
i P −λ1I 0

BT
i P 0 −λ2I






< 0
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Démonstration 3/3

Pour ajouter un degré de liberté à l’algorithme, on considère la borne
de l’entrée comme variable à déterminer. Par un changement de
variable γ = λ2ρ, on obtient la condition sur la borne de l’entrée :

γ−λ2β2 ≥ 0

Et finalement un changement de variable Ki = PGi , et l’application du
complement de Schur permettent d’avoir les conditions de
convergence données sous forme d’inégalités linéaires matricielles du
théorème 1, qu’on peut résoudre avec les logiciels classiques
(Matlab: toolbox LMI).
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Amélioration des performances de
l’observateur
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Placement des pôles

Objectif
Permettre de placer les valeurs propres de l’observateur dans les
régions LMI pour pouvoir :

1 Augmenter la vitesse de convergence de l’observateur et d’éviter
la reconstruction du bruit de mesure

2 Limiter les parties imaginaires des pôles pour limiter le
phénomène oscillatoire
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Placement des pôles dans la région S1

Les valeurs propre de la matrice X sont dans la région S1 si :

(X −σminI)T P +P(X −σminI) < 0
−(X −σmaxI)T P −P(X −σmaxI) < 0
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Synthèse de l’observateur

Théorème 2 : Placement des pôles dans la région S1

L’erreur d’estimation d’état tend asymptotiquement vers zéro et
λ (A0−GiC) ∈ S1, s’il existe des matrices P = PT > 0, Q = QT > 0, Ki ,
et des scalaires positifs λ1, λ2 et γ tels que :

AT
0 P +PA0 −K T

i P −PKi +2σmaxP < −Q

−
(

AT
0 P +PA0 −K T

i P +PKi +2σminP
)

< −Q










−Q +λ1M2
i I PAi PBi NiγI

A
T
i P −λ1I 0 0

BT
i P 0 −λ2I 0

NiγI 0 0 −λ2I











< 0

γ−β1λ2 > 0
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Placement des pôles dans la région S2

Les valeurs propre de la matrice X sont dans la région S2 si :
(X −α I)T P +P(X −α I) < 0
[

βP PX
X T P βP

]

< 0
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Synthèse de l’observateur

Théorème 3 : Placement des pôles dans la région S2

L’erreur d’estimation d’état tend asymptotiquement vers zéro et
λ (A0−GiC) ∈ S2, s’il existe des matrices P = PT > 0, Q = QT > 0, Ki ,
et des scalaires positifs λ1, λ2 et γ tels que :

[

βP P(A0 −GiC)
(A0 −GiC)T P βP

]

> 0

AT
i P +PAi −CT K T

i −KiC +2αP < −Q










−Q +λ1M2
i I PAi PBi NiγI

Ai
T

P −λ1I 0 0
BT

i P 0 −λ2I 0
NiγI 0 0 −λ2I











< 0

γ−β1λ2 ≥ 0
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Exemple
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Exemple

Considérons le multimodèle suivant avec n = 2 modèles locaux, défini
par les matrices Ai , Bi et C :

A1 =

[

−2 1 1
1 −3 0
2 1 −6

]

, A2 =

[

−3 2 −2
5 −3 0

0.5 0.5 −4

]

,

B1 = [1 0.5 0.5 ]T , B2 = [0.5 1 0.25 ]T ,

C =
[1 1 1

1 0 1
]
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Exemple

Considérons le multimodèle suivant avec n = 2 modèles locaux, défini
par les matrices Ai , Bi et C :

A1 =

[

−2 1 1
1 −3 0
2 1 −6

]

, A2 =

[

−3 2 −2
5 −3 0

0.5 0.5 −4

]

,

B1 = [1 0.5 0.5 ]T , B2 = [0.5 1 0.25 ]T ,

C =
[1 1 1

1 0 1
]

Fonctions d’activation :
µ1(x) = 1−tanh(x1)

2
µ2(x) = 1−µ1(x)
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Exemple
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Figure: Erreur d’estimation d’état
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Conclusions et perspectives

Conclusions
Représentation des systèmes non linéaires sous forme
multi-modèle à variables de décisions non mesurables pour
l’élaboration d’observateurs non linéaires.
Des conditions suffisantes de convergence de l’observateurs ont
été présentées sous forme d’inégalités linéaires matricielles
(LMI).
Amélioration des performances de l’observateur par placement
des pôles (vitesse de convergence, limitation de la reconstruction
du bruit de mesure, limitation du phénomène oscillatoire).
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Conclusions et perspectives

Perspectives
Applications du multi-observateur au diagnostic des systèmes
non linéaires.
Extension de la méthode au cas des systèmes à temps discret.
Élaboration d’une méthode d’estimation d’état qui s’affranchit des
problèmes induits par l’apparition des constantes de Lipschitz
ainsi que la borne sur l’entrée.
Extension de l’observateur pour l’estimation des entrées
inconnues.
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Merci beaucoup de votre attention!
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