
Re sume à  Contrairement a  la plupart des methodes des sous-
espaces qui se basent sur l'estimation de la matrice d'observabilite
et/ou des sequences d'etat, cet article propose une nouvelle
approche, qui se base uniquement sur une estimation de la matrice
de Toeplitz inferieure. Cette approche utilisant les param� tres de
Markov conduit a  une realisation minimale et equilibree. Une
technique utilisant la methode des variables instrumentales est
aussi presentee. Des simulations de Monte Carlo illustrant les
performances des methodes terminent l'article.

Mots clesà  identification, syst�mes lineaires discrets, projections
oblique et orthogonale, variable instrumentale, param� tres de
Markov.

I. INTRODUCTION

Les techniques d'identification dites des sous-espaces
permettent d'identifier un mode le d' t́at des syste mes lin´aires
MIMO directement a partir des mesures des entr´es et des
sorties. Se basant sur les projections des sous-espaces
engendr´s par les lignes des matrices de Hankel d'entr´e et de
sortie (construites a partir des donn´es), les techniques des
sous-espaces permettent de d t́erminer l'ordre et une r´alisation
du syste me.
La plupart des m t́hodes des sous-espaces passent par une
t́ape de d t́ermination de la matrice d'observabilit  ́ et de la

matrice des s´quences d' t́at [5].
Cet article pr´sente une nouvelle approche des m t́hodes des
sous-espaces. Elle s'appuie uniquement sur la d t́ermination de
la matrice de Toeplitz inf ŕieure obtenue par les projections
des sous-espaces engendr´s par les donn´es. L'identification du
syste me se fait en utilisant les parame tres de Markov contenus
dans cette matrice. L'utilisation des parame tres de Markov pour
l'identification des syste mes a t́  ́ t́udi´e par Bingulac et Al-
Muthairi [1]. Mais lê approche utilis´e ici nê est pas la mˆme et
en outre, leur technique est it ŕative et d'une mise en ô uvre
difficile.
Apre s avoir introduit le proble me de l'identification, on d f́init
les notations et les matrices du syste me. Dans un premier
temps, la r´solution du proble me est faite dans le cas
d t́erministe, puis dans le cas stochastique. Dans ce dernier cas
deux m t́hodes d'identification sont propos´es dont l'une d'elle,
de type variable instrumentale, est applicable dans le cas ou les
bruits du syste me et de sorties sont color´s centr´s. Enfin, les
deux techniques d'identification des syste mes stochastiques
t́ablies dans cet article sont test´es sur un exemple de

simulation et compar´es aux r´sultats obtenus par une variante
de lê algorithme MOESP (une des techniques classiques des

sous-espaces), appel  ́ algorithme dê identification robuste
propos  ́dans [5].

II. POSITION DU PROBLEME

On suppose qu'on dispose de h mesures des entr´es uk ∈� m

et des sorties yk ∈� l  d'un syste me lin´aire discret d'ordre n
inconnu :
x Ax Bu Fek k k k+ = + +1 (1)
y Cx Du Gek k k k= + + (2)

avec ek ∈� l  bruit blanc d´correl  ́ avec uk . L'objectif est de
d t́erminer :
♦ l'ordre inconnu n du syste me,
♦ une r´alisation (A, B, C, D) du syste me.
L'identification de ce syste me par la m t́hode des sous-espaces
n´cessite des ´critures matricielles obtenues par "empilement"
des ´quations d' t́at. Ces ´critures font appel a des matrices
particulie res dont la d f́inition est pr´cis´e dans la section qui
suit. On y expose aussi les m t́hodes de projections.

III. DEFINITIONS

A. Matrices du syst`me

1. Matrices de Hankel relatives aux signaux
Disposant de h = j+2i-2 mesures des entr´es, on construit la
matrice de Hankel des entr´es U ∈ ×� 2mi j. Cette matrice est
subdivis´e en deux matrices de dimensions ´gales Up ∈ ×� mi j

(matrice de Hankel du pass )́ et Uf ∈ ×� mi j (matrice de
Hankel du futur) :
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Une d f́inition similaire est donn´e pour la sortie Yp ∈ ×� li j ,

Yf ∈ ×� li j  et pour le bruit Ep ∈ ×� li j , Ef ∈ ×� li j .

2. Matrice des s´quences d' t́at
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La matrice des s´quences d' t́at Xk  est d f́inie par un
empilement des t́ats sur un horizon d'amplitude j et d´butant a
l'instant k :

X xk k k k j k j≡ ∈+ + − + −
×(    x    ...    x    x ) n j

1 2 1 � . (4)

La matrice des s´quences d' t́at pass  ́ Xp  correspond a k=0 et
celle des s´quences d' t́at futur Xf  est obtenue en posant k=i.
3. Matrices li´es aux parame tres du syste me
Les matrices de controlabilit  ́ rebours d'ordre i de la partie
d t́erministe du syste me ∆ i

d  et de la partie stochastique du
syste me ∆ i

s  sont respectivement d f́inies par :

∆ i
d iA B  A B  .≡ ∈− ×( 1 i-2 n mi..   AB  B ) � (5)

∆ i
s iA G  A G  .≡ ∈− ×( ..   AG   G)i-2 n i1 � l (6)

La paire {A, B} sera suppos´e commandable ce qui implique
que la matrice de controlabilit  ́∆ i

d  est de plein rang ligne.
Noter que les inscriptions ùsê  et ùdê  mises en exposant signifient
respectivement stochastique et d t́erministe.

La matrice de commandabilit  ́d'ordre i est d f́inie par :

C i = − −( ... )B AB A B A Bi i2 1 (7)

On notera par Γi , la matrice d'observabilit  ́d'ordre i :

Γi
T T i T T

C CA CA= ∈− ×( ) ... ( )1j d � li n . (8)

Dans la suite, la paire {A, C} sera suppos´e observable, ce qui
implique que la matrice d'observabilit  ́ Γi  est de plein rang
colonne.

Les matrices de Toeplitz inf ŕieure de la partie d t́erministe du
syste me Hi

d  et de la partie stochastique du syste me Hi
s  sont

respectivement d f́inies par :

Hi
d = Hi A,B C D( , , ) (9)

Hi
s = Hi A, F C G( , , ) (10)

avec : H A B C Di ( ), , , ≡
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B. De finition des projections
La projection orthogonale de l'espace engendr  ́ par les lignes
de la matrice A  sur le noyau des lignes de la matrice B  sera
not´e par :

A / B A B
⊥

⊥= Π (11)

ΠB B BB B⊥ = −I - T T( )( ) (12)

ou  G ( )−  est la pseudo-inverse de Moore-Penrose de G  .
La projection oblique de l'espace engendr  ́par les lignes de la
matrice A sur l'espace engendr  ́par les lignes de la matrice B
paralle lement a l'espace engendr  ́par les lignes de la matrice C
est donn´e par :

A / B A B BC C C=   Π Π⊥ ⊥
−( )( ) (13)

IV. EMPILEMENT DES EQUATIONS D'ETAT

Des ´quations (1) et (2), on d´duit les relations suivantes qui
font appel aux matrices d f́inies pr´c´demment [5] :

Y X H U H Ep i p i
d

p i
s

p= + +Γ (14)

Y X H U H Ef i f i
d

f i
s

f= + +Γ (15)

X A X U Ef
i

p i
d

p i
s

p= + +∆ ∆ (16)

D'autre part, on peut ´crire la matrice des s´quences d' t́at Xf
comme t́ant :

X L W L Ef p p p
s

p= + (17)
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(18)

L A Hp i
d i

i i
d i

i= − − −∆ Γ Γ( ) ( )    Aj d (19)

Lp
s

i
s i

i i
sA H= − −∆ Γ ( ) (20)

V. ESTIMATION DE LA MATRICE DE TOEPLITZ

L'objectif de lê approche propos´e est d'extraire la matrice Hi
d

de l'´quation (15) par une projection appropri´e permettant
d' ĺiminer les t́ats et de r´duire l'effet du bruit. La
connaissance de cette matrice permet d'identifier ais´ment le
syste me. En effet, la matrice Hi

d  contient la matrice D et les
parame tres de Markov du syste me, a partir desquels on d´duit
l'ordre et les autres matrices (A, B, C) du syste me. Les
m t́hodes classiques des sous-espaces quant a elles se basent
sur l'estimation du terme Γi fX  [5]. On sê int ŕessera dans cette
section a lê estimation de la matrice de Toeplitz inf ŕieure Hi

d .

A. Cas de terministe
Dans cette partie, l'estimation de la matrice de Toeplitz Hi

d  est
faite dans le cas purement d t́erministe. Cela entraıne que les
matrices Ep  et Ef  sont nulles dans les ´quations (14) a (18).

La proposition qui suit nous permet d'obtenir la matrice Hi
d .

Proposition 1
Si les conditions suivantes sont v ŕifi´es :
1) l'entr´e est d'excitation persistante d'ordre 2i (voir [5] ),
2) l'intersection des espaces engendr´s par les lignes de Uf  et

de Xp  est vide,
alors nous avons :

H Y Ui
d

f W f Wp p
= ⊥ ⊥

−Π Π( )( ) (21)

Demonstration
En remplacant Xf  par son expression de lê ´quation (17) dans
lê ´quation (15), on trouve :

Y L W H Uf i p p i
d

f= +Γ

En multipliant cette expression par ΠWp
⊥ , on trouve :

Y L W H Uf W i p p W i
d

f Wp p p
Π Γ Π Π⊥ ⊥ ⊥= +

0
1 24 34
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Pour obtenir la matrice Hi
d  il suffit de multiplier cette nouvelle

relation par ( )( )Uf Wp
Π ⊥

−  :

Y U Hf W f W i
d

p p
Π Π⊥ ⊥

− =( )( ) (22)

L'´galit  ́ : U Uf W f Wp p
Π Π⊥ ⊥

− =( )( ) I  utilis´e dans la ligne

pr´c´dente est d´montr´e ci-dessous.
Dê apre s lê ´quation (18), comme les lignes de Uf  sont
ind´pendantes de celles de Up  et que lê intersection des espaces
engendr´s par les lignes de Uf et de Xp  est vide, on a :
rang(U rang(Uf f Wp

) )= ⊥Π .

Comme Uf  est de plein rang ligne (condition de persistance de
l'entr´e), Uf Wp

Π ⊥  l'est aussi, d'ou  : U U If W f Wp p
Π Π⊥ ⊥

− =( )( ) .

B. Cas stochastique
Nous supposerons dans cette partie le bruit ek  ergodique et
stationnaire, et lê entr´e uk  sera pris comme t́ant une s´quence
arbitraire stationnaire et ergodique.
1. Premi� re methode
Dans le cas stochastique, l'estimation de la matrice de Toeplitz
donn´e par la proposition 1 est alt ŕ´e par un terme d´pendant
du bruit, cê est ce que prouve la d´monstration suivante.
De (15) et (17), on a :

Y L W H U H E L Ef i p p i
d

f i
s

f i p
s

p= + + +Γ Γ (23)

Posons : Γi p
s

p i
s

f
sL E H E L E+ = ,

 avec : E
E
E

p

f
=

H
GI

K
Je et L L Hs

i p
s

i
s= ( )Γ   .

L'´quation (23) se r´´crit alors :

Y L W H U L Ef i p p i
d

f
s= + +Γ (24)

En multipliant l'´quation (24) par ΠWp
⊥ , on obtient :

Y L W H U L Ef W i p p W i
d

f W
s

Wp p p p
Π Γ Π Π Π⊥ ⊥ ⊥ ⊥= + +

0
1 24 34

Si on multiplie cette nouvelle expression par ( )( )Uf Wp
Π ⊥

− , on

obtient : Y U Hf W f W i
d

p p
Π Π⊥ ⊥

− =( )( ) + ⊥ ⊥
−L E Us

W f Wp p
Π Π( )( )

~ ( )( )H = H + Li
d

i
d s

W f WE U
p p

Π Π⊥ ⊥
− (25)

Le terme Ls
W f WE U

p p
Π Π⊥ ⊥

−( )( )  montre lê influence du bruit

dans lê estimation de la matrice Hi
d .

Remarque
On peut d´montrer dans le cas ou  le signal dê entr´e uk  est un
bruit blanc ou a une fonction dê autocorr ĺation p ŕiodique, la
convergence de la matrice ~Hi

d  vers Hi
d  quand j tend vers

lê infini.
2. Deuxi�me methode (variable instrumentale)
L'objectif recherch  ́ ici est d' ĺiminer asymptotiquement les
effets du bruit par une projection appropri´e. Les entr´es t́ant
suppos´es d t́erministes et d´correl´es des bruits, il est
appropri  ́de les utiliser comme instrument.

En remplacant Xf  par son expression (16) dans l'´quation (15),
on obtient en posant L Hi i

s
i
s= ( )Γ ∆    :

Y A X U H U LEf i
i

p i i
d

p i
d

f= + + +Γ Γ ∆ (26)

Si on projette l'espace engendr  ́ par les lignes de Yf
paralle lement a l'espace engendr  ́ par les lignes de Up  sur

lê espace form  ́ par les lignes de Uf , le terme Γ ∆i i
d

pU  dans
l'´quation (26) est annul  ́ (propri t́  ́ de la projection oblique)
alors que le terme Γi

i
pA X  demeure. L'id´e est de trouver une

projection qui r´duit la contribution de ce terme. Pour cela on
exprime la matrice des s´quences d' t́at pass  ́ Xp  en fonction
des entr´es. Pour se faire nous allons ´crire dê abord les t́ats en
fonction des entr´es.
Soit x x xq q

d
q
s= + . En supposant l' t́at initial x0  nul, on peut

´crire pour q > 0 :

x A Bu A Bu ABu Buq
d q q

q q= + + + +− −
− −

1
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2
1 2 1...

ou : x
u

u
q
d

q
d

q

=

H

G
III

K

J
eee

−

∆
0

1
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−

∆
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avec les d f́initions (5) et (6) de ∆q
d  et ∆ i

s .

 La matrice des s´quences d' t́at pass´
X x x xp

d d d
j
d= −( ... )0 1 1  devient alors :
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d j q

j
d

= −

−

( ... ... )2

1∆
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(28)

avec :
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ou  Uk  contient les j-k premie res lignes de U  et Uk  ses k
dernie res.
Or pour un syste me stable, Aq  tend vers z ŕo quand q tend
vers l'infini. Les termes A Bq  deviennent donc n´gligeables a
partir d'un ordre k donn  ́et donc les lignes correspondantes ont
une contribution n´gligeable dans l'´criture de Xp .
Calculons l'erreur commise si on tronque a un ordre k donn  ́le
calcul d'un t́at xr

d  quelconque :

x A Bu A Bu A Bur
d r r k

r k

r
k

= + + +− −
− −

1
0

2
1 1...

ε
1 24444444 34444444

+ + + +−
− − − −A Bu ABu Buk

r k r r

xr
k

1
2 2 1...

1 2444444 3444444
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avec : εr
k r k r k kA A I A B u< + + +− − − −( ... ) max

1 2

ε εr
k

kA B u< (I - A ) max
− =1

Avec  une norme multiplicative. On peut donc rendre le
terme εk  aussi petit que l'on veut par un choix appropri  ́de k.
Ceci entraıne qu'on peut ´crire pour la matrice des s´quences
d' t́at :

X Xp
d

p
k

k− <
∞

ε (29)

Si on n´glige les termes inf ŕieurs a εk  on peut ´crire :

X X
Up

d
p
k

j
d

k
≈ =

H
GI

K
Je−∆ 1

0
.

L'objectif recherch  ́ dans la suite est de projeter l'espace
engendr  ́ par les lignes de Yf  paralle lement a l'espace

engendr  ́par Uk  afin d' ĺiminer Xp
k ; il ne restera qu'un terme

major  ́ par εk . Nous utiliserons alors comme instrument la
matrice de Hankel des sorties pass´es Up  et la matrice Uk  qui
sont d´corr ĺ´es avec les bruits. Adoptons la notation :
~U U Up

k
k

T
p

T T
= i b. Il faut pr´ciser que les lignes de ~Up

k

doivent ˆ tre ind´pendantes de celles de Uf  pour pouvoir
r´aliser la projection oblique.
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U H U LE A Xf i
i

j
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k
i i

d
p i

d
f i

i
p
s≈

H
GI

K
Je+ + + +−Γ ∆ Γ ∆ Γ1

0

En multipliant cette ligne par Π ~Up
⊥ , on a :

Y A U Uf U i
i

j
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p
k U i i

d
p Up p

k
p
kΠ Γ ∆ Π Γ ∆ Π~ ~ ~⊥ ⊥ ⊥≈

H
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Je +−

= =
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+ + +⊥ ⊥H LE A Xi
d

U i
i

p
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p
kΠ Γ Π~ ~( )

~ ( ) ( )~ ~
( )H H LE A X Ui

d
i
d

i
i

p
s

U f Up
k

p
k≈ + + ⊥ ⊥

−Γ Π Π (30)

Calculons a pr´sent le terme b suivant puis consid ŕons sa
limite quand j tend vers lê infini :

b = LEΠ Π Π Π~ ~ ~ ~( ) ( )
U f U

T
f U U

T
f
T

p
k

p
k

p
k

p
kU U U⊥ ⊥ ⊥ ⊥

−1 (31)

En notant que la matrice Π ~Up
k⊥  est sym t́rique on trouve :

b = LEΠ Π Π Π~ ~ ~ ~( )
U U f

T
f U U f

T
p
k

p
k

p
k

p
kU U U⊥ ⊥ ⊥ ⊥

−1

Comme Π Π Π~ ~ ~U U Up p p
⊥ ⊥ ⊥=  (idempotence), on obtient :

b = LEΠ Π~ ~( )
U f

T
f U f

T
p
k

p
kU U U⊥ ⊥

−1

Posons :β =
~ ~U Up

k
p
kT

 et d´veloppons l'expression de Π ~Up
k⊥  en

se basant sur la d f́inition (12).

b = L EU - EU( ~ ( ) ~ )1 1 1 11
j j j j

U Uf
T

p
kT

p
k

f
Tβ −

× − −( ~ ( ) ~ ) ]1 1 1 11 1
j
U U

j j j
U Uf f

T
f p

kT
p
k

f
T- U U β

En utilisant l'ergodicit  ́et la stationnarit  ́des signaux on a :

lim  (b) = L( [EU ]- [EU [ [U
j→∞

= =

−E E E Ef
T

p
kT

p
k

f
TU

0 0

1
674 84 6 74 84

~ ] ] ~ ])β

                        × − −( ~ ~ ])E E E E[ ]- [U U ] [ ] [U U U Uf f
T

f p
k T

p
k

f
Tβ 1 1,

car les entr´es sont suppos´es d t́erministes et d´correl´es avec
le bruit. Ce qui prouve que le terme b est tend vers z ŕo quand
j tend vers lê infini.
On a de la mˆme manie re : lim ( )~ ~ ( )

j
i

i
p
s

U f UA X U
p p→∞

−
⊥ ⊥ = Γ Π Π 0

Proposition 2
Sous les conditions de la proposition 1 et si :
♦ j tend vers l'infini,
♦ les termes inf ŕieurs a εk  sont n´gligeables,

♦ k est suffisamment grand,

♦ les lignes de ~Up  sont ind´pendantes de celles de Uf ,

♦ l' t́at initial x0  est nul,

alors : ~Hi
d  tend vers Hi

d

Y U Hf U f U j i
d

p p
Π Π~ ~ ( )( )⊥ ⊥

−
→∞

 → (32)

Remarque
q Cette proposition reste vraie mˆme si ek  est un bruit
color  ́centr .́
q Pour r´duire la complexit  ́du calcul  dans lê estimation de
la matrice Hi

d  une d´composition QR peut ˆ tre utilis´e.

VI. ESTIMATION DES PARAMETRES ET DE L'ORDRE DU
SYSTEME

Disposant de la matrice de Toeplitz inf ŕieure Hi
d , on peut

d t́erminer ais´ment l'ordre et une r´alisation minimale du
syste me en formant la matrice de Hankel contenant les
parame tres de Markov et en utilisant l'algorithme de Zeiger et
McEwen [6], de Kung [4], de Ho et Kalman [2], d'Era [3] ou
tout autre algorithme permettant la d t́ermination des matrices
A, B et C a partir des parame tres de Markov.
Pour cela disposant de i = +2 1ν  parame tres de Markov on
forme la matrice de Hankel H ν

q  suivante :

H ν

ν

ν

ν ν ν

q

q q q

q q q

q q q

CA B CA B CA B
CA B CA B CA B

CA B CA B CA B

=

H

G

IIII

K

J

eeee

+ + −

+ + +

+ − + + + −

1 1

1 2

1 1 2 1

...

...

...
M M M M

(33)

Noter quêon ne peut identifier le syste me que si ν est
sup ŕieure ou ´gale a lêordre du syste me, ce qui nous oblige a
prendre i sup ŕieure strictement au double de lêordre maximal
a priori choisi. Dans le cas stochastique, il est judicieux de
prendre ν suffisamment large. Ceci se justifie par la m t́hode
d'estimation des parame tres de Markov et de la matrice D a
partir de la matrice Hi

d . En effet apre s lê estimation de la
matrice de Toeplitz Hi

d , la matrice D et les parame tres de
Markov sont prises ´gales a la moyenne des parame tres
correspondants obtenus dans la matrice de Toeplitz.
En vue de d t́erminer les matrices A, B et C nous allons
adopter dans la suite lê algorithme d'Era [3] qui conduit a une
r´alisation minimale et ´quilibr´e du syste me t́udi  ́(cf. [3]).
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Ø On forme les matrices de Hankel H v
0  et H ν

1 .
Ø On effectue une d´composition en valeurs singulie res de la
matrice de Hankel H ν

0 . Lêordre du syste me est donn  ́ par le
nombre de valeurs singulie res dominantes.

H ν
0 1

2

1

2

1

2
1 1 1

0
0

 =
H
GI

K
Je
H
GI

K
Je
H
GI

K
Je≈

U
U

S
S

V
V

U S V
T

T
T  (34)

ou  S2  contient les valeurs singulie res n´gligeables.
Ø On d t́ermine la matrice dêobservabilit  ́ d'ordre ν,
Γν = U S1 1

1 2/  et la matrice de commandabilit  ́ d'ordre ν,
C ν = S VT

1
1 2

1
/  ceci du fait que H Cν ν ν

0 = Γ  [3].

Ø La matrice C est alors ´gale aux l premie res lignes de Γν
(voir l'´quation (8)). La matrice B est obtenue en prenant les m
premie res colonnes de C ν  (voir l'´quation (7)).
Ø La matrice A est donn´e par la formule suivante [3] :
A S U V ST= − −

1
1 2

1
1

1 1
1 2/ /H ν (35)

VII. APPLICATION

Les deux m t́hodes d'identification des syste mes stochastiques
t́ablies dans cet article sont test´es sur un exemple de

simulation ; et compar´es a lê algorithme robuste
dê identification (ùrobust identification algorithmê ) propos´
dans [5] (page 128-131) quêon peut classer dans les
algorithmes MOESP une technique classique des sous-espaces
[5]. L'exemple pr´sent  ́ici est tir  ́de [5]. Le syste me t́udi  ́est
d'ordre 3 et d´crit par l'´quation suivante :

x x u ek k k k+ = −
H

G
II

K

J
ee + −

H

G
II

K

J
ee +

−
−
−

H

G
II

K

J
ee1

0 6 0 6 0
0 6 0 6 0
0 0 0 7

1 6161
0 3481

2 6319

11472
1 5204
31993

. .
. .

.

.
.

.

.

.
.

,

y x u ek k k k= − − − +0 0 5046 0 0936 0 7759.4373 . . .g � .

Le bruit ek est un bruit blanc uniforme centr  ́ et de variance
σ = 0 5. .
Trois types d'entr´es sont utilis´s :
♦ une SBPA d'amplitude 1,
♦ un bruit blanc gaussien de variance 1,
♦ un bruit blanc gaussien (de variance 1) filtr  ́par un filtre
de Butterworth d'ordre 2 (fr´quence de coupure ´gale a 0.3 fois
la fr´quence de Nyquist, T=1) auquel a t́  ́ ajout  ́ un bruit
blanc gaussien de variance 0.01.
Pour les deux m t́hodes propos´es ici, l'indice i est fix  ́a 32 et
l'indice d'approximation k est fix  ́ a 64 dans la deuxie me
m t́hode. Dans cette partie, nous allons r´aliser le trac  ́ des
valeurs singulie res d t́erminant lêordre du syste me, analyser les
performance en sortie puis tracer la dispersion des poles du
syste me obtenu par chaque algorithme dans lê identification du
syste me d´crit ci-dessus.
On a trac  ́ (figure 2a, 2b et 2c) pour le second type de signal
d'entr´e (bruit blanc ), les valeurs singulie res qui d t́erminent
l'ordre pour les trois algorithmes. Le trac  ́ a t́  ́ r´alis  ́ pour
50000 donn´es lors d'une r´alisation (pour plusieurs
exp ŕiences r´alis´es les r´sultats t́aient similaires). La
d t́ermination de l'ordre par la m t́hode MOESP donne trois
valeurs singulie res proches les unes des autres et une quatrie me
non n´gligeable ; par contre avec les m t́hodes propos´es, on
distingue plus ais´ment trois valeurs singulie res dominantes

(figures 2b et 2c), les autres t́ant de mˆme ordre et
n´gligeables.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

10-2

100

Figure 2a : algorithme MOESP (lê algorithme robuste [5]).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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100

Figure 2b : premie re m t́hode.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
10-2
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100

101

Figure 2c : deuxie me M t́hode.

A pr´sent pour chaque type de signal, nous avons effectu  ́une
simulation de Monte Carlo : nous avons r´alis  ́ deux cent
exp ŕiences et trac  ́ la courbe moyenne du crite re
J y y y= − $ /  en fonction du nombre de donn´es. y est la
sortie mesur´e et $y  la sortie obtenue par le syste me estim .́
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Figure 3 : le signal d'entr´e est une SBPA
Algorithme MOESP (lê algorithme robuste [5]) (o), premie re m t́hode
(� ) et deuxie me m t́hode (*).
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Figure 4 : le signal d'entr´e est un bruit blanc gaussien.
Algorithme MOESP (lê algorithme robuste [5]) (o), premie re m t́hode
(� ) et deuxie me m t́hode (*).
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Figure 5 : l'entr´e correspond au troisie me signal d'excitation.
Algorithme MOESP (lê algorithme robuste [5]) (o), premie re m t́hode
(� )et deuxie me m t́hode (*). (Les m t́hodes MOESP conduisent a
une r´alisation instable pour ce signal d'entr´e).
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Sur ces 3 figures les m t́hodes propos´es dans cet article
donnent des r´sultats meilleurs que la m t́hode MOESP. Dans
le cas ou  le signal d'entr´e est un bruit blanc gaussien filtr ,́ la
m t́hode MOESP fournit une r´alisation instable (figure 5).
Dans la suite nous montrerons la position des poles r´els et
estim´s par les trois m t́hodes pour deux cents exp ŕiences
r´alis´s et 50000 donn´es. On utilisera le second type dê entr´e
cê est a dire le bruit blanc.
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figure 4a : poles obtenus par lê algorithme MOESP (lê algorithme
robuste [5]) ; poles exacts (*), poles estim ś (�  (couleur noire poles
complexes conjugu ś, couleur grise pole r´el )).
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figure 4b : poles obtenus par le premier algorithme ; poles exacts (*),
poles estim ś (�  (couleur noire poles complexes conjugu ś, couleur
grise pole r´el )).
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figure 4c : poles obtenus par le second algorithme ; poles exacts (*),
poles estim ś (�  (couleur noire poles complexes conjugu ś, couleur
grise pole r´el )).

Le trac  ́des poles montre que le premier algorithme d t́ermine
efficacement les poles complexes conjugu´s et un peu moins
efficacement le pole r´el (puisquêon note une l´ge re dispersion
sur lê axe r´el dans lê estimation de ce pole). De mˆme le second
algorithme donne une bonne estimation des poles complexes
mais d t́ermine le pole r´el avec beaucoup dê incertitude (on
notera que lê estimation de ce troisie me pole est toujours
r´elle). Par contre on voit que lê estimation fournie par
lê algorithme robuste (du MOESP) est biais´e sur les poles
complexes conjugu´s et que lê estimation du pole r´el conduit a
une valeur qui est a la limite de la stabilit  ́; noter quê il nêy a
pratiquement pas de dispersion sur les poles estim´s par ce
troisie me algorithme. Ceci est d« au fait que cet algorithme
rend coh ŕents des parame tres(A et C dêune part et B et D

dê autre part) calcul´s en deux t́apes diff ŕentes, en recalculant
la matrice dêobservabilit  ́Γi  (cf. [5]).
Par manque de place nous ne pouvons faire quêun bref
commentaire sur la dispersion des z ŕos. On dispose de deux
z ŕos complexes et dêun troisie me r´el. La premie re m t́hode
donne une estimation non biais´e de ces trois z ŕos, il en est de
mˆme pour les deux z ŕos complexes estim´s par la deuxie me
m t́hode ; par contre on note une dispersion sur lê axe r´el, dans
lê estimation du troisie me z ŕo (r´el). On pourra lê interpr t́er
comme une compensation du troisie me pole estim  ́ dont
lê estimation est aussi dispers´e. En ce qui concerne
lê algorithme comparaison MOESP, lê estimation donne trois
z ŕos r´els au lieu de deux z ŕos complexes conjugu´s et un
troisie me r´el.

VIII. CONCLUSION

Cet article pr´sente deux m t́hodes d'identification des
syste mes stochastiques se situant dans le contexte des sous-
espaces. Elles sont bas´es sur des m t́hodes de projection
oblique permettant d'estimer la matrice de Toeplitz inf ŕieure a
partir de laquelle, on d t́ermine l'ordre et une r´alisation du
syste me. Dans le cas stochastique, l'effet du bruit alte re
l'estimation de la matrice de Toeplitz. En proposant une
approche de type variable instrumentale, il a t́  ́ t́abli que
l'effet du bruit s'annule asymptotiquement moyennant une
approximation. Les r´sultats du test des m t́hodes en
simulation semblent r´v ĺer que les algorithmes propos´s sont
sup ŕieurs en terme de performances a l'algorithme
dê identification robuste appartenant a la famille MOESP. Une
t́ude plus pouss´e sera men´e ult ŕieurement pour analyser ce

constat. Une perspective reste ´galement l'analyse du terme de
biais d« au bruit dans la premie re m t́hode.
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