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Résumé

Dans cette communication, on propose d’utiliser le
filtre de Kalman a deux étages pour estimer 1’état et les
défauts de systémes stochastiques a temps variant et a
temps discret. Ces défauts sont générés par un proces-
sus stochastique et affectent, par des actions additives,
I’équation d’état et I’équation de mesure. Deux cas de fi-
gure sont analysés. Le premier suppose que les propriétés
statistiques du modele de défaut sont connues, par contre
dans le second cas les propriétés statistiques et les condi-
tions initiales relatives au modele de défauts ne sont pas
utilisées. Pour chaque cas, on développe un filtre de Kal-
man a deux étages. Un exemple illustratif utilisant cette
technique de filtrage est également présenté.

Mots clés : systeme stochastique, estimation d’état, es-
timation de défaut, découplage, filtre de Kalman a état
augmenté, filtre de Kalman a deux étages.

1 Introduction

L’estimation d’état des systemes dynamiques en
présence de défauts additifs (ou d’entrées inconnues) est
largement étudiée dans la littérature. Dans [10], le cas des
systeémes déterministes a temps continu a été présenté.
Dans le contexte linéaire stochastique a temps discret,
on peut noter les travaux qui utilisent une approche a
base de filtre de Kalman [2], [1], [6], [3], [4]. Ces tra-
vaux représentent une extension des travaux de Fried-
land qui est le premier a introduire la technique du filtre
TS K F (Two Stage-Kalman Filter). L’idée principale, sur
laquelle repose cette technique, consiste a utiliser une
double transformation pour découpler le filtre ASKF
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(Augmented State Kalman Filter) en deux sous filtres :
un sous filtre dédi€¢ a I’estimation de 1’état et un sous
filtre estimateur du biais. Ce dernier étant utilisé pour
corriger les estimations de 1’état. Le filtre proposé par
Friedland [2] n’est optimal qu’en présence d’un biais
constant. Cela a incité Alouani et al. [1] a étendre ce filtre
pour un biais stochastique dynamique, une contrainte
algébrique est alors introduite pour assurer I’optimalité
du filtre TS K F'. Hsieh et Chen [3] développent un filtre
OTSKF (Optimal Two Stage Kalman Filter) qui s’ap-
plique dans un contexte plus général, c’est-a-dire lorsque
le biais est généré par un processus dynamique stochas-
tique et affecte conjointement 1’état et la mesure de la sor-
tie du systeme. L’optimalité de ce filtre correspond a la
minimisation du critére M SE (Mean Square Error). Le
méme auteur dans [4] a proposé une version robuste dite
RTSKF (Robust Two Stage Kalman Filter). Ce filtre se
dérive du filtre OT'S K F' moyennant certaines modifica-
tions dans le sous filtre estimateur des entrées inconnues
et la satisfaction de contraintes algébriques.

Récemment, Kim et al. [7] développent une version adap-
tative du filtre TSKF notée ATSKF (Adaptive Two
Stage Kalman Filter). Ce filtre utilise deux facteurs d’ou-
blis, variables dans le temps, pour adapter les deux ma-
trices de variance-covariance a priori des deux étages
du filtre de Kalman. Ces facteurs d’oublis se calculent
en fonction d’une estimation de la matrice variance-
covariance de I’erreur d’innovation. Les mémes auteurs
Kim et al. [8] présentent une analyse de la stabilité¢ du
filtre ATSKF.

Dans ce papier, on propose d’utiliser le filtrage de Kal-
man a deux étages pour estimer 1’état et les défauts d’un
systéme stochastique a temps variant et a temps discret.
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Pour cela, on considere que les défauts sont générés par
un processus stochastique excité par un bruit gaussien
de moyenne nulle et de covariance qui peut étre connue
ou inconnue. Deux cas de figure se présentent alors :
le premier ou on suppose que les propriétés statistiques
du bruit excitant le processus générateur de défauts sont
parfaitement connues et le second ou elles ne sont pas
parfaitement connues. Pour chaque cas, on propose de
développer un filtre T'S K F' approprié. Il s’agit ici d’un
filtre OT'SK F’ pour le premier cas et un filtre RT'SKF
pour le second cas.

Ce papier est organisé comme suit : dans la deuxieme
section, on positionne le probléme et on donne les hy-
potheses utilisées. Les sections 3 et 4 sont consacrées
respectivement a développer le calcul des filtres ASKF,
OTSKF et RI'SKF. Un exemple illustratif est présenté
dans la section 5 mettant en ceuvre ces différents filtres.
Enfin, on termine par une conclusion.

2 Position du probleme

On considére un systéme Y stochastique linéaire a
temps variant discret décrit par :

Trr1 = Apxp + Brug + Flffk + w,"é
29w = Hyxp + F) fi, + vi M
Jerr = fe + w,];

ou x € R" représente I’état du systeme, y € R™ sa
sortie, u son entrée de commande supposée connue et
f € RP le vecteur des défauts a effets additifs. Les ma-
trices A, B, H, F* et I'Y sont connues et de dimensions
appropriées.

Les hypotheses considérées sont les suivantes :
e Hy les bruits wj et v sont gaussiens de
moyennes nulles, non corrélés et de matrices de variance-
covariance :

E(wiwfT) = Qfdre
S(UkveT) = dekg

E(wpv]) =0

2

oll dy est le symbole de Kronecker.
e Hoy : le bruit w}: est gaussien de moyenne nulle et
de matrice de variance-covariance £ (w,{ w{ = Q£ Okes

Ewiw]") = Q¥ oy
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e Hs : I’état initial x( est une réalisation d’une séquence
gaussienne indépendante des bruits wy, w,{ et vy, de
moyenne Ty et de matrice de variance-covariance I

e H, : la valeur initiale f; est une réalisation d’une
séquence gaussienne avec :

E(fo) = fo

E((fo—To)(fo—TF)") =P (3)

e H5 : Condition 1 sur les rangs
rang(Fy) = p, rang(FY) = p,rang(Hy) = m(m > p)

® Hg : Condition 2 sur les rangs
rang(Hy1 FF + F,fﬂ) =p

Le probléme qui se pose maintenant est la synthese
d’un filtre (FIG. 1) permettant d’obtenir une estimation
non biaisée et a minimum de variance de 1’état et des
défauts.

\ 4

> Systeme »

Filtre

\ 4
—

Fi1G. 1 — Filtre estimateur d’état et de défaut

Pour réaliser ce travail, on propose de considérer deux
cas.

- Dans le premier cas, on suppose que les défauts
sont générés par un processus stochastique dont les
propriétés statistiques sont parfaitement connues (Hs) et
qu’on dispose des valeurs initiales de 1’état et du défaut
(H3 et H4). Dans ce cas, la solution la plus simple est
d’utiliser le filtre ASKF pour estimer d’une maniere
optimale 1’état et le défaut, I’optimalité étant au sens de
la minimisation du critere M SE (Mean Square Error).
Une solution équivalente au filtre AS K F' est d’utiliser le
filtre OT'SK F' [3]. En effet, ce dernier permet de garantir
les mémes performances que le filtre ASKF' tout en
réduisant le volume de calcul en nombre d’opérations
d’addition et de multiplication [3].
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- Dans un second cas, on considére qu’on ne dispose
pas des connaissances exactes sur les propriétés statis-
tiques du bruit w£ . Une erreur sur la matrice de cova-
riance Qi peut alors conduire a une large erreur d’es-
timation et voir méme la perte de I’optimalité du filtre
OTSKF. De ce fait, on propose, moyennant certaines
modifications dans les équations de correction qui uti-
lisent les mesures yy, d’obtenir le filtre dit RT'SKF'. Ce
filtre est qualifié de robuste car il permet d’obtenir une
bonne estimation de I’état malgré la présence de défauts
sans étre influencé par les valeurs initiales £, Pg et Py f
ni par les matrices Q£ et Qif . Cela revient a dire qu’on
prend en compte uniquement les hypotheses H1, Hs, Hs
et Hsg.

3 Connaissance parfaite des propriétés
statistiques des défauts

Dans ce paragraphe, on se place dans le premier cas :
les défauts sont issus du modele (1), les matrices Q£ et
Qif sont connues et les hypotheses H1 a Hs sont prises
en compte. On cherche alors a concevoir un filtre de Kal-

man a deux étages moyennant une double transformation
matricielle U — V [3].

3.1 Filtre ASKF

Le systtme a état augmenté correspondant aux
équations (1) est donné par :

Thiq Afxy + Blug + wi 4
Yk Hpx® + vy, %)
X
avec oy = Tk , W= Wk
fr wf
A, Fr By
Af = FloBe= M HE = 1]
0 I 0

Le filtre ASK F correspond au systeme (4)-(5) est un
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L7TEA 2008
filtre de Kalman sous forme standard :
Tk = Am/k + Bjur
Peoe = AP AL + Q
Terierr = Thrrye T B (e — B2 )
Kin = Py HE (H Py HEE + Ria) ™!
P =T =K HE )P,
(6)
avec :
o
afy= "0 Ky =0 (7a)
f(-) K(.)
pe Pffl P(:j'}f . Qp= Qi g’gff (7b)
7 Q@

Le filtre ASKF (6) permet d’obtenir une estima-
tion optimale de 1’état et du défaut. L’inconvénient ma-
jeur de cette approche réside essentiellement dans 1’ac-
croissement du coiit de calcul avec I’ordre augmenté
de I’état. Hsieh et Chen [3] ont montré qu’une so-
lution équivalente a ce filtre, dont 1’implémentation
nécessite moins d’opérations (additions et multiplica-
tions), consiste a utiliser une technique de découplage
pour obtenir un filtre de Kalman a deux étages. Cette tech-
nique fera 1’objet des paragraphes suivants.

3.2 Transformation U-V

L’idée principale, sur laquelle repose cette technique
de découplage, consiste a utiliser une double transforma-
tion T'(U) et T'(V') afin de diagonaliser les matrices de
variance-covariance P’ | /i €t et k41 Par conséquent,
le filtre ASK F sera décomposé en deux sous filtres : un
sous filtre estimateur d’état et un sous filtre estimateur
de défaut. La matrice de transformation utilisée est de la
forme :

I M
T(M) = (8)
0 I
dont I’inverse est facile a obtenir :
o= |1 Y ©)
0 I
et qui jouit de la propriété :
T(A)T(B)=T(A+ B) (10)
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Apres transformation, les grandeurs sont notées :

f%Jrl/k T(_Uk+1)xk+1/k (11)

Pl T(=Uk1) By T (—Ukpa) (12)

Tt /bt T(= Vit 1) g 41 /11 (13)

Prprn = T(Vie) Py T (= Vi1 X14)

Kipn= = T(=Vay)Kin (15)

avec

wy= |20 P = [T DR = 0
: 7 B =f 17" 72l
fo 0 Py K()

Les matrices U et V seront déterminées ultérieurement.

3.3 Découplage

L’utilisation des équations (10) a (15) permet de trans-
former le filtre ASK F' (6) sous la forme :

Tppy, = TEU)ATV)ZL ), + Buk)(16)
P = T(-U) AP AT +Qy)
T (-U) (17)
Tipiker = TV + Kip
(Yh+1 — H,?HT(U)EZH/,C) (18)
Prierr = TV = Kiy Hiyy)
Py T (V) (19)
XZ—H = T(*V)Plgﬂ/kHlﬂl
(H;?HP;?H/kﬂﬁl + Riy1) ' (20)

ou, pour alléger les notations, Uy et Vi1 ont été
plus simplement notés U et V. Dans ce qui suit, les
équations (16) a (20) vont étre simplifiées. On commence
tout d’abord par le développement des équations (17) et
(19) pour trouver les matrices de transformation Uy
et Vi1 permettant la diagonalisation des matrices de
variance-covariance P! /i €t Pl Skl En développant
I’équation (17), on obtient :

Pryajk = AP Al +Qp - 21
-/
Pl =Pl+QL 2
Uit Pry+ Q) = Ui (Phyp + QD =0 (23)
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avec |

Upi1(QF = TUen@D)T 24)
= AV + F,f (25)

vy x x =T
Qr = Q) — Qk:ka—H -

Uk+1

Pour I’équation (19), on obtient :

Pryiper = (= Ky Her1) P (26)
= = =
Pryipyr = (U = Ky Hi1) Pl g 27
U1 = Vit = Ky Sern =0 (28)
avec
Se1 = Hey1Up1 + FY 4 (29)

A présent, il est possible de calculer les matrices Uy 1
et V41 en utilisant les équations (22) et (23) pour Uy
et I’équation (28) pour Vi1 :

U1 = Uppr +(QF —TUpni@Q))

_f _

(Pryajn) ™! (30)
Vitr, = Upt1 — Kiy1Sem (31)

Enfin, a partir des équations (16), (18) et (20), on ob-
tient :

Frpih = ArTun + Brug + T (32)
Fevim = Fip (33)
Ti = Tpgpor + Ky — HiBppeo1)  (34)

Tk/k = ?k/kfl + fi
(yr — HiTrpp—1 — Skfrpp—1)  (35)

Ky, = Pr-1Hj (HyPyy_1HJ + Ry,)~136)
+—f - -
Ky = Py 15t (SkPrje—15F +
HyPyjeyHi + Ry,) ™ (37)
avec
U = (Ug+1 — Uk1) Frsn (38)

3.4 Equations du filtre OTSKF

Les expressions données dans la section 3.3 sont ob-
tenues apres transformation. Pour revenir aux grandeurs
dans 1’ancienne base, il suffit d’utiliser :

(Vi)
—a T
T(Vi) Py T (Vi)

a
Lk /k

Plg/k =



La cinquiéme Conférence Internationale d’Electrotechnique et d’Automatique, 02-04 Mai 2008, Hammamet, Tunisie JTEA 2008 )

Les estimations a posteriori de I’état, du défaut et de leurs
matrices de variance-covariance sont données respective-
ment par :

e = Tum+ Vilin (39)
p ok = P+ Vkﬁi/kaT (40)
fipe = Tk (41)
Pl = Iz (42)

Pour mettre en ceuvre le filtre OT'SKF', on suppose
connues :

- I’entrée de commande wuy,
- les matrices A, By, Hy, F¥ et F}/

- les matrices QF, Ry, Q£ et Qif

- les valeurs initiales g, 70, Fy, Pg et ch f

La mise en ceuvre du filtre OT'SKF est résumée ci-
dessous.

Algorithme 1 : Estimation état / défaut

e Etape 0 : initialisation V) = Py f (Pg /U)*l,
To0 = To — VoS o ?0/0 = fo» Fg/o =Py - VOP({VDT’
Plo=F. k=0
e Etape 1 : sous-filtre estimateur de 1’état

Calculer Uk+1, Uk+1,ug et @i respectivement a partir
des équations (25), (30), (38), (24)

Calculer Ekﬂ/k,ﬁiﬂ/k, Ei—kl’fk—l—l/k-f—l et ﬁi—i—l/k—i—l
respectivement a partir de (32), (21), (36), (34) et (26)
e Etape 2 : sous-filtre estimateur des défauts

- Calculer Sy, 1 a partir de (29)

- Calculer ?kﬂ/k, ﬁiﬂ/k, Fiﬂ, 7k+1/k+1 a partir de
(33), (22), (37) et (35)

- Calculer P +1/k+1 & partir de (27)

- Mettre a jour V1 a partir de (31)

- Calculer I’état corrig€ &y, 4 1 /541 @ partir de (39) - Cal-
culer la matrice variance-covariance P,f 1k a partir de
(40)

e Etape 3, k = k + 1, aller a I’étape 1.

Remarque 1 : une substitution des équations (33) et
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(27) respectivement dans (35) et (37), permet de réécrire :

Trpe = (I_Fisk)?k—l/k—l""
KL (v — HiTippr) (43)
Ki = PLuST(HPL HL + Ry~ (@4

4 Connaissance imparfaite des pro-
priétés statistiques des défauts

On considere maintenant le cas ou I’on ne dispose pas
des connaissances a priori sur le modele générateur de
défauts (1). Cela revient a concevoir un nouveau filtre par
la recherche de nouvelles transformations U et V' de telle
sorte que ce filtre ne dépend pas ni des conditions initiales
fo P({ et Py 7 ni des matrices de variance-covariance

Qi et Qif . On propose alors de déduire ce filtre a par-
tir du filtre OT'S K F' moyennant certaines modifications
d’une part dans les équations du sous filtre estimateur de
défauts (22), (33), (37), (35) et (27), et d’autre part dans
les équations de prédiction de I’état (32) et (21). Ce filtre,
noté RT'SKF, est alors un filtre T'S K F', qualifié¢ de ro-
buste puisqu’il est insensible aux matrices de variance-
covariance Q£ et Q“zf et aux conditions initiales f,, Pg

et Pg . Pour concevoir le filtre RTSKF , on va cher-
cher tout d’abord a rendre les équations (32), (21) et (43)
indépendantes de f, /i~ Pour cela, dans Iéquation (32) on

remplace Ty, par &, — Vkﬁ;/k :

Tii1/k = Arisie+ Brug+ (Ugsr — Upr — AeVi) Fii

- (45)

Pour rendre (45) et (43) indépendantes de f}, /K On im-
pose les deux contraintes :

Ugs1 — Upgpr — ApVi =0 (46)
I—K], Sk =0 (47)

En comparant (45) et (25), on déduit :
Upsr = FY (48)

Compte tenu de (46) et de (47), (45) et (43) deviennent
respectivement :

Tk = ArZr + Brug (49)

_ —f .
Fevierr = K1 Wkt — Her1Trgayn)  (50)

Puis, en substituant (44) dans (47), on obtient :

F£+1/k+1 = (Sis1Ch1 Se1) ™ (51
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avec :
Cr1 = Hk+1ﬁz+1/kle+1 + Rit1
Si on substitue (51) dans (44), on trouve que :
72l - _ _
Ky = (S Gl Ske) 'S0 CL (52

Maintenant on cherche a réécrire 1’équation (22) tout
en remplacant ﬁi /k par P,f i Vkﬁi Ik VkT, il vient alors :

Proayk = AP AL + QF + Qi (53)
avec .
Qr = (Ff — U PLuFf —Up)" = (54

Uk+1QifT — QifUEH + UkJrngUlZ—l—l

Le terme Qj, donné par (54) ne prend pas la valeur zéro
pour Ugy1 = FjY comme indiqué dans [4]. De ce fait, le
non prise en compte de ce terme dans le filtre RT'SK F,
n’assure pas un découplage parfait comme montré dans
la section 3. Finalement, les étapes de la mise en ceuvre
du filtre RT'S K F sont les suivantes :

Algorithme 2 : Estimation état / défaut

e Etape 0 : initialisation_
k‘:O,.@O/O:TOetPg/O:Pg
e Etape 1 : sous-filtre estimateur de 1’état
- Tpy1/k = AkZix + Brug
- .
- Py = AeBp AT + QF
=T T -1
- Kk+1 = Pk+1/kH1?+1%;1
- Try1/kr1 = Thri/k + K1 (Ukt1 — Hep1Trgan)
=y L T
“Priiir = — Ky Hep1) P e
e Etape 2 : sous-filtre estimation du défaut
_f _ _
- Priijerr = (SE 1Oy Skern) ™!
7= - _ _
- Kk+1 = (Slz+1ck—i}1$k+1) 1Sg+1cki1
— _f _
- frt/kr1 = K1 (Ukt1 — He1Tpg1/n)
=i =4
~Vigr = = K1 Hep1 ) FY — K FYL
e Etape 3 : correction B
g1 k11 = Thot/krl T Vi S o1 /pe

: -5 5/
- Pryigitt = Prytert + Virr Prgyna Vi
e Etape 4 : k = k + 1, aller a I’étape 1.
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S Exemple

Pour évaluer les performances du filtre, on considere
un exemple a trois variables d’état :

25,(1) ar 0.1 02 2
k= |zx(2)|» A= {01 06 03], Br=|-15
2(3) 0.5 0.1 0.25 0.5
_ ar = 0.5+ 0.2sin(0.5k)
1 2
Fy=|12|. F{ = 0 = ~1|.fo=0
—1] ! 3
0
Hk:1—1070:0,P{),;f:0
0 1 2
0 0

fo=0, Qf =05I3:3, Ri=01Dy, Q=2
Q" fr = (0.02 0.01 0.02)"

Pour les deux cas d’étude (section 3 et 4), on utilise
la méme séquence de mesure sur I’entrée et la sortie du
systeme (2) et on prend comme valeurs initiales des ma-
trices de variance-covariance :

P¢ = 1001353, P =100

F1G. 2 — Séquence entrée-sortie du systeéme

5.1 Matrices de variance-covariance connue

Les valeurs initiales sont :
QL =2, Qi =(0.02 0.01 0.02)7.
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A la figure 3, on présente 1’estimation a posteriori ob-
tenue par les deux filtres OTSKF et RT'SKF, pour
la premiere variable d’état (1) et le défaut fi. Les
résultats donnés par le filtre AS K F' ne sont pas présentés
car sont sensiblement identiques a ceux fournis par le
filtre OTSKF.

= = = OTSKF[]

Reel
T

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

FIG. 3 — Variable d’état x4 (1) et défaut fj réels et leurs
estimés

920
- = = OTSKkF
““““ RTSKF
80 -

]
60;% i
sof - B
aoh - i
sol \: il

20F V7 4

() 5 10 15 20 25 30 35 a0 as 50

F1G. 4 — Trace de la matrice de variance-covariance de
I’erreur d’estimation d’état

La valeur RM SFE se calcule par la racine carrée de
I’erreur quadratique moyenne entre la grandeur réelle et
sa estimée. Les figures 4 et 5 visualisent respectivement

la trace de la matrice de variance-covariance Pk 1k

de I’état et ?i +1/k+1 celle du défaut. On constate que
le filtre OT'SKF' présente des performances nettement
meilleures que celles du filtre RT'SKF. En effet, une
évaluation de la valeur RM SFE des erreurs d’estimation
a posteriori sur 1’état et sur le défaut (table 1), confirme
cette constatation.
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25

20 -

o 5 10 15 20 25 30 a5 a0 as 50

F1G. 5 — Variance de I’erreur d’estimation du défaut

RMSE | ASKF OTSKF RTSKF
z(1) | 194 191 2.96
(2) | 174 172 2.69
z(3) | 123 122 1.81
i .13 1.13 1.39

TAB. 1 — Valeurs RMSE des erreurs d’estimation

5.2 Matrices de variance-covariance non
connue
On a choisi Q£ = 20 et Qif = (0 0 0), va-

leurs volontairement différentes des valeurs vraies. Dans
ce cas, on observe d’apres les figures 6 a 8 et le ta-
bleau 2 que les performances du filtre RT'SK F restent
inchangées malgré une erreur importante (10 fois plus
grande) sur la matrice Qg. Par contre, on remarque bien
la nette dégradation des performances des filtres ASKF
et OTSKF.

RMSE | ASKF OTSKF RTSKF
zi(l) | 205 202 296
ar(2) | 192 189 2.69
zr(3) | 134 133 1.81
I 141 139 1.39

TAB. 2 — Valeurs RMSE des erreurs d’estimation
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L L L L L L
20 25 30 35 40 45 50

FIG. 6 — Variable d’état z;(1) et défaut f, réels et leurs
estimés

20

s0
7ol -
60 r
s0
a0
30

20

20 25 30 a0 50

F1G. 7 — Trace de la matrice de variance-covariance de
I’erreur d’estimation d’état
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F1G. 8 — Variance de 1’erreur d’estimation du défaut
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6 Conclusion

Dans ce papier, on a présenté deux filtres de Kalman a
deux étages en version optimale OT'SK F' et en version
robuste RT'SK F'. L’objectif c’était d’estimer le vecteur
d’état et les défauts de systémes stochastiques. Pour
cela, on montre dans le cas ou les propriétés statistiques
du bruit de défaut sont parfaitement connues qu’il est
préférable d’utiliser le filre OT'SKFE. Ce filtre est
équivalent au filtre ASKF' et permet de garantir 1’opti-
malité au sens de la minimisation du critere M S E. Dans
le cas contraire, ou les propriétés statistiques du bruit
de défaut ne sont pas parfaitement connues, alors il est
préférable d’utiliser le filtre RT'SK F'. En effet, ce filtre
reste performant (table 2) malgré les erreurs commises
sur les valeurs des matrices de variance-covariance
caractérisant le bruit de défaut. De plus, il n’est pas
nécessaire de connaitre les valeurs initiales relatives au
sous filtre estimateur de défaut.

Parmi les extensions possibles de ce travail, on en-
visage d’introduire un facteur supplémentaire dans le
filtre RT'SKF' sous forme de I’intégrale de 1’erreur de
prédiction dans le but de mieux estimer le défaut. L'uti-
lisation d’autres types de défauts peut €galement &tre un
sujet d’étude.
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