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Notations

Matrices et vecteurs

In (1) Matrice identité de dimensiam(resp. de dimension appropriée)
G Vecteur gradient
H Matrice Hessienne
P>0(P<0) MatriceP symétrique, définie positive (resp. symétrique, négative)
PT Transposée d’'une matri¢e
p-1 Inverse de la matricB
Amax(P) (Amin(P)) Valeur propre minimale (resp. maximale) de
{M“ Mlz} Matrice symétrique, le symbole) représenté..
() Mz 12
Ensembles

N Ensemble des entiers naturels
R Ensemble des nombres réels
R, Ensemble des nombres réels positifs

Acronymes
BMI Inégalité matricielle bilinéaire (Bilinear Matrix Ineaity)
LMI Inégalité matricielle linéaire (Linear Matrix Inequigy)
LTI Linéaire a Temps Invariant

MDC  Multimodele Découplé a temps Continu

MDD  Multimodéle Découplé a temps Discret

MIMO Entrée multiple sortie multiple (Multiple Input Mulle Output)
MISO Entrée multiple sortie simple (Multiple Input Singleitput)
MSE Moyenne quadratique de I'erreur (Mean Square error)
RSB Rapport Signal sur Bruit

SISO  Entrée simple sortie simple (Single Input Single Ottpu

T.S. Takagi-Sugeno

ulo Observateur a entrées inconnues (Unknown Input Obgerve
VAF Variance-Accounted-For
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Introduction générale

La complexité croissante des systémes rencontrés dadsdtiie a sans aucun doute généré
de nouveaux problémes dont la résolution constitue autadéfis a relever par I'automaticien.
La conduite de ces systemes requiert, d’'une part, desgiratde commande de plus en plus
sophistiqguées de facon a améliorer et/ou a maximiser ldsrpgances du systéme et, d’autre
part, l'intégration de modules de surveillance en mesuassdirer un bon fonctionnement et la
sécurité des opérateurs. Les solutions apportées a cepaslgmes passent souvent par une
phase de connaissance de I'état de fonctionnement du syg@mhe biais d’une estimation en-
tiere ou partielle de ses variables d’état et éventuelléohengrandeurs perturbatrices (défauts,
entrées inconnues, etc.). En effet, de nombreuses tedmapisynthese de lois de commande
sont concues en supposant que I'état du systeme est adeeésisimesure. Or, sur un plan pra-
tique, divers facteurs physiques, techniques ou écona@sigendent particulierement difficile
voire impossible la mesure de la totalité des variables dtesye, d’ou le besoin de procéder
a une estimation des variables non mesurables. Dans lextemte la surveillance, I'estima-
tion de I'état du systeme est une source de redondance igoelyElle permet de générer des
symptémes de défaillance du systéme a partir d'un test dérenbe entre des signaux extraits
du systeme qui renseignent sur son comportement réel eigiesig estimés qui traduisent le
comportement attendu. Tout écart non permis entre ceswsiggaele la présence éventuelle de
défauts affectant le fonctionnement du systeme, déefauitscquvient ensuite d’estimer.

D’une fagon générale, I'estimation de I'état d’'un systeropére par le biais d’'un systéme
dynamique auxiliaire, couramment appektimateur d’étabu observateurll est congu sur la
base d’'un modéle capable de représenter avec précisiomigoctement réel du systeme. La
complexité de ce modéle doit en outre demeurer admissilole, ete facon a rendre la tache de
synthése et de mise en ceuvre de 'observateur la plus aiséiblgo(étude de sa stabilité et de
la convergence de I'erreur d’estimation, minimisation diume de calculs, etc.).

Les premiéres études relatives a I'estimation d’état ahinénées a partir de modeéles de
structure linéaire relativement peu complexes. Les atltdsriques de synthése d’observateurs,
basés sur ce genre de modele, semblent avoir atteint urséneenhaturité et de nhombreuses
techniques d’estimation d’état sont disponibles. Cependanecours a ces techniques peut
présenter certaines limites dans nombre de situationg|pest En effet, la caractérisation de
nombreux systémes physiques a I'aide de modeéles linéaaeasosnpagne généralement d’hy-
pothéses simplificatrices, souvent restrictives qui casat par exemple a considérer de faibles
variations du systéme autour d’'un point de fonctionnemennd, réduisant de fait le domaine
de validité du modele. L'estimation d’état fournie par kaovateur congu sur la base de telles
hypotheéses se révéele inefficace lorsque I'objectif esttéioib une estimation d’état valable dans
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un large domaine de fonctionnement du systéme et non pllensent au voisinage d’un point
de fonctionnement donné, les performances du modéle sadigrdés que le systéme s’en
éloigne.

Afin de satisfaire cet objectif, la synthése de I'observadeit se faire sur la base de modéles
plus complexes de nature non linéaire en mesure de repeésermomportement du systeme
dans une large plage de fonctionnement. Cette approchd, dib@éveloppements constants
depuis une trentaine d’années, est a 'origine de diffé@etechniques de synthése d’observa-
teurs (filtres de Kalman étendus, observateurs a grand gaseyvateurs adaptatifs, etc.) pour
des classes spécifiques de modeles non linéaires. Toytfaigison de la multiplicité de leurs
structures et de leur complexité mathématique, les modedinéaires rendent la synthese
et la mise en ceuvre de I'observateur plus difficiles et didggue dans le cas des modéles
linéaires. A ces difficultés se superpose en outre le prabl&nmneux soulevé par I'obtention
d’une représentation globale du comportement du systeme.

En effet, la mise en équations des lois de la conservatioa thatse et de I'énergie qui gou-
vernent un systeme conduit en regle générale a un modelendaissance trop complexe, a la
mise en ceuvre délicate. Dans bon nombre de situations peatite manque de connaissances
a priori sur le systeme peut compromettre la réussite d’'une démdecheodélisation phéno-
ménologique. Dans ce cas de figure, le recours a des teckrdguaodélisation expérimentale
élaborées a partir des mesures d’entrée/sortie recseilliele systeme s’impose. Dans le cadre
de cette démarche de modélisation, la caractérisatiomppge du systéme est tributaire d’'un
choix judicieux de la structure du modeéle. Ce choix est diaypus compliqué que le modele
obtenu doit pouvoir étre exploité lors de la synthése desBobateur. Au probléeme posé par la
synthese de 'observateur vient donc se greffer le probléitial de I'identification parame-
trique du modele avec toutes les difficultés qu’il comporte.

Pour ces raisons, les phases de modélisation du systemesghiti@se de I'observateur
doivent étre envisagées conjointement de maniére a livrersolution adaptée aux problemes
souleveés par I'estimation d’état et par le diagnostic. ivdent alors de proposer des techniques
d’estimation d’état congues a partir de modeles de reptéisem non linéaire, d’une part, assez
généraux de facon a prendre en compte un nombre varié démitade fonctionnement du
systeme (haut degré de généralité pour l'identificationd’atitre part, structurellement aptes a
favoriser la synthése de I'observateur. La problématiduoedge dans cette thése se situe préci-
sément dans cet axe de recherche.

La stratégie d’estimation d’état proposée dans ce mémseirbasée sur une technique de
modélisation globale connue sous le nom générigapatoche multimodel&on principe s’ap-
puie sur la réduction de la complexité du systéme par leifraicement de son espace de fonc-
tionnement en un nombre fini de zones de fonctionnemensdus-modeélee structure simple
et souvent linéaire peut alors servir a la description dupmmtement dynamique du systeme
dans chaque zone. Le comportement global du systeme esteerearésenté en considérant
judicieusement la contribution relative de chaque soudéal®au moyen d’'unéonction de
pondérationassociée a chaque zone de fonctionnement.
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Les multimodéles sont reconnus pour leurs capacités a elpgrdées comportements dy-
namiques, aussi complexes soient-ils, d'une large gamnsystémes. lls se révelent tout a
fait adaptés a la modélisation de systemes a partir de derex@€rimentales. Leur structure
posséde en outre des propriétés mathématiques tres gagtes d’'un point de vue de I'automa-
tique. En effet, les multimodéles facilitent I'extensioa certains outils d’analyse développés
dans le cadre des systémes linéaires aux systemes nomdméaice, sans avoir a effectuer
d’analyse spécifique sur la non-linéarité du systéme.

Dans cette approche de modélisation, deux grandes fardél@sultimodeles sont recen-
sées selon la structure mise a profit pour agréger les sodsleso La premiere, connue sous
I'appellation demultimodéle de Takagi-Sugenest constituée de sous-modéles partageant un
vecteur d’état unique. La seconde, connue sous I'appmila&multimodéle découpjdait in-
tervenir des sous-modeéles découplés (c.-a-d. indépes)dahticun d’entre eux possédant son
propre vecteur d’état.

L'intérét suscité par le multimodéle de Takagi-Sugeno teda modélisation, de la com-
mande ou de I'estimation d’état des systemes non linéaileeg@ment été demontré. Toutefois
d’'un point de vue structurel, tous les sous-modéles comastitce multimodéle ont la méme
dimension, un vecteur d’état unique étant employé. La cerif@l des sous-modeles est par
conséquent constante quelle que soit la complexité dursgstians les difféerentes zones de
fonctionnement. Le multimodéle ainsi obtenu risque aléege sur-paramétré et sa complexité
inutilement augmentée.

La structure du multimodéle découplé, quant a elle, intitogioe certaine flexibilité dans
I'étape de modélisation. Elle permet en effet d’introdudes sous-modéles dont les vecteurs
d’état peuvent étre de dimensions différentes et se démaipsi des structures de multimo-
deles classiqguement utilisées. Dans un contexte d’ideattiibin, le multimodéle découplé offre
alors des degrés de liberté supplémentaires dans la masireead possible la modélisation
de systémes complexes dont la structure peut varier enidondt régime de fonctionnement.
En effet, la dimension de chaque sous-modele peut s’adapéecomplexité du systeme dans
chaque zone de fonctionnement. Il parait intéressant,qasnaisons, d’exploiter la structure du
multimodéle découplé lors de la syntheése d’'un observdtesipossibilités offertes par ce genre
de multimodeéle pour la reconstruction de I'état d’'un systeghpour son diagnostic semblent
néanmoins peu exploitées au regard des travaux actuellgmielies. Les recherches engagées
dans le cadre de ce mémoire visent donc a proposer des @silaés a I'estimation d’état des
systemes et ce, de la phase de modélisation a I'aide d'umnaualéle découplé jusqu’a la phase
de synthése d’observateurs d’état robustes.

Organisation et contributions

Ce mémoire de these a été rédigé a I'image du multimodéle g&coamposé de sous-modeles
indépendants les uns des autres. En effet, sa rédactiantti@siolonté de rendre les chapitres
indépendants les uns des autres tout en veillant a les irggme un ensemble cohérent et ho-
mogene.



tel-00359631, version 1 - 9 Feb 2009

Introduction générale

L'organisation du mémoire reproduit les différentes ésagpai conduisent a la résolution de
nombreux problémes rencontrés dans les sciences de liewgea savoir I'analyse et le choix
d’une structure de modele, I'identification paramétriquesgsteme, le développement d’outils
théoriques de synthése puis leur mise en ceuvre.

Le premier chapitre fait figure d’introduction a I'approche multimodéle. Il eoge les concepts
et les principes généraux sur lesquels elle repose et mrapwsdéfinition précise de la termi-
nologie classiquement utilisée. Il établit les differemeatre les deux principales structures de
multimodéles. Lesecond chapitreaborde le probléme soulevé par l'identification des sysseme
non linéaires a partir d’'une structure multimodele décéupbin d’étre exhaustif, ce chapitre
a néanmoins le mérite de fournir les éléments nécessaisa®présentation multimodele d’'un
systéeme a partir d’'une démarche expérimentale d’identiificale type boite noire. Lesoi-
sieme et quatrieme chapitrescceur du mémoire, sont dédiés au probléme posé par I'egiimat
d’état d’'un systeme a partir de sa représentation multimeode troisieme chapitre propose
une extension de I'observateur de Luenberger ou a gain gropoel classiguement employé
dans les problémes d’estimation d’état. Le recours a lamskrméthode de Lyapunov conduit
a I'obtention des conditions garantissant la convergerce zero de I'erreur d’estimation sous
la forme d’'un ensemble d’inégalités matricielles linésilBans legquatrieme chapitre, ces ré-
sultats sont étendus a la synthése des observateurs d@astes” vis-a-vis des perturbations,
des incertitudes paramétriques et des entrées inconnseesibles d’affecter le comportement
dynamique du systeme. L'estimation d’état robuste auxupeations et aux incertitudes para-
métriques est initialement traitée en considérant un ehtsur a gain proportionnel. Le gain
de cet observateur est obtenu de fagon a atténuer I'impastsigerturbations sur I'erreur d’es-
timation tout en imposant des performances dynamiquessggtde convergence, etc.). Cet ob-
servateur n'offre toutefois pas au concepteur tous lestdeadp liberté nécessaires a I'obtention
d’'un compromis satisfaisant entre les performances dymagside I'observateur et le rejet des
perturbations, un objectif dégradant généralement Ealrour surmonter ces difficultés, il est
fait appel a une structure particuliere d’observateur diai proportionnel-intégral en mesure
de généraliser I'observateur a gain proportionnel stahdad’introduire des degrés de liberté
supplémentaires dans la phase de synthese. Quant au peotkdehestimation d’état robuste
vis-a-vis des entrées inconnues, il est traité a I'aide doservateur particulier a entrées incon-
nues ditobservateur a gain multi-intégraCe dernier rend possible I'estimation simultanée de
I'état du systéme et des entrées inconnues affectant sopartament. Ces estimations peuvent
étre directement mises a profit face aux problemes posés dargnostic et la surveillance des
systemes. Soulignons que la conception des observateans prgportionnel-intégral et a gain
multi-intégral n’a, a notre connaissance, pas encore é&élab dans un cadre multimodéle.
Enfin, lecinquiéme chapitre établit, a partir de quelques exemples académiques, uetiea

la démarche d’identification et celle de I'estimation dtéta montre dans quelle mesure ces
résultats peuvent étre exploités dans un contexte de ditignies systémes non linéaires.
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Chapitre 1. Introduction a I'approche multimodeéle

1.1 Introduction

La caractérisation du comportement dynamique d’'un systparde biais d’'un modéle mathé-
matique, représente une étape fondamentale dans de n@abiisciplines scientifiques telles
gue les sciences physiques et de la nature, les sciencesesoei économiques, les sciences
de l'ingénieur, etc. Dans ce dernier contexte, le modeldématique joue un réle central dans
la conception (dimensionnement des composants, simualatimérique), I'étude (analyse des
mécanismes inhérents au comportement du systeme) et laito(mptimisation du comporte-
ment, commande et surveillance) d’un systeme existant onstiuire.

Le modéle mathématique d’'un systeme est une image abstesliteréalité qui se présente
généralement sous la forme d’'un ensemble de variablespdédaos et/ou d’équations. Comme
I'indiquent Edwards et Hamson dans l'introduction de leuvrage Guide to mathematical
modelling[Edwards et Hamsqr2001]] :

“Laréussite d’'un modele dépend généralement de la faailie€ laquelle il pourra
étre utilisé et de la précision de ses prédictions. Remasjagalement que tout
modele possede wdomaine restreint de validitét ne peut étre exploité en dehors
de ce domaine. *

Leurs propos mettent clairement en évidence les trois &sfpmudamentaux que tout modéle
est censé revétir, a savoir le domaine de validité, la pogcist la simplicité.

Tout modele posséde un domaine restreint de validité fixgread'exemple, par les aspects
physiques du systéme ou par les hypotheses de travail élmiseke la procédure de modélisa-
tion.

La précision implique que le modéle décrit le plus fidelenygsible les phénomenes et les
interactions entre les différentes grandeurs caradtfrest du systéme ou a défaut son com-
portement entrée/sortie. Le modele livre ainsi, dans somailee de validité, des prédictioas
posterioriexactes et exploitables ultérieurement.

Enfin, la simplicité conditionne le choix des outils théomlg permettant de répondre a des ob-
jectifs classiques en automatique tels que I'estimati@wvdeables non directement mesurables
ou la commande du systéme.

La simplicité et la précision du modéle sont toutefois debjectifs de modélisation antago-
nistes, la simplicité du modele dégradant en régle génkxgieécision des estimations et vice
versa. |l s’avere alors nécessaire de parvenir, au coutétdpé de modélisation, a un compro-
mis entre ces deux aspects et ce, tout en garantissant léragoaeavalidité le plus large possible.

Ce compromis passe souvent par le choix de la structure ddelagius apte a représenter
le comportement dynamique du systeme. Dans un contexterdifitation des systemes, deux
grandes familles de modéles peuvent étre distinguées etidorde leur type de structure, li-
néaire ou non linéaire.

L'identification des systemes basée sur une structureiten@atemps invariable (LTI) a
atteint un certain degré de maturité et des outils perfotsndiidentification ont été établis dans

1« Generally the success of a model depends on how easily ibearsed and how accurate are its predictions.
Note also that any model will havelianited range of validityand should not be applied outside this range. ”

10
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la littérature Walter et Pronzatdl994 Ljung, 1999 Mensler 1999. D’aprésLjung [1999, la
sortiey(t) d'un modele LTI & temps discret excité par une entr@e et perturbé par un bruit
additif w(t) peut étre caractérisée d’'une fagon générale par un modédatene

C(qt)
D(q1)

ol g~ est I'opérateur retard et of(q~Y), B(q1), C(q1), D(g71), F(g~?) sont des poly-
ndmes erg L. Il est possible de recenser, selon les polynémes choisigroa 32 structures
différentes de modeles, les plus répandues étant cellepdéalena réponse impulsionnelle finie
(A=C=D=F=1), du modéle a erreur de sortie (A=C=D=1), du moddRX (F=C=D=1) et du
modele ARMAX (F=D=1). La structure mathématique des modg€lés favorisé I'émergence
de nombreuses techniques d’identification, d’analyse ebdenande qui ont permis de fonder
les principes de I'automatique moderne. Ces outils théesgimplifient considérablement la
résolution de nombreux problémes régulierement renceoetm@utomatique.

A(g Hy(t) = w(t) (1.1)

La majorité des systémes physiques présente cependardgrdpsitements bien plus com-
plexes et donc difficiles a caractériser dans une large gladenctionnement par des modéles
linéaires de la formel(1). En effet, I'hypothése de linéarité du systeme n'y estfié@rique tres
localement autour d’un point de fonctionnement donné. Ldétisation correcte du comporte-
ment global de ces systémes nécessite le recours a des mddedprésentation plus “sophisti-
qués” de nature non linéaire. La relation entrée/sortia dwdele non linéaire se présente sous
la forme générale

yt) = 9(o(t),8)+w(t) , (1.2)

ou g(.) est le modélef le vecteur de parametres du modeélepét) le vecteur de régression
c.-a-d. le vecteur de variables expliquant le comporterderslysteme. Le vecteur de régression
fait intervenir les variables d’entrée du systéme et éwadlgment de sortie du modele ou du
systéme a identifieBjoberg et al[1993 proposent un classement, établi en fonction du vecteur
de régression utilisé, des différentes familles de modededinéaires :

e Modéles NFIR, dans lesquels seuft — k) est utilisé pour construire le vecteur de ré-
gression.

e Modéles NARX, dans lesquelgt — k) et y(t — k) servent a construire le vecteur de
régression.

e Modéles NOE, dans lesqueal§t — k) ety(t — k) servent & construire le vecteur de ré-
gressiony(t) étant la sortie du modéle.

e Modéles NARMAX, dans lesquelst — k), y(t — k) et (t — k) servent a construire le

vecteur de régression ave(t) = y(t) — y(t).

Il convient toutefois de remarquer que le choix du vecteuréggession ne détermine pas
la structure interne du modéle, toute forme mathématiqu detant admissible comme mo-
dele. Dés lors, I'extension aux systemes non linéairestdestsres proposées dans le cadre des
systémes linéaires est difficilement envisageable. lliatexévidemment pas de modéle unique
apte a caractériser le comportement d’un systeme, diff@readeles pouvant étre employés en
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fonction de la structure interne choisie. Afin de guider aaurice choix, outre les criteres de
simplicité et de précision requis, des criteres suppléaie tels que I8exibilité, lagénéralité
(c.-a-d. la capacité a prendre en compte un nombre varid¢usisns différentes de modélisa-
tion) et latransparencédc.-a-d. la facilité a interpréter et/ou a analyser le mepdbivent étre
pris en considération.

L'élaboration de modéles de représentation non linéaigtirdes a la prévision, la com-
mande ou la surveillance figure parmi les thémes de rechercbetournables en automatique.
On peut mentionner, parmi les différentes structures deé&tesdnon linéaires couramment
utilisées, les séries temporelles et de Volterra, les estiors a noyau, les modéles a blocs
structurés, les réseaux de neurones, les modeéles flousptEdan par décomposition en onde-
lettes, I'approche multimodéle et des approdingdzidesssues de la combinaison de différentes
approches comme par exemple les modéles neuro-fliaugy [L993 Babuska et Verbruggen
2003, les modéles flous d’'HammersteiAljonyi et al, 200Q ou les réseaux de neurones de
modéeles de type Wiener et de type Hammerstéanfzak2004 (une étude approfondie des
structures de modéles et des techniques de modélisatipréssntée danS[oberg et al.1995
Boukhris 1998 Ljung, 1999 Gass9200Q).

Le choix d’'un modéle non linéaire souléve donc un problénmeldonental, chaque struc-
ture présentant a la fois un certain nombre d’avantagesnetaivénients. Le modele recherché
doit, dans tous les cas, étre suffisamment général de fagumeésenter avec précision une large
classe de systemes. Sa structure doit de plus favorisabdéhtion d’outils théoriques d’ana-
lyse et de synthése destinés a faciliter son exploitationtefois, la multitude de formes que
peut revétir un modéle non linéaire rend difficile la mise &te d’'une théorie unique a la fois
générale (c.-a-d. applicable a toutes les formes) et ekliaifs.-a-d. en mesure d’exploiter de
facon systématique n'importe quel modele non linéaire).

Dans ce mémoire, on a opté pour umgproche multimodéleEn effet, les multimodéles
constituent un outil adapté a la modélisation des systeomaplexes. lls sont également dotés
d’une structure aux propriétés mathématiques parti@rent intéressantes du point de vue de
I'automatique. lls permettent donc de parvenir a un bon gomjs entre complexité et simpli-
cité. Le présent chapitre, divisé en quatre sections,dnitd’approche multimodéle. 1l débute
par un rappel succinct des tests permettant de conclure saradctere linéaire ou non linéaire
d’'un systéme. Cette étape de tests permet de justifier le dooiype de structure, linéaire ou
non, utilisé lors de la phase d’identification. Aprés cessodérations générales, la deuxieme
section présente les modeéles a blocs structurés, formesulfienodéle relativement élémen-
taires. L'approche multimodele proprement dite fait letbfles deux dernieres sections. Une
présentation des principes régissant I'approche multéfeodt de la terminologie a laquelle
elle fait appel est proposée. Une attention particulieraesordée aux différentes structures de
multimodéles. En effet, dans ce contexte de modélisatiagrdgation des sous-modeles peut
s’opérer de diverses facons donnant toutes lieu a difféseciasses de multimodelesilpv,
1991. Deux grandes familles de multimodeles sont recensées $eltilisation d’'un vecteur
d’état unique ihultimodéle de Takagi-Sugermu de plusieurs vecteurs d’étatltimodele dé-
couplé dans les équations du multimodéle. Le lien entre I'appeaciultimodéle et d’autres
techniques de modélisation de systemes non linéairesad@&rokent mis en évidence.

12



tel-00359631, version 1 - 9 Feb 2009

1.2. Sur le caractere linéaire ou non linéaire d’un systeme

1.2 Sur le caractere linéaire ou non linéaire d’'un systeme

Dans un contexte d’identification, la détermination du ctinee, linéaire ou non linéaire, du sys-
téme a identifier constitue une étape fondamentale. |l esstiple pour y parvenir de procéder a
une série de tests sur les données d’entrée et de sortie anilgzosition pour I'identification.
Cette information sur la nature du systeme peut aider le gdeagea choisir la famille de mo-
deles, linéaire ou non linéaire, la plus apte a représeatece@mportement dynamique.

Cette section se propose de rappeler quelques tests clesgigumettant de déterminer la
nature linéaire ou non d’'un systeme.

1.2.1 Propriétés de linéarité d’'un systeme

Un systeme présente un comportement linéaire s'il réponorddlement aux propriétés de
superpositioretd’homogénéit@éfinies ci-dessousiaber et Keviczky1999 Nowak, 2003.

Définition 1.1 (Superposition) Un systéme obéit au principe de superposition si les rémonse
du systéme a différentes excitations sont additives. Soéyemple y(t) la réponse du systéme

a I'excitation u(t) et y(t) la réponse a I'excitation (t). La propriété de superposition est
vérifiée sila réponse a l'entrégt) = uy(t) + ux(t) est donnée par(y) = yi(t) +ya(t).

Définition 1.2 (Homogénéité) Un systeme obéit au principe d’homogénéité si les réponses
du systéme a différentes excitations sont proportionse8eit par exemple,(t) et cut) deux
signaux d’excitation appliqués séparément au méme sygtmineest une constante). La pro-
priété d’homogénéité est vérifiée si les sorties résultant'application de ces entrées sont
données respectivement pdt)yet cy(t) quel que soit le facteur d’échelle c utilisé.

aquy(t) + agua(t) N aryi(t) +agya(t)
Systéme linéaire |~~~ " "y

ajuy(t) +apup(t) Systeme f(aur(t) +agup(t)) # aqyi(t) + agya(t)

non linéaire

Figure 1.1 — Systéme linéaire et systéme non linéaire

La sortiey(t) d’un systeme linéaire a une entndé¢) de la forme :
p
u(t) = 3 au(t) (1.3)

doit vérifier, d’'une fagon générale, la condition :
p
yt) =S ai(t) (1.4)
2
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ouy; est la sortie du systéme a une excitation particuligreoit

yi(t) =g(ui(t)) (1.5)
oug(.) est le systeme a tester.

En conclusion, un systéme est dit linéaire s’il obéit cam@inent aux propriétésletl.2
et par opposition un systéme est dit non linéaire s'’il nedspecte pas (voir figurk1).

1.2.2 Tests de non-linéarité d’'un systéme

Haber et Keviczky1999 proposent un recueil de tests non paramétriques dans teaides
temporels, fréquentiels ou spectraux. Ces tests délivreogriain nombre d’'indices permettant
de conclure sur le caractéere non linéaire d'un systéme.

Les relations entre les tests portant sur la non-linéatitéseindices associés sont les sui-
vantes :

e Tous les tests sont définis de fagon a obtenir un indice nalsidteme est linéaire.

¢ Sil'indice associé au test est différent de zéro alors l&esys étudié est de nature non
linéaire.
e Le fait que l'indice soit nul n’est pas une condition suffigapour conclure sur la li-

néarité du systéme, sauf si au cours du test le systeme acit® gar tous les signaux
admissibles en amplitude et en forme.

e Untestréalisé sur un systeme excité par un nombre fini dagigmeut fournir un indice
renseignant sur la non-linéarité du systeme. Rien ne peenhdapt étre avancé sur la
linéarité.

e Les tests et les indices ne sont valables que dans un donsitneuper de fonctionne-

ment du systéme déterminé par les signaux d’entrée. EnleffeaEme test peut conduire
a un indice différent si un autre domaine de fonctionnemsinéxplore.

Deux tests réalisés dans le domaine temporel sont rappetiessous Billings et Voon
1983 Thomson et a).1994.

Test temporel basé sur la réponse indicielle

Considérons un niveau normal de fonctionnemeatrfial operating leveldu systéméup(t), yo(t)].
Le test comprend deux phases. La premiere phase consigbdiGuapun changement constant
au niveau du signal d’excitation saig(t) + Aui, & enregistrer le signal ainsi obtew(t) puis

a ramener le systeme a son comportement nominal de dépagcbade phase consiste a ap-
pliquer un deuxiéme signal d’excitation au systéme ugiit) + Au, et & enregistrer la nouvelle
sortie du systéemg,(t). Remarquons que les changemehis et Au, sont liés par la relation :

Aup = pAU]_ , (16)
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ou p est un facteur d’échelle. On calcule ensuite le rapport :

t _
o(t) = M . (1.7)
yi(t) — Yo
Si d(t) n’est pas constant ou égapéalors le systéme peut étre considéré comme non linéaire.

Les changements gedoivent étre positifs et négatifs de facon a explorer I'espide fonction-
nement du systéme. Un indice sur la non-linéarité du sysesneonné par :

9(t) — P

ol
Ainsi, en considérant des signaux sans bruit, un systemeoasiinéaire sin > 0 (linéaire si
n = 0 dans la plage de fonctionnement donnée). Dans le cas tentraonvient de reproduire
le test plusieurs fois et d’en prendre la valeur moyennesssilgnaux sont bruités.

n = max (1.8)

Remarque 1.1.Le fait que deux systemes aient un indice similaire ne saiirpads par des
comportements dynamiques similaires. En effet, ce tebagstsur le comportement en régime
statigue du systeme, son comportement dynamique n’étamtrizaen considération.

Remarque 1.2.Ce test peut également étre effectué a partir de 'analysa dardactéristique
entrée/sortie du systeme en régime statique. La relatiailiétentre les données d’entrée et de
sortie doit étre linéaire et de pente constante égate a

Test utilisant les corrélations entre les sorties du systee[Billings et Voon, 1983

Il est supposé que I'entrégt) et le bruit du systeme(t) sont décorrélés, de moyenne nulle et
que tous les moments impairs dg) et dew(t) sont nuls. Tous les moments pairsude) sont
supposeés disponibles.

Le test consiste a appliquer un signal d’entrée de la foatg+ b, ou b est un signal
constant, et a enregistrer la sorgi¢) du systeme. Le signal de sortie est ensuite centreé :

N
Ye(t) =y(t) -y ou y= Zy(t)/N , (1.9)
t=
puis on calcule la fonction de corrélation :

B2 (T) = E[yelt + 1) (¥e(1)?] (1.10)
Le systeme est considéreé linéaire, dans la plage de fometioant donnée, si et seulement
Si:
Bey2(T) =0 VT . (1.11)

Soulignons que le signal constdnést ajouté a I'entrée de fagon a ce que tous les termes reflé-
tant la non-linéarité du systéme soient mis a contributiamsde calcul deg, »(7).

Par ailleurs, la contrainte sur les moments du signal déentft) peut étre assurée par un
choix approprié du signal d’entrée, en considérant par pleom signal sinusoidal, un signal
de type gaussien, etc. Cette hypothése peut étre vérifiedadard E[u(t)u(t + 11)u(t + 12)]
V11, To.
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1.2.3 Mesures de la non-linéarité d'un systeme

Les tests proposés dans la sectich2se contentent de conclure sur le caractere linéaire ou non
linéaire du systéme (oui/non). Cependant, la mesudedre de non-linéaritdu comportement
entrée/sortie du systéme serait susceptible de livremdesmations bien plus intéressantes. A
titre d’exemple, cette mesure pourrait justifier 'empléinke loi de commande de type non
linéaire pour le systéeme. En effet, si le systeme n’était ‘fmiblement non linéaire” alors la
conception d'une loi de commande de type linéaire seraitesune de fournir des performances
dynamiques largement satisfaisantes.

De nombreux auteurs ont cherché a établir une telle meGwizy[1996 a congu une mé-
thodologie permettant de mesuterdegré de courburde la caractéristique en régime statique
d’'un systéme non linéairgdelbig et al.[200] et plus récemmenBchweickhard{2004 ont
proposé différentes mesures du degré de non-linéaritégtienmt de quantifier I'erreur d’ap-
proximation du meilleur modeéle linéaire d’un systeme nogdiire.

Le probleme soulevé par la mesure du degré de non-linéamitésgsteme demeure néan-
moins ouvert et ce, en dépit des nombreux efforts fournis.

1.3 Modeles de systéemes a base de blocs structurés

Un moyen relativement simple de représenter le comportenmanlinéaire d’'un systéeme re-
pose sur l'utilisation de modeles a base de blocs struc{@lésk-oriented modeJdNarendra
et Gallman 1964. Ces derniers sont élaborés grace a la combinaison de decs dé¢ base :
un élément non linéaire statique et un élément linéaire myoaze.

La combinaison de ces deux blocs peut conduire a I'élalmordtun grand nombre de struc-
tures de modeles. Parmi les différents modéles a base dedilocturés, les modéles d’'Ham-
merstein et de Wiener sont probablement les plus réparidise présentent sous la forme d’un
modeéle dynamique linéaire en cascade avec un élémeniugategtype non linéaire. Leur dif-
férence provient de I'ordre dans lequel ces deux blocs s@septésRearsorf1999 a établi
une comparaison exhaustive entre ces deux modéles). Laitgaga ces deux modeles structu-
rellement simples a représenter des comportements nairés&complexes est a l'origine du
succes rencontré par cette technique de modélisation.

L'identification des systémes non linéaires a l'aide de $lsitucturés remonte au milieu
des années 6(Nfarendra et Gallmariio6q et a été depuis largement abordée dans la littéra-
ture Haber et Unbehaued99Q Mielcarek 1990. Bien que considérablement exploités pour
la modélisation, la commande et le diagnostic, ces modslgsdujours I'objet de nombreux
travaux de recherche.
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1.3.1 Le modele dHammerstein

Le modele d’Hammerstein se compose d’'un élément statiqodim&aire suivi d'un élément
dynamique linéaire. Sa structure est présentée sur la figlre

ult v(t)
) Elément statique _ | Elément dynamiqu
non linéaire > linéaire

)
J <
—
=

I ———

Figure 1.2 — Modéle de type Hammerstein

La représentation d’état du modele de type Hammersteiroestés par :
v(t) = f(u(t)) , (1.12a)
X(t+1) AX(t) +Bwv(t) , (1.12b)
y(t) = Cx(t)+Dv(t) , (1.12c)

ou x € R" est I'état,u € R" le signal d’entrée du modele,c R™ le signal d’entrée du bloc
dynamique linéairef (.) : R" — R™ la fonction vectorielle caractérisant I'élément statigoa
linéaire ety € RP le signal de sortie du modele. Il convient de remarquer qusdales grandeurs
accessibles physiqguement sont le signal d’entii€eet le signal de sortig(t). Le signalv(t)
est un signal fictif de modélisation et n’est pas accessible.

Les modéles d’Hammerstein se révelent bien adaptés a letéasation, au moyen d’un
modele linéaire, du comportement dynamique d’un systéeme ldtionneur présente un ca-
ractére non linéaire (saturations, zone morte, etc.).

1.3.2 Le modele de Wiener

D’un point de vue structurel, le modele de type Wiener eseledant du modéle d’Hammer-
stein. Il s’obtient en inversant I'ordre des éléments deeb&s structure est présentée sur la
figurel.3

u(t) . . v(t) ) ) y(t)
Elément dynamique Elément statique
linéaire non linéaire

v

Y

.

Figure 1.3 — Modéle de type Wiener

La représentation d’état du modele de type Wiener est dgmanee

X(t+1) = Axt)+Bu(t) , (1.13a)
v(t) = Cx(t)+Du(t) , (1.13b)
yt) = f(vv) (1.13c)

ou x € R" est I'état,u € R™ le signal d’entrée du modéle,c R" le signal de sortie du bloc
dynamique linéairef(.) : R" — RP la fonction vectorielle caractérisant I'élément statiquoe
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linéaire ety € RP le signal de sortie du modéele. Comme dans le cas du modéle ditdastein,
les seules grandeurs accessibles physiquement sont & digntréeu(t) et le signal de sortie
y(t).

Les modeles de Wiener se révelent bien adaptés a la casatigm, au moyen d’un modéle
linéaire, du comportement dynamique d’un systeme dontpéeca présente un caractére non
linéaire.

Exemple 1.1(Test de non-linéarité des modeéles de Wiener et d’Hammersie)
Il est possible de faire appel au test temporel basé sur lamép indicielle (c.f. sectioh.2.2
afin de vérifier le comportement non linéaire des structugeg\iener et d’Hammerstein.

A cet effet, on considére des modeéles de Wiener et d’'Hanwimeidaborés a l'aide des
deux mémes blocs structurés. L’élément dynamique linéatrdonné par :

y(t+1) = 0.5y(t) + 0.5u(t) (1.14)
et I'élément statique non linéaire par (tf) = 0.1+ cog4m(t)) exp(—0.75m(t)).
La figure 1.4 présente la caractéristique de I'élément statique et Iggonses indicielles

de I'élément dynamique a des entrées constantes d’amgéitddférentes. Il est possible de
constater que I'élément dynamique linéaire a un gain uretai

-0.5¢ e ey STy N G S |

0 015 i 15 0 é 4‘1 é é 10

m t

Figure 1.4 — Elément statique non linéaire (a gauche) ensgwoindicielles de I'élément dyna-
mique linéaire (a droite)

Les indices(1.8) calculés pour les modeles de Wiener et d’Hammerstein samiixeg
n = 2.8. Il estainsi possible de conclure positivement sur le cenacnon linéaire des modéles
d’Hammerstein et de Wiener dans leur domaine de fonctioeneri convient de remarquer
gue les indices associés a ces deux modeles sont identiquekep valeurs numériques utili-
sées dans cet exemple et ce, malgré des comportements gyeartdargement différents (c.f.
exemplel.?).
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Il est important de souligner que les modeles d’'Hammersteide Wiener, bien qu’ils
soient construits a partir des mémes blocs structuréssiped® des comportements différents.
L'exemple suivant propose une comparaison entre ces dedrlem

Exemple 1.2(Comparaison entre les modeles de Wiener et d’Hammerstejn
On considére les modeles de Wiener et d’Hammerstein engpliayss I'exemplé. 1

-a-uy(t) = —0.5

-0.5¢F H T e A e m AL A e )

Figure 1.5 — Réponses du modele de Wiener (a gauche) et dueritk@lmmerstein (a droite)

Les réponses indicielles des modéles de Wiener et d’'Harteires différents échelons
d’amplitudes variables sont illustrées sur la figuré. Remarquons que la caractéristique en-
trée/sortie en régime statique des deux modeles est imposéeement par I'élément statique
non linéaire, I'élément linéaire ayant un gain unitaire.d.deux modeles présentent ainsi le
méme comportement en régime statiqalers qu’ils exhibent desomportements dynamiques
trés différents(figure 1.5). En effet, le comportement dynamique du modele d’Hameaie st
proche du comportement dynamique de I'élément linéaiédéent statique affectant seule-
ment le gain du modele. En revanche, le comportement dyoantig modéle de Wiener est
fortement modifié par I'élément statique qui fait méme apfier des phénomenes oscillatoires.

Par consequent, I'interconnexion de ces deux blocs peuly® des comportements dyna-
miques tres différents, le modéle de Wiener pouvant présentcaractére non linéaire plus
marqué que celui d’'Hammerstein.

1.3.3 Modeéle de type Hammerstein-Wiener

La combinaison de ces deux structures permet d’élaboremddgles plus complexes. Ainsi,
par exemple, le modeéle de type Hammerstein-Wiener donipl@sentation d’état est donnée
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par :
v(t) f(ut)) , (1.15a)

X(t+1) AX(t) +Bwv(t) , (1.15b)

s(t) = Cx(t)+Du(t) , (1.15c)

yit) = f(s(t) (1.15d)

est obtenu en considérant un modéle d’Hammerstein suivi diodéle de Wiener. Un mo-
dele de type Wiener-Hammerstein peut également étre olsignce méme principe mais en
inversant I'ordre des modeéles.

u®) v

" Elément dynamiqu

[¢)

] _ » linéaire
Elément statique

non linéaire

D

Elément dynamiqu Elément statiqu

AD

linéaire non linéaire

Figure 1.6 — Modéle de type Wiener-Hammerstein

Il est également possible d'imaginer d’autres combinagans complexes en introduisant
par exemple des boucles de rétroactiBagdot et Mielcarek1992 Pottmann et Pearsph998
Pearson et Pottman800Q Paduart et a].2007 telles que celles illustrées sur la figutes.
Remarquons toutefois qu’en pratique ces formes trés élabpeuvent se révéler difficilement
exploitables.

Commentaires sur les modeles a base de blocs structurés

Les modéeles a base de blocs structurés revétent de nomhvantages. Leur structure relative-
ment simple rend leur identification aisée et peu colteusersps de calcul. De plus, I'intégra-
tion de connaissancesriori sur le comportement dynamique du systeme peut se faire die fac
intuitive (saturations des actionneurs ou des capteursjet#anche, ils peuvent s’avérer inef-
ficaces a I'heure de décrire globalement le comportemerdrdigque d’un systéme fortement
non linéaire. En effet, cette technique de modélisatiopmise sur la recherche d’une transfor-
mation relativement rigide de la non-linéarité du systebwce fait, le degré de flexibilité du
modéle est inévitablement réduit et le comportement déBysine peut, en régle générale, étre
décrit que dans une plage de fonctionnement assez restreint
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1.4 Modéeles de systemes par une approche multimodele

La littérature propose un nombre important d’approchededfiification visant a accroitre la
flexibilité du modele et ce, afin d’élargir la plage de fonntiement du systeme a identifier.
Ces différentes approches de modélisation, objet d’un dppelment croissant au cours des
dernieres années, se retrouvent sous diverses appdlalams des contextes plus ou moins
connexes. On peut les regrouper sous le nom générig@modiches multimodelddlurray-
Smith et Johanseri997 Leith et Leitheagd 1999 200Q Gao et al. 2004. Un tour d’horizon
complet sur I'approche multimodéle et sur les approchese&x#s est présenté dans I'ouvrage
de référence édité padturray-Smith et Johansdi997.

La philosophie de I'approche multimodeéle repose sur lanfraigtation d’'un probleme com-
plexe en sous-problemes plus simples a résoudre et dordligas individuelles conduisent
a la résolution du probleme d’origine. Cette méthodologse\d remplacer la recherche d’un
modéle uniquey(.) souvent difficile & obtenir par la recherche d’'une famillesdes-modéles
gi(t) et de fonctions de basbdsis functionppi(.) :

L
g(¢(t),0) = _Zlui<-)gi(¢(t),6ﬁ) , (1.16)
1=
I'ensemble caractérisant le comportement global du systém

yt) = 9(¢(),6) . (1.17)

Un choix judicieux de la structure des sous-mode|é€s et des fonctions de bagg(.) permet
en théorie d’approcher avec une précision imposée n'irpuel comportement non linéaire
dans un large domaine de fonctionnement. Remarquons queeel¢ystratégie de modélisa-
tion n'est pas propre au domaine de I'automatique. En déedrincipe dudiviser pour régner
sur lequel se fonde I'approche multimodéle est largemgranéu dans divers domaines tels
que la statistique, I'économétrie, etc. Mentionnons a titexemple I'algorithme MARSNul-
tivariate Adaptative Regression Splingsriedman 1991, une procédure de régression non
paramétrique largement exploitée dans les domaines datistisjuie.

L'approche multimodele consiste, plus précisément, airéda complexité du systeme en
décomposant son espace de fonctionnement en un nombre fmunés de fonctionnement
Le comportement du systéme étant de moindre complexitéatatgie zone, usous-modele
de structure simple peut alors étre utilisé. Ainsi, en fammctle la zone ou le systéme évolue,
la sortie de chaque sous-modele est plus ou moins mise dbegittn en vue d’approcher le
comportement global du systeme. La contribution de chagu&-siodéle est quantifiée par une
fonction de pondératioassociée a chaque zone de fonctionnement.

Il semble important, a ce niveau, de définir avec précisispilacipaux termes utilisés dans
un contexte de modélisation multimodéle.

Zone de fonctionnement : domaineD; issu du partitionnement de I'espace de fonctionnement
D c R" du systéme tel quB = U;D;. Le systeme présente un comportement dynamique
relativement homogéne dans chaque zone de fonctionnement.
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Variable de décision ou d’indexationé € R! : variable vectorielle connue, caractéristique du

systeme et accessible par mesure en temps réel. Elle peytagtexemple une variable
d’état mesurable et/ou un signal d’entrée du systeme.

Fonctions de pondérationy; (& (t)) : fonctionsy; (& (t)) : Rl — R! dépendant des variables de
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décision. Elles sont associées aux différentes zones dédonement et servent ainsi a
guantifier graduellement I'appartenance du point de fonciement courant du systéme
a une zone de fonctionnement donnée.

Les fonctions de pondération sont choisies de fagcon a véléfsepropriétés de somme
convexe suivantes :

_im(f(t))zl et O<p(&(t) <1, Vi=1,--,L, W. (1.18)

Elles peuvent étre construites soit & partir de fonctiongrdvéles discontinues (p. ex.
fonctions triangulaires ou trapézoidales) soit a partfiodetions a dérivées continues (p.
ex. fonctions gaussiennes ou sigmoides). On opte ici pafaretions de pondération
i (.) construites a partir de fonctions gaussiennes. Ce choixqiefimbtenir, d'une part,
des fonctions faciles a calculer dans le cas multivariable’autre part, des fonctions
continuement dérivables.

Elles sont obtenues, dans le cas monovariable, a partirideds(.) : Rt — R*?

2
@(EM) = exp(—M) (1.19)

ai2

dont les parametres sont les centiest les dispersions;. Dans le cas multivariable, les
fonctions de pondération sont calculées par ladoi) : R} — R

L (&) —ci)”

w(&(t) = exp(——J : : (1.20)
Jll o’

oué; sont les éléments du vecteur de décisjon

Les fonctions de pondération s’obtiennent enfin par nosatbn des loisy (& (t)) :

(1.21)

Il convient de remarquer qu’une dispersion commuane g; (oj = ¢j j dans le cas mul-
tivariable) a toutes les fonctions de pondération évitglemomenes dits de réactivation
dans lesquels une méme fonction de pondération est sigivdiceent différente de zéro
en deux zones de fonctionnement distincteagso2000.
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Exemple 1.3(Exemple de fonctions de pondératioh

La figure 1.7 illustre les fonctions gaussiennes(.) et les fonctions de pondératign(.) in-
dexées pag < [0,1] avec L= 3, des centresic= 0.15, ¢c; = 0.5, cz = 0.85 et de dispersion
o = 0.15. La figure 1.8 llustre l'allure des fonctions gaussiennes dans le castivariable

L : R? — R avecéy, & € [0,1] avec L= 4.

wilt) 1

u}7(t} BN
0.8r 0.81

0.6r ) 0.61

0.4r

0.2r 0.2r

Figure 1.7 — Fonctions gaussiennigqa gauche) et fonctions de pondératjgr(a droite) dans
le cas monovariable

Wi

0.8
0.6+
0.4 -
0.2+~

-0

& 00 & & 0 0 &

Figure 1.8 — Fonctions gaussiennigqa gauche) et fonctions de pondératjgr(a droite) dans
le cas multivariable

Sous-modéle :modele de structure quelconque, généralement simpleésilanet/ou affine,
représentant le comportement du systéme dans une zoned®fmement bien spéci-

fique.
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Multimodéle : ensemble de sous-modeéles agrégés par un mécanisme alatenp permet-
tant de caractériser le comportement dynamique globalsygtéme. Un multimodele se
caractérise par le nombre de ses sous-modéles, par lectuséret par le choix des fonc-
tions de pondération. A titre d’exemple, une structure déimadele se présente sous la
forme :

L
yt) = .Z\Hi(f(t)))ﬁ(t)7 (1.22)

ouL est le nombre de sous-modélgd,) la sortie du multimodéley;(t) la sortie dui®™m®
sous-model€é (t) la variable de décision et (& (t)) la fonction de pondération associée
aui®Mesous-modéle. Les fonctions de pondération permettenttgendi@er la contribu-
tion relative de chaque sous-modéle selon la zone ou évekstéme.

Il est d’'ores et déja possible d’entrevoir les trois phagesessaires a I'obtention d’'une repré-
sentation multimodéle :

1. le choix de la variable d’'indexatiah,

2. la décomposition de I'espace de fonctionnement en un roinibe zones de fonctionne-
ment,

3. la détermination de la structure et des parametres deietsmys-modeéle.

Afin d'illustrer les différentes notions qui viennent d'éfrrésentées, nous proposons un exemple
simple d’approximation d’'un systeme non linéaire statiqDet exemple expose d’une fagon
intuitive la démarche de modélisation adoptée et montrddemes aptitudes de I'approche
multimodéle a représenter un comportement non linéaire.

Exemple 1.4(Représentation multimodele d’un systeme non linéaire stajue)
Soit a approcher le systéme non linéaire suivant :

2

y(t):exp<%) cost) , te[-5,5) . (1.23)

La variable caractéristique du systéme est t. Elle est mditenent choisie comme variable de
décision.

L’'espace de fonctionnement du systeme est dans un premmps @écomposé ehzones
de fonctionnement. La figufie9 présente les fonctions de pondération associées a cha@aine d
ces zones. Chaque zone de fonctionnement est ensuite dageeigar un sous-modeéle de la

L
forme : y = ait+b;. Le multimodéle est finalement donné gén = > pi(t)yi(t). La figurel.9
i=1
illustre la bonne adéquation entre le systeme non linédite multimodéle obtenu.
Le nombre de zones de fonctionnement est maintenant rédeit2a Cette réduction accroit

la complexité du comportement du systeme dans chaque kestphr conséquent nécessaire
d’opter pour des sous-modéles de structure plus complexexemple, y= ajt?>+ ¢t + b;. La

24



tel-00359631, version 1 - 9 Feb 2009

1.4. Modeles de systemes par une approche multimodéle

figure 1.10illustre la bonne adéquation entre le systéeme non linédite multimodéle obtenu.

Hi % ///V \

0.8+ v / \\ 4

' \
v / \
[y / V=2
k — M3
\ \
0.4 \ 1

0.61

0.2 \ / IR

|
Ul
~+Or
(63}

Figure 1.9 — Systéme non linéaire et approximation multied®divecL = 4 (& gauche) et
fonctions de pondération (a droite)

i
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0.61
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GO+
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Figure 1.10 — Systéme non linéaire et approximation multiéh® aved. = 2 (a gauche) et
fonctions de pondération (a droite)

La moyenne quadratique de I'erreur (Mean Square error MSkf)rebe par :
MSE= =% (y(t) - ¥(t))? (1.24)

sert d’'indice de comparaison des performances des deuinnaaléles. Pour le premier multi-
modéele, la MSE= 0.00064975¢t pour le deuxiéme, la MSE= 0.00067852 Les deux multi-
modéles offrent donc des performances trés similaires.
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Cet exemple simple montre I'aptitude des multimodéles aucaipkes comportements non
linéaires d’un systeme. Il met également en lumiére un dieralassiquement rencontré dans
I'approche multimodéle, a savoir :

— Est-il préférable de construire un multimodele compartamnombre important de sous-
modeéles de structure peu complexe ?

ou

— Est-il préférable de construire un multimodele compatrtan faible nombre de sous-
modeles de structure relativement complexe ?

La réponse dépend de la nature et du cahier des charges ddisaiud du systeme.

Cette section a présenté les principes sur lesquels re@gg@dche multimodéle. L'adoption
d’'une démarche similaire a celle exposée au cours de I'ebeeing conduit a une représen-
tation multimodéle d’'un systéme dynamique non linéaireteCéémarche plus complexe se
heurte néanmoins a un certain nombre de difficultés, pasquielles figure le choix du meé-
canisme d’interpolation des sous-modéles. Il s’averesalécessaire d’expliciter la fagcon dont
les parties dynamiques des sous-modeéles sont agrégéda dtmsture du multimodéle. Dans
le cas statique en effet, 'agrégation des sous-modéléfectiee naturellement par la somme

L
pondéree de la contribution des sous-modeles sous la fithe-"y L;i(.)yi(t). Dans le cas

1=
dynamique en revanche, plusieurs facons d’'agréger lesrsodsles, c.-a-d. plusieurs struc-
tures de multimodeles, peuvent étre envisagées.

1.5 Structures des multimodeles

La représentation multimodéle d’'un systéme non linéairg p&e obtenue a partir de diffé-
rentes structures. Une représentation d’état des sousiesqoermet de les mettre facilement en
évidence. Cette représentation d’état du multimodele l&xé&tntage d’étre compacte, simple
et plus générale qu'une présentation sous la forme d’unatiégude régression entrée/sortie.
De surcroit, la synthése d’'une loi de commande ou la corigirud’observateurs non linéaires
requierent souvent une telle description du systéeme.

Deux grandes familles de multimodéles sont répertoriéles spie les sous-modeles sont
homogeneslans le sens ou ils partagent la méme structure et le mémeeedjgdat ouhé-
térogénesc.-a-d. que leur structure et leur espace d’état differeidv [1991 met en évi-
dence, dans un contexte de modélisation floue directensrgpgosable au cadre multimodele,
deux structures essentielles de multimodéles. Leur difiég provient de la fagon dont les
sous-modeles sont combinés. La premiere structure, caougel’appellation denultimodéle
de Takagi-Sugenast constituée de sous-modeéles partageant un vecteat diétue (sous-
modeles homogenes). Dans la seconde, connue sous I'agpetiamultimodéle découpldes
sous-modeles possédent chacun un vecteur d’état indépigsdas-modeéles hétérogenes).
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1.5.1 Multimodele de Takagi-Sugeno

La structure du multimodéle de Takagi-Sugeno (T.S.) outs étauplés, initialement proposée
dans un contexte de modélisation floue pakagi et Sugenfl1985 dans les années 80, a été
depuis largement popularisée dans un contexte multimgaelies travaux déohansen et Foss

[1993. Elle est certainement la structure la plus courammetisé dans le cadre de I'ap-

proche multimodele. Le multimodele de T.S. est connu sdiféreintes appellations : réseaux
de modeles locaux a mélange de paramétoesmodel network by blending the paramejers

multimodéle a modeles locaux couplés ou a état couplé ouemsoltimodéle a état unique,

etc.

La représentation dans I'espace d’état de ce multimodédoesée par :

xi(t+1) = AXx(t)+Bju(t) , (1.25a)

Xt+1) = .iﬂi(f(t))xi(t‘i“l)v (1.25b)
L

YO = 3 EO)GK - (1.25¢)

ou x € R" est le vecteur d’état commun aux sous-modéles,R™ le vecteur de commande,
y € RP le vecteur de sortie €(t) la variable d'indexation des fonctions de pondératipn).
Les fonctions de pondération respectent les propriétésrdeng convexel(.18.

E (t) @\ NORMALISATION
@'H |
ooH

‘ {ul(t) L mo
AiX(t) + Bau(t) m

C 3 n

Yy
S
N
=
+
N
X
v
S
N

Yy

Aox(t) +Bault) H n qt -~ C2 »@f’@ﬂym

Figure 1.11 — Architecture du multimodéle de T.S.

Les variables d’état intermédiairggt) ont été volontairement introduites daris2b) afin
de mettre clairement en évidence, d’'une part, la notion de-swdele et, d’autre part, le mé-
canisme d’interpolation utilisé dans la prise en compteadmhtribution respective de chaque
sous-modele. En effet, d’'aprek 250, I'état globalx couple tous les étaig par le mélange des
éguations dynamiques des sous-modeles.
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Il est cependant possible d’obtenir, en éliminant les gtattelsx;, la représentation d’état
classique du multimodele de T.S. (figurd.]) :

X(t+1) = A1) +BED)u() . (1.26a)
= C(EM)x(t) , (1.26b)

L L L
A(E(t)):_;Hi(f(t))Ah é(s@)):_;m(s(t»a, é(sa)):;m(m))q.

Il est aisé de constater que les fonctions de pondérationintroduisentun meélange des
parametres des sous-modétsfonction de la zone de fonctionnement ou le systeme non li-
néaire évolue. La notion de sous-modéele est ainsi masquéefpd que le multimodéle de T.S.
est analogue a un systéme a parametres variables dans ke teenmultimodele est par conseé-
guent composé de sous-modeles “virtuels” disposant demgdras différents mais partageant
le méme vecteur d’état. Il faut noter que d’une facon géedepassage d’'un multimodéle de
T.S. sous la forme d’état a un multimodele de régression neelpas lieu a une représentation
équivalente. En effet, I'équivalence entre ces deux form'est garantie que s'il est fait appel a
I'une des formes canoniques de la représentation d’étatudiinnodele.

De nombreuses techniques de modélisation de systemesngairdis partagent la méme
structure 1.26). Le choix de la structure des sous-modeles et des fonai@psndération est a
I'origine de leurs différences. Il est possible de citefatiénts modéles basés sur cette structure.

Modeles affines par morceaux ou modéles PWAPjeceWise Affing

Ce type de modele est élaboré en considérant des sous-mdd&jee linéaire et des fonctions
de pondération de type booléebgntag 1981. Ce choix de fonctions de pondération provient
d’un partitionnement de I'espace de fonctionnement enzdedonctionnement complétement
disjointes. Il en résulte une approximation discontinuesylstéme non linéaire dans les phases
de commutation. Cette discontinuité peut s’avérer indBkdrdans certaines applications.

Réseaux de fonctions a base radial&k@dial basis function networks

Il a été montré que, sous certaines restrictions, les r&siafonctions a base radiale sont équi-
valents au multimodéle de T.Slgng et Sun1993 Hunt et al, 1994. En effet, I'équivalence
entre les modeles est assurée si les fonctions de pondéustisees sont de type gaussien et si
les sous-modeles se réduisent a une constan®us-modeles d’ordre 0). Ce type de modéle
posséde en outre la propri@t@pproximation universellen’importe quel systeme non linéaire
pouvant étre représenté par cette structure. Cette appm@oftenéanmoins deux inconvénients
principaux, a savoir le nombre important de sous-modélesssaires a I'obtention d’une ap-
proximation satisfaisante du systéme non linéaire et latgtion délicate du modeéle obtenu.
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Modéles flous de Takagi-Sugeno

Ce type de modéle, proposé peakagi et Sugen$198g dans les années 80, a donné lieu
a de nombreux développements. Il a en particulier permisvibager I'extension des outils
classiques de I'automatique aux modeles flous. Ce type delisatitgn repose sur des regles
du type :si prémissealors conséquengeu les prémisses sont obtenues a partir de propositions
linguistiques permettant I'évaluation des pondératigis et ou les conséquences sont le plus
souvent des fonctions affines qui correspondent aux soueles Parmi les multiples intéréts
offerts par ce modéle figure le fait qu'il permet d’introdeiides connaissancespriori sur

le systeme dans I'étape de modélisation de facon a fourmirpantition floue initiale de son
espace de fonctionnement. De plus, il a été montré qu’un ladkb& de Takagi-Sugeno peut
caractériser de fagon exacte (il ne s’agit pas d’une appratkdon) un modele non linéaire dans
un compact de I'espace des variables de prémidsemka et a).1996. Dans ce contexte bien
particulier, le modéle obtenu peut étre attaché a la réatligxploité pour expliquer et analyser
les phénoménes du systeme.

Multimodéles (Local Model Network$

Largement popularisés depuis les travauxMigray-Smith et Johansdi997, les multimo-
deles représentent aujourd’hui un outil privilégié danstadélisation de systémes en présence
de régimes de fonctionnement multiples. Le multimodéleeehbdéle flou de Takagi-Sugeno
recouvrent des notions tres proches. En effet, si le nombreegles est égal au nombre de
sous-modeles alors ces deux approches sont identiquds.|&ewyen employé pour obtenir
les fonctions de pondératiqn(.) et I'interprétation qu’on en donne les distinguent. Posr le
modeles flous, le partitionnement de I'espace de fonctioem du systeme fait souvent appel
a la connaissance d’experts de maniere a obtenir des ptiopsdinguistiques conduisant a des
sous-ensembles flous. Pour les multimodéles, le partitioremt de I'espace de fonctionnement
du systeme est opéré a I'aide de techniques d’optimisation.

Modéles linéaires a parametres variants (LPV)

De nombreux systemes peuvent étre décrits par des systierdaisds dont les parametres va-
rient au cours du temps (LPVBhamma et Cloutied993. Dans I'approche classique de modé-
lisation LPV, les fonctions de pondération ne sont passéids : ce sont les variables de décision

& (t) qui servent & décrire les conditions de fonctionnement dtésye. La variablé (t) est une
variable exogéne ou endogéne du systeme, accessible parene¢variant dans un ensemble
compact de bornes connues.&t) est un signal endogéne au systéeme, la sortie par exemple,
on parle alors de systemes quasi-LPV. En pratique ceperldardystemes LPV et quasi-LPV
sont analysés de fagon similaire. La structur@® est une forme particuliére de modele LPV
ou les fonctions de pondération délivrent les lois d’évoluties parametres.

Modéles linéaires a incertitudes polytopiques

Dans ce contexte, les matrices représentant le systemenhpasoparfaitement connues mais
varient dans un intervalle de bornes connues. Les diffésareurs de modélisation du systeme
sont représentées par un ensemble de matrices appeléaematimmets. Le comportement
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du systeme est finalement modélisé en considérant une caisdnirbarycentrique des matrices
sommets. Les matrices décrivant le comportement nomingyshéme appartiennent ainsi a un
polytope de matrices défini comme I'enveloppe convexe ddsicea sommets. Le lien avec
la structure {.25 s’établit en considérant les matrices des sous-modelasneoles matrices
sommets.

Remarquons que dans toutes ces approches, les dimensioaspdegs d'état des sous-
modéles sont identiques, un vecteur d’état unique étdigéutLe multimodele de T.S. ne per-
met pas alors de prendre en compte les changements de gryctex. des sauts dans I'état du
systeme, susceptibles d’intervenir dans le systéme. en &tirdre des sous-modeles, c.-a-d.
le nombre d’états, est invariable quelle que soit la conifgedu comportement dynamique du
systeme dans les différentes zones de fonctionnementi, Andimension des sous-modéles
est imposée par le sous-modele de plus grande dimensime ytdur décrire le comportement
dynamique du systeme. La dimension des sous-modéles pegependant réduite par I'ajout
de zones de fonctionnement de facon a parvenir a une moiodnplexité du systeme dans
chacune des zones. Le multimodele ainsi obtenu peut énesaloparamétré et sa complexité
inutilement augmentée.

Une amélioration visant la prise en compte des changemieatsigels du systeme consiste
a généraliser la structure du multimodéle de T.S. en corsitién multimodéle singulier :

L
_;ui(f(t))EiX(tJrl) = AW +B(ED)u(t) (1.27a)
yt) = CEM)x) , (1.27b)

ou les matrice#\(.), B(.) etC(.) ont été définies précédemment et ou les matfigee sont pas
nécessairement inversibles. Le recours aux maticeermet de prendre en compte les cou-
plages entre les dérivées de plusieurs variables d’état Btroduisent également des relations
dynamiques et/ou statiques entre les variables d’étatstamse. Cette structure de multimodele
permet alors de considérer les changements dans le comeorttelynamique du systeme se-
lon son mode de fonctionnement. Néanmoins, la manipulatiathématique des multimodeles
singuliers se réveéle plus complexe.

1.5.2 Multimodéle découplé

L'agrégation des sous-modéles peut s’effectuer par les lofain deuxieme mécanisme d'’in-
terpolation.Filev [199] propose un multimodele, issu de I'agrégation de sous-tesdqui se
présente sous la forme d’une structure a états découplésultienodele découplé apparait dans
la littérature sous différentes appellations : réseauxoéaies locaux a états locauzgal-state
local model network multimodeles locauxMultiple Local Mode), réseaux de modeles locaux
par mélange des sorti®¢al model network by blending the outpytsiultimodeles sans état
commun Multiple model with non common styteNFDFDS (Neuro-Fuzzy and De-coupling
Fault Diagnosis Scheme
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La représentation dans I'espace d’état de ce multimodéoesée par (figuré.12) :

xit+1) = Ax(t)+Bu(t) , (1.28a)
yi(t) = GCx(t) , (1.28b)

L
yt) = .;Hi(f(t))yi(t)y (1.28¢)

ol x; € R" ety; € RP sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur deesoui®™e sous-
modéle et olu € R™ ety € RP sont respectivement le vecteur de commande et le vecteur de
sortie.

L'appellation “multimodele découplé” provient du mécane d’interpolation mis en jeu
lors de la prise en compte des contributions respectivesalesmodeéles. Cette prise en compte
s’effectue en effet a travers la somme pondérée des soesesalis-modeéles, sans mélange des
parametres. Chaque sous-modele possede par conséquepace égtat qui lui est propre et
dans lequel il évolue indépendamment en fonction de sornndtiat et du signal de commande

appliqué.
E (t) ———— NORMALISATION
H%E 3 ()

u(t) Dt xa(t+1)

Awxa(t) + Byu(t) e Ly

r xa(t)

Aoxa(t) + Baul(t) M@ S *,@*,@H

r X2(t) ‘ f

Figure 1.12 — Architecture du multimodéle découplé

Remarquons que contrairement au multimodéle de T.S., lamde sous-modéle est ici
clairement mise en évidence, la non-linéarité introduéelps fonctions poids ne se trouvant
gu’'au niveau de I'équation de sortie. De ce fait, ce multiledpeut étre percu comme une
classe particuliere de modeéles a blocs structurés. En kffstructure du multimodéle se pré-
sente sous la forme d’'un arrangement en paralléle de modelgpe Wiener ou les éléments
dynamiques linéaires sont les sous-modeles et les éléstatitpies non linéaires sont les fonc-
tions de pondération. La structure du multimodele décopglg Etre alors généralisée en faisant
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appel a d’autres types de blocs structurés tels que les smdéltype Hammerstein-Wiener :

X(t+1) = AX(O)+Biw(&t)ut) , (1.29a)
yi(t) = Cix(t) , (1.29b)

L
yt) = ;ui(f(t))yi(t)- (1.29c)

Dans ce cas, I'entrée de chaque sous-modele est modifiea@é&rnction de pondération et la
sortie du multimodéle est obtenue par la somme pondéréedesssdes sous-modéles (figure
1.13.

n

:

(&)
1)

N
—
_@ Ha(&(
() (£

_@ H(E())

(t)

Figure 1.13 — Multimodéles découplés a base de blocs Harnteire(a droite) et Hammerstein-
Wiener (a gauche)

Il convient toutefois de souligner que les sortygd) des sous-modéles sont des “signaux
artificiels de modélisation” utilisés seulement pour dé&de comportement non linéaire du sys-
teme réel. Ces signaux, inaccessibles a la mesure et dépalivuquelconque sens physique,
ne sont reliés au systéme réel que par leur somme pondérée.

La philosophie portée par cette approche vise la conservdtun découplage entre les par-
ties dynamiques des sous-modéles quelle que soit leuttigteuinterne. Il est alors possible
d’introduire d’'une fagon générale des sous-modeles atategcomplétement différentes de
type linéaire ou non linéaire comportant des nombres dé&ldterents, a condition toutefois
gue les dimensions des sorties soient compatibles.

La structure du multimodele découplé revét I'avantage @mgne en compte les change-
ments structurels du systeme non linéaire occasionnépaegime de fonctionnement. En
effet, la dimension de chague sous-modéle peut s’ajusi@rcarhplexité du systéme dans la
zone de fonctionnement a caractériser. Cette caractémrstigeroit le degré de flexibilité et de
généralité du multimodéle découplé. Cette structure deimadiele se révele par conséquent
bien adaptée a la modélisation des systéemes complexeshjheakde fortes non-linéarités et
subissent des changements structurels. De plus, dans texwod'identification, le nombre des
parametres a identifier peut étre considérablement réd@justant judicieusement les dimen-
sions des sous-modeles. Cet ajustement épargne une desdiip et uniforme de I'espace de
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fonctionnement du systéme.

Cette structure de multimodéle peut étre facilement relidesgahémas classiguement em-
ployés dans une stratégie de commande adaptative par séguemt de gaing@in scheduling
strategy largement étudiée dans la littératuidafendra et Balakrishnat994 1997 Naren-
dra et George200d. Dans cette stratégie de commande, un correcteur este&tiggtla partir
d’'un modeéle linéaire du systeme autour d’un point de fomcteonent particulier (figuré.14).
L'objectif est de déterminegn lignele modéle le plus apte a caractériser le comportement du
systeme a un instant donné et de choisir le correcteur &darcontréleur est sélectionné en
considérant le sous-modele qui présente I'indice de padaceJ;(t) le plus faible en fonction
des erreurg; = y(t) —yi(t) :

J(t)=ael(t)+B ie”‘”azu’) , a>0, B,A>0,
j:

ou j est lI'indice du temps et oa et 3 sont des facteurs de pondération sur les mesures instan-
tanées et précédentes. Le facteur d’oldbtiétermine la mémoire de I'indice de performance
dans un environnement de commutation rapide et assurer#unte deJ;(t) pour une erreue
bornée. Le choix des pondératiomsf3 etA détermine la vitesse de commutation entre les mo-
deles. Un seul sous-modéle est alors pris en compte a chagjaatipour construire la sortie du
multimodéle. Par conséquent, des transitions brusqueslestsous-modeles peuvent produire
des discontinuités dans la sortie du multimodeéle. Cettecajyeroffre des résultats satisfaisants

a condition toutefois de prendre en compte des variati@ssléntes d’'un point de fonctionne-
ment a un autre. Le role des fonctions de pondération, darasldu multimodele découplé, est
d’assurer un changement progressif entre les contribaities sous-modeles.

YN en

—_— -

o u f y

'\«I‘ systéme .
e N

correcteur 1
T

correcteur N

Figure 1.14 — Architecture générale de commande utilisamioéles et régulateurs

erreur

sortie désirée
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1.5.3 Comparaison entre les multimodeles

Les structures du multimodele de T.S. et du multimodele digéoont été présentées au cours
des deux sections précédentes. La différence entre cesntmiades provient de la facon dont
les sous-modeéles sont combinés. On souhaite compareredstnan exemple, les comporte-
ments dynamiques des deux multimodéles dans le cas diScegforcic[2004 et Gregorcic et
Lightbody[200§ ont établi ce méme type de comparaison dans le cas continu.

Cet exemple fait intervenir un multimodeéle de T.S. et un rmutiiéle découplé construits a
partir des deux mémes sous-modéeles définis par :

01 -09 1.0

Al:{0.7 —0.5} ’ Bl:{—z.o} ’ Ci=[10 o] ,
0.2 00 2.0

AZ:{OB 0.3} , 52:{1.0} , C,=[10 05

La variable de décisio& € | — 0.5, 0.5] est un signal exogéne. Les fonctions de pondération
sont obtenues par la normalisation de fonctions de typesgaus

L
HED) = @ED) T @E0) (1.30)
=

@E®) = exp(-(EM-c)’/0?) | (131)

de dispersioro = 0.4 et de centres; = —0.5 etc, = 0.5. Les allures des fonctions de pon-
dération et les réponses indicielles des sous-modélesilkmttées sur la figurd.15 Il est
possible de constater que le sous-modeéle 1 présente un dempaot oscillatoire alors que le
sous-modele 2 présente un comportement amorti sensiblgmuaine d’'un modéle du premier
ordre.

Hi

0.8f

—mod;

0.6+ - - -mods

0.4f

0.2r

—8.5 0 5 10 15 20
t

Figure 1.15 — Fonctions de pondération (a gauche) et répandieielles des sous-modeles (a
droite)

Les réponses indicielles des deux multimodéles, pourrdiffés valeurs de la variable de
décisioné (t), établies a partir de conditions initiales nulles sontiltées sur la figuré.16 Il

34



tel-00359631, version 1 - 9 Feb 2009

1.5. Structures des multimodeéles

est possible de constater que les réponses des deux mudtas@bnt similaires mais ne sont
pas identiques, le passage entre les deux sous-modelésasiogifféremment.

Figure 1.16 — Comparaison entre les réponses indiciellesutiinmodéele de T.S. (a gauche) et
celles du multimodele découplé (a droite)

La sortie du multimodéle de T.S. est construite en mélartgeanparametres des sous-
modeles. Les propriétés dynamiques de ce multimodéle (@m®ement, gain, etc.) sont par
conséquent directement affectées par la valeur prise peariable de décisio au cours
du temps. En effet, ces variations modifient les valeursneope la matrice d’évolution du
multimodéle. Quant a la sortie du multimodéle découplé edit élaborée en combinant les
sorties des sous-modeéles. Les propriétés dynamiques desrsmiéles ne sont pas de ce fait
affectées par les fonctions de pondération. Chaque steudéumultimodéle peut ainsi présenter,
selon le contexte d'utilisation, a la fois avantages etiménients.

1.5.4 Autres structures de multimodéles

Notre attention se porte ici sur deux classes de multimsdgile représentent des extensions
directes des structures abordées précédemment.

Toutefois, d’autres structures de multimodeles (p. exme#imodeéles a structures récur-
rentes) peuvent étre envisagées selon le type de vecte@gssion utilisé.

Multimodéle hiérarchisé ou hypermultimodele

Un hypermultimodeleu multimodele hiérarchisé est un multimodele de multinesléCe type
de structure vise a réduire la complexité du multimodeldal@t a améliorer I'interprétation
de chaque multimodéle. Il est ainsi possible de modéliseisgstémes de grande dimension a
partir d'une décomposition en sous-systemes modélisaldasg tour par un multimodéle. Pour
de plus amples détails, le lecteur est invité a consWiemg 1998 Sindelay 2005.
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Velocity-based multiple model networks

Si une forme analytique du modele non linéaire d’'un systeshelisponible, alors des linéari-
sations successives autour de différents points de fonaiment du systeme peuvent conduire
a l'obtention d’un multimodeéle. En regle générale, les smasliéles ainsi obtenus présentent
une structure affine en I'état et en la commande avec un teonmstant ¢ff-se) supplémentaire
provenant de la linéarisation du systeme :

X(t) = Ax(t) +Bu(t) +a . (1.32)

Les sous-modeles affined.82 ne respectent pas la propriété de superposition propre aux
modeles linéaires sans la constantePar conséquent, en fonction de la valeur prise par ce
terme additionnel, des phénomenes indésirables sontides d’étre introduits dans la dy-
namique du multimodele. Par exemple, dans les régionsitivars entre les sous-modeles le
terme constantr peut en particulier dominer le comportement dynamique ditinodéele (les
termesA et B deviennent alors secondairedphansen et al200q. Afin de remédier a ce pro-
bleme,Leith et Leithead1999; McLoone[2000; McLoone et Irwin[2003 ont proposé une
linéarisation basée sur la vitesse digdocity-base@n guise d’alternative a la linéarisation clas-
siguement employée.

sous-modele affine

Figure 1.17 — Structure des sous-modeles issue d’une iadian devitesse

A
B (")
Ay

Figure 1.18 — Architecture d’'un multimodele de T.S. en sdifit les sous-modéles de vitesse

pi(& (1))

P lele Lo Tley

p2(& (1))
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L'idée est de dériver I'équation du sous-moddle3@) afin de supprimer le terme constant
La structure des sous-modeéles obtenue par cette dématgrésentée sur la figudel7. Cette
stratégie de linéarisation conduit a de nouvelles strastde multimodéles établies a partir des
structures de T.S. (figurk 18 ou découplées (figure.19.

pa(& (1))

B

X ] o

- y

L B () | G
Lﬂ

Figure 1.19 — Architecture d’un multimodéle découplé ehsatnt les sous-modéles de vitesse

)

4

‘Uz(f(t))

1.6 Conclusion et discussion

L'approche multimodele épargne le recours a un modéle enicpmplexe et bien souvent dif-
ficile & obtenir. Les multimodeles constituent un outil eftie, particulierement bien adapté a la
modélisation des systémes non linéaires sur une large gaémnctionnement. lls permettent
d’obtenir un modele doté d’'une structure mathématiquerattractive et capable d’appréhen-
der avec précision la complexité du systeme. En effet, umge lelasse de systemes peut étre
approchée avec une précision imposée en augmentant le adessous-modeles et en optimi-
sant les fonctions de pondération. Les multimodeles affersi un excellent compromis entre
complexité, précision, généralité et flexibilite.

Soulignons par ailleurs qu’une exploitation aisée du rmdtiele dépend d’un choix judi-
cieux de la structure des fonctions de pondération et desmmodéles. Des sous-modeles de
structure linéaire et des fonctions de pondération reapetgs propriétés de somme convexe
permettent d’introduire des propriétés mathématiqueg Benqualités seront exploitées au
cours des prochains chapitres.

Ce premier chapitre a mis en avant deux structures de mulélesde multimodele de T.S.
et le multimodele découplé. Dans la suite du mémoire, néteaton se portera exclusivement
sur le multimodéle découplé qui revét 'avantage de congpalés sous-modeles complétement
indépendants dont les dimensions peuvent étre différentes
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2.1 Introduction

La modélisation précise du comportement dynamique d’utesys est une phase préliminaire
qui permet de répondre a un certain nombre d’objectifs, aiskvsynthése d’une loi de com-

mande, la conception d’'un observateur et/ou la mise en plaoe stratégie de diagnostic, etc.
Cette phase peut étre mise en ceuvre a l'aide de différenteardéas de modélisation (voir

figure2.1) classées en fonction des connaissances disponiblessystéane et des finalités de
son modéle.

Modeéle de connaissance Modele de représentation
ou bofte blanche ou bofte noire

Loi la physi ; .

oisdelaphysique I e et structure conhud - Choix de la structure Mesures sur le systéme

i iere/é R . . . - Identification des paramétrgs¢———
Bilan de matiere/énergie_ Modéle phénoménologique . . . P . )

— > - Adéquation entrée/sortie Protocole d’essai
& il | - Modélisation de systemes . Alisati &

Hypotheses de travail existant ou & construire chfgél;]siatlon de systemes |q¢——

Modéle boite grise

Structure  Parameétres g
connue identifier

U 1

Validation du modeéle

Tests statistiques, ...
Simplification du modéle

Figure 2.1 — Démarches classiques de modélisation

Une démarche théoriqgue de modélisation, conduisantmadele de connaissancel de
type boite blanchepermet d’obtenir un modéle dont les relations mathémesiapt les para-
metres sont pourvus d’un sens physique des phénoménea®imet dans le systéme. Toutefois,
I'adoption d’une telle démarche peut se révéler dans laquradifficile voire impossible en rai-
son notamment d’'une complexité importante du systeme dtlme connaissance insuffisante
des phénomeénes présents dans le systeme. Dans ce cas daufiguredélisation expérimen-
tale, donnant lieu a umodéle de représentatiau de typeboite noire constitue une alternative
privilégiée dans la mesure ou elle permet d’établir un medédartir des données d’entrée et de
sortie extraites du systeme. Dans ce contexte, le problémev& par la modélisation devient
un probleme d’identification, I'objectif étant d’obtena structure et les valeurs paramétriques
d’'un modele capable de représenter (modele de représamthiplus fidelement possible le
comportement externe du systéme, c.-a-d. le comportema@eésortie du systeme, sans cher-
cher a obtenir un modéle de connaissance capable de démmiportement interne (phé-
nomenes internes, etc.).

D’un point de vue général, I'identification vise a détermjrée partir d’'une collection de
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données d’entrée(t) et de sortigy(t) extraites du systéme :

K o= [ud) u@ ... uK] , (2.1)
i = @) y@ ... y®] , (2.2)

une relation mathématiqug.), donnant a chaque instant une estimation satisfaisanta de |
sortie du systéme en fonction des observations passéesl. c.-

y(t) = g(¢<t)7e)7 (2-3)

ou g(.) est le modéle du systém@,le vecteur de paramétres ¢(t) le vecteur de régression.
Lidentification du systéme a pour objet I'obtention, pometstructure de modétg.) donnée,
d’un vecteur de parametrésconduisant a une bonne adéquation entre le comportemenpsdu s
teme et les prédictions du modéle. Cette adéquation estsioyvantifi€e au moyen d’un critere
d’estimation, I'écart quadratique entre la sortie du systet celle estimée étant le plus courant.

Il n’existe pas de méthodologie systématique d’identificaén mesure de livrer un modele
uniqueg(.). NéanmoinsLjung [1999 propose une démarche d’identification basée sur I'en-
chainement itératif de quatre étapes : I'extraction desées, I'identification de la structure,
I'identification des paramétres et enfin la validation du gledLa détermination de la structure,
linéaire ou non linéaire, du modéle souléeve lors de I'idagtion un probleme majeur.

Le recours aux modéles linéaires est a I'origine de nomleetechniques d’identification.
Un modéle linéaire est souvent élaboré en réduisant le amntk fonctionnement du systeme
autour d’'un point de fonctionnement et en avancant des hgget de faibles déviations au-
tour de ce point. Cette hypothése de travail est tout a fabrmiable dans un certain nombre
de cas. Bien souvent cependant, I'hypothése de linéaritt pas respectée, le caractere non
linéaire du systeme ne pouvant pas toujours étre négliggnmarléles linéaires peuvent alors
s’averer inappropriés a la modélisation de tels systémes ldamesure ou ils ne fournissent
gu’une caractérisation locale du comportement global dtesye. Des améliorations peuvent
néanmoins étre envisagées, I'une d’elles consistant &uadeer le modeéle linéarisé lorsque le
point de fonctionnement change (linéarisation statigiien)ire a obtenir, lorsque la trajectoire
du systéme est connue, un modeéle linéaire tangent a cqdettige, a condition toutefois de
supposer qu’il s’en écarte peu (linéarisation dynamique).

Dans ce qui suit, on privilégie la recherche d’'un modéle esurede donner une bonne
caractérisation globale du comportement dynamique desystDans cette perspective, le re-
cours a des modeles de représentation non linéaire apteadéaser les comportements du
systéme dans une large plage de fonctionnement s'imposear\#ns, il s'avere souvent diffi-
cile d’obtenir un modéle unique, capable de rendre compke ciemplexité globale du systeme,
sous une forme mathématiquement exploitable.

Nous appréhendons le probleme posé par I'identificatiomidd’ d’'une approche globale
de modélisation ditenultimodéle La méthodologie d’identification proposé@rjuela et al.
20063b] est basée sur un multimodele découplé. Contrairement austgtes multimodeles
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classiques, la structure du multimodele découplé pernietrdduire des sous-modéles possé-
dant chacun un espace d’état de dimension différente. dliesitpossible de prendre en compte
les changements structurels du systeme survenant dansechage de fonctionnement.

L'identification hors lignede systemes non linéaires a temps discret basée sur un @wltim
dele découplé fait I'objet de ce chapitre. Ce dernier congpairtq sections. La premiere section
livre un état de I'art sur les différentes techniques d'iiferation dans un contexte de modélisa-
tion multimodele. La mise en évidence du peu de travaux @apioune procédure d’estimation
paramétrique basée sur la structure du multimodele déégugiifie le développement d’'une
démarche d’identification. Le probleme soulevé par l'idf@rgdtion paramétrique est formulé
au cours de la deuxiéme section et différents critéresidiaibn paramétrique (critere global,
local ou mixte) sont exposés au cours de la troisieme. Lai@oad section aborde la procé-
dure d’estimation proprement dite. Elle se base sur unenigat itérative d’optimisation non
linéaire d’un critere a I'aide de I'algorithme de Gauss-Kaw Un phénoméne dit deecro-
chagequi diminue considérablement la qualité de I'approxintatii multimodéle est mis en
lumiere et une solution est proposée. La fin de ce chapitreoestacrée a des exemples aca-
démiques d’identification illustrant les performancesstlimites de la procédure d’estimation
paramétrique proposee.

2.2 Bref état de I'art sur I'identification par multimodele

Nombreux sont les travaux de recherche dédiés a I'iderttdicaes systemes non linéaires par
une approche multimodéle. En effet, il N’y a pas de méthaglelspécifique capable de conduire
a une représentation multimodéle unique d’'un systéeme. Barssles cas, I'élaboration d’'un
multimodéle souléve trois problemes majeurs, a savoir :

1. Le choix de la variable caractéristique (c.-a-d. la \@eale décisiorf) du systeme per-
mettant d’'indexer les fonctions de pondération.

2. La décomposition de I'espace de fonctionnement du sys&mun nombre fini de zones
de fonctionnement. Cette étape s’accompagne éventuelleshere optimisation des
fonctions poids associées a chaque zone.

3. Ladétermination de la structure du multimodele et I'tiferation paramétrique de chaque
sous-modele.

Il convient de souligner que ces trois problémes présentemntegré de complexité important
défavorisant leur résolution simultanée. Toutefois, digs stratégies de modélisation peuvent
mener a leur résolution. Dans tous les cas, une étape fomtalmeevalidation du multimo-
dele doit étre envisagée a la fin de la procédure d’identificate facon a vérifier, a I'aide de
tests appropriés, les bonnes performances du modéle otxemute tenu du but de modélisa-
tion poursuivi.

Une premiére stratégie tente de résoudre les trois prokléésea I'identification de facon
séquentielle. Dans un premier temps, I'espace de fonaiment du systéme est partitionné a
I'aide d’algorithmes de classification floutuigzy clustering algorithmu declusteringtels
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gue : l'algorithme deC-meansl’algorithme deC-varieties I'algorithme deGath-Geval'algo-
rithme deGustafson-KessdNous invitons le lecteur a consulter les ouvrageBaleuskd 1999

et deFoulloy et al.[2003 qui proposent une présentation détaillée de ces algoesh@es mé-
thodes conduisent au partitionnement de I'espace de tomeiment a partir d’'une classification
spatiale des données selon une certaine métrique. Leglalstenues représentent des zones
homogénes de fonctionnement du systéme souvent carablégsau moyen d’'un sous-modeéle
linéaire. Dans un deuxiéme temps, I'identification paraigee des différents sous-modeles est
accomplie. Toutefois, la résolution séquentielle de aas problemes ne conduit pas toujours a
une caracterisation satisfaisante du systeme, d’ou leire@oune procédure itérative afin d’af-
finer le modeéle.

Une deuxiéme stratégie de modélisation plus élaborée \asgadnatiser la résolution des
trois problémes. Lidée est d’améliorer, au cours de la @doce d’identification, la précision
du multimodéle a travers la minimisation d’un critere def@penances basée sur une procédure
itérative d’optimisation non linéaire. Cependant, I'idéoation simultanée des parametres des
fonctions poids et des sous-modéles se révele dans layealifficile a mettre en oeuvre et
tres colteuse en temps de calcul. Il peut étre alors colskilrechercher une solution sous-
optimale au probleme afin de simplifier la procédure de cakakt effet, les problémes 2 et 3
ne sont pas résolus simultanément mais par le biais d’'umitdgee & deux niveaux qui alterne
leur résolution. Le nombre de sous-modeles de méme que denplexité sont automatique-
ment déterminés en fonction de la précision fournie par lkimadeéle.

Deux approches de base, 'uascendantet I'autredescendantepermettent de décompo-
ser I'espace de fonctionnement du systéme suivant undreetiauristique. Dans I'approche
ascendante, un faible nombre de zones de fonctionnemerdrgdément une) est considéré et
des zones supplémentaires sont ajoutées a chaque itéeatfonction de I'erreur de modéli-
sation évaluée a partir d'un critére d’optimisation (le timibdéle grandit). Dans I'approche
descendante, I'espace de fonctionnement est partitiamné grand nombre de zones de fonc-
tionnement puis la complexité du multimodele est réduitel’géimination des sous-modéles
superflus (le multimodeéle se réduit).

Il est possible de distinguer, dans une démarche d’ideatiific suivant une décomposi-
tion ascendante, les algorithmes ORBOpgrating Regime Based Modeling and Identification
Toolkit) et LOLIMOT (Local Linear Model Tredsproposés respectivement pashansen et
Foss[199] et par Nelles Nelles et al. 2000, [Nelles 2001]]. La différence entre ces deux al-
gorithmes se situe au niveau de la stratégie mise en ceugrdugpartitionnementicLoone
[200Q établit une comparaison entre les algorithmes ORBIT et LORIMII propose un algo-
rithme hybridede ces deux approches. Son étude conclut que I'algorithme DBBictue un
partitionnement optimal de I'espace de fonctionnemenydtesne et ce, en dépit d’'un temps de
calcul important. En revanche, I'algorithme LOLIMOT minige le temps de calcul au risque
de fournir un modéle sous-optimal. En regle générale lidligame ORBIT, bien que colteux en
temps de calcul, offre un modele plus précis.

En ce qui concerne I'approche descendaBtajkhris[199§ puis Gassq200q ont livré
une technique de décomposition de I'espace de fonctionmeduesysteme non linéaire a tra-
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vers une partition grille, c.-a-d. un maillage de I'espaedahctionnement du systéme. L'algo-
rithme est initialisé au moyen d’une partition tres fine.sFaicomplexité du multimodele est
réduite soit en éliminant les zones de fonctionnement oedas-modéles sont peu explicatifs,
soit en fusionnant les zones ou les sous-modeles présafgsrtomportements redondants.
L'algorithme proposé fait appel a une stratégie a deux mixepii bascule entre I'estimation
des parametres des sous-modeles et I'estimation des pgagardés fonctions de pondération.

RécemmentThiaw et al.[2007 ont mis au point une stratégie d’identification des sys-
temes basée sur un multimodéle constitué de sous-modegtrudture polynomiale. Ce type
de sous-modele permet de mieux appréhender le comportéooahtiu systeme dans chaque
zone de fonctionnement. lls proposent des architecturesuiténodeles récurrentes, bien plus
complexes que les implantations des architectures mulites non récurrentes classiquement
utilisées. Les fonctions de pondération sont estiméesdel@e I'un des algorithmes aduste-
ring mentionnés au début de cette section.

Ces techniques de modélisation ont été largement dévelspfiéal’identifier des systemes
non linéaires au moyen d’un multimodéle de T.S. Le lecteut pensulter le premier chapitre
de I'ouvrage de référence édité pdurray-Smith et Johans€idl997 qui propose un état de
I'art sur la question avant 1997. Un état de I'art sur lesawvconduits dans ce domaine de-
puis 1997 est présenté dangfdult, 2002 chap. 14]. En revanche, peu de travaux mettent
en ceuvre une procédure d’identification basée sur une wteude multimodéle découplé. Ce
multimodéle peut étre obtenu par des linéarisations sas@ssdu modeéle non linéaire autour
de différents points de fonctionnement, a condition taisefijue le modéle mathématique du
systeme soit disponiblégawthrop 1995 Gatzke et Doyle 111 1999. Dans le cas contraire, il
faut recourir a des techniques d’identification.

Gray et al.[1994 ont étudié I'estimation paramétrique d’un multimodeleoléplé (ocal
model networken minimisant I'erreur entre les données extraites desystet la sortie du mo-
dele.McLoone[200q s’est penché sur la modélisation multimodeéle a partir dessnodeles
obtenus par une linéarisation basée sur la vitesse (ctfoselc5.4. Ce type de multimodele
offre un choix de structures plus vaste qui permettent égerrles sous-modeles. Il a établi une
comparaison entre les comportements dynamiques desedif§émultimodeéles.

Venkat et al[2003 ont con¢u une méthodologie d’identification basée suecgttucture
dans I'optique de mettre en place une loi de commande. Loesda fonctionnement du sys-
teme est déecomposé au moyen d’une grille, établie a partiadalyse du comportement en
régime statique du systeme. Le comportement du systemieséigmosé linéaire dans chacune
des zones, une identification individuelle des sous-madedeat étre menée a partir des données
d’entrée/sortie du systéme générées dans chaque zoneatrneyen de techniques classiques
d’identification. De multiples campagnes d’essais sonesggires a I'obtention d’autant de
jeux de données par zone de fonctionnement que de sousesad@lentifier (chaque jeu de
données étant propre a un sous-modeéle et donc a un mode tierioement).

Pekpe[2004 a fait appel & une nouvelle formulation des méthodes des-espaces pour
identifier les systemes non linéaires MIMO par une approchkimmodeéle. Il a proposé deux
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méthodes d’estimation des parametres des sous-modélgseimere utilise les projections
matricielles afin de déterminer successivement les parasmé¢ Markov des sous-modeles. La
seconde fait appel a la méthode des moindres carrés afimitestimultanément tous les para-
metres de Markov. Le fait que cette méthode d’identificati@it pas recours aux algorithmes
d’optimisation non linéaires simplifie considérablememnbsse en ceuvre.

Vinsonneau et a[2004 2009 se sont intéressés a l'identification d’un systeme noralineé
a I'aide d’'un multimodele découplé a base de blocs Hammier@té sectionl.5.2. Dans ce
multimodéle, 'entrée des sous-modéles est pondérée pdpuantion de pondération. Un algo-
rithme a deux niveaux d’optimisation permet d’estimer laggmetres des sous-modeéles et des
fonctions de pondération.

2.3 Formulation du probléme lié a l'identification

Cette section a pour finalité la formulation du probléme satufgar la caractérisation du com-
portement dynamique d’'un systéme MISO a l'aide d’un multiéle découplé. La représen-
tation d'état du multimodele découplé utilisée dans cegtign se présente sous la forme :

Xi(t+1) = A(B)x(t)+Bi(6)ut) +Di(8) , (2.4a)
yi(t) = Gi(8)x(t) , (2.4b)

L
yt) = _Zui(f(t))yi(t), (2.4¢)

ou les fonctions de pondératiqn(.) respectent les propriétés de somme convexe suivantes :

jm(f(t»:l et O<m(EM)<1, Vi=1l.-L Wt. (2.5)

Le lecteur a pu remarquer que la structure du multimod2ld ¢iffere légérement de celle
proposée au cours de la sectib®.2 En effet, un terme additionn€&;(6,) apparait au niveau
de I'’équation dynamique2(4g. Cette forme plus générale de multimodele offre des degrés d
liberté supplémentaires lors de la phase d’identificatimramétrique. Soulignons par ailleurs
qu’une représentation externe (entrées-sorties) du mmdkele 2.4) peut étre également envi-
sagée. La représentation d’'état4) revét cependant I'avantage d’étre compacte, simple st plu
générale. De plus, elle s’avere dans la pratique trés bigptée a la synthese d’'une loi de com-
mande ou a la conception d’observateurs.

La résolution du probleme lié a lI'identification paraméatiegd’'un multimodéle impose trois
taches fondamentales : le choix de la variable de décisi@&domposition de I'espace de fonc-
tionnement du systéme et I'identification de la structurdest parametres des sous-modéeles.
L'objectif est d’obtenir un multimodelparcimonieux c’est-a-dire un multimodéle capable de
fournir une bonne caractérisation du systeme avec un nominienal de parameétres.
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Dans ce qui suit, Isignal de commandedu systémei(t) sert devariable de décisioné (t)
car il conduit le systeme vers les différents modes de fonngment (c.a-d. quit) = u(t)). Ce
choix arbitraire n’est pas unique. En effet, d'autres cli@wariables de décision, par exemple
la sortie du multimodele ou I'entrée et la sortie du multiledpeuvent étre envisagés. Néan-
moins, ces choix accroissent la complexité de la procédestichation paramétrique, la struc-
ture du multimodéle pouvant devenir récurrente.

Afin de réduire la complexité globale du probléme d’idengifion a traiter, le partition-
nement de I'espace de fonctionnement du systeme sera supposu. Une stratégie simple
mais raisonnable, visant a décomposer I'espace de fometnent du systéme, repose sur la
distribution homogene des fonctions de pondération daspéice de fonctionnement. La ca-
ractéristique en régime statique du systéme, quand elibtspsinible, constitue une information
a priori sur le systeme utile au positionnement des différentegiforgpoids. De ce fait, les
paramétres des fonctions de pondérafigh) seronta priori Supposés connus et le nombre des
parameétres du multimodéle a identifier s’en trouvera paséquent réduit, les parametres des
sous-modeles étant les seuls a identifier.

Pour les besoins de la procédure d’optimisation, les paras® des sous-modeles a esti-
mer sont regroupés dans un vecteur colofnikcontient tous les parametres du multimodéle a
estimer. Le vecteuf est représenté sous la forme d’un vecteur partitionnélgocs colonnes
6, soit :

6=1[6] .. & - g1, (2.6)

ou chaque bloc colonn@ est relatif auxg; parametres inconnus d’'un sous-modele particulier
i, soit :

B=1[61 - Bq - Bq] . (2.7)

ou 6 ¢ est un parametre (scalaire) a estimer et ou l'ingjcadique le nombre maximum de
parametres appartenanti&li® sous-modéele.

Le probléeme lié a I'identification se pose alors dans les ésrsuivants :

les fonctions de pondératiop;(.) étant fixées a priori, il s’agit, & partir de la
connaissance de I'entrédty) et de la sortie y(t) d’un systeme non linéaire MISO,
d’identifier le vecteur de parametrésdu multimodéle.

L'identification pose donc un probléme d’optimisation dcnitére J a partir des
informations entrée/sortie extraites du systéme, c.<a-d.

A

6 = argn;in J(8) , (2.8)

ol 6 est I'estimé deé au sens du minimum de.J.

Il s'avére donc fondamental de définir le critére d’optintiza J permettant d’évaluer la
précision du multimodele et d’estimer ses parametres.
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2.4 Criteres d’'estimation

Les perspectives d’exploitation du modéle conditionnerddhier des charges (les contraintes
de modélisation) a satisfaire par le multimodele. Tout imgdtiele se doit avant tout d’assurer
une bonne adéquation entrée/sortie du systeme (adéqgdtizede du multimodele et du sys-
teme) afin d’étre capable de prédire correctement le compent du systeme dans le domaine
de validité donné. Cependant, il peut étre également sa@lthaitjue les sous-modeles four-
nissent une caractérisation du comportement du systensectiaque zone de fonctionnement
(adéquation locale du multimodéle et du systeme).

Pour répondre a ces contraintes, plusieurs critéeres (glaoal ou combiné) peuvent étre
utilisés lors de I'optimisation paramétrique du multimtedéAuparavant, il convient d’intro-
duire la notion deecouvremenattachée aux fonctions de pondération, cette notion joerant
effet un réle important lors du choix du critére.

Les notions de fonctions de pondératiofoet recouvremenou fortement mélangéext de
fonctions de pondérationfaible recouvremenu peu mélangéesont déterminées par le degré
de dispersiomr associé aux fonctions gaussiennes employées dans laummstrdes fonctions
de pondération. Par recouvrement, on entend une zone ouias deux fonctions de pondé-
ration sont significativement non nulles en méme temps. Uaedg dispersiow traduit un
recouvrement important entre les zones de fonctionnentertesversa.

Exemple 2.1(Notions de recouvrement des fonctions de pondératign
Les figure.2 et 2.3illustrent les notions de fort et de faible recouvrement.

) \ / A\
wi Y /A i Vo

)
0.8F r N 0.8f
1

0.61 0.61

041} 0.4r i

0.2}/ o] 0.2 |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4

Figure 2.2 — Fonctions de pondération peu mélangéed.1. Fonctions gaussiennes(.) (&
gauche) et fonctions de pondératipi.) (& droite)
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wj i
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Figure 2.3 — Fonctions de pondération fortement mélangées0.3. Fonctions gaussiennes
w (.) (& gauche) et fonctions de pondératjaf.) (a droite)

En pratique, des fonctions de pondération peu mélangégigmt que le domaine de fonc-
tionnement du systeme a été partitionné en zones de fonetioent relativement bien dis-
jointes. Le cas limite, recouvrement nul, correspond awadss fonctions de pondération sont
booléennes (zones de fonctionnement completement disgirDes fonctions de pondération
fortement mélangées impliquent en revanche que les zonfemdigonnement sont compléte-
ment ou partiellement superposées.

Il devient alors possible en fonction du recouvrementsdili’avancer des hypotheses sur
le comportement local ou non du systéme dans chaque zonackofmement. Il est évident
gue la notion de comportement local du systeme n’est vatabéecondition d'utiliser un faible
recouvrement.

Les critéres classiquement utilisés pour I'optimisati@mgmétrique du multimodéle sont
mentionnés ci-dessous.

2.4.1 Critére global

Le critere global est défini par :

=35 (yt)—ys(t)? (2.9)

Mz

1
2.4
ou y(t) est la sortie du multimodélg(t) la sortie mesurée du systéme non linéairélde
nombre de mesures. Ce critére favorise une bonne caratitérida comportement global (en-
trées/sorties) du systéme par le multimodele, sans chred&Gmequation locale entre les com-
portements des sous-modéles et les comportements du sydaschaque zone de fonctionne-
ment. On obtient aingin multimodéle comportemental et/ou de prédictlanforme @.9) peut
étre assortie de pondérations afin d’éventuellement @giél le poids de certaines données.
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2.4.2 Critere local
Pour chaque sous-modele, un critére quadratique pondéadatene

N
Ii=35> mE®)ML) —yst)? , i=1--.L (2.10)

t=1
est défini. Le critére local prend en compte les sorties delEsisous-modéeles :

1LN

k=33 3 HEDIMO-Y(0)* . (2.11)

ouY;(t) est la sortie di€™e sous-modéleys(t) la sortie mesurée du systéme non linéairdl et
le nombre de mesures.

Ce critére favorise une bonne adéquation entre le compontdowal des sous-modéles et le
comportement local du systéme dans chaque zone de fonetiamt, a condition toutefois que
les fonctions poidgy;(.) soientpeu mélangéedl privilégie en effet les observations relevant
fortement de la zone de fonctionnement associée a son sodélenLes données appartenant
a une zone de fonctionnement bien définie sont par conséqtikstes pour l'identification
des sous-modéles. Le critere local peut conduire a I'olatertun multimodele phénoméno-
logique et/ou explicatitar les sous-modeéles obtenus sont susceptibles d’'étrpnéties, sous
certaines conditions, comme des linéarisés tangents &nsyson linéaire. Il convient toute-
fois de remarquer que linterprétation du comportemerdlloc systeme par un multimodele
demeure délicate et requiert beaucoup de précauti®ims{en et a).1999. En régle générale,

il est conseillé de considérer le multimodéle comme un nedeélreprésentation globale d’en-
trée/sortie du systéme. Notons que, contrairement auegiébal, 'emploi d’un critere local
conduit a une moins bonne caractérisation globale du sgstémnombre plus élevé de sous-
modeles étant souvent nécessaire.

D’autres variantes du critere local, suscitant un intéhé$ pu moins mitigé, sont envisa-
geables, par exemple :

1LN

=3 i;t;()’i (t) — (& (1)ys(t)? | (2.12)

ou les données extraites du systéme sont les seules a @trgessd’'une pondération.

Remarque 2.1. Soulignons que les sortigs des sous-modeles apparaissant dans le critéere
(2.17) sont indisponibles pour une structure multimodéle de TrSeffet, dans cette structure
les sorties des sous-modeéles sont “virtuelles”, la seuléiesdisponible étant celle du multimo-
dele. L'estimation de tous les parametres des sous-modélagle d’'un critere local ne peut
donc pas s’opérer par le biais du crite(@.11) mais par celui du criter€2.10. En revanche,
les sorties des sous-modéeles sont disponibles pour lemudéle découplé. L'optimisation pa-
rameétrique a partir du critér€2.11) ou du critere(2.10 devient ainsi possible.
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2.4.3 Critere combiné

Quant au critere combiné ou mixte défini pé@n et al.[1999 :
= al+(1—-a) , 0<a<1, (2.13)

il représente un compromis entre les deux criteres prétedéterminé en fonction de la valeur
accordée au parametre Il permet ainsi de tirer parti des avantages offerts parctéasres
global et localJohansen et Babusk2003 et Maertens et a[.2004 ont proposé un algorithme
d’identification ditmulti-objectifsbasé sur le critére mixte :

L
k = JG#Z\BiJL,i , B >0. (2.14)

L'analyse de la sensibilité du criter2.(4) vis-a-vis des valeurs prises par les paramerésur

a permis de mettre en évidence les conflits potentiels esgretjectifs d’identification locale et
globale. Leur analyse livre des informations clés potéatient exploitables par I'utilisateur
pour remettre en question, valider ou modifier le modélerabtée choix deB; = 1Vi offre
généralement un bon compromis entre les deux objectifs délisation. L'algorithme d’iden-
tification suggéré optimise, dans un premier temps, lesnpetras des sous-modéles a partir
d’un critere local et ajuste, dans un deuxiéme temps, le camment global du multimodéle
a partir du critére global. Il est alors possible de gardiatitéquation locale des sous-modéles
tout en assurant le caractere global du multimodele.

2.5 Procédure d’identification paramétrique

Cette section est dédiée a I'identification paramétriqua diultimodele découplé. Notons que
d’apres les équation® ) du multimodéle, cette structure n’est pas linéaire papoapaux
parametres des sous-modéles. L'absence de solution ignalyu probleme2(8) contraint a
faire appel a des techniques numériques d’optimisationlinéaires. Une solution & ce genre
de probléme peut étre obtenue a l'aide d’'un nombre conditede méthodes d’optimisation
(méthode du gradient, de Newton, de Gauss-Newton, de alespatc.).

La technigue retenue pour identifier le vecteur de param@tdel multimodéle est basée sur
une procédure itérative de minimisation d’un crit@fglobal, local ou combiné) mise en ceuvre
au moyen de l'algorithme de Gauss-Newton. Cette méthodeseepar un développement du
critereJ(.) limité au deuxiéme ordre. La mise a jour du vecteur de par@sé&st obtenue a
partir de la formule de récurrence suivante :

O(k+1) = 6(k)—H(6) 1G(6) , (2.15)

ou (k) représente la valeur du vecteur de paramétres a une itékgterticuliére,8(k+ 1) ce

~ T . 2 . .
méme vecteur a l'itération suivante(®) = % la matrice hessienne et(@) = % le vec-
teur gradient a I'itération courante. Les calculs du vectgadient G et de la matrice hessienne

H sont réalisés a partir du calcul diEsctions de sensibilitée la sortie du multimodéle par
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rapport aux parametres de chague sous-modéle.

Cet algorithme présente une convergence rapide (contraireenun algorithme du gra-
dient) et ce, méme quand le critére n’est pas quadratiquk Be plus, le calcul de la matrice
hessienne fournit des informations utiles sur l'incedéwavec laquelle les paramétres sont es-
timés. En revanche, I'une des principales difficultés déecapproche porte sur la sensibilité
de l'algorithme au choix des paramétres initigd(0). Il existe en effet un risque important de
divergence si les paramétres initiaux sont loin de 'optime plus, rien n'assure que I'algo-
rithme converge vers un minimum global. Le succés de I'oistition est donc tributaire d’'un
choix de parametres initiaux judicieux. Dans les cas difg;iil peut se révéler nécessaire de
conduire la procédure d’estimation a partir de différeihisix de parametres initiau&(0) puis
de sélectionner I'estimé qui permet d’obtenir la plus petdleur du critére utilisé.

Quelques améliorations apportées a la procédure initi@erdification contribuent a assu-
rer la convergence de l'algorithme :

1. Uncoefficient de relaxatiomariableA(k) est introduit au niveau de I'équatio®.(5) :
0(k+1) = 6(k) —A(KH(8) *G(8) | (2.16)

ol A(K) est le pas qui minimise le critére dans la direction du veckéif) *G(6) a
I'itération courante. Idéalement et pour un critere de typadratiqueA(k) = 1. En pra-
tique, on peut étre amené a modifier sa valeur afin d’améliargtesse de convergence
de 'algorithme. En effet, si kD) est défini positif alors il existe toujours éxik) < 1 qui
minimise le critére dans la direction du vecteUiGH *G(6).

2. L'algorithme deMarquardt{1963 permet de surmonter les problemes liés a l'inversion
de la matrice KIB) (problemes provenant par exemple d’'un mauvais conditiowemt)
lors de la mise a jour des parametres. Cette méthode d’optigmiscombine judicieuse-
ment les méthodes d’optimisation du gradient et de Gaus#dyie Rappelons que l'algo-
rithme du gradient est toujours stable mais trés colteurmps de calcul. La méthode
de Gauss-Newton présente un domaine de convergence plisqaéd celui de la mé-
thode du gradient et requiert des calculs plus lourds a @#ération. En revanche cet
algorithme converge vers I'optimum en une seule itératiansde cas particulier ou le
critere est quadratique. La convergence est toutefoigaggde méme si le critére n’est
pas quadratique.

L'algorithme de Levenberg-Marquardt remplace la relatierrécurrence, 16 par :
0(k+1) = 8(k) —AK)(H(B) + A (K))"1G(8) , (2.17)

ou A (k) est un scalaire (parametre de régularisation). Si la valeur(k) est proche de
zéro alors I'algorithme est proche de celui de Gauss-Nev@ola valeur de (k) >> 0
tend vers linfini alors 'algorithme est proche de celui dadjent. Cet algorithme tire
donc a la fois profit de la stabilité de I'algorithme du gradiet de la rapidité de conver-
gence de l'algorithme de Gauss-Newton.
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A chaque itération la valeur de(k) est réglée, le plus souvent au moyen d’une heuristique
basée sur I'évolution du critére. Si le critere a tendanaggreenter, la valeur d&(k) est
augmentée de facon a obtenir une bonne direction de reeheécle critere décroit alors

la valeur deA (k) est diminuée afin d’améliorer la vitesse de convergence.

3. Unfiltrage passe-bas des nouveaux paraméiiies 1) :
O(k+1)=pO(k+1)+(1—p)B(k) avec 0<p<1 (2.18)

estintroduit afin de limiter d’éventuelles oscillationsg@rametres qui pourraient conduire
a une divergence de l'algorithme.

Les trois degrés de liberté, donnés par les param@tre®t p, améliorent de facon significative
la convergence de la procédure d’identification. Pour de phaples informations au sujet de
ces techniques d’identification, le lecteur peut consuyar exemple Bard 1974 Walter et
Pronzatg1994 Ljung, 1999.

2.5.1 Estimation paramétrique avec un critere global

Le critere global est défini par :

J—lN t)2 2.19
G_Et;E() ; ( )

ou g(t) est I'erreur diteglobale erreur entre la sortie du multimodelé) et celle du systéme
ys(t), donnée par :

e(t) = y(t) —ys(t) - (2.20)

Le vecteur gradient &s’obtient en dérivant le critere global par rapport aux paraeso, soit :

0 & oy(t)

avec
L .
GO, 2.22)

Les 0;‘—((;) sont les fonctions ditede sensibilité du premier ordrde 1ai®™® sortie par rapport
aux parametres inconnus du multimodele (leur calcul esemté dans la sectidh5.3.

La matrice hessiennedis’obtient en dérivant deux fois le critere global par rapmax
parametre$, soit :

92J N 22yt N dy(t) dy(t
Ho= —ooe = ¥ &(t) y<)T+ oY) y(T) .
00007 £ 206000T ' & 06 96
—0

(2.23)
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Le calcul du hessien fait appel aux fonctions de sensildlitgoremier et du deuxieme ordre.
La méthode de Gauss-Newt@pargne le calcul explicite de la matrices Hréduisant ainsi
le nombre de calculs a chaque itération. Il est en effet plessie négliger les dérivées du
deuxieme ordre dans I'expressichZ3 sous I'hypothése que I'erreaft) tende vers zéro.

Le calcul de la matrice H se fait alors seulement a I'aide des fonctions de sensgiilit
premier ordre déja calculées pour obtenir le gradientmadrice approchéalu hessien est
donnée par :

- _ < Oy(t) dy(t)
96 96T

(2.24)

L'estimation des parameétres des sous-modéles, a l'aidedtitére global, s’opére alors par
le biais des expression2.21) du vecteur gradient eR(24) de la matrice hessienne approchée
qui ne font intervenir que les fonctions de sensibilité denpier ordre.

2.5.2 Estimation paramétrique avec un critere local

Le critere local est de la forme :
1 L N

=3 Zzlu. , (2.25)

ou &(t) est I'erreur ditdlocale, erreur entre la sortie di§™e sous-modeley(t) et la sortie du
systémeys(t), donnée par :

(1) = yi(t) = ys(t) - (2.26)

Le vecteur gradient Gest défini par :
0J L N yi(t
GL L leu. é) : (2.27)

Il convient de remarquer que les fonctions de sensibﬂ%& sont les mémes que dans le
cas d'un critere global (voir sectidh5.3. Comme dans le cas d’un critére global, la matrice
hessienne Hs’obtient en dérivant deux fois le critére local par rap@ux parametref. La
matrice hessienne approchée finalement obtenue est donnée par :

3 S e 2

sous I'hypothése que localement I'erreyt) tende vers zéro (méthode de Gauss-Newton).

Remarque 2.2.Si les fonctions poids sont a faible recouvrement, I'idergtion des para-
metres des sous-modeles est alors largement simplifiedfénl'estimation de chaque sous-
modéle peut se faire indépendamment a I'aide du criggred) défini par :

7I ZZLM yS( )) ) izla"'7|— .
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Si les sous-modeles sont linéaires par rapport aux paraseles techniques itératives non

linéaires utilisées pour réaliser I'estimation paraméuie peuvent étre remplacées par des
techniques de régression linéaires classiques (commedesinas carrés) pour lesquelles une

solution analytique existe.

2.5.3 Calcul des fonctions de sensibilité

Le calcul des fonctions de sensibilité du premier ordre seaiees a I'obtention du gradient et
du hessien peut s’effectuer a partir de I'équation du mualtiéte. La démarche adoptée pour
calculer les fonctions de sensibilité consiste a dériveetpuations d’état du multimodel2.4)

par rapport aux parametrég q introduits en 2.7). Il convient alors de distinguer deux sortes de
fonctions de sensibilité, a savoir les fonctions de selitglule la sortie de chaque sous-modele
par rapport &8 q et les fonctions de sensibilité du vecteur d’état de chague-snodele par
rapport afp g.

Les premiéres s’explicitent par dérivation partielle dgsations de sortie des sous-modeles
(2.4b comme suit :
ayi(t) JCi

060 aep,qX‘(U*Ci

ox;(t)

:1727"'7L7 q:1727"'7qp . (229)

La seconde classe de fonction de sensibilité est calcuta@paation partielle de I'équation
(2.49 par rapport a chaque paramegg,, c’est-a-dire :

ox(t+1) OJA
06, 96pq

ox;(t) 0B; oD

305, + 20 Boq u(t) + 30 Boq (2.30)

Xi(t) + A

2.5.4 Procédure d’optimisation : algorithme

La procédure d’optimisation des parameétres s’élabore phoaant la relation de récurrence
(2.17) et en utilisant soit les définitions du gradient et du hes&e?1) et (2.24) pour un cri-
tere global, soit les définition&27) et (2.28 pour un critére local. La procédure d’optimisation
paramétrique requiert également le calcul des fonctiorsgdsibilité a chaque itération. L'algo-
rithme non linéaire calcule a chaque itération les fonatide sensibilité a partir des expressions
(2.29 et (2.30 en supposant connus les parametres du multimodéle. teagmsuite de fagon
récurrente les paramétres du multimodele a partir du cdlesilfonctions de sensibilité, d’ou
I'importance du choix judicieux du vecteur de paramétrégimx 6(0).

Les étapes de la procédure d’optimisation énoncées pnérgeirt sont résumeées dans I'al-
gorithme suivant.
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Algorithme d’identification

1. Choisir le poids O0< a <1 dans le critére mixte Jc défini en (2.13
2. Donner un vecteur de paramétres initiaux 6(0) et calculer J:(0)

3. Initialisation : K= 1, choisir le coefficient de relaxation A(1l) ~ 0
et le paramétre de régulation A(1)>>0

4. Simuler le multimodéle a partir de (2.4)
5. Utiliser (2.29 et (2.30 afin d’obtenir les fonctions de sensibilité

6. Calculer le vecteur gradient et la matrice hessienne soit par
évaluation de (2.21) et de (2.24) pour un critére global, soit &
partir de (2.27) et de (2.28) pour un critére local

7. Mettre & jour le vecteur de paramétres 6O(k) par évaluation de (2.17)

8. Evaluer le critére Jo(k). Si Jo(k—1) < Jo(k) retourner & 1’étape 7 en
diminuant la valeur de A(K) et en augmentant celle de A (k)

9. 8i Jo(k) <Jc(k—1) alors incrémenter K, augmenter la valeur de A(k+1)
et diminuer celle de A(k+1). Réitérer a partir de 1’étape 4 jusqu’a
obtenir Jo(k) <€ ou k> kmax

Remarque 2.3.Une démarche d’identification consiste a procéder a une renestimation
des paramétres du multimodéle en utilisant un faible recmment des fonctions poids. Ce pre-
mier jeu de parameétres sert dans une deuxieme phase aisgtidlalgorithme d’optimisation
non linéaire (étape 2) en prenant en compte le recouvrenuritasté des fonctions poids.

Remarque 2.4.Les expression@.29 et (2.30 relatives au calcul des fonctions de sensibilité
sont des formes génériques susceptibles d’étre simplifiéesle la mise en ceuvre de l'algo-
rithme. En effet, le découplage entre les dynamiques dessrsodéles entraine un découplage
entre les fonctions de sensibilité des différents souseteedPar conséquent,

ayi(t)
26,

du fait que les parametres de chaque sous-modele sont cemglBt indépendants des para-
métres des autres sous-modeles.

=0 pour p#i i=12---,L, p=12---,L (2.31)

Remarque 2.5.La représentation d’état des sous-modéles n’est pas ur{ige unicité de
la représentation d’état). Il est en effet toujours possijlpour décrire le méme comportement
entrée/sortie du sous-modele, de trouver une matrice T daggment de base conduisant a
une représentation d’état différente. Les sous-modeleseue étre alors sur-paramétrés. I
est préférable, pour les besoins de I'identification, dagiour une forme canonique (p. ex. de
commande, d’observation ou de Jordan, etc.) de la représientd’état des sous-modelgs4).
Cette forme ne nuit en rien a la généralité du multimodele ésente I'avantage de fournir une
représentation d’état ou les matrices ont un moins grand birendle termes significatifs. Le
multimodéle présente ainsi un nombre minimal de parametidentifier.
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2.5.5 Comparaison entre les modélisations a partir d'une approche glo-
bale et d’'une approche locale

Le critere de comparaison s’appuie sur la ressemblancetstelie entre les vecteurs gradients
Gg et G_ et entre les matrices hessienngsét H_ obtenus dans chaque approche.

Comparaison des vecteur$sg et G

On rappelle ci-dessous la forme du vecteur gradienbBtenu avec un critére global

dJG ii ig) (2.32)

et celle du vecteur gradient ®btenu avec un critere local

nggigzmmmmwjy. (2.33)

Il convient de remarquer que, dans les deux cas, il est faitlaguux mémes fonctions de sen-

sibilité ag_g)_ La difféerence entre les gradients global et local provant'erreur utilisée. Une
erreur globales(t) est prise en compte dans le premier cas et une erreur lg¢gledans le
second. L'erreur globale donnée par20 fait intervenir la sortie du multimodele et celle du
systéme, c'est-a-dirg(t) = y(t) —ys(t). Lerreur locale donnée pa? (26 fait intervenir la sor-
tie dui®™esous-modéle et celle du systéme, c’est-a-gife = y;(t) — ys(t). Ces deux erreurs
deviennent identiques si les fonctions de pondérationeieinekrs le cas limite booléen.

Si les fonctions de pondération sont peu mélangeées aldis ~ £(t). Il est possible de
conclure que :

GL~Gg . (2.34)

Comparaison des matriceHg et H_

En utilisant Iaﬁ donnée pard.22), I'expression de la matrice hessienng 2.24) devient :

N L L )()

He ~ u-(f(t))u-(f(t))— : (2.35)
A& M IIED 56 g
Comme dans le cas précédent, si les fonctions de pondéfatsamt peu mélangées alors :
_ _ 1 sii=]
weomE~{ 5 & i 2.36)
ce qui améne a conclure que :
HLo~Hg . (2.37)
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En conclusion, si I'on choisit des fonctions de pondérafign) peu mélangeées, la distinction
entre critéere global et critere local disparait. Les deuxraghes d’identification livrent alors
des résultats similaires (les vecteurs gradients et lesaasathessiennes sont sensiblement iden-
tiques). En revanche, si les fonctions de pondération sotgrhent mélangées, on pourra opter
pour le critere mixteZ.13 afin de pondérer 'importance donnée a l'interprétation sleus-
modeles au regard de la qualité du modele global. De plust ihgportant d’accompagner le
choix du critere global, local ou mixte d’'un choix adéquafatections de pondération (a faible
ou a fort recouvrement).

Exemple 2.2(Exemple d’identification 1)
Soit a approcher, par une structure multimodele, le modékelméaire [Foulloy et al, 2003 :

yt+1) = (0.6—0.1a(t))y(t)+a(t)u(t), u(t)e[-0.9,0.9] , (2.38)
o _ 0.6-006y(t)
alt) = 1+0.2y(t)

Le partitionnement de I'espace de fonctionnement du sgstemdeux zones de fonctionne-
ment, est effectué a partir de I'étude de son comportemerégme statique. Les fonctions de
pondération sont obtenues par la normalisation de fonctide type gaussieft.f. chapitrel,
équation(1.21)). Les paramétres des fonctions de pondératign; ¢-0.9, c, = 0.9 eto = 0.7,
sont choisis de fagon heuristique. Il convient de remargpes ce choix n’est pas unique. Le
comportement dynamique de ce systéme ainsi que les fandi#opondération utilisées pour
partitionner son espace de fonctionnement sont illustnésasfigure 2.4.

0.81

0.61

0.4r

0.21

-15 : ~ : : 0
0 100 200 300 400 500 -1

Figure 2.4 — Entrée/sortie du systéme non linéaire (a gawsth®nctions de pondération (a
droite)

Les sous-modeéles se présentent sous la forme :
Xi(t+1) = ax(t) + biu(t) (2.39)
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ou les termesaet i sont des scalaires. Le vecteur de paramétres du multimadglalors
donné par :

6=[a b a by’ (2.40)
Quatre fonctions de sensibilité doivent étre calculéelesdont définies par :
ox(t+1) Ox(t) ox(t+1) _ dxl(t) .
da Xi(t) + aj Ja et b A op +u(t), i=1,2. (2.41)

La procédure d’identification est basée sur un critere glob@stimation paramétrique s’effec-
tue a partir de la relation(2.17) en considérant le vecteur gradie@t et la matrice hessienne
Hg définis respectivement par les relatiqi2s21) et (2.24).

itération
2 T

/ — sous-modéle 1 e
---SNL j j j

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

-1 S — sous-modéle 2 o
| ;77\1 CoSNL |

I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figure 2.5 — Résultats de la procédure d’identification

Les résultats de la procédure d’identification sont prégsrmsur la figure2.5. La partie su-
périeure de la figure2.5 illustre I'évolution des quatre paramétres au cours de lgusnce
d’identification. Le nombre réduit de sous-modéles emglaydsi que la faible dimension du
systeme non linéaire expliquent la rapide convergence deangetres du multimodéle. Les
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performances dynamiqgues des sous-modéles et du multensalé présentées sur la partie
inférieure de la figure.5. Il est possible d’apprécier la fagon dont chaque sous-reest mis

a contribution pour fournir I'approximation globale du ggsne non linéaire. On note en parti-
culier que le sous-modele 1 contribue a I'approximation gst&me pour les entrées de fortes
amplitudes, alors que le sous-modéle 2 y contribue de fagéiénentielle pour les entrées de
faibles amplitudes. Les sous-modeles ainsi identifiés@ttrume bonne caractérisation locale
du comportement du systéme. Le multimodele livre égalemmenbonne caractérisation glo-
bale du systeme.

Un bruit (ici, une séquence aléatoire suivant une loi nondé moyenne nulle et de va-
riance égale a un) est maintenant additionné sur les dondéesortie du systéeme. Le rapport
signal sur bruit (RSB) de la sortie par rapport au bruit additné est égal 46dB. Les données
d’entrée et de sortie utilisées pour l'identification aimgie les résultats obtenus a I'issue de
la procédure d’identification sont illustrés sur la figu2et. Ces résultats montrent les bonnes
capacités du multimodele découplé a appréhender le compent dynamique du systeme.

| Contexte de lidentification a | by | a [ by |
En I'absence d’un bruit 0.6777| 0.5917| 0.2334| 0.7887
En présence d’un bruit 0.6646| 0.6232| 0.2241| 0.8053

Tableau 2.1 — Récapitulatif des parametres des sous-modeles

Les paramétres des sous-modéles identifiés en I'absenogpe¢sence du bruit de mesure

sont présentés sur le tabledaul Il est possible de constater que les parameétres des sous-

modeles demeurent relativement proches dans ces deuxtasntiéidentification.

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Figure 2.6 — Entrée/sortie du systeme non linéaire (& gdwthésultats de la procédure d’'iden-
tification en présence d’un bruit de mesure (a droite)
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Exemple 2.3(Exemple d’identification 2, mise en évidence dphénomene de décrochape
Soit a approcher, par une structure multimodéle, le modelelméaire :

X(t+1) = axt)+sin(yu(t))(B—u(t)) ,ue [0,1]

avec a=0.95, y=0.8met3 = 1.5. L'entrée yt) du modele est constituée par la concaténation
de créneaux d’amplitudes variables.

Un jeu de données entrée/sortie de 5000 points a servi anfifieation et un autre jeu de
données entrée/sortie de méme taille & la validation. Leimatiéle est constitué arbitraire-
ment par L= 6 sous-modéeles (cette valeur pouvant étre optimisée). lnesiéms de pondéra-
tion L sont de type gaussien et dépendent du signal d’enttdelLes centres sont donnés par
c1=0,¢6=0.2c3=04,¢c4=0.6 c5=0.8 c5 =1 et la dispersion paww = 0.2. Le signal
d’entrée et les fonctions de pondération sont illustrésladigure 2.7.

1 T T T T T T T T T 08

0.7

0.6

051

Hi o,

0.3

0.2

0.1F

L L L L L o L L L r— L = L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t u

Figure 2.7 — Signal d’entrée (a gauche) et fonctions de patidé (a droite)

Les sous-modeéles sont de la forme :
Xi(t+1) =ax(t)+but)+d |, (2.42)

ou les parameétres;a; et d sont de type scalaire. La procédure d’identification estédeasur
un critére global. La figure.8illustre le comportement dynamique du multimodele idéntifi

Le comportement dynamique du modeéle non liné&@ré2 est mal approché par le multi-
modéle identifié. L’apparition de "pics", dans certainesg®de commutation du signal de com-
mande, détériore considérablement la qualité de I'appration. Ces "pics" sont une consé-
guence du phénomene dit de décrochage. La section suivedgenpe quelques éléments a
I'origine de ce phénomeéne ainsi qu’une solution pour y reieréd
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25 T
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Figure 2.8 — Sortie du modéle non linéaire et sortie du moitiede découplé

2.5.6 A propos du phénomeéne de décrochage

Le probleme lié au phénomeéne diécrochagest propre au multimodéle découplé et ne se pose
pas pour le multimodele de T.S. En effet, dans un multimodétuplé chaque sous-modele
évolue indépendamment des autres. Par conséquent, urechamigorusque de la valeur de la
variable d’indexatior€ (t) peut entrainer un saut instantané de la sortie d'un sousiewedrs
une autre. Or, rien n'est en mesure d’assurer que la sorta@hague sous-modele est proche
des autres lorsqu’elle est précipitamment mise a coniobul’écart entre les sorties dans les
phases de transition est a I'origine du phénomeéne de dégedjui se traduit quelquefois par
des discontinuités ou des variations tres brutales de tee shr modéle.

Un décrochagesurvient a un instant donné si les sorties des sous-modées encontribu-
tion sont éloignées les unes des autres. Si les sorties desrsmdeles sont proches au moment
ou elles sont mises a contribution le décrochage diminue whsparait complétement si elles
sont identiques. Le probleme du décrochage peut étre adogd&ré comme un probléme de
conditions initiales sur les sorties des sous-modélesdjabes sont mises a contribution.

Par ailleurs, ce phénomeéne est plus ou moins marqué seltmdéuse de multimodele dé-
couplé employée : fonctions de pondération agissant suir€e (multimodeéle a base de blocs
Hammerstein), la sortie (multimodéle a base de blocs Wjemesimultanément sur ces deux
signaux (multimodele a base de blocs Hammerstein-Wie@er)sidérons a titre d’exemple un
multimodéle construit a partir de blocs Hammerstein. Lealigl’entrée y est nul pour tous les
sous-modeles non pris en compte. Les sorties de tous lesrsmifles pour lesquelg(.) ~ 0
tendent de ce fait vers zéro excepté pour les sous-modéiedlament “actifs”. Dans ce cas de
figure, I'écart entre les sorties des différents sous-nesdgéut étre important contribuant ainsi
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a augmenter le phénomeéne de décrochage.

Dans tous les cas, le décrochage perturbe la procéduretifidation et détériore la qualité
de l'approximation obtenue. La procédure d’identificatest en effet tenue d’ajuster les pa-
rametres du multimodéle qui reproduisent le mieux le cotepoent du systéme tout en cher-
chant a éliminer le phénomeéne de décrochage. Elle a donarteac estimer des sous-modéles
présentant de faibles variations de la sortie en vue de pa&ene diminution efficace du phé-
nomene de décrochage. Le décrochage a un impact défaveratllestimation paramétrique
et détériore I'approximation du systeme dans les zones decd#age.

Toutefois, ce phénomene ne se produit pas systématiquaindépend conjointement des
dynamiques propres aux sous-modeles, du mécanisme gita&on (choix de la variable de
décision et de la structure du multimodéle) et du placemesfainctions poids. Une premiére
solution visant a limiter et/ou éliminer le phénoméne dedétage consiste simultanément a :

e meélanger fortement les fonctions de pondération,
e augmenter le nombre des sous-modeles.

Cette premiere stratégie introduit inévitablement desragrtes supplémentaires dans la pro-
cédure d’identification et peut souvent s’avérer inefficace

Nous proposons une deuxieme solution qui consiste a mol@ifsgructure du multimodele
grace a l'ajout de trois filtres passe-b&s, > et F3). lls agissent respectivement sur le signal
de commande, la variable de décisibft) et la sortie du multimodéle (figur2.9). L'objectif
est de prendre progressivement en compte la contributiahague sous-modeéle et d’adoucir
ainsi les transitions entre les sorties des sous-modete§iltiage de la variable de décision
& (t) permet en particulier d’assurer la continuité des fonatipoids et ce, méme si le signal de
décision présente des discontinuités.

La structure du multimodele découplé modifié est alors demé :

0t) = F(g Hu) , (2.43a)
(i(t) Fi(g Hu(t) , (2.43b)
x(t+1) = A(B)x(t)+Bi(6)d(t)+Di(8) , (2.43c)
yi(t) = Gi(8)xi(t) , (2.43d)

L
yt) = 2 pi(E()yi(t) avec &(t)=Aa(t) , (2.43e)
yt) = R(@h) , (2.43f)

ol y(t) est la nouvelle sortie du multimodéle. Les trois filtres sootiésF1(q1), F2(q~?) et
F3(g~1) ot F(g™t) est un rapport entre deux polyndmescen. Ces trois filtres font alors par-
tie du modéle du systeme et I'estimation de ces paramétiedtamintroduite dans la procédure
d’identification.
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Le nouveau vecteud contenant les parametres du multimodéle a estimer est géfini

, (2.44)

.
o—[6] ... 67 ... 67 6L o 6]

ou chaque bloc colonn@ est relatif aux parametres inconnus i@l sous-modéle et ofF,,
6, et B, sont les vecteurs contenant les parametres relatifs aigXittes :

6= [6r1 ... Brg ..o Org ], i=123. (2.45)

La procédure d’estimation paramétriqgue du multimodéleodplg modifié est obtenue en
suivant une démarche tout a fait similaire a celle exposémars des sections précédentes (le
calcul des fonctions de sensibilité est présenté en ankpxe

u(t)
Y Y 0
Fil@™?) Fa(a?) Hi()
o) Ill(t)
| Asxa(t) +Bali(t) + Dy - C ~(1)
e qt= Ha(t)
Y ~
= hoolt) B0 1Dz | =l Gy | ) (5 g ) LY
| A
X(t) gt = |
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, V p(t)
S AROFBAO DL o G -
o) Q=

Figure 2.9 — Architecture du multimodéle découplé modifié

Exemple 2.4(Exemple d’identification 2, suite et fin)
On opte ici pour un multimodele découplé modifié. Les filtrgsHr et F3 du premier ordre
utilisés sont donnés par :

Gt+1) = a10(t)+(1—oau(t+1) , (2.46)
Gt+1) = a20(t)+(1—a2u(t+1) , (2.47)
yt+1) = azy(t)+(1—a3)yt+1) . (2.48)
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Le calcul des nouvelles fonctions de sensibilité s’eflecamme dans la sectiéh5.1en pre-
nant en considération les nouveaux parametresx;, et az des filtres passe-bas.

La figure2.10illustre le comportement dynamique du multimodéle idéraifires introduc-
tion des trois filtres passe-bas. Une bonne adéquation ésgrdonnées du modele non linéaire
et celles du multimodele est constatée, le phénomeéne dectiége étant rejeté.

20

[— Sortie SN.L. t {
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Figure 2.10 — Sortie du modele non linéaire et sortie du moltiele découplé modifié

2.6 Exemples d’identification

Les deux exemples académiques d’identification figurans datte section permettent d’éva-
luer a la fois les performances et les limites de la procéd@simation paramétrique proposée.

2.6.1 Systéme non linéaire mono-entrée/mono-sortie

On souhaite obtenir une représentation multimodele d'stésye non linéaire décrit par :

_ YOyt -yt —2)ut—1)(y(t—2)—1)+u(t)
e+ = 11y2(t—1)+y2(t—2) ’

y(0) = y(1)=y(2)=0.
Cet exemple a été proposé pdarendra et Parthasaratfy99( dans un contexte de modélisa-

tion par réseaux de neuron®&ukhris[199§ et plus recemmerierdult[2007 ont fait appel
a ce méme exemple pour montrer les capacités d’approximdiim multimodéle de T.S.

(2.49)

L'observation de la réponse du systéme a des échelons dtadgd variables (voir figure
2.11, a gauche) permet de vérifier le caractére non linéaire dig¢rsgs Un partitionnement
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homogéne de I'espace de fonctionnement du systéme en qoates est effectué a I'aide des
fonctions de pondération de centms= —1, c, = —0.33,c3 = 0.33 etcy = 1 et de dispersion
o = 0.4 (voir figure2.11, a droite).

Un jeu de données de 800 échantillons est utilisé pour [ifieation. L'entréeu(t) du
systeme est constituée par la concaténation de créneauplitizdes (appartenant/a 1, 1]) et
de durées variables. La validation du modele est réaliséemsidérant I'entrée suivante :

u(t) = sin(2X%t) 1<t <500 (2.50)
u(t) = 0.8sin(Z%t) +0.2sin(3%t)  t > 500 '
‘ ‘ ‘ ! —
J —
— M4 |
0.5 lg\%\/\/\x/\h
N~
y 0_{
-0.51 th \
—lf \\
0 1‘0 2‘0 36 4‘0 50 1

t

Figure 2.11 — Réponses temporelles du systeme a des échedonglitldes variables (a
gauche) et fonctions de pondération (a droite)

Deux indices de performance sont proposés afin d’évaluardht§ du modele. Le premier
indice, déja défini enl(.24), est la moyenne quadratique de I'erreur (Mean Square EA8iF)
donnée par:

N
MSE = %Zi(ys(” y()? . (2.51)

Le second est la VAF (variance-accounted-for) donnée ercpatage. L'évaluation de la VAF
permet, dans le cas général, de comparer deux matricesfdEnuefe VAF égale a 100% est
obtenue si les deux matric¥tY sont identiques. Dans le cas contraire, la VAF varie entre 0%
et 100%. Dans un contexte d’identification, la VAF sert a carepla séquence des données de
sortie de validation du systém®; aux données de sortie fournies par le mogéleLa VAF

est définie par : 7

var(ys; —yt')

VAF = maxq 1—
{ var(y)

,o} x 100% |, (2.52)

ou var dénote la variance d’'un signal quasi-stationnaiesdle cas idéal, c’est-a-dire avec un
modéele exact du systeme et un jeu de conditions initialefaipament connu, les séqueng@%
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ety’{I sont identiques et la VAF est de 100%.

Le multimodele de T.S. composé de sept sous-modéles dietr@ordre proposeé p&ou-
khris [199§ fournit un indice de performance MSE 0.0003.Nie [199F obtient un meilleur
indice de performance MSE 0.00028 avec un modele neuro-flou comportant 34 regles. Enfin,
Verdult[2003 introduit une procédure d’optimisation des fonctions dageration et des para-
metres d’un multimodele de T.S. constitué de quatre sowdetas du troisieme ordre. Il obtient
un VAF = 99.9% et un MSE= 0.0002. Plus récemmernityen et al.[2007] ont proposé une
classe particuliere de modéle affine par morceaux dite BPWARecewise-Affine Basis Func-
tion AutoRegressive eXogenous modptaur I'identification de type boite noire d’un systeme
non linéaire. lls obtiennent une VAE 97.9% avec un modéle comportant une dizaine de sous-

modeles dont le vecteur de régressiongst = [1,y(t — 1),y(t — 2),y(t — 3),u(t — 1), u(t — 2)] T

Le multimodele découplé proposé comporte quatre sousdemdil second ordre et un
filtre passe-bas du premier ordre filtrant la variable dedi@ci Lidentification paramétrique
est effectuée en considérant tout d’abord des données deer(esa-d. de sortie) non bruitées
puis bruitées.

Identification a partir de données de mesure non bruitées

Les données utilisées pour I'identification et les réssiltditenus lors de la validation du mo-
dele sont présentés sur la fig@é2 La bonne adéquation entre la sortie du systeme (séquence
de validation) et celle du multimodéle est clairement mise&edence. Les indices de perfor-
mance obtenus sont VAE 99.7446% et MSE= 0.00067. Ces performances sont tout a fait

comparables a celles obtenues par les auteurs mentionf@sdpmment alors qu’'un nombre
inférieur de parametres a été utilisé.

T

==g%

0.5

————

0 200 400 600 800 0 200 4(20 600 800
t b

Figure 2.12 — Données pour l'identification (a gauche) ailtéts de la validation du modéle (a
droite) en I'absence d’'un bruit de mesure
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Identification a partir de données de mesure bruitées

Un bruit de mesure sur les données de sortie du systeme esenait additionné. Le bruit
correspond a une séquence aléatoire suivant une loi noaeateoyenne nulle, de variance
égale a un. Le rapport signal sur bruit (RSB) de la sortie pgrad@u bruit additionné est égal
a 1B (I'amplitude du bruit correspond a 10% de I'amplitude maaiendu signal de sortie).
La figure2.13illustre les données utilisées pour l'identification etdésultats obtenus lors de
la validation. Les indices de performance obtenus sont ¥4+.6545% et MSE= 0.0053.

Entree
- - -Sortie

=

i

-

0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
t t

Figure 2.13 — Données pour l'identification (a gauche) ailtéts de la validation du modéle (a
droite) en présence d’un bruit de mesure

2.6.2 Four a gaz deBox et Jenkins

Ce deuxieme exemple d’'identification utilise les donnéeodud gaz de type SISO proposées
parBox et Jenking1974.

70
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Figure 2.14 — Données d’entrée et de sortie du four (a gawtHenctions de pondération (a
droite)
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Dans ce four a gaz, de l'air et du méthane ont été combinéscde taobtenir un mélange
de gaz contenant d00O,. L'entrée du four correspond au débit du méthane et la sartae
concentration en pourcentage@é, (figure2.14). Le jeu des données d’entrée/sortie du four
est constitué de 296 points. L'identification du multimadest réalisée avec un jeu de données
de 150 points. Les 146 points restant servent a la validatiomultimodele.

Le multimodéle a structure modifiée (c.f. sectid®.§ se compose de trois sous-modéles
et de trois filtres passe-bas du premier ordre. Un partidgorent homogene de I'espace de
fonctionnement du systéme en trois zones est réalisé & lded fonctions de pondération de
centresc; = —2.7160,c, = 0.0590 etcs = 2.8340 et de dispersioa = 1.7 (voir figure2.14),
ce choix n’étant pas unique.

Identification a partir de données de mesure non bruitées

La figure 2.15illustre les résultats obtenus pour lidentification et HEidation du multimo-
dele. Les indices de performance obtenus lors de l'ideatifio sont VAF= 98.8073% et
MSE = 0.1329. Les indices de performance obtenus lors de la vadidabnt VAF= 77.0981%

et MSE= 0.2065. Le multimodele identifié parvient a représenter dkxbant le comportement
dynamique du systeme. |l y a cependant des régions ou I'atiégLentre le multimodéle et le
systéme n’est pas satisfaisante. On notera que dansVatlede temps 260 296 I'identifi-
cation étant mauvaise, le multimodéle devra y étre mieuypt@d@voir figure2.15 (a droite)).
Toutefois, la précision du multimodele peut étre améliam@augmentant par exemple |'ordre
des sous-modeles ou en considérant une autre décompagti@space de fonctionnement du
systéme.

44 ‘ : 48 : :
0 50 100 150 150 200 250 300

t t

Figure 2.15 — Résultats de I'identification du modele (a gajiehde la validation (a droite) en
I'absence d’un bruit de mesure

Identification a partir de données de mesure bruitées

Un bruit de mesure sur les données de sortie du systeme edenmsait ajouté. Le bruit corres-
pond a une séquence aléatoire suivant une loi normale dermeyuille, de variance égale a
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un. Le rapport signal sur bruit (RSB) de la sortie par rappobrait additionné est égal a @B.

La figure 2.16 permet de comparer, pour les données d’identification etatldation, la
sortie du systéme et celle du multimodele identifié. Lesdeslide performance obtenus lors de
I'identification sont VAF= 91.4417% et MSE= 1.0731. Les indices de performance obtenus
lors de la validation sont VAE= 69.0093% et MSE= 2.8210. Ces résultats illustrent les bonnes
propriétés d’adéquation du multimodeéle identifié en présetiun bruit de mesure.
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Figure 2.16 — Résultats de I'identification du modele (a gajiehde la validation (a droite) en
présence d’un bruit de mesure

Commentaires

Deux facteurs rendent I'identification difficile, a savoir npombre relativement réduit de don-
nées et un signal d’entrée relativement peu riche. Ce daaspact est illustré a I'aide de I'his-
togramme pour le jeu de données d’entrée du systeme (fgiure
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Figure 2.17 — Histogramme pour le jeu de données d’entréeutu f
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Il est aisé de constater, d'apres I'histogramme, que leasidgn commande n’excite pas uni-
formément les trois zones de fonctionnement du systemeiegfiar les fonctions de pondéra-
tion. En effet, un grand nombre de points se situent dangimlle[—1, 1] qui correspond a la
zone de fonctionnement ou le deuxiéme sous-modele eshleipai contributeur cagp ~ 1.

Cet exemple pointe I'importance de disposer d’un signaltdgénsuffisamment riche, c’est-
a-dire capable d’exciter les différentes zones de fonngoment du systeme de maniere a fournir
assez de données pour l'identification des parametres dessodeles.

2.7 Conclusion et discussion

A travers ce second chapitre, nous avons abordé le probleniglentification des systemes
non linéaires sous I'angle d’'une approche multimodeler&attention s’est portée sur le mul-
timodéle découplé par opposition aux approches multinesdéhssiqguement utilisées.

Comme il a déja été mentionné, le multimodéle découplé reasiipie I'utilisation de sous-
modeles hétérogenes, c’est-a-dire de sous-modéles deslons et de structures différentes.
Cet aspect constitue un point intéressant dans une pesspdttentification. En effet, I'utili-
sation des sous-modeles hétérogenes introduit un degréxdalité dans la phase d’identifica-
tion dans la mesure ou la complexité de chaque sous-modéie’pelapter a la complexité du
systeme dans chaque zone de fonctionnement. Il deviemstpdssible d’effectuer une décom-
position non réguliére de I'espace de fonctionnement. Q@eitactéristique peut favoriser une
description précise du comportement non linéaire du syst&rac un nombre relativement ré-
duit de parametres. La structure du multimodéle découpléaders étre mise a profit, dans un
contexte de modeélisation de type boite noire, afin de treatprobleme dit deurse of dimen-
sionality dans lequel le nombre de parametres du multimodele néoessbbbtention d’'une
représentation précise du systeme augmente tres rapitdamsnla dimension du systeme. Le
multimodéle découplé posséde donc une structure appeoprié@ modélisation des systemes
complexes de nature non linéaire dont la structure peutivdans I'espace de fonctionnement.

Dans ce chapitre, une procédure d'identification paramégrhors ligne d’'un multimodéle
découplé a été mise en ceuvre. Un algorithme itératif d'apétion non linéaire de différents
critéres (local, global ou mixte) a permis d’estimer lesapagtres des sous-modeéles. Un phé-
nomeéne de décrochage susceptible, dans certaines sigjadi® diminuer la qualité de 'ap-
proximation du multimodéle a été mis en évidence et uneisolsuggérée afin d’y remédier
en grande partie. Différents exemples académiques difaeion ont permis d'illustrer les
bonnes aptitudes du multimodéle découplé a capturer le eaderpent non linéaire d’'un sys-
teme.

Ce chapitre pose un certain nombre de bases et ouvre d’isdéértes perspectives dans le do-
maine de l'identification des systemes non linéaires ad'aidin multimodéle découplé. Parmi
les points pouvant constituer I'objet de travaux ultérsgen peut mentionner la recherche de la
dimension du multimodele, c’est-a-dire la déterminatiamdmbre et de la dimension des sous-
modeles, un probleme loin d’étre évident a résoudre. Urténslir la dimension de chaque sous-
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modele peut toutefois étre obtenu en réalisant d’abordderdification paramétrique basée sur
un critére local. Ce critere permet en effet d’obtenir unetsah analytique au probléme posé
par 'identification de chaque sous-modele. L'introdustédune fonction colt, par exemple le
critere d’'information dit d’Akaike qui tienne compte sinmmément des performances du mo-
dele et de sa complexité, peut servir a la détermination dé&lature du multimodéle la plus
parcimonieuse.

Il est également possible d’envisager une procédure afogdition des fonctions de pondé-
rationp(.) afin d’obtenir un partitionnement optimal de I'espace defimnement du systeme.
Une extension des algorithmes dits a deux niveaux bascetdre I'estimation paramétrique
des sous-modeles et I'estimation paramétrique des forepoids représente une voie qui me-
rite d’étre explorée.

Enfin, I'étape fondamentale de validation du modele doé étudiée en profondeur afin de
fournir au concepteur des indices sur la qualité et sur laptexité de la structure du modele
obtenu. Dans cette perspective de validation, il peut &rgqulierement approprié d'étudier
I'applicabilité des tests de corrélation des résidus thiits parBillings et Voon[1984.
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3.1 Introduction

Les comportements dynamiques de nombreux systemes phggeuvent étre décrits a I'aide
d’'un modele mathématique qui fait intervenir un ensembégdations différentielles mettant
en relation un nombre fini de variables internes, appeléakedgnt variables d’'état. L'évo-
lution temporelle du systeme est donc caractérisée paollifon de ses variables d’état qui
dépend des signaux d’excitation appliqués et des conditiotales.

Cette représentation d’état du systéme se préte partieni@nt bien a la synthese de nom-
breuses lois de commande (commande par retour d’état, pans). La mise en ceuvre de ces
techniques de commande requiert la connaissance de It&olde I'ensemble des variables
d’état. Or, sur un plan pratique, les variables d’état neespondent pas toujours aux mesures
du systéme soit parce qu’elles sont dépourvues de tout bgagjpe, soit parce que leur mesure
directe est soumise a des contraintes d’ordre techniqgcienédogique ou économique (instru-
mentation difficile du systéeme, capteur indisponible oa treéreux,...). Pour ces raisons, |'état
complet du systeme peut étre difficile voire tout simpleniemossible & mesurer. La valeur
d’'une ou de plusieurs variable(s) d’état du systéme doit ére en regle générale estimée ou
reconstruite par le biais d’uobservateudit égalementapteur logiciel L'estimation de I'état
du systeme joue également un rdle central dans un contestgrdeillance et de diagnostic de
systemes. Elle sert en effet a générer des symptémes déahefaidu systéme établis a partir
de la comparaison entre les signaux estimés et ceux mesarésconstruction des variables
d’état d'un systéme constitue donc un probléme fondamelatas les sciences de I'ingénieur.

u(t) y(t)

> SYSTEME >

OBSERVATEUR X(t) : état estimé
(FILTRE) =

4

MODELE DU

Yy

SYSTEME

Figure 3.1 — Principe de I'estimation d’état

La reconstruction d’état se propose de fournir I'estimaties variables d’état a partir des
grandeurs connues, c.-a-d. I'entrée et la sortie du syst&dmesolution au probleme de I'esti-
mation de I'état des systemes, basée sur la connaissamcendtlele mathématique LTI du sys-
teme, a été apportée paalman[196( et parLuenbergef1971] au cours des années soixante.
L'estimation des différentes variables d’intérét est aaple grace au filtre de Kalman dans
le cas stochastique ou grace a l'observateur de Luenbdaligé@galement observateur a gain
proportionnel, dans le cas déterministe. Un observataufilfoe) est un systéme dynamique
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qui fournit en sortie une estimation de I'état du processparér des entrées, des sorties et du
modele du systeme et ce, au moyen d’une correction proposite a I'écart entre la sortie
mesurée et celle estimée. Le gain de correction pour I'obssur de Luenberger est obtenu
en imposant une vitesse de convergence de l'erreur d’eéstim&uant au filtre de Kalman, il
exploite les propriétés statistiques du systeme et du énutue d’obtenir le gain de correction
optimal minimisant la variance de I'erreur d’estimatiora teconstruction d’état pour les sys-
temes caractérisés par un modéle LTI semble avoir attemtcartaine maturité et nombreux
sont les algorithmes de synthese disponibles.

Les systemes physiques présentent cependant des comaigetiynamiques complexes
faisant intervenir des lois non linéaires. Ces comportesieapeuvent étre représentés que tres
localement a I'aide d’'un modele LTI. Cette représentatiarale permet de trouver, a I'appui
des résultats proposés pour les modeles LTI, une solutisfasante au probleme d’estima-
tion d’état a condition toutefois que la plage de variatiarsgsteme soit assez étroite. Ce cas de
figure est couramment rencontré quand, par exemple, lensgstét inséré dans une boucle de
régulation destinée a maintenir son fonctionnement autourpoint de fonctionnement donné.
Dans nombre de situations pratiques cependant, le systeitn&ied exploité dans un domaine
de fonctionnement plus large. Dans un contexte de diagnpatiexemple, il est conseillé de
réaliser I'estimation d’état a partir d’'un modéle capatdeeproduire le comportement du sys-
teme dans une large plage de fonctionnement et ce, afin dérpren compte les changements
dans les modes de fonctionnement du systéme. Dans ce casmg liggrecours a des modeles
de représentation non linéaire s'impose dans la mesuresaudéeles LTI ne sont pas aptes a
caractériser correctement le comportement global dumsste

La reconstruction de I'état des systemes représentés paodale non linéaire souléve un
probleme difficile a résoudre dans le cas général. En eflatdédférence des modeles LTI ou
une représentation unifiée peut étre employée, les modeteingaires peuvent se présenter
sous une multitude de structures faisant intervenir d'aget différente les termes non li-
néaires. De plus, la notion d’observabilité (c.-a-d. laawdig a reconstruire I'état a partir des
mesures) dans le cadre des modéles de représentation @aindine renvoie pas a un concept
global unique et dépend fortement du signal d’excitatiopligpné au systeme. Par conséquent,
il semble difficile d’établir une théorie générale en medigesynthétiser un observateur basé
sur un modele non linéaire non spécifié.

Cependant, différentes approches, conduisant a une dstintéétat pour des classes spé-
cifiques de modeles non linéaires, ont été proposees datiédatlre (le lecteur peut consulter
le récent ouvrage d@esancorf2007 et le premier chapitre de la thése @berrier[2009 pour
un état de l'art sur I'estimation d’état des systémes nadglires). La plupart de ces approches
sont des prolongements des concepts introduits par KalmgaoLuenberger. Les plus clas-
siques et les plus répandues sont sans aucun totilee de Kalman étendat 'observateur
de Luenberger étendbans le cadre de ces approches, I'estimation de I'état giese est
réalisée a partir d’'une linéarisation a chaque instant ddeteonon linéaire le long des trajec-
toires estimées. Cette approche n’est valable que pour ddslesoocalement différentiables
et la convergence de l'erreur d’estimation n’est garantie ipcalement (la convergence peut
dépendre par exemple de I'état initial), la fonction nodire étant linéarisée autour de I'esti-
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mation courante. D’autraschniques dites par transformatipermettent d’obtenir un systéme
linéaire auxiliaire, issu d’'une transformation (changattke coordonnées) de I'état non linéaire
du systeme. Il est ainsi possible, a I'aide des techniquessicjues, de concevoir un observateur
dans le nouveau repere du systéeme. Une transformatiorseneenduit ensuite a I'obtention
d’un observateur non linéaire pour le systeme non linéareéapart. Le principal inconvénient
de cette approche est di aux conditions restrictives dante d’'une transformation appro-
priée. Lesobservateurs a grand gaisont applicables aux systémes qui ne peuvent pas étre
linéarisés par un changement de coordonnées, a condititefdcs que le systeme soit globale-
ment lipschitzien. Ces observateurs présentent une steyamtoche de celle de I'observateur de
Luenberger. Comme l'indique tres bien son nom, cet obsarvatdise un grand gain qui aug-
mente conformément awonstantes de Lipschitiu systeme. Ce gain permet de compenser les
effets de la partie non linéaire du systéme sur I'erreurtiftegtion. La littérature offre diverses
techniques de synthese de I'observateur a grand gain @ainthier et a.1992 Raghavan et
Hedrick 1994 Rajamani 1999). Les observateurs a gain adaptatgroposées paBusvelle et
Gauthier{2009, en combinant I'observateur de type grand g&afithier et al.1999 au filtre

de Kalman étendu, permettent de tirer profit des avantaggses a chaque structure. Ce type
d’observateur présente un comportement initial de typedygain dont la convergence globale
est prouvée ainsi qu’'un comportement asymptotique proeleeldi du filtre de Kalman étendu
doté de remarquables propriétés de robustesse. Plus récgna®s méthodes dites algébriques
appliguées a I'estimation d’état rapide en boucle fermééio® dans cette direction des résul-
tats encourageantBljess et al.2009.

L'ensemble de ces méthodes nécessitent la connaissamisepsr toute la plage de fonc-
tionnement, d’'un modele mathématique non linéaire du Byest®r, I'obtention d’'un tel modeéle
est loin d’étre aisée en raison notamment de la nature camples systemes non linéaires. Il
faut bien souvent faire appel a des techniques d’identificate type boite noire pour repreé-
senter mathématiquement les comportements dynamiquestiunree. Le choix de la structure
interne du modéle constitue la clef de volte de ces techsidjidentification. En effet, la struc-
ture du modéle doit, d'une part, étre assez générale de tagoendre en compte un nombre
varié de situations de modélisation et doit, d'autre patévéler apte a favoriser une exploi-
tation ultérieure. Les multimodéles permettent de panémin excellent compromis entre ces
deux aspects.

Dans ce contexte de modélisation, les sous-modéles peétreragrégés de multiples fa-
¢cons, donnant toutes lieu a difféerentes classes de mulélesd-ilev, 1991. Deux grandes
familles de multimodéles sont recensées selon que lesrsodsles sonhomogenesc’est-a-
dire gqu’ils partagent le méme espace d’étaultimodele de Takagi-Sugenou hétérogenes
c’est-a-dire que leur structure et leur espace d'étatraiffefmultimodele découp)é

La structure du multimodéle de Takagi-Sugeno a été initiale proposée, dans un contexte
de modélisation floue, pdiakagi et Sugenfpl 985 dans les années 80 et a été depuis largement
popularisée, dans un contexte multimodele, par les trastaurhansen et F0$$993. L'étude
de la stabilité et de la stabilisation (étroitement liéeestimation d’état) des multimodeéles de
Takagi-Sugeno a fait I'objet de nombreux travaux de redte(eoir [Tanaka et Sugend99Q
Blanco et al.200% Chadli 2002 Guerra et al.2004 et leur bibliographie). Ces travaux s’ins-
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crivent principalement dans le cadre de la recherche d’andd commande stabilisante qui
doit disposer de tout le vecteur d’état (pas toujours adue3sC’est ce besoin en particulier
qui est a l'origine de I'étude de la reconstruction d’étatjoard’hui largement développée.
L'estimation d’état du multimodele s’effectue en généial e biais d’'unmultiobservateude
type proportionnel (extension de I'observateur propaortiel des systémes linéaires aux mul-
timodeles). Cependant, d’autres types de multiobsenatmtrégalement été développés (par
exemple, a entrées inconnuéshenak 2004 Rodrigues2003 et a modes glissant®alm et
Bergstern200(Q). Dans la perspective d’'une stratégie de surveillancesgst@mes représentés
par un multimodéle de Takagi-Sugeno, il a été fait appel aultiobservateurs en vue de géné-
rer des signaux indicateurs de défautsgez-Toribio et al.200Q Akhenak 2004 Rodrigues
2005.

Soulignons que d’un point de vue structurel, tous les soodeates de ce multimodele ont
la méme dimension car un seul vecteur d’état apparait darégieations du multimodéle. La
complexité des sous-modéles est par conséquent invadakelee que soit la complexité du
fonctionnement a décrire. Le multimodele ainsi obtenu génat alors sur-paramétré et sa com-
plexité inutilement augmentée.

La structure du multimodéle découpléilpv, 1997 introduit une certaine flexibilité dans
I'étape de modélisation dans la mesure ou la dimension dessrsodéles (leur nombre d’états)
peut étre adaptée a la complexité du systeme dans chaqudetretionnement. Ce multimo-
dele s’adapte donc particulierement bien a la modélisatemsystémes complexes présentant
des non-linéarités et des changements de structure edggrairleur mode de fonctionnement.
Il a déja été exploité dans le cadre de I'identification (bfagitre2) et/ou de la commande de
systemes non linéaire§Spwthrop 1995 Gatzke et Doyle 1] 1999 Gregorcic et Lightbody
200Q Gregorcig 2004. Dans un contexte de surveilland€anev et Verhaegef2004 se sont
intéressés a la détection du changement de régime de fonetient du systeme. Dans cette
approche, chaque sous-modéle sert a représenter un madiadéfiu systeme. La surveillance
consiste a déterminer le mode actif du systeme.

Les possibilités offertes par le multimodele découplé peaonstruire I'état d’'un systeme
semblent peu exploitées au regard des travaux actuellgrabliés. Les récents articleddppal
et al.[2003; Uppal et Pattorf2005; Uppal et al[200§ sont, & notre connaissance, les seules
références relatives a I'estimation d’état dans un coatelet surveillance. Dans ce chapitre,
notre attention se portera donc sur I'estimation d’étatyd¢esnes représentés par un multimo-
dele découplé. Le chapitre comprend cing sections. Aprésefrrappel des structures du mul-
timodéle de Takagi-Sugeno et du multimodéle découpléale® de leur stabilité est réalisée
au cours de la deuxiéme section. La troisieme section, dédi@stimation d’'état proprement
dite, propose une extension de I'observateur a gain priopoe| classiquement utilisé pour la
reconstruction d’état. La convergence de I'erreur d’estion d’état est analysée a l'aide de la
méthode de Lyapunov. Le gain de I'observateur est obteniapésolution d’'un ensemble d’in-
égalités matricielles linéaires (LMI). Cette section expégalement un moyen d’introduire, au
cours de la synthése de I'observateur, des spécificationmmtelles de la dynamique de I'erreur
d’estimation. La structure du multimodele découplé modda@nsidérée lors de la synthése de
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I'observateur, permet d’établir dans la quatrieme sedtiodien entre la synthese des obser-
vateurs et le phénoméne de décrochage (c.f. se2twg). Enfin, le recours de plus en plus
fréquent aux calculateurs délocalisés du systéme et lanigeion des données par réseaux
informatiques a l'origine d’inévitables délais d’atteriteit des systemes a retard une théma-
tique de recherche d’actualité qui mérite d’étre brievenadordée dans la derniére section du
présent chapitre.

3.2 Rappel sur les structures des multimodeles

Dans le cadre de la représentation multimodele, le comperte dynamique d’'un systeme est
appréhendé au moyen d’'un ensemble de sous-modéles ageggésmpécanisme d’interpola-
tion.

On rappelle ci-dessous les expressions mathématiquedrdetiges du multimodeéle de
Takagi-Sugeno et du multimodéle découplé. Pour ce faireytooduit I'opérateud qui permet
d’obtenir une notation unifiée des multimodéles a tempsicormt a temps discret.

Définition 3.1 (Opérateurd). L'opérateurd dénote la dérivée par rapport au temps pour les
systemes a temps continu, sd{ix(t)) = x(t),t € R, et 'opérateur d’avancement pour les
systemes a temps discret, sdfk(t)) = x(t+1),t € N.

e Lareprésentation dans I'espace d’état du multimodele BagieSugeno (T.S.) est don-
née par :

L L
o(x(t)) = _;ui(f(t))AiX(t)+_;Hi(f(t))BiU(t), (3.1q)

L
yit) = _;Hi(f(t>)cix(t)7 (3.1b)

oux € R" est le vecteur d’état du multimodeles R™ le vecteur de commandgg RP
le vecteur de sortie du multimodéle. Les matrides R™", B € R™M et C; € RPXN
sont constantes et supposées connues.

e Lareprésentation d’état du multimodéele découplé est dopaé:

3(xi(t)) = Ax(t)+Biu(t) , (3.2a)
yi(t) = GCx(t) , (3.2b)

L
w0 = 5 HEOMO (3:20)

oux € R™ ety; € RP sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur desstuit™e
sous-modele, ou € R™ est le vecteur de commandeyet RP le vecteur de sortie du
multimodéle. Les matrice& € R"*N B; ¢ R"*MetC; € RP*" sont constantes et sup-
posées connues. Par la suite, MDC et MDD désigneront reégpeent le multimodele
découplé a temps continu et le multimodele découplé a tempeetl
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Dans les deux cag,(t) est une variable caractéristique du systeme, appeléeaggati@ariable
de décision, accessible par mesure en temps réel. Ellegaugxemple, correspondre aux va-
riables d’état mesurables ou aux signaux d’entrée ou desbg variable de décision sert a
indexer les fonctions de pondératigr(é(t)) qui définissent les différentes zones de fonction-
nement et assurent la transition entre les sous-modelezdrees de fonctionnement ne sont
pasa priori disjointes et sont par conséquent susceptibles de préskseecouvrements. Les
fonctions de pondération admettent de ce fait des valetesmédiaires dans l'intervalle O et 1.
Elles respectent de plus les propriétés de somme convesanses :

_iui(f(t))zl et 0<p(E() <1 Vi=1,--,L, Vt. (3.3)

Dans un souci de simplicité, on omettra dorénavant de fapamitre la dépendance de la
variable de décision dans les fonctions de pondération.dera simplement:(t) au lieu de

p(E(1)).

3.3 Stabilité des multimodeles

L'étude de la stabilité revét une importance fondamentaig dle I'analyse des systéemes non
linéaires représentés par un multimodeéle. Elle ne peuttpaa griori menée de la méme facon
que dans le cadre des systémes représentés par un modaiee llméemps invariant LTI, la
prise en considération du mélange (la combinaison) erdrditrents sous-modéles s’avérant
capitale.

La méthode de Lyapuno\japounoff 1907 permet de conclure sur la stabilité du multi-
modele sans avoir a résoudre explicitement les équatiétatdé long de ses trajectoires. Cette
méthode est la formalisation mathématique d’un constatdorental en physique, a savoir que
si I'énergie totale d’'un systéme de nature linéaire ou namissipée de facon continue alors
le systéme devra au final atteindre un point d’équilibre. lé&ahnde de Lyapunov offre la pos-
sibilité, par extension du concept de dissipation d’émermdjiexaminer la stabilité d’un systeme
linéaire ou non par I'analyse de la décroissance d’'une immcalaire et ce, sans passer par
une solution explicite des équations du systeme (c.f. aBgx

Ce paragraphe a pour objet I'étude de la stabilité du multéteodécouplé. Un rappel suc-
cinct des conditions les plus élémentaires en mesure datgdeastabilité du multimodele de
T.S. est proposé. Puis sont établies les conditions agsarstabilité du multimodéle découplé.

3.3.1 Stabilité du multimodele de T.S.

La stabilité d’'un multimodéle de T.S. est assurée si lesitiond, sous la forme d’'un ensemble
d’'inégalités matricielles linéaire8pyd et al, 1994, des théorémes suivants sont satisfaites
[Tanaka et a).1999.
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UJ

Théoréme 3.1(Stabilité du multimodele de T.S. a temps continug multimodele de T.
(3.1 a temps continu est asymptotiquement stable s’il existenatece symétrique et définie
positive P telle que les LMI suivantes soient vérifiées :

ATP+PA <0, i=1,---,L. (3.4)

U)

Théoreme 3.2(Stabilité du multimodele de T.S. a temps discréfp multimodéle de T.9
(3.1 a temps discret est asymptotiguement stable s’il existanatgce symeétrique et définie
positive P telle que les LMI suivantes soient vérifiées :

ATPA—-P<0, i=1---,L. (3.5)

Ces théoremes sont obtenus grace a la seconde méthode dedyagom la base d’'une
fonction de Lyapunov quadratique de la foriviét) = x™ (t)Px(t). D’'aprés ces théorémes, la
stabilité du multimodéle est liée, d’une part, a la stabitle tous les sous-modeéles et, d’autre
part, a I'existence d’'une matrice de Lyapur®gommune a tous les sous-modeles. Remarquons
gue la premiére condition n'implique en aucun cas la secdoaeecherche analytique de la
matrice P satisfaisant ces conditions souléve un probléme dont tHutisn s'avere difficile
et ce, méme dans les cas a faible dimension. Il existe tastdés algorithmes d’optimisation
convexe efficaces en mesure de résoudre numériquement eeldyproblemeBoyd et al,
1994.

Il convient cependant de souligner que les conditions désrémes3.1 et 3.2 ne sont que
suffisantes. Une recherche infructueuse de la maRiogémplique pas linstabilité du multi-
modele. En effet, de nombreux exemples montrent qu’'un matlele de T.S. peut étre stable
alors qu’il comporte des sous-modéles instables et viceavéra stabilité du multimodele est
alors établie & la condition de trouver une solution aux LBi&ns le cas contraire, aucune
conclusion ne peut étre avancée. Par ailleurs, la rechdiahe matrice® commune a tous les
sous-modeéles constitue une source inévitable de conseneatles solutions. Autrement dit,
le multimodele possede un comportement stable mais auclun®s permettant de conclure
sur sa stabilité n’est trouvée. De nouvelles fonctions d&plyov, ayant pour objet la réduc-
tion de ces sources de conservatisme, ont ainsi été prapdaés la littérature (c.fMoréreg
200% Chadli 2002 Tanaka et a).2003). Une approche récente, visant a obtenir des conditions
moins conservatives, considere une décroissance nonrmmeifde la fonction de Lyapunov
[Kruszewskj 2004.
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3.3.2 Stabilité du multimodéle découplé

Ce paragraphe a pour propos I'étude de la stabilité du muititeodécouplé. Lintroduction
d’un vecteur d’état augmenté de la forme :

xt) = DM x 1] R, nz_ini (3.6)

permet de réécrire les relation3.2) décrivant le multimodéle découplé sous une forme plus
compacte :

3(x(t)) = Axt)+Bu(t) , (3.7a)
yt) = C{x(t) , (3.7b)
oul les matrices partitionnées par bldcs R™", B € R"™M etC € RP*" sont définies par :
(A7 O O O O] [B1] 'ul(t)CI'T
o 0 0 of i :
A=|0 0O A O O0|,B=|B|,Clty=|mtC" | . (3.8)
O 0O O . 0 : :
0 0 0 0 A B L (DC]

Les conditions assurant la stabilité du multimod&@e&) peuvent aisément étre obtenues a
partir de I'étude des valeurs propres de la matAc&n effet, d’aprés3.8) la matriceA est
une matrice bloc diagonale a parametres constants. PagqumeT®t, toutes ses valeurs propres
se situent dans le demi-plan gauche du plan complexe (ouatarieéur du cercle unité dans le
cas discret) si et seulement si toutes les valeurs proprésuties les matrices; sont dans le
demi-plan gauche du plan complexe (ou a 'intérieur du eeuclité dans le cas discret). Les
théoremes suivants livrent les conditions nécessairesfetastes a la vérification de la stabilité
du multimodéle découplé.

Théoreme 3.3(Stabilité du MDC) Le multimodele deécoupl@.2) a temps continu est stahle
si et seulement si les valeurs propres de la matAcge situent dans le demi-plan gauche du
plan complexe, c.-a-d. s'il existe une matrice=FPT > O telle que :

ATP+PA<0O, i=1,---,L. (3.9)

Théoreme 3.4(Stabilité du MDD) Le multimodele découpl.2) a temps discret est stahle
si et seulement si les valeurs propres de la matAcge situent a I'intérieur du cercle unite,
c.-a-d. s'il existe une matrice 2 PT > O telle que :

ATPA+P<0, i=1,--,L. (3.10)
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Remargue 3.1.La condition proposée dans le théoremaest vérifiée s'il existe des matrices
P =PT > Otelles que :

ATR+PA <0, i=1,-,L. (3.11)

La condition proposée dans le théorédd est vérifiée s'il existe des matrices=PPT > 0
telles que :

ATPA+R <0, i=1,-,L. (3.12)

En conclusion, le multimodéle découplé est stable si eeseemt si tous les sous-modeles
sont stables. Dans quelques cas triviaux, le multimodeteuf@#é présente une sortie stable
(stabilité externe) alors que les sous-modeles sont ilestglmstabilité interne). La sortie du
multimodéle peut étre stable, par exemple :

e quand les sous-modéeles instables ne sont jamais mis alditri,
e quand la contribution de plusieurs sous-modéles inst@stesompensée par addition de
leur effet.

La stabilité du multimodéle découplé peut étre établie saair a faire appel a un quel-
conque algorithme d’optimisation, les outils disponibfesir les systemes linéaires pouvant
étre directement employés. En contrepartie, seul le recdes sous-modéles stables garantit
la stabilité du multimodele découplé.

3.4 Estimation d’état basée sur un multimodele découplé

Cette section aborde la conception d’'un observateur d’'éat pn systéme représenté par un
multimodéle découplé. Il est supposé en effet qu’'un multiete découplé, décrivant avec exac-
titude le comportement dynamique d’un systeme non lin@&irns une plage de fonctionnement
donnée, est disponible. Les paramétres du multimodelegpe@ire estimés, a partir des don-
nées d’entrée/sortie du systéeme, au moyen d’'une approdypel®oite noire et de techniques
d’identification appropriées (cf. chapitg.

3.4.1 Motivations et problématique

Dans ses récents travaux, Uppdppal et al, 2003 Uppal et Patton2005 Uppal et al, 2006
ébauche les premiers éléments d’'une analyse de la coneergenl’erreur d’estimation de
la sortie du multimodéle découplé. L'idée consiste a suppgse la sortie estimégt) par
I'observateur approche dans un certain voisinagesortiey(t) du processus, soit :

tling°|y(t) —Jit)<e, €< . (3.13)
Il est également supposé qu’un observateur, associé aekags-modele, fournit une estima-
tion ¥ (t) de la sortiey},(t) de chaque sous-modéle dans un voisinag€est-a-dire que
lim [yi(t) =y (0] <& . & <o
: : : (3.14)
lim [y(t) —y-(t)| <e , & <o

t—oo
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L
sachant que la sortie estimée s’ég(it) = 5 i(t)y'(t), alors

L . . L L
m > O o0 -9 O] < 3 w08 . Y wOE<=, (3.15)

Soit encore
L

tlmizui(t) Vi) —¥'(t)| <&, €< avec &= i;ui(t)a . (3.16)

Ainsi, si la sortie du multimodeéele découpjg(t) caractérise correctement la sortie du systeme
y(t), on peut s’attendre & ce que la sostfe) estimée par I'observateur approche dans un voisi-
nagee la sortie du systemg(t).

Cette démarche bien gu’intellectuellement valable n’enealee pas moins tres intuitive.
De plus, elle présente encore bien des points obscurs naincéclpar les auteurs et suscep-
tibles d’étre approfondis. D’aprés Uppal en effet, un obstur associé a chaque sous-modele
permet d’obtenir une estimation de la sortie du systéme obaeption de ces observateurs est
opérée individuellement, compte tenu du découplage desmmadeles, de facon a réduire la
complexité de la procédure de synthése. Cette démarche @asmnins deux questions essen-
tielles, & savoir :

e La synthese individuelle des observateurs peut-elle gardne facon générale la
convergence globale vers zéro de 'erreur d’estimation ?

e Comment garantir rigoureusement la convergence vers zéerdeur d’estimation ?
Ce chapitre se propose d’apporter des éléments de réponséndecsogations.

3.4.2 Synthese de I'observateur

L'estimation de I'évolution des variables d’état du systeest réalisée a I'aide d’'un observa-
teur. L'observateur proposé dans cette section s’insgrBotbservateur a gain proportionnel
classiguement utilisé dans le cadre des systemes linéhiresonstruit I'état du systéme a par-
tir des entrées, des sorties et du multimodéle du systerastifdation d’état est corrigée par
une action proportionnelle a I'écart entre la sortie mesetecelle estimée par I'observateur.

L'observateur proposé se présente sous la forme suivante :

S(Xi(t) = AX(L)+Biu(t) +Ki(yt) —9(t)) , (3.173)
vi(t) = GX(t) , (3.17b)

L
y(t) = _;ui(t)yi(t), (3.17¢c)

ouX € R" est I'estimation du vecteur d’état @& sous-modéley(t) la sortie mesuréee sur le
systemey(t) la sortie reconstruite par I'observateukgte R"*P le gain dui®™€observateur a
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déterminer. Il est supposé ici que le comportement dynaenilgusystéme est décrit avec exac-
titude par un un multimodele découplé dont les parametnetscemnus.

Remarquons par ailleurs que les sortigs) des sous-modéles ne sont pas mesurables et ne
peuvent en aucun cas étre exploitées pour piloter un oliserv&lles doivent étre considérées
comme des “signaux artificiels de modélisation” utiliséalement dans le but de décrire le
comportement non linéaire du systeme. La structure dedioaseur est présentée sur la figure
3.2

SYSTEME NON LINEAIRE

Y

Figure 3.2 — Structure de I'observateur a gain proportibariemps continu

Les équations3.17) de I'observateur peuvent s'écrire sous une forme plus eosee en
introduisant les matrices augmentée® etC(t) du multimodéle définies paB(g) :

B(%(1) = Aopst)X(t) +Bult) +Ky(t) . (3.18a)
yit) = COK) (3.18b)
avec .
Aops(t) = A—KE(t) (3.19)
et .
R=[KI - KT - KJ]" eR™P, n:lzlni. (3.20)

Le probléeme lié & la synthése de I'observateur se pose aoislds termes suivants :

il s’agit d’ajuster les gains Kdes observateurs de telle sorte que I'erreur d’estima-
tion d’état donnée par
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e(t) = x(t) — X(t) (3.21)

tende vers zéro pour une combinaison arbitraire des sod@&ssous-modeles et
ce, quel que soit I'état initial du systeme et de I'obseruate(0) etX(0)).

Remarque 3.2.Le lecteur peut remarquer que la matrice a parametres vaesdans le temps

~

C(t) admet, compte tenu des proprié{@s3) des fonctions de pondération, la réécriture sui-
vante :

L
C(t) = 3 u G | (3.22)

ou chaque; est une matrice bloc & paramétres constants de la forme :
&=[0 -G - 0, (3.23)
c.-a-d. que tous ses blocs sont nuls except&&iloc qui est égal a C

Remarque 3.3.1l est alors possible, a I'appui de la remarque précédentestpropriété$3.3)
des fonctions de pondération, de mettre la matriggsd) sous la forme suivante :

L
Aops(t) = _ZM(t)fn, (3.24)
a = A-KG . (3.25)

Il est possible, en appliquant 'opératel(r) a I'équation 8.21) puis en utilisant les formes aug-
mentées{.7) du multimodele et3.18 de I'observateur, d’expliciter la dynamique de l'erreur
d’estimation d’état$.21) par :

o(e(t)) = Aopst)e(t) . (3.26)

La convergence de I'état estimé ve(s$) est assurée si le systen826) générateur de I'erreur
d’estimation est stable. Or garantir cette stabilité njest chose aisée compte tenu du fait que
la matriceAgps(t) est a parameétres variables au cours du temps.

Exemple 3.1(Exemple introductif et problématique)
Considérons un multimodeéle et un observateur comportant geus-modeles stables. La ma-
trice Agpg(t) S’écrit :

AL p(HKC (DK G
Aobst) = { Ha(t)K2Cy Az—uz(t)chz} 3.27)
ou encore
2 J—
ondt) = 5 1(0)9 = () [Aleéicl ,22] T (t) [’31 AZ@%CJ . @328)
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La synthése individuelle de chaque observateur assureegu@éments diagonaux de la matrice
(3.27) sont stables. Cependant, rien ne garantit la stabilité duésye(3.26 pour un mélange
arbitraire entre les matricegy dans(3.28. En effet, la combinaison convexe des matriges
due au mélange des sorties des sous-modeles, peut conduiemportement instable du sys-
teme(3.26) alors que les matriceq présentent un comportement stable. Cette problématique
est couramment rencontrée dans I'approche multimodelgéséral dans une approche LPV)
et illustre clairement I'une des principales difficultésufgvée par cette approche.

La réponse a la question : la somme convexe d’un ensemble tlieessstables donne-t-elle
toujours lieu a une matrice stable ? est NONHerzon et Morsgl 999 Davrazos et Koussoulas
2001.

Cet exemple met clairement en évidence que, compte tenu aref@ugmentées.(7) du
multimodeéle et8.18 de I'observateur, la synthése individuelle des obsewvatee peut pas ga-
rantir la convergence de I'erreur d’estimation dans le é&eecal. La synthése de I'observateur
doit donc s’opérer a travers la prise en compte du mélange kstsorties des sous-modeles.
Toutefois, la recherche d’'une solution explicite a I'équiat(3.26) régissant la dynamique de
I'erreur d’estimation s’avere difficile compte tenu desiabdons temporelles de la matrice
Aopg(t). Afin de surmonter ces difficultés, notre analyse est ré&alisns le domaine tempo-
rel a l'aide de la seconde méthode de Lyapunov qui rend deds#tude de la convergence
asymptotique de l'erreur d’estimation et de la convergemqeonentielle également appelée
o —stabilité de I'observateur. Cette derniere notion permejudmtifier et de garantir une cer-
taine vitesse de convergence de l'erreur d’estimationigtmbiser ainsi des performances dy-
namiques a I'observateur. La convergence exponentielledeur d’estimation est alors une
notion plus exigeante qui englobe la convergence asymptatiCes raisons motivent I'étude
de la convergence exponentielle.

D’apreés la théorie de Lyapunov, la stabilité exponentiediegarantie s'il existe une fonction
candidate de Lyapund¥(t) > O telle que
Ja>0:V(t)+2aV(t) <0 (3.29)
dans le cas continu et
da>0:AV(t)+2aV(t) <0 (3.30)
dans le cas discret @V (t) =V (t+1) —V(t). Dans les deux cas, est letaux de décroissance
qui sert a quantifier la vitesse de convergence de I'erreastishation.
Pour obtenir des conditions garantissant la convergenterdeur d’estimation 8.21) vers
zéro, la fonction de Lyapunov quadratique suivante estidérée :
V(t)=e€"(t)Pegt), P>0 P=PT . (3.31)

Analysons la convergence de I'erreur d’estimation pourdervateur a temps continu (I'analyse
pour I'observateur a temps discret s’effectue de fagonlaira). Remarquons que la solution
de (3.29 est donnée par :

V(t) <V(0)exp(—2at), ¥t >0, (3.32)
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ce qui assure une décroissance exponentielle de la fondéoyapunov. Compte tenu de
Amin(P)[|e(t)||2 < V(1) < Amax(P)||e(t)||? alors I'erreur d’estimation converge exponentielle-
ment vers zéro, selon la formule

le)ll < &0)] ﬁf“ﬁgf,))exp(—aw =0 (3.33)

L'erreur d’estimation est ainsi comprise dans une envedapgrroissant comme une exponen-
tielle. Des conditions satisfaisant I'inégalit® 29 doivent ainsi étre obtenues afin de garantir la
convergence exponentielle de I'erreur d’estimation. Giérsins d’abord la dérivée par rapport
au temps de la fonction de Lyapund.31) donnée par :

V() = éT(t)Pet)+eT (t)Pét) (3.34)

qui devient par I'introduction de I'équatio® 26) régissant la dynamique de I'erreur d’estima-
tion :

V(t) = €' (t) (Adpdt)P+ PAops(t)) e(t) . (3.35)

En utilisant la fonction de Lyapuno\8(31) et sa dérivée donnée pa&.89, I'inégalité 3.29
assurant la convergence exponentielle devient :

e (t) { Alp(t)P + PAopg(t) + 2aP} e(t) < 0 (3.36)

qui est une forme quadratique eft). La négativité de cette inégalité est également satisfaite
par :

Alb(t)P+PAgpg(t) +2aP < 0 (3.37)

qui s’écrit en utilisant la définition3(24) de Agpd(t) :

L L
'Zui(t)(gTPjL P_Zui(t)cﬂ+2ap<o . (3.38)

Compte tenu des propriétés 8) des fonctions de pondération, I'inégalie 38 est équivalente
a:

L L L
(YT : :
i;u.(t)gq P+ Pi;u.(t)qq+i;u.(t)2aP<0 (3.39)
qui est également satisfaite par I'inégalité suivante :
@ P+Pg+2a0P<0, i=1---,L, (3.40)
soit finalement en remplacaqtpar sa définition3.25 :
ATP+PA— (KG)"P—PKC +2aP <0, i=1,---,L . (3.41)
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Il convient de souligner que l'inégalité précédente est léaire par rapport aux variables
K, P eta. Il nest donc pas possible de calculer une solution en fiaigectement appel aux
méthodes classiques de résolution des LMI. Cependant, em@®s= PK et pour une valeur

dea donnée, I'inégalité matricielle3(41) s’écrit :

ATP+PA—(GG)" -GG +2aP <0, i=1---,L (3.42)

qui est bien une LMI e® et G. |l est possible enfin, en regroupant les termeP apparaissant
dans 8.42, d’énoncer le théoréme suivant dont Emnditions suffisanteassurent la conver-
gence exponentielle de I'erreur d’estimation.

Théoreme 3.5(MDC). L'erreur d’estimation d’état, entre le multimodele déctup temps
continu(3.7) et I'observateur a gain proportionngB.18), converge exponentiellement vers
zéro s'il existe une matrice symétrique et définie positiet he matrice G vérifiant les LMI
suivantes :

(A+al)"P+PA+al)—(GE)'-GC <0, i=1,--,L, (3.43)

ouG = [O e G O] pour un taux de décroissanece> 0 donné. Le gain de I'obser
vateur est donné pf = P1G.

L'analyse de la convergence de I'erreur d’estimation pmlrdervateur a temps discret peut
étre menée en suivant une démarche similaire a celle ver&rg grésentée et ce, afin de sa-
tisfaire I'inégalité 8.30. Le théoréme suivant propose dasnditions suffisanteassurant la
convergence de I'erreur d’estimation dans le cas discret.

Théoréme 3.6(MDD). L'erreur d’estimation d’état, entre le multimodéle déctp temps
discret (3.7) et I'observateur a gain proportionnéB.18, converge exponentiellement vers
zéro s'’il existe une matrice symétrique et définie positiet he matrice G vérifiant les LMI
suivantes :

(1—2a)P ATP-CTGT

P 5 >0, i=1,-,L, (3.44)

ouG = [0 e G 0] pour un taux de décroissan€< a < 0.5 donné. Le gain de
I'observateur est donné pa = P1G.

La convergence asymptotique de I'erreur d’estimationlfalijet du corollaire suivant.

Corollaire 3.1 (Convergence asymptotiqud)a convergence asymptotique de I'erreur d’esti-
mation est obtenue en considérant un taux de decroissai¢e rt0) dans les theoremexss
et 3.6, c’est-a-dire en assurant simpleméht) < 0 ouAV (t) < 0 selon le cas considéré.

Remarque 3.4.Une solution satisfaisant les conditions LMI des théorégbgt 3.6 peut par
exemple étre obtenue au moyen d’algorithmes d’optimisat@mvexe sous contraintes. Pour y
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parvenir, nous nous servirons de l'interface de prototypaapide YALMIP? [Lofberg 2004
couplée au solver SeDuMi (Self-Dual-Minimisation pacRagfeSturm 1999.

3.4.3 Amélioration des performances dynamiques de I'observateur

Le calcul du gain de I'observateur & I'aide des théoréf&u 3.6 assure une convergence
exponentielle vers zéro de I'erreur d’estimation. |l petne &ependant conseillé d’introduire,

lors de la conception de I'observateur, d’autres perfoceardynamiques de l'erreur de re-
construction d’état, par exemple un degré d’amortissemmeitie dépassement, une rapidité du
transitoire, une vitesse de convergence, etc.

Ces spécifications temporelles sont étroitement liées atiggoseement dans le plan com-
plexe des valeurs proprésie la matriceAyps(t) régissant la dynamique de I'erreur d’estima-
tion. Pour les systémes linéaires a temps invariant, cest@aistiques temporelles peuvent étre
obtenues en faisant appel aux techniques de placement ele @fids techniques s’avérent en
revanche inadaptées dans notre situation. En effet, lacea&{,(t) est variable dans le temps
en fonction du mélange entre les sorties des sous-mode&sg. dinsi nécessaire d’introduire
des spécifications temporelles lors de la conception deépnkateur dans un formalisme LMI
adapteé au notre.

Une approche générale permettant de caractériser I'apzarte des valeurs propres d’'une
matrice a une région déterminée du plan complexe en termieitest proposée parGhilali,
1996 Chilali et al, 1999. Ce formalisme peut étre considéré comme une généralisddo
I'inégalité de Lyapunov,

P=P">0: PA+ATP<O (3.45)

classiqguement utilisée pour tester la stabilité d’'un systéT| a temps continu, a une multitude
de régions convexes. La stabilité d’'un systeme LTI a tempsirmo est effectivement garantie

si les valeurs propres de la matrice d’édatlu systeme se situent dans le demi-plan ouvert de
gauche du plan complexe. L'inégalité matricielg&45 permet alors de tester 'appartenance
des valeurs propres de la matris& cette région spécifique du plan complexe. La généralisa-
tion du placement des valeurs propres d’'une matrice a @auégions du plan complexe est
effectuée en introduisant la notion festabilité d’'une matrice.

Définition 3.2 (Région LMI). Un sous-ensemblP du plan complexe est une région LMI s'il
existe des matrices symétriques et définies positive®RP*P et 8 € RP*P telles que

D = {zeC | a+z+2zB" <0} , (3.46)

ou z désigne le conjugué de z.

2Disponible sutttp ://control.ee.ethz.ch/ joloef/yalmip.php

3Disponible sutttp ://sedumi.mcmaster.ca/

4Par abus de langage, on parlera des valeurs propres d’uriea@aparamétres variables dans le temps pour se
référer aux valeurs propres de cette matrice évaluées aelastant pour toutes les trajectoires admissibles des
parametres.
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Une région LMI est une région du plan complexe caractéris¢eipe LMI en fonction de et
zou dea= Ue(z) etb = Om(2). De plus, une région LMI est un ensemble convexe.

Définition 3.3 (D-stabilité) Une matrice réelle A est ditB-stable si ses valeurs propres sont
contenues a l'intérieur d’une régioP du plan complexe définie par une LMI.

Lemme 3.1([Chilali, 1994). La matrice A esD-stable si et seulement si
JP=PT >0 telleque a®@P+BRAP+BTPAT <0 , (3.47)

ou ® dénote le produit de Kronecker.

Cette approche est particulierement bien adaptée au famaliLMI utilisé lors de la syn-
these de I'observateur. En effet, des régions dans le plamplese, telles qu'une bande, un
disque ou encore un secteur conique peuvent étre définiesreas de LMI.

Par exemple, la matrickestD-stable dans la régich définie par un disque de rayort de
centre(q,0) si et seulement s'il existe une matrice symétrique et défingtive P satisfaisant
la LMI suivante :

—rP —gP+PA

_pT
_qpiATP rp 0, P=P'>0. (3.48)

Un autre résultat remarquable, issu des travauRltali [1996, établit que toute intersec-
tion de régions LMI est également définie par une région LMuwrDpoint de vue pratique, ce
résultat garantit que le placement des valeurs propregdhatriceA dans une regiof définie
par I'intersection entre deux régiofiy et Dy, soitD := Dy (D>, est assureé s'il existe une so-
lution simultanée aux LMI associées a chaque ré@iri’ensemble de ces résultats peut étre
mis a profit dans I'optique d’'une amélioration des perforogdynamiques de I'observateur.

La convergence exponentielle de I'erreur d’estimationdi&e dans la section précédente,
permet de garantir une certaine vitesse de décroissaneefdedtion de Lyapunov et de for-
cer ainsi la vitesse de convergence de l'erreur d’estimatia convergence exponentielle de
I'erreur d’estimation revient, en termes @estabilité, a placer les valeurs propres de la ma-
trice Aopg(t) dans une zone spécifique du plan complexe. Ainsi par exemple,I'observateur
a temps continu, les valeurs propres de la matigg(t) sont placées a gauche d’'une droite
verticale coupant I'axe réel aa dans le plan complexe (la partie réelle des valeurs propres
de I'observateur est inférieure-aa), autrement dit dans la régidd :=z< C, Ue(z) < —a.
Alors que dans le cas discret, les valeurs propres sontgdac&intérieur d’'un disque centré
a l'origine et de rayoru, autrement dit dans la régidh := z< C, |7 < a. Cependant, des
dynamiques de l'erreur d’estimation a fortes oscillatienst susceptibles d’apparaitre dans la
mesure ou ces conditions n'imposent aucune contrainte glatement de la partie imaginaire
des valeurs propres de I'observateur.

Il est alors souhaitable de garantir une certaine bornitieda partie imaginaire des valeurs
propres de la matricBopg(t) de fagon a éviter des comportements oscillatoires et assaore
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bon amortissement de I'erreur d’estimation. Le placemestv@leurs propres de I'observateur
dans une autre régidn du plan complexe doit donc étre envisagé afin de prendre eptedes
performances dynamiques de I'observateur. Les résultapopés par les théoremes$ et 3.6,
permettant la synthese de I'observateur, peuvent étrefild@edie facon a assurer le placement
des valeurs propres dans les régions illustrées sur la figBrBans les deux cas, la région LMI
(3.48 définie par un disque de rayoret de centrég, 0) est mise a profit.

Um Um

Mg
(TR
“'IIIIIIIII

Figure 3.3 — Régions LMI pour I'observateur a temps contingg@ache) et a temps discret (a
droite)

-

Oe

-
|

o
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Pour I'observateur a temps continu, la régta,r) := {z€ C, |z <r,Oe(z) < —a}, dé-
finie par I'intersection entre un disque (centré a I'origide rayorr) et le demi-plan complexe
a gauche d'une droite d’abscisser, permet d'imposer une vitesse de convergence et de borner
la partie imaginaire des valeurs propres.
La D-stabilité de la matricé\,ps(t) @ gauche de la droite d’abscisser, est directement ga-
rantie & partir des conditions LMI du théore@&. La D-stabilité de la matricégpgt) dans la
zone définie par le disque est obtenue en remplasaatr Agps(t) dans 8.48 puis en utilisant
les propriétés3.3) des fonctions de pondération et en opérant enfin un changeteeariable
de la formeG = PK. Lintersection entre les deux régions est imposée enfas@st simulta-
nément les deux inégalités comme suit :

Théoréme 3.7(MDC). Les valeurs propres du systeif826) a temps continu générant l'er-
reur d’estimation d’état entre le multimodéle décou(8¢/) et I'observateur(3.18 sont pla-
cées dans larégio®(a,r) := {z€ C, |z <r,0e(z) < —a} du plan complexe s'il existe une
matrice symétrique et définie positive P et une matrice (iaétiles LMI suivantes :

—rP PA— GG
ATP—(GG)T  —rP 0, (3-49)
(A+al)TP+PA+al)—(GE)'-GC < 0, i=1,---,L, (3.50)
ouC = [O e G 0] pour deux scalaires positifs et r donnés. Le gain de I'observa-

teur est donné pak = P~1G.

Il convient de placer, pour I'observateur a temps discegpdrtie réelle des valeurs propres
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de I'observateur dans la partie positive du cercle unitéedinditer leur partie imaginaire. Les
conditions LMI du théorem@.6 peuvent étre aisément modifiées en utilisant la région LMI
(3.48 comme suit :

Théoréme 3.8(MDD). Les valeurs propres du systerfie26) a temps discret générant I'er-
reur d’estimation d’état entre le multimodéle décou(Bé’) et 'observateur(3.18 sont pla-
cées dans le disque de rayonet de centrgg,0) du plan complexe s'il existe une matrice
symétrique et définie positive P et une matrice G vérifiant Mksuivantes :

—aP —qP+PA—-GG .
—qp+ATP— (GC)T —aP 0, i=%-L, (351
ouG = [O e G O] pour deux scalaires positits et g donnés. Le gain de I'observa-

teur est donné pak = P~1G.

Remarque 3.5.Le choix du centre g et du rayandoit se faire de sorte que les valeurs propres
de I'observateur appartiennent au cercle unité tout entémi leurs parties réelle etimaginaire.
Opter pour un centre g 0.5 et un rayona = 0.5 s’avere particulierement judicieux.

Exemple 3.2(Exemple d’estimation d’étaf)
Il s’agit d’estimer I'état d’'un systéme décrit par un multdele découplé a temps continu
constitué de = 3 sous-modeles. Les valeurs numérigues des matricds ét G sont :

[-02 07 20
AL = {_00'15 —0674}’ Ab=|04 —-05 06|, Az= {8'2 :8'481},
' ' ~-10 09 -01 ' '
Bi=[05 10]", B,=[1 02 05|, Bs=[05 10]",
~0.2 06 (09 -02 -09 ~02 -0.6
C1= {—0.4 0.4]’ ©=|_07 -05 0.3}’ Ca= {—0.2 0.7}

Les valeurs propres de la matridesont toutes dans le demi-plan gauche du plan complexe :
A1=[-071 -0.18], A,=[-016+1.08 -0.71], Az3=-0.2+0.2i.

Le multimodele est donc stable. Les réponses indiciellesrdis sous-modéles sont présentées

sur la figure(3.4). Les comportements dynamiques des trois sous-modeleeifsensible-

ment (trés amorti, peu amorti et oscillatoire). L'agrégatide ces trois sous-modeles conduit
par conséquent a un comportement dynamique non linéaireuttinmodele.

La variable d’indexationé (t) est ici le signal de commandétyi € [—1, 1] filtré & I'aide
d’'un filtre passe-bas de gain unitaire et de constante de seégale a0.4. Les fonctions de
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pondération sont obtenues par la normalisation des fonetite type gaussien :
L
&) = @)/ Yy wE), (3.52)
=1

@(EM) = exp(-(EM)-c)/0?) | (3.53)

de dispersioro = 0.4 et de centresc= —0.7,c; =0.0et s = 0.7.

2.5 T T T 1
2l [ ] o5 —y2(t)
1.5F "' \\\ //l\\\\ R D S o 014\ Xxx 777y§(t)
D e, | \ -~ u5()
l | " // \/\/////V/ xxxg( ) _0. 5 7\\ ~ \\\ xxx
0.5 7‘ ’// X"X i -1t \\ // \\ - \Xj&xx*xx;v;;;:;;;x;;w 09000RI0IABIAEa0000 =3
’ i A
ot -1.5
o 3 (t) y
s o] | o
-1 N L ! L -2.5
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

t(s) t(s)

Figure 3.4 — Réponses indicielles des sous-modeles sodigduche) et sortie 2 (a droite)

Une solution, satisfaisant le théorém3e7 pour un taux de décroissanae = 0.15 et un
rayonr= 1.1, est donnée par :

[ 3.698 2307 Q057 -0.169 —0.230 —0.333 Q508 ]
2307 15774 -0.480 1215 0631 -0.378 1129
0.057 -0.480 3619 -—-4.125 -1667 Q001 Q112
P = [-0169 1215 -—-4.125 7187 4722 -0.046 Q144 | , (3.54)
—0.230 0631 -1667 4722 6375 -0.006 Q167
—0.333 -0.378 0001 -0.046 —0.006 1343 —-2.355
| 0508 1129 Q112 Q144 Q167 -—-2.355 10090
= [0.203 Q043 —0.368 —0.297 Q022 —0.239 —0.113]"

K= 0196 Q042 —0.366 —0.284 Q052 —0.192 —0.095 (3.55)

Remarquons que les valeurs propres de la matrices P songédsrpar :
Ap=1[0.115 Q178 Q0481 Q649 1836 2369 2725 (3.56)

et que la matrice P est alors bien définie positive.

93



tel-00359631, version 1 - 9 Feb 2009

Chapitre 3. Estimation d’état
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Figure 3.5 — Erreurs d’estimation d’état du sous-modeéle dafiche) et du sous-modele 2 (a
droite)
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Figure 3.7 — Fonctions de pondération (a gauche) et conguaraintre les sorties (a droite)

Un bruit de mesure, de moyenne nulle et de dispersion égate ast ajouté lors des si-
mulations. Les erreurs d’estimation d’état pour chaquessmodele sont illustrées sur les fi-
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gures 3.5 et 3.6. Sur ces figures, les composantes du vecteur de I'erreutigiiagon d’état

e(t) sont notées;ell est possible de constater la bonne estimation des éegsdus-modeles.
L’erreur au voisinage de l'origine du temps provient de Iéélience entre les conditions ini-
tiales X0) = [1L.0 08 —-10 05 -0.7 02 0.5}T du multimodéle et celles de I'observa-
teur égales a zéro. La figu®7 présente une comparaison entre les sorties du multimodeéle e
celles estimées par I'observateur.

3.4.3.1 Discussion sur le placement des valeurs propres

Les paragraphes précédents ont présenté une méthodotogimthese d’observateurs a gain
proportionnel avec un placement des valeurs propres detlicenAgpg(t). La stratégie de syn-
thése de I'observateur repose sur I'introduction d’uneect’état augmenté contenant les états
des sous-modéles. Il permet d’écrire les équations du maidiéle et de 'observateur sous une
forme augmentée plus compacte. La synthése du gain de Ra@bsar est réalisée a travers la
résolution d’'un ensemble de LMI faisant intervenir les femaugmentées ainsi obtenues.

Il est important de souligner que les pai(éséi), issues des formes augmentées du multi-
modéele et de I'observateur, apparaissant dans les comglitigll proposées dans les théorémes
3.7 et/ou3.8 ne respectent pas le critére d’'observabilité classiquerraployé pour les sys-
temes LTI. Il suffit en effet, a partir du critere de Kalman,cddculer la matrice dite d’observa-
bilité pour chaque pairéA,G) :

G
GA
o = | GA (3.57)

&AM

pour s’apercevoir qu’elle ne peut pas étre de plein rang féty i I'on considere par exemple
la paire(A,C,) alors la matrice d’observabilité est donnée par :

[Cc, 0 -0
CA O -+ O

rang©®;) = rang|CiA; O --- Of =n | (3.58)
C1A; O -+ O]

On constate immédiatement que le re@g) < n. Cette perte de rang provient du fait que la
matriceA est bloc diagonale et que les matri€@possédent des éléments nuls.

La perte du rang des matricés (rang O;) < n) nuit au placement des valeurs propres de
la matriceAqpg(t) proposées par les conditions des théoremé®t/ou3.8. En effet, la perte
du rang des matrice®; induit une diminution du domaine dans lequel les valeurpimE® de
I'observateur peuvent étre placées. Il s'avere en paigicuhpossible de fixer une vitesse de
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convergence quelconque a 'erreur d’estimation en ayaaiurs aux théoremes précédents, le
taux de décroissan@e ne pouvant pas étre supérieur au taux de décroissance Iajtliesdes
sous-modeles.

Le fait de considérer simultanément toutes les dynamigegsaous-modeles par le biais des
formes augmentées et C; permet la prise en compte du mélange entre les sous-moéles.
revanche, le vecteur d’état augmenrté&n introduisant un faux couplage entre les dynamiques
des sous-modéles, rend difficile le placement des valeopggs des sous-modéles.

En effet, dans le multimodéle découplé, chaque sous-maadsisede un espace d’état qui
lui est propre et a l'intérieur duquel il évolue. Il est ailmspossible de reconstruire, du point
de vue du®Mesous-modéle, I'état de tous les sous-modeéles (impossibteabnstruire tout le
vecteur d’état augmentd a partir de I'observation des entrées et des sorties dumudele.

Du point de vue di®™e sous-modéle en effet, les dynamiques des autres sous-esastirt
parfaitement inconnues (découplage). PoufTé sous-modéle, les modes associés aux autres
sous-modeles sont des modes inobservables en raison diptEg®entre les dynamiques, d’ou

la non-observabilité de la paité, G).

Par ailleurs, les notions d’observabilité et d’'identifladisont étroitement liées. Du point de
vue de l'identification, le constat précédent implique cegedeuls parametres identifiables sont
evidemment ceux des sous-modeles actifs. Sur un plan peatgla signifie qu’il est seulement
possible d’estimer les parameétres des modes du systentemént excités.

Une premiére solution a ce probleme est proposée au couesagrpphe suivant et une seconde
solution au cours du chapitfe

3.4.3.2 Solution particuliére pour le placement des valewrpropres

Ce paragraphe propose une solution permettant d’éviterrta péobservabilité mentionnée
dans la section précédente. Notre solution s’appuie sunauneelle écriture de la matricf.é(t)

a partir d’'une connaissanegpriori des bornes de variation des fonctions de pondération. Rap-
pelons qu’au cours des sections précédentes la matrice

Et) = [mMC ... WG ... uO)C] (3.59)

a été réécrite sous la forme d’'une combinaison convexe degas(voir remarqué.?) :

~

L
Ct) = _leli(t)éia (3.60)
C = [o e G

G - 0 . (3.61)

L'idée contenue dans cette approche conduit a ne consi@éreours de la procédure de syn-
thése de I'observateur, que les sommets du polytope corfeexed. les matrice§;). Cepen-

dant, si tous les sous-modéles sont constamment mis atlmgidri dans la construction de la
sortie du multimodele alors les fonctions de pondératioaar jamais ni nulles ni égales a un
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(fonctions de pondération fortement mélangées) :
1> > pit) >4, >0 . (3.62)

Autrement dit, le partitionnement de I'espace de fonctemant du systéme a été effectué de
facon a ce que les zones de fonctionnement soient fortermentivertes.

Il est possible, en exploitant la connaissaageariori des bornes des fonctions de pondération,
de contourner partiellement les difficultés mentionnéas phut. En effet, considérer les som-
mets du polytope convexe lors de la conception de I'obseavasachant que par construction
ils ne vont jamais étre atteints, n’est pas judicieux.

Cort i o s
e
7
I I Iy,
////AjA%WW

Co+ BuCs

A
IR

Co+ By

Figure 3.8 — Transformation des sommets du polytope convexe

L'idée consiste a remplacer les sommets d’origine du pplytoonvexe par de nouveaux
sommets qui seront réellement atteints par le multimodadi figure 3.8). La démarche pro-
posée est basée sur l'introduction de nouvelles fonctienpahdération construites a partir
d’'une mise & I'échelle des fonctions de départ. Ces nouvigiedions(i(.) varient effective-
ment dans l'intervallg0, 1] et sont définies par

Toutefois, [ij(t) = pi(t) si les borneg, et; verifienty, = 0 etf; = 1.

A partir des nouvelles fonctions de pondérati@mi6Q), la matriceé(t) donnée par3.60
peut s’écrire sous la forme :

L L
Ct) = _;Hiéi+_;ﬂi(t)(ﬁi—ﬂi)éi- (3.64)

Le premier terme de droite dan3.§4) est constant. En introduisant les changements de va-
riables suivants

~ ~

C = _ZHiCi, (3.65)
B = (H—-u), (3.66)

97



tel-00359631, version 1 - 9 Feb 2009

Chapitre 3. Estimation d’état

la matriceC(t) devient
Ct) = G+ mMmBG | (3.67)
soit encore
~ L ~ ~ ~
€t = Y EMC+AC) - (3.68)
i=
La matriceCy peut étre considérée comme le barycentre du polytope cenvex

Grace a cette écriture, la pa(r,é,éo-l- Biéi) devient observable et un placement effectif des
valeurs propres de I'observateur dans un domaine pluséstgdors possible. Toutefois, les va-
leurs numériques des matridgs+ GiC; peuvent conduire & un trés grand gain de 'observateur.
En effet, la pairdA;,Co+ BiC) peut étrefaiblement observable

Remarque 3.6.Un changement de variable de la forrBe= Gy + BC; dans les théorémes
présentés précédemment permet de prendre en compte agtedla@criture.

Exemple 3.3(Changement de variablé
Considérons les conditions de convergence asymptotiquerdeur d’estimation dans le cas
continu proposées par le théoreds :

ATP+PA—(GC)T -GG <0, i=1---,L. (3.69)
Elles deviennent compte tenu de la remarg§ué
ATP+PA—(GCo)T —GCo—(GC)" —GCi <0,  i=1-- L (3.70)

ouG=1[0 -+ BG --- O].llestpossible de constater queisi- 0 alors la paire(A, Co),
commune a toutes les LMI, devient observable a conditioletois que les paire§A;, ) rela-
tives a chaque sous-modéle le soient aussi.

Remarque 3.7.Dans un souci de simplicité, on ne considérera dans la suwitendmoire que
les matrice<C;. Tous les résultats obtenus pourront étre facilement étemeh considérant la
remarques.6.

3.4.4 Reéduction du conservatisme des conditions pour la synthese deld:
servateur a temps discret

La preuve de la convergence de I'erreur d’estimation paasdaprecherche d’une matride
commune atous les sous-modeles. La recherche d’une tdiieeneonstitue une source inévi-
table de conservatisme des solutions, en particulier qleantultimodele comporte un grand
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nombre de sous-modéles.

Une premiere stratégie menant a la réduction du consenas&ppuie sur la connaissance
a priori du nombre maximal des sous-modeéles actifs a un méme inftast.ainsi possible
de réduire le couplage entre les LMI a résoudre et par coes¢dpipessimisme de la solution.
Cependant, ces conditions ne peuvent étre employées quefenlgions poids sont a support
borné.

Un autre moyen de réduire le pessimisme de la solution dengisemplacer la fonction
de Lyapunov quadratique par d’autres fonctions candidigds/apunov, en particulier par des
fonctions ditesion quadratiqued| est possible de distinguer parmi ces fonctions, lestions
dites polyquadratiques définies par :

VO = &0 3 uORsn - 0P @7

avech = PiT etR > 0. Les fonctions de Lyapunov polyquadratiques font pagitadamille des
fonctions de Lyapunov dépendant des paramétres. La réehdiene matrice unique commune
est alors remplacée par la recherche d’un ensemble de estiintroduction de degrés de li-
berté supplémentaires induit une diminution du consesnagide la solution. En effet, toutes
les solutions considérant une matreeinique sont contenues dans celles obtenuesRydc
suffit de fixerB =P pouri=1,--- L.

Ce type de fonction a été utilisé a I'origine dans I'analyséadstabilité et de la stabilisation
des systémes incertains polytopiqués Dliveira et al. 1999 Daafouz et Bernusso@007]] et
par extension dans I'analyse des multimodeles de Jesijabaigl 999 Morerg 2001, Chadli
2002 Tanaka et a).2003. Il convient toutefois de pointer la différence entre Iésultats ob-
tenus avec ce genre de fonctions dans le cas discret et daas t®ntinu. En effet, pour les
systémes a temps continu l'utilisation des fonctioB.g 1) fait malheureusement intervenir la
vitesse de variation des fonctions de pondération. Unethgge sur la borne des dérivées des
fonctions poids doit étre ajoutée afin de pouvoir obtenirabeslitions de stabilité ou de stabili-
sation. L'intégration de cette contrainte peut, dans lecoainu, limiter I'intérét des résultats.
En effet, plus la vitesse de variation est rapide et plusdeslitions deviennent conservatives.
Trés recemmenihee et Worj2004 ont proposé une classe particuliere de fonctions polyqua-
dratiques qui ne fait pas intervenir les bornes des dérigérs la recherche des conditions de
stabilité du multimodele de T.S. Néanmoins, cette nouveletion est restreinte aux variables
de décision dépendant de I'état du systeme.

Les résultats obtenus dans le domaine discret sont plusieageants que ceux obtenus dans
le domaine continu. Les travadbe Oliveira et al[1999, pour les systémes incertains avec para-
metres invariants dans le temps situés dans un domainepwjye, ont effectivement montré
que le recours aux fonctions polyquadratiques permetrdiiire des degrés de liberté sup-
plémentaires dans la preuve de la stabilité. Sur la basesdeésealtatsPaafouz et Bernussou
[200] et Morere[200]] ont proposé respectivement pour des systemes incertalytopiques
et pour les multimodéles de T.S. des conditions de stakflitle stabilisation aboutissant a une
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relaxation des conditions obtenues a 'aide d’'une fonatieryapunov quadratique classique.
Kruszewsk{2004 a réecemment présenté une approche originale, utile aysaae la stabilité
et de la stabilisation des modeles de T.S., qui considéréodesons de Lyapunov non unifor-
mément décroissantes entre deux échantillons. La varidée fonctions de Lyapunov est prise
en compte sur un nombre fikid’échantillons, c.-a-dAV (t) =V (t + k) —V(t). Cette approche
générale englobe les résultats classiques obtenus pamletiohs de Lyapunov quadratiques
ou non quadratiques. La relaxation du pessimisme fourniecgtde approche est payée par
une augmentation exponentiellement croissante du nonebtéd a résoudre en fonction du
nombrek d’échantillons pris en considération.

Cette section présente une analyse de la convergence @ait’dfestimation a I'aide de la
fonction (3.71) pour I'observateur a temps discret, I'objectif étant déuiée le conservatisme
des solutions proposées dans les sections précédentes.dictif n'est pas de proposer de
nouvelles techniques de réduction du conservatisme maragigposer au multimodéle décou-
plé les résultats déja établis dans la littérature. La déneaadoptée ici est tout a fait similaire
a celle appliquée dans les sections précédentes.

En utilisant la difféerenc@V (t) =V (t+ 1) —V(t) de la fonction 8.71), puis en introduisant
la dynamique de I'erreur d’estimation définie p&r26) alors I'inégalité suivante assurant la
convergence de I'erreur est obtenue :

AlLDP(t+1)Agpgt) —P(t) < 0. (3.72)

Elle devient en introduisant la définitioB.19 de Agpg(t) puis en utilisant le complément de
Schur (c.f. annex€) :

P(t) CDiTP(H—l)} 50 . (3.73)

[P(t +1)d;  P(t+1)

Une foisP(t) et P(t + 1) remplacés par leur expression donnée il et compte tenu des
propriétés des fonctions de pondération, I'inégalité éeerci-dessus devient :

L L T
R &P
pi(t) pj(t+1) { & P ’} >0 (3.74)
jzlizl Pi®i P
également satisfaite si :
R CDiTPj _—

ou encore, étant donné la définitichZ5 de d;, si :

R (A—KG)

~ o~

{Pj (A—KG) P,

~
i

Tp.
J}>o, Vi,j=1,---,L . (3.76)

Linégalité matricielle ainsi obtenue est non linéairekenR et Pj. Il convient de remarquer
qu’a la difference du cas quadratique, un changement dablarde la formeG = PjK ne
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permet pas de linéariser I'inégalité matricielle précdedeh est toutefois possible de montrer
[Guerra et Vermeirer2004, au moyen de la propriété proposée dates Qliveira et al.1999,
que I'égalité 8.75 peut également s’écrire :

R (May)T

M M+MT—PJ >0, Vi7j:17"'7|-7 (377)

oUM est une matrice quelconqud & M) a déterminer. Remarquons que I'inégalBéZg) se
déduit en multipliant3.77) & gauche et a droite par —®]] et par(l —dDiT]T. Cette intéres-
sante transformation aboutit aune LMIBnP;, M et G par le biais du changement de variable
G = MK. Le théoréme suivant propose damnditions suffisanteassurant la convergence de
I'erreur d’estimation dans le cas discret.

Théoreme 3.9(MDD). L'erreur d’estimation d’état, entre le multimodele déc&ip temps
discret (3.7) et 'observateur a gain proportionndB.18), converge asymptotiquement vers

zéro s'il existe des matrices Bt B symétriques et définies positives, une matrice G et une
matrice M telles que :

R (MA-GG)T

MA_GCI M‘I—MT—PJ >07 v'?J::La?La (378)

ouCi=[0 --- C --- 0].Le gain de l'observateur est donné gar=M1G.

Remarque 3.8.Les conditions proposées par le théorér@aveca = 0 sont un cas particulier
des conditions du théoren®9. En effet, en considérant B P, = M = P alors le théoreme
3.6 est obtenu. Il est ainsi légitime d’attendre une diminutilknconservatisme de la solution
obtenue.

3.5 Synthese d’observateur avec un multimodele découplé mo-
difié

Le multimodéle découplé peut présenter un phénomeéne natdésidit de décrochage. Ce phé-
nomene a été mis en évidence lors de I'identification panaguét du multimodele. 1l se carac-
térise par des discontinuités de la sortie du multimodétes diss phases de transition entre les
sous-modéles.

Afin d’éliminer le phénomeéne de décrochage, trois filtressayit respectivement sur le si-
gnal de commande, la variable de décis{dh) et la sortie du multimodeéle ont été ajoutés a la
structure du multimodele (cf. secti@b.§. Les paramétres de ces filtres sont supposés connus
car ils sont inclus dans I'étape d’identification du multohéte.

Au cours des sections précédentes, cette structure modifigeiltimodéle n'a pas été prise
en considération lors de la synthése de I'observateur. Rproas que I'omission du filtrage de
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la variable de décisio(t) et du signal de commande simplifie I'analyse de la convemrgeec
I'erreur d’estimation sans porter atteinte a la générdigrésultats obtenus. En effet, la conver-
gence de 'erreur d’estimation est indépendante de la dinenle la variable de décision et de
I’évolution temporelle du signal de commande. Tous lesltésudemeurent ainsi valables. Le
filtrage de la sortie peut étre en revanche trés intéressanté la conception de I'observateur.

Variable de |:7 FILTRAGE 4\ Fonction de

décision N ﬁ/ pondération

i)
:> > Signal de
FILTRAGE _
sortie
yi(t)

Signal de [ FAUTRAGE Sous-modéles
commande I

Multimodéle découplé

Figure 3.9 — Structure modifiée du multimodéle découplé

La représentation d’état du multimodéle découplé modificansidérant le filtrage de la
sortie, est donnée par :

Multimodele yi(t) =Cx(t) (3.79a)
(

Filtrage de la sortie (3.79b)

ou la sortie du multimodéle est mainteng(tt), le signaly(t) n’étant pas accessible par mesure
directe. Dans3.79D, les vecteurs et les matrices sont de dimensions appesprié

Au moyen du vecteur d’état augmenmtg les équations3. 79 peuvent s’écrire sous la forme
plus compacte :

L

O(Xa(t)) = _Zlumt)Aan(tHBaU(t), (3.80a)
y(t) = Caxalt) , (3.80b)
avec
. X(t) i A~ 0 . é .
xa(t)—[yf(t)], A= [qu Af], Ba—M, Ca=[0 Ci] , (3.81)

102



tel-00359631, version 1 - 9 Feb 2009

3.5. Synthese d’observateur avec un multimodéle découpdéfie

ou le vecteur d’état augmenxet) € R" a déja été défini erB(6) et les matrices partitionnées
par blocsA € R™", B ¢ R™MetC; € RP*" ont été définies respectivement & et en 3.23.

L'observateur proposeé se présente sous la forme suivante :

L ) L .
B%(0) = 3 MUK +B)+ 5 HOKIMO-IY) . (3829
jt) = CaR(t) ) (3.82b)

ou lesK/, sont les nouveaux gains a déterminer de fagon a assurervargence de I'erreur
d’estimatione,(t) = Xa(t) —Xa(t) . Larecherche d’un gain de I'observateur unique est reréglac
par la recherche d’un ensemble de gains. Par conséquenlegies de liberté supplémentaires
sont introduits dans la procédure de synthése de I'obsamdEn effet, 'observateur a gain
unique est un cas particulier d&82 en considérark! = K.

Les structures modifiee8.80 et (3.82 du multimodele et de I'observateur offrent, d’'un
point de vue de la synthése de I'observateur, plusieurstages. En effet, il est possible de
constater que

¢ la présence des fonctions de pondération sur I'équatioortie st déplacée sur I'équa-
tion dynamique du systeme;

e des degrés de liberté supplémentaires sont introduitsldaosception de I'observateur,
sans pour autant augmenter le nombre de LMI a satisfaire.

En contrepartie, la dimension des nouvelles matrices apubariest inévitablement augmentée.
La dynamique de I'erreur d’estimation d’é&i(t) = Xa(t) — Xa(t) est régie par :
L . .
3 () {A,—KiCa} . (3.83)
i=

Des conditions suffisantes garantissant la convergenaanexgielle de I'erreur d’estima-
tion d’étate(t) = Xa(t) — X4(t) sont proposées par les théoremes suivants.

Théoreme 3.1QMDC). L'erreur d’estimation d’état, entre le multimodéle déctumodifié a
temps contin3.80 et I'observateur a gain proportionn€B.82), converge exponentiellement
vers zéro s'il existe une matrice symétrique et définie pasR et des matrices ;Gérifiant
les LMI suivantes :

(AL +al)TP+PAL+al)— (GCy)T—GiCa<0 , i=1,---,L (3.84)

pour un scalaire positifr donné. Le gain de I'observateur est donné p;ari:{ P-1G;.
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Théoréme 3.11(MDD). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodele déc@umodifié 3
temps discre(3.80 et 'observateur a gain proportionn€B.82), converge exponentiellement
vers zéro s'il existe une matrice symétrique et définie pasR et des matrices ;&érifiant
les LMI suivantes :

1-2a)P (A)TP-CIGT
. a a |

PA. G, 5 >0,i=1--,L (3.85)

pour un scalaire positif0 < a < 0.5 donné. Le gain de l'observateur est donné par
K, = P1G;.

Il convient de remarquer que le phénomene de décrochagepredigt pas systématique-
ment. Il dépend conjointement des dynamiques propres aus-resodeles et du mécanisme
d’interpolation déterminé a partir du choix de la variabk décision et du partitionnement
de I'espace de fonctionnement du systeme (c.-a-d. le placedes fonctions poids). Lintro-
duction des filtres mentionnés n’est, par conséquent, pgeuis nécessaire. |l est cependant
possible d’inclure ces filtres dans la structure de I'obsewr afin de conserver les avantages
offerts par cette approche. Dans ce contexte, les filtresghalsde commande et de la sortie
du multimodéle peuvent étre interprétés physiqguement cofeammodeéles associés aux action-
neurs et aux capteurs du systéme a caractériser. Préciapmdleurs queXie et al. [2005
ont proposé récemment une approche similaire a la nétmdinttion artificielle des filtres)
destinée a réduire le conservatisme des conditions ddiabin multimodele de T.S.

3.6 Observateur d’état pour un systeme comportant un re-
tard sur la sortie

Des processus a dynamiques fortement non linéaires soutess i@etards sur les mesures sont
naturellement rencontrés dans les sciences de l'ingétiaweffet, tout systéeme de mesure pos-
sede intrinséquement un retard plus au moins négligeabpaidéxemple au temps nécessaire
a la transmission des données entre les capteurs du sydténposte de controle.

Sortie indisponible Sortie mesurée
ut) y y(t) Y(t-T1)
s =txu) A
} /X Retard i
Systéme non linéaire Capteur

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figure 3.10 — Systeme a retard
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En pratique, le retard sur les mesures est souvent négligéeafiéduire la complexité du
modele et de faciliter les étapes d’analyse, de synthesedidi de commande ou d’une straté-
gie de diagnostic du systéme en question. Il est cependamtchnnu que le retard peut avoir
des conséquences néfastes (déstabilisation de la bouctendeande, informations ignorées,
etc.) susceptibles de mettre en danger la sécurité de ditgéret/ou le bon fonctionnement du
systéme.

Un retard sur les mesures doit alors étre considéré commaramgtre, au méme titre que
le gain ou la constante de temps, servant a définir le compertedynamique du systeme.
Différents modéles de retard peuvent étre considérésysegimnple étant constant. Cependant,
dans la mesure ou ce modele simplifié convient difficilemeartsdla plupart des situations
pratiques, le recours a d’autres modéles de retard varitle le temps (majorés par un réel
connu ou appartenant a un intervalle ou encore dont la eigssariation est connue) s'impose.

L'étude des systemes a retard (analyse de la stabilité, emae) estimation d’état) repre-
sente un domaine de recherche extrémement actif, en téele@ignand nombre de travaux déja
publiés (publications, articles, ouvrages). D’une facénégale, I'analyse des effets du retard
sur la stabilité des systémes est abordée soit a partir dedes fréquentielles soit a partir
d’'une généralisation de la deuxieme méthode de Lyapuntt¢ derniere méthode s’avérant
particulierement bien adaptée a I'étude des systemes néaites (voir Bliman, 2007 pour
une étude comparative entre ces approches). La princifdelltié rencontrée avec la méthode
de Lyapunov provient du fait que les dérivées de la fonctiandidate ne dépendent pas de
I'état présent mais de tout I'état passé du systéme (syséedmmension infinie). Ainsi, I'ap-
plication de ce formalisme aux systémes retardés a étéagdassous deux angles distincts.
Dans la premiére approche, diteldeapunov-Krasovskiia fonction classique de Lyapunov est
remplacée par ddenctionnellesLe probléme de dérivation est ainsi remplacé par la rebleerc
d’'une fonctionnelle adaptée. La seconde approche, ditgydpunov-Razumikhjrdait appel a
des fonctions de Lyapunov classiques et introduit une phaeépermettant de borner ses déri-
vées (voirKharitonov[1999 et Richard[2003 pour de plus amples informations a propos de
ces deux approches). Ces approches conduisent a I'obteetmonditions suffisant a garantir la
stabilité du systeme sous une forme LMI. L'approche de LyaptKrasovskii a été largement
mise a profit lors de la synthése d’une loi de commande ou deneeption d’un observateur
d’état. L'élaboration d’'un observateur d’état pour dgstémes linéairesomportant des retards
sur les entrées, I'état et les mesures a fait I'objet de nembtravaux de recherche.

La reconstruction d’état en présence de retards dans uspgutive de surveillance a éga-
lement fait I'objet de multiples recherches. L'observateoncu a cet effet sert par exemple
a générer au bon moment des symptémes de défaillance dumsydd&ans ce context&ang
et Saif[1999 ont réalisé la synthése d’'un observateur a entrées ine&snpaur un systeme
linéaire comportant un retard constant dans son équatiéatd’Cet observateur reconstruit
I'état du systeme et les entrées inconnues affectant lersgstll peut étre mis a profit dans le
cadre de la détection et de la localisation de défauts dlawctur et de capteur. Les conditions
de convergence de I'erreur d’estimation sont obtenuesidel’de I'approche de Lyapunov-
Razumikhin. A I'appui des approches de Lyapunov-RazumikhideeLyapunov-Krasovskii,
Senamg 2007 a proposé des procédures de synthése d’observateursé@smconnues et
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des lois de commandes par retour d’état. Il a également mésamt les notions d’observabi-
lité pour les systemes linéaires a retard multiple constans les équations d’état et de sortie.
La synthése d’observateurs, dans le domaine fréquental, ges systemes LTI comportant
des entrées inconnues et de multiples retards constargd’dtat, est proposée dansHong

et al, 2003. Fridman et al[2003 ont congu un observateur robuste, en termes de performance
Hs, pour des systémes linéaires incertains comportant desisatonstants sur I'état. Leur dé-
marche s’appuie sur une transformation structurelle diésys original en un systeme singulier
en mesure de réduire le conservatisme de la solution ohténua peu,You et al.[2009 ont
développé une procédure de synthese d’'un observateurgpdétdction robuste de défauts d’'un
systeme linéaire comportant des incertitudes. En répanpecdléme poseé par I'estimation de
I'état des systemes non linéaires comportant des retardessmesures;zermani et al[2003

et Kazantzis et Wrighf2009 ont proposé une solution basée sur un principe similairdéé
développée consiste a synthétiser une chaine d’obsersatfiague observateur étant chargé
de reconstruire I'état du systeme a un instant retardeé [@énicet inférieur a la taille du retard
du systeme.

En ce qui concerne les multimodéles, le multimodéle de tygeadi-Sugeno a été uti-
lisé pour décrire le comportement dynamique d’un systéennelinéaire retardéCao et Frank
[200]] ont concu une loi de commande stabilisante au moyen d’uergbteur d’état en consi-
dérant des retards connus et constants sur I'état et l& sbdnalyse de la stabilité du multi-
modele de Takagi-Sugeno comportant des retards connuétstial été abordée dags et Lin
[2003. Jiang et al[2009 ont élaboré une loi de commande stabilisante en consitiénanetard
constant mais inconnu dans les équations d’évolutiontdiésmodeles locaux. L'approche est
intéressante dans la mesure ou I'observateur d’état pedpdsappel a une estimation en ligne
du retard inconnu, la valeur exacte du retard n’étant passsadre.

Cette section aborde I'étude de I'estimation d’état d’'untimddéle découplé dont les me-
sures sont affectées par un retard variable.

3.6.1 Formulation du probléme

On souhaite reconstruire I'état d’un systéme non linéadn@portant un retard variable mais
connudans I'équation de sortie. Le systeme non linéaire esttd@ériun multimodéle découplé
de la forme suivante :

Xi(t) = AX(t)+Bu(t) , (3.86a)

yi(t) = Cxit) . (3.36b)
L

WO = 3 WE TN ) (3.86¢)

On rappelle que; € R" ety; € RP sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur deesorti
du i®™e sous-modéley € R™ le vecteur de commande gtc RP le vecteur de mesures. Les
matricesA; € R"*N B ¢ R"*M et C; € RP*" sont constantes et supposées connues. Par la
suite, afin d’alléger I'écriturex(t — 1(t)) sera abrégée sous la formgl) ou 7(t) > 0 est un
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retard variable supposé connu qui satisfait les condioimnsantes :
0< <
DS T(1) < Tmax (3.87)
It) <vy §

Le vecteur d’état augmenté
Xt) = [x{(t) - x({t) - XE('[)]TER”, n=7Sn (3.88)

permet d’obtenir la forme augmentée suivante :
X(t) = Ax(t)+But) , (3.89a)
yt) = COxD) , (3.89b)

ou les matriced et B sont données paB(g). La matrice & paramétres variables dans le temps
C(0) prend la forme :

EO) = [w@C - w(@O)G - p(O)C] eRPT (3.90)

La reconstruction de I'état du multimodéle découfde36) est effectuée, compte tenu de la
forme augmentée3(89 du multimodele, a I'aide d’un observateur a gain propaontigl de la
forme suivante :

X(t) = AR(t)+Bu(t) +K(yt) -¥(t) (3.91a)

y(t) = C(Ox(D) (3.91b)
avec

R=[Ky - K - K] eR™P (3.92)

ou lesK; € R"*P sont les gains a déterminer associés a chaque sous-modele.

3.6.2 Synthése de I'observateur

La synthése de I'observateur consiste a chercher des asl{fitelles que I'erreur d’estimation
donnée par :

e(t) = x(t) — X(t) (3.93)

tende vers zéro quelles que soient les conditions initidde=0) et pour un mélange arbitraire
entre les sorties des sous-modéles. La dynamique de Ifefiestimation est fixée par :

et) = Aet)—KC(D)e(O) , (3.94)

équation qui s’obtient en dérivar®.93 puis en remplacant(t) etX(t) respectivement par les
équations §.899 et (3.919.

Le théoreme suivant sera d’'une grande utilité a I'heureteéioib des conditions garantissant
la convergence vers zéro de I'erreur d’estimation.
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Théoréme 3.12Théoreme de Newton-Leibniz).a dérivée par rapport au temps d’une fonc-
tion F(t) définie par

b(t)
F(t) = / F(x,t)dx (3.95)
alt)

est donnée par

dz—?) —G(t) | (3.96)
ou
b(t

G(t) = %(tt)f(b(t),t) _ da / (3.97)

at)

La convergence de l'erreur d’estimation est analysée dd’ae la seconde méthode de
Lyapunov et par le biais d’'une fonctionnelle de Lyapunowasavskii qui permet d’obtenir des
conditions suffisantes indépendantes de la taille du retaug une forme LMI. On impose
une convergence exponentielle de I'erreur d’estimatian@fmposer des performances dyna-
miques a l'observateur.

L'analyse de la convergence exponentielle de I'observastiréalisée en introduisant la
fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii proposée davisifidié et Kharitonoy2009 :

0
V(t) = e't)Pet)+ [ e'(t+0)e?*9Qet+6)do (3.98)
—1(t)

ou P et Q sont des matrices symétriques et définies positives 2t0. On reconnait dans
le premier terme de droite d8.08 la fonction de Lyapunov classiquement utilisée pour les
systemes sans retard. Le deuxieme terme de droite est afoutiéviter la présence de dérivées
de la fonction 8.98 dépendant du passé du systeme. La convergence expolectii¢erreur
d’estimation est assurée si les deux conditions suivaotgssstisfaites :

1.V()>0,
2. V(t)+2aV(t) <0 .

La premiére condition est garantie par la construction denationnelle de Lyapunov-Kra-
sovskii 3.99 puisqueP > 0 etQ > 0. Il est ainsi nécessaire d’obtenir des conditions gasanti
sant la deuxieme condition.

La dérivée par rapport au temps de la fonctionnelle de Lyapdtrasovskii 3.989 peut
étre calculée en effectuant le changement de variable + 0 dans 8.98 puis en utilisant le
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théoreme3.12. La dérivée de3.99 est donnée par :
V(t) = €' (t)Pet)+e (t)Pe(t) + e (H)Qet) — (1—1(t))e** e (0)Qe(D)  (3.99)
0
20 / & (t+ 0)*°Qe(t + 0)d6
—1(t)

qui peut étre majorée, compte tenu des hypotheés83)(sur le retard {(t) < yet1(t) < Tmay),
de la facon suivante :

V() < e (t)Pe(t)+e (t)Pé(t) +e' (1)Qet) — (1—y)e 29™mael (0)Qe(d)  (3.100)
0
2a / e’ (t+0)e®%Qe(t + 6)d6
—1(t)

En introduisant I'équation3(94) régissant la dynamique de I'erreur, I'expressi@nlQ0
devient :

et)]T[ATP+PA+Q  —PRE(D) e(t)

V) = L(D)l {—uic":(m)ﬂp —<1—v>e-2“maxc>} [e(mﬂ (3.101

0
_2a / & (t + 6)e2°Qq(t + 6)d6
—1(t)

Remarqguons par ailleurs que la fonctionnelle de Lyapunas#vskii .98 admet I'écriture
Suivante :

V(t) = {:(%))r{g 8} {:((8)% /0 & (t+ 6)2*°Qe(t + 6)d6 (3.102)

—1(t)

par conséquent, I'expressidh+ 2aV s'écrit :

Vizay < {e(t)]T{lATPwMQ —PRE(D)

e(D) —(KC(D))TP _(1_y)672armaXQ +2a

o o} [a0)
(3.103)

dont le membre de droite est une forme quadratiqqe(ere(m)]T. La négativité de I'expression
V(t) +2aV est par conséquent garantie si et seulement si :

- T - o~
{(A+ al)_ (T%(F)D(Qipal) +Q _(1_F;/*)<ec_<252ma@} <0 . (3.104)
Il convient de remarquer que la matricél]) admet la réécriture suivante :
L ~
= i;ui (OG (3.105)
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oU(fi est une matrice bloc de la forme :
Ci:[O e Goeee O} ) (3.106)

En considérant3.105 et compte tenu des propriétés des fonctions de pondériitiayalité
matricielle 3.1049 peut s’écrire :

L A+al)TP+P(A+al —PKG;
.Z“‘(D) [( +a )—(EéigT;a )+Q _(1_y)e_2mmaxQ1 <0, (3.107)
inégalité satisfaite si :
A+al)TP+P(A+al —PKG, .
|:( +a )_<—|+<:G§T;_a )+Q _(1_y>e—20TmaxQ:| <0 ) |:17”'7L : (3108)

Enfin, le théoreme suivant propose dmmditions suffisanteassurant la convergence de
I'erreur d’estimation sous la forme de LMI en pos&h= PK.

Théoréme 3.13(MDC). L'erreur d’estimation d’état, entre le multimodele déctufs3.89
comportant un retard variable(t) défini par(3.87) et 'observateur a gain proportionne
(3.92), converge exponentiellement vers zéro s'il existe desiceatsymeétriques et définies
positives P et Q et une matrice G vérifiant les LMI suivantes :

(A+al)TP+PA +al)+Q We's L
—(GG)T (11— y)e 20 <0, i=1,---,L, (3.109)
ouC = [0 -~ G --- 0] pour un scalaire posititr >0 donné. Le gain de I'observateur

est donné par K= P~1G.

SelonMondié et Kharitono\f2009, I'erreur d’estimation converge exponentiellement gar |
formule suivante :

P —at
el < \/%e max (6] (3.110)
ou
B1 = Amin(P) et B2 = Amax(P) + TAmax(Q) . (3.111)

Remarquons que si un taux de décroissamee0 et un retard constant (c.-a-dt) = y = 0)
sont considérés alors I'influence de la taille du retardatiafy dans les condition8.009. Les
conditions proposées dans le théorééad sont de ce fait diteexdépendantes de la taille du
retard.
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Exemple 3.4(Exemple d’estimation d’état avec un retard sur la sortig

Il s’agit d’estimer I'état d’un systeme a temps continu dgpar un multimodéle découplé a
temps continu constitué de-£ 2 sous-modeles. Les valeurs numériques des matricds At
Cisont:

—2 05 06
Ai=|-03 —09 o0 |, A = [_0052 __Oﬂ,
~13 06 -08 '
Bi=[1 02 05| , B,=[-05 08" ,
C,=[tL 08 05 , C;=[0.7 03]

Les valeurs propres de la matridesont toutes dans le demi-plan gauche du plan complexe :
A1=[-133+£071 -1.03] et A,=-0.6+0.14 .

Le multimodele est donc stable.
Le retard appliqué aux sorties du systéme est de la farftle= 0.5+ 0.45sin0.5t) et la
borne supérieure de sa dérivée est donnéeypar0.225

La variable d’'indexatioré (t) est ici le signal de commandétu filtré. Le filtre utilisé est
du premier ordre de gain unitaire et sa constante de tempe@gale a un. Les fonctions de
pondération sont obtenues par la normalisation des fonetite type gaussien :

L

H(E) = w(E®)/ Yy w&) (3.112)

=1
W(EM) = exp(-(EM-c)/0?) | (3113)

de dispersiono = 0.4 et de centres c= 0.3 et o = 0.7. Remarquons que les fonctions de
pondération associées aux deux sous-modeles (faygfa gauche)) ne sont jamais nulles ou
égales a un. Par conséquent, les deux sous-modeles sotammomsnt mis & contribution pour
former la sortie du multimodeéle.

Pour un taux de décroissance= 0.2, une solution satisfaisant le théored 3est donnée
par :

[7.9354 05915 19666 02228 09195
05915 56426 37632 03097 02559
P = ]19666 37632 31279 03969 04209 | , (3.114)
0.2228 03097 03969 80705 —3.5953
10.9195 02559 04209 —3.5953 31692

[ 43413 34651 21656 —0.2392 —0.1030

34651 27821 17325 -0.1915 -0.0825

Q = 21656 17325 10928 -0.1197 —0.0516| |, (3.115)
—0.2392 -0.1915 -0.1197 21253 Q09087

| —0.1030 —-0.0825 —0.0516 09087 04004

K = [0.9333 09017 —1.5429 01059 0156@T . (3.116)
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Un bruit de mesure est ajouté sur la sortie lors de la simolatiu systeme. Il est possible
de constater sur les figurés11 et 3.12 la bonne estimation des états des sous-modeles et
de la sortie du multimodele fournie par I'observateur prepoL’erreur a l'origine du temps
provient de la différence entre les conditions initial¢)x= [1.0 02 05 —0.5 0.8}T du
multimodéle et celles de I'observateur égales a zéro.
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Figure 3.11 — Erreurs d’estimation d’état
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Figure 3.12 — Fonctions de pondération au cours du tempsu@hgaet comparaison entre la
sortie et son estimée (a droite)

3.7 Conclusion et contributions

Ce chapitre a abordé la synthése d'observateurs d'état, @steontinu et a temps discret,
des systémes non lin€aires parfaitement représentés paultimodele découplé. La structure
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de ce multimodéle, contrairement aux approches multinesdélassiques, offre aux observa-
teurs proposeés la possibilité de comporter des sous-nwdeleimensions différentes. Dans
le multimodele découplé, chaque sous-modéle possédeatrupféspace d'état complétement
indépendant (découplage) de celui des autres sous-modeles

Ce découplage présente un intérét dans un contexte de nadidéligc.f. chapitre?). En
revanche, il ne simplifie paa priori le probleme posé par la synthése des observateurs. En
effet, il est illusoire de croire que la convergence de €arrd’estimation peut étre assurée par
la synthese individuelle d’'un observateur pour chaque-goadele. La combinaison entre les
sorties des sous-modeles doit étre prise en compte danase ple synthese de I'observateur
afin de fournir une preuve rigoureuse de la convergence eeosde I'erreur d’estimation.

Le travail présenté dans ce chapitre contribue a enrichiméthodes d’estimation d’état a
base de multimodéles et plus précisement les méthodesedéiémultimodele découplé, en-
core peu étudié dans la littérature. Ce travail livre uneyehéorique, sous la forme de LMI,
de la convergence exponentielle de I'erreur d’estimatiétatl Cet aspect constitue un point
original qui permet de se démarquer notablement d’auteeaux relatifs a I'estimation d’état
des systémes représentés par cette classe de multimodéle.

Enfin, remarquons que I'exploitation du multimodele dédéwgn vue de la synthese des
observateurs n’estpriori pas plus simple que celle basée sur le multimodele de Takaggno.
Le fait que la taille de la matrice commuPRea rechercher augmente avec le nombre des sous-
modeles peut conduire a des conditions plus difficiles dieéd’'un point de vue numérique
(conservatisme de la solution). Toutefois, la structumti@aiere des matrices augmentées du
multimodéle est susceptible de favoriser I'obtention &'telle matrice. Cet aspect constitue un
point méritant d’étre approfondi.
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4.1 Introduction

La conception d’observateurs d’état de systémes non tegatprésentés par un multimodeéle
a structure découplée a fait I'objet du chapitre précéderbnvient cependant de souligner
gue la qualité de I'estimation d’état fournie par ces obasewrs dépend fortement de la qualité
des mesures et de la précision du modele. Or, il est illusi@reroire qu’'un modele mathé-
matique, aussi raffiné soit-il, puisse reproduire panfaést le comportement dynamique d’'un
systeme. Un modeéle n’est qu'une représentation abstraita tealité livrant une description
imparfaite du comportement du systeme. Tout modéle compaturellement des imprécisions
de modélisation. De surcroit, un systeme est loin d’étreamiéé complétement isolée de son
environnement. Les sighaux de commande ne sont pas les ggaleeurs permettant d’agir
sur le systeme. L'environnement interagit directementmalirectement avec le systeme affec-
tant ainsi son comportement ou les mesures utilisées peatiriation. Ces différentes sources
de perturbations, nuisibles a I'estimation d’état et diffic a maitriser, doivent étre prises en
compte lors de la synthése de I'observateur afin de rendstiniation d’état robuste.

H Perturbations externes : bruits, défauts, etc.

r SYSTEME
Entrées —

sorties

\/ Perturbations internes : incertitudes, etc.
Figure 4.1 — Différentes sources de perturbations

La notion de robustesse, dans un contexte d’estimatioatdidtase de modéle, fait en prin-
cipe référence a l'insensibilité de I'estimation d’état-a@-vis des perturbations internes ou ex-
ternes au systeme. Une perturbation renvoie a une notioénegiment générale qui englobe un
certain nombre de concepts. Une perturbation peut étredgrge d’'une facon générale comme
un phénomene difficilement maitrisable ayant une actiomessystemelgermann200q. Les
bruits de mesure constituent un exemple classique de patiom externe. Bien gu’'un modele
mathématique puisse étre associé aux bruits (lois dehlistrn, etc.), leur influence n’en de-
meure pas moins difficilement maitrisable. Les erreurs ddélisation commises lors de la
phase de modélisation sont sans doute un exemple de pé¢idarbderne. En effet, certains
comportements du systéme ne sont pas modélisés soit damgicinds simplicité soit parce
gu’ils sont difficiles, voire impossibles, a caractérises’avere donc nécessaire de quantifier
les imprécisions de modélisation de facon a apporter unaiserinformation sur la méconnais-
sance du systeme.

Le probléme soulevé par I'estimation d’état robuste estéomental en automatique et a été
beaucoup étudié pour des systemes caractérisés par unentedBipe linéaire en recourant,
par exemple, a la théorie pour la commande robusteiimann 1991, Xie et Souza1992
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Xie et al, 1992 Oustaloup 1994 Colmenares1996. L'extension de ces techniques a I'esti-
mation d’état de systemes représentés par des modelesnagbas variables dans le temps a
été étudiée paBara[200]. Akhenak[2004 et Rodrigueqd2009 ont abordé simultanément le

probleme d’estimation d’état robuste pour les systémedinéaires caractérisés par un multi-
modele de T.S.

Ce chapitre est consacré aux synthéses robustes d’obsesvatgain proportionnel, a gain
proportionnel-intégral et a gain multi-intégral baséeslaueprésentation multimodéle d’'un
systéme non linéaire. Ce chapitre comporte trois sectiomgrémiére est dédiée au probléme
d’estimation d’état d’un systéme représenté par un mutlef@découplé et sujet a des pertur-
bations sur les équations d’état et de sortie. L'estimatiétat robuste est accomplie a I'aide
d’un observateur a gain proportionnel et d’un observatgai@aproportionnel-intégral. Ce der-
nier type d’observateur, contrairement a I'observatewaia groportionnel, présente I'avantage
d’introduire des degrés supplémentaires de liberté peéamtet’améliorer le degré de robus-
tesse de I'estimation sans dégrader ses performances ayremnlLa conception de ce type
d’observateur n’a pas encore, a notre connaissance, dajet’d’'une étude dans un contexte
multimodeéle. La prise en compte des incertitudes paraqus lors de la synthése des ob-
servateurs a gain proportionnel et a gain proportionnéjgiral est étudiée dans la deuxiéme
section. Enfin, la troisiéme section aborde la conception @dbservateur a entrées inconnues
dit & gain multi-integral. Cet observateur parvient a fourme estimation de I'évolution de
I'état du systeme et ce, en dépit de la préseneatdees inconnugg.-a-d. de signaux non ac-
cessibles a la mesure) agissant sur le systéme. Son uditisdans un contexte de surveillance
ou de reconfiguration des systémes, permet de générer deateas de défauts insensibles
aux entrées inconnues mais sensibles aux défauts.

4.2 Estimation d’état robuste vis-a-vis des perturbations

L'estimation d’état fait appel a des mesures extraites dtesye destinées a prendre en compte
I'évolution courante du systéme et ce, afin de parvenir anestl’évolution de ses variables
internes. Cependant, les informations délivrées au bowt dedine de mesure sont en régle gé-
nérale affectées par des phénomeénes externes au systeitsedans les dispositifs de mesure,
erreurs de transmission, etc.) et leur utilisation peutice a une estimation biaisée de I'état
du systeme.

L'estimation d’état ne peut pas, dans ces conditions, @rfaipement accomplie. Autrement
dit, la convergence vers zéro de I'erreur d’estimation net pas étre assurée. En revanche, il
est possible de quantifier 'impact des perturbations surdur d’estimation et de garantir ainsi
une borne supérieure de la reconstruction. A cet effeedifites normes de signaux peuvent
étre utilisées afin d’évaluer la grandeur de I'erreur demstraction.

La normeH., est classiquement employée pour aborder ce type de probégoentré dans
le cadre des systémes linéaires a parametres invariangsleléamps. En revanche, pour les
multimodéles et en regle générale pour les systemes a paesnvariants dans le temps, la
notion de fonction de transfert est inexistante et la notiemormeH., devient hors contexte.
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Pour cette classe de systemes, il est fait appel a la ndirmieduite, une extension directe
de la normeH, [Weinmann 1991, Van der Schaft1993. Au méme titre que la norm#&., la
normeL, permet de quantifier, dans le cadre des systemes a paranateddes dans le temps,
le plus grand apport entre I'énergie de la sortie et celleéatdrEe pour toutes les trajectoires
paramétriques admissibles du system®arp 2001].

Définition 4.1 (Norme £, d’un signal) La norme£, d'un signal gt) de carré intégrable est
notée et définie par :

oo 1/2
sz = | [ sOTsat @.)
0
en temps continu et par
oo 1/2
Ist)ll2 = (gsafs(t)) @2)

en temps discret.

Définition 4.2 (Norme £, induite d’un systeme)La normeL; induite d’'un systeme est définie
par

NN

wup MO

, (4.3)
()220 U]

NN

ou u(t) et y(t) sont respectivement les signaux d’entrée et de sortie ayEnbornée, au sens
de la norme||.||2, du systéme considéré. Cette norme est une mesure du plustgrand’am-
plification énergétique de(t) sur yt).

4.2.1 Représentation multimodele d’un systéme perturbé

La représentation d’état du multimodéle découplé conéaldans cette section est donnée par :

o(x(t)) = AX(t)+Biu(t)+Ew(t) , (4.4a)
yi(t) = Gxi(t) , (4.4b)

L
O = 3 WEQMO) W) (4.40)

ol x € R" ety; € RP sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur deesouti®™® sous-

modéle,u € R™ est le vecteur de commande yet RP le vecteur de mesure. Les matrices
A € RN B € RWM G € RPN E € R et W, € RP*" sont constantes et supposées
connues. Les matricds et W, sont introduites afin de prendre en considération I'infleenc
d’une perturbatioow € R' (par exemple un bruit d’état ou de mesure), a énergie bornée,
affectant respectivement la dynamique et la sortie du Byesté
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Remarque 4.1.Le fait de considérer le méme signaftyvdans I'équation dynamiquét.4g
et dans I'équation de sortié4.49 n'est pas restrictif, le choix des matrices & W, étant
totalement libre. Il est possible, en considérant=E[E; 0] et W. = [0 W] avec wt) =

[wa(t) wc(t)}T, de dissocier les effets de ) sur la dynamique du systeme et ceux géw
sur la sortie.

Hypothese 4.1.Le signal de perturbation est borné en énergie au sens derla®g6,, c’est-
a-dire que la|w(t)]|3 < o.

Le multimodéle découplél(4) admet la forme augmentée suivante :

o(x(t))
t

= AX(t)+Bu(t) +Ew(t) , (4.5a)
yt)y = C

(OX(t) +Wew(t) |, (4.5b)

L - .
oux € R" est le vecteur d’état augmenté de dimensiea $ n; et les matricess € R™", B €
i=1

R™™ C(t) € RP*" etE € R™' sont des formes augmentées dont les éléments correspondent

aux parametres des sous-modéles. Les ma’rﬁipésaté(t) sont définies par3(8) et la matrice
E € R™ par

E - [E] - E - g . (4.6)

4.2.2 Synthese d’'un observateur a gain proportionnel

L'observateur se présente sous la forme augmentée suivante

B(x(t) = AX(t)+Bu(t) +K(y(t) - y(t)) . (4.7a)
gty = CORE) (4.7b)

ouxXe R" est I'estimation du vecteur d’étaft), y(t) € RP la sortie reconstruite par I'observateur
etK € R"P |e gain de I'observateur a déterminer.
L'erreur d’estimation d’'état est définie par

e(t) = x(t) —X(t) (4.8)
et sa dynamique, obtenue par I'agrégation des équatdofiset (4.7), par :
5(e(t)) = Aobs(t)e(t) + (E~KWew(t) , (4.9)
ou la matrice d’évolutioypg(t) est de la forme

L
Aopst) = > Hi(t)a (4.10)

avec

@=A-KG et G=[0 - C - 0] . (4.11)
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La présence de(t) dans 4.9 empéche I'erreur d’estimation de converger vers zéro.ftem, e
d’'apres 4.9), la perturbatiorw(t) agit directement sur I'erreur d’estimation a travers lannat
E — KW.. Le gainK de I'observateur regle directement I'impactwé) sur I'erreur d’estima-
tion.

Le probléme relatif a la synthése de I'observateur se pass dhns les termes suivants :

il s’agit d’ajuster le gainK de I'observateu4.7) de facon & atténuer l'influence
de la perturbation \t) sur I'erreur d’estimation d’état &) et donc de reconstruire
I'état avec une certaine précision quelles que soient leslitmns initiales du sys-
teme et de I'observateur.

La perturbatiorw(t) doit étre alors prise en compte lors de la procédure de syattie'obser-
vateur. A cet effet, usignal objectif

v(t) = He(t) , (4.12)

dépendant seulement de l'erreur d’estimation d’éta}, est considéré. La matride est de
dimension appropriée et fixée par le concepteur. Les ofjelgisynthése de I'observateur sont
traduits par les contraintes de performance suivantes :

Jme(t) =0 pour w(t)=0, (4.13a)
V)13 < v¥Iw(t)|3  pour w(t) # 0 ete(0) =0 . (4.13b)

La premiére contrainte garantit la convergence de I'erd&stimation vers zéro si aucune per-
turbation n’agit sur le systéme. La seconde assure la pade la reconstruction en présence
d’'une perturbation sur le systeme. En effegst un scalaire positif a déterminer qui indique le
niveau d’atténuation entne(t) et le signal objectif/(t). La précision de la reconstruction est
ainsi fixée au moyen de la valeur geui doit étre alors minimisée.

Remarque 4.2.L’exigence(4.13 cherche a minimiser la norm&; induite du systeme géné-
rateur de I'erreur d’estimation d’état défini pg#.9) et par(4.12. Autrement dit, le but est de
minimiser la normeC; entre la perturbation \{t) et le signal objectii/ (t).

Remarqgue 4.3.La matrice H qui apparait dan@gl.12) introduit des degrés supplémentaires de
liberté lors de la synthese de I'observateur. En effet, @xe cette matrice permet d’atténuer
I'impact des perturbations sur une partie ou sur la totalités composantes du vectelt)e
lors de la synthese de I'observateur. Différents obsematpeuvent ainsi étre congus, chaque
observateur étant dédié a I'estimation d’'une partie du gactl’état sous les contraint¢4.13.
Cette démarche permet en regle générale d’atteindre un nidé&tténuation plus faible pour
chacun des observateurs dédiés que celui obtenu avec uatsmrvateur.

Le gainK de I'observateur doit &tre ajusté de sorte que les exigéAcE soient satisfaites.
Il s’avere également important de garantir des performmadgaamiques de I'erreur d’estima-
tion (vitesse de convergence, etc.) dans la phase de carcdptl’'observateur. La synthése de
I'observateur sous ces contraintes est établie en faipgpet a la théorie de Lyapunov.
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Synthése de I'observateur a temps continu

La convergence exponentielle de I'erreur d’estimationcensidérant une perturbation nulle
(w(t) = 0), a été abordée au cours du chapitre précédent (c.f. s&4id). Les conditions ga-
rantissant la convergence exponentiellex@é versx(t) ont été établies a I'aide d’'une fonction
quadratique de Lyapunov :

V(t)=e'(t)Pet) , P>0 P=PT (4.14)

telle que la condition suivante soit satisfaite
Ja>0:V(t)+2aV(t) <0, (4.15)
ou a est le taux de décroissance. Dans cette section, cetteticonest modifiée comme suit
Ja >0:V(t) < —2aV(t) —vT({t)v(t) + yw' (t)w(t) (4.16)

afin de satisfaire les performances dynamigdesd tout en garantissant la convergence expo-
nentielle de I'erreur d’estimation. En effet, remarquons tjintégration de la conditior4(16)
est donnée par

[oe]

/ t)+2aV(t))dt < /vT t)dt+y2/WT(t)W(t)dt (4.17)
0 0

0

et compte tenu de la positivité de la fonction de LyapuMie) > 0 etV (0) =0, le terme de
gauche de cette inégalité devient positif, ce qui implique

VI3 < Vw3 - (4.18)

Par conséquent, I'exigencé.{3h sur le niveau d’atténuation entre la perturbatw) et le
signal objectifv(t) est assurée si la conditioA.(L6) est vérifiée. On reconnait par ailleurs dans
(4.16 la condition déja employée afin de garantir la convergerpergentielle de I'erreur d’es-
timation siw(t) = O et donc de satisfaire I'exigencé.{33.

La synthese de I'observateur consiste donc a établir deditamrs satisfaisant4(16). La
dérivée deé/(t) le long de la trajectoire de I'erreur d’estimatich®) est donnée par

V() = éT(t)Pet)+eT (t)Pet) (4.19)
qui s’écrit en remplacarg(t) par son expressiod (9) :

V(t) = el (t) (Adps(t)P+PAgpg(t)) e(t) +w' (t)(E — KWe) T Pe(t) (4.20)
+ e’ (t)P(E — KWe)w(t) .

Un vecteur augmenté de la forme

w(t) = [e"(t) wi(t)]

T (4.21)
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permet d’écrire I'équatiord(20 sous la forme compacte suivante

V() =wt) MY (4.22)
ou
. .
Q) = [AO?SétZPEV\Z}’*;S(t) P(E OKWC)l . (4.23)

Ainsi, compte tenu de la formé (22 deV(t), la condition @.16) devient :

T (t) {Q(t) " {HTH J2oF _M } W(t) <0 (4.24)

qui est une forme quadratique gt). La négativité de4.24) est alors garantie par la négativité
de I'expression a l'intérieur des crochets. De ce fait, drotuisant les définitions4(10 de
Aops(t) et 4.23 deQ(t), l'inégalité (4.24) est satisfaite si :
L A_KENT A_RKRE T = 2
(A—KG)'P+P(A-KCj)+H"H+2aP P(E - KWC)]
-t LA <0. 4.25
i;ul( ) |: (E . KWC>TP _y2| ( )

En posanG = PK ety = y?, il est possible de linéarise# £5. Enfin, compte tenu des proprié-
tés de somme convexe des fonctions poids, on peut proposesalution au problemet(13
sous la forme du théoreme suivant.

Théoreme 4.1(MDC). L'erreur d’estimation entre le multimodele découplé a terapntiny
(4.4) et I'observateur a gain proportionngl.7), sous I'hypothésel.l, satisfait aux exir
gencegq4.13 et tend exponentiellement vers zéro (lorsque) w- 0) s'il existe deux matrices
P=PT > 0 et G de dimensions appropriées et un scalgire 0, solutions du probléme d’of
timisation convexe suivant :

O
1

miny sous les contraintes

ATP+PA— (GC)T -GG +HTH +2aP PE-G :

<ETC|‘D>_ (G\M‘)T _VIW’ <0, i=1---,L (4.26)

pour une matrice H et uor > 0 donné. Le gain de I'observateur est donné ar= P~1G et
le gain £, de w(t) versv(t) est donné pay = /Y.

Remarquons que la négativité de I'inégali@e2© implique la négativité du bloc (1,1). Par
conséquent, s'il existe une solution satisfaisant les itiond du théorémd.1alors I'inégalité

ATP+PA—(GC)T -GG +2aP <0, i=1,--,L (4.27)

est satisfaite. La convergence exponentielle de I'err&stithation, dans le cas ou aucune per-
turbation n’est considérée, est ainsi assurée (c.f. thimBe).
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Synthése de I'observateur a temps discret

La conception de I'observateur a temps discret suit une déraale synthése tout a fait sem-
blable a celle appliquée a I'observateur a temps contirarréur d’estimation doit tendre expo-
nentiellement vers zéro si aucune perturbation n’agitesgystéme et doit, dans le cas contraire,
garantir les exigences de performancesd 3.

A cette fin, nous considérons la fonction de Lyapungi 4) telle que :

Ja>0:AV(t) < —2aV(t)—vT (v (t) + 2w (Hw(t) , (4.28)

ou la variationAV (t) de la fonction de Lyapunov est donnée @&/ (t) =V (t+ 1) —V(t),
a > 0 ety > 0 étant respectivement le taux de décroissance de 'errestirdation et le niveau
d’atténuation de la perturbation. En utilisant I'expressi4.14) deV(t) dans 4.28 puis en
remplagane(t + 1) et v(t) respectivement pa#(9) et (4.12), il vient que @.29 est satisfaite
Si:

Adpst)PAsbs(t) — (1 - 2a)P+HTH oo t)P(E - va
T SO0 Ns < 0, (4.29
(E — KWe) TPAGs(t) (E—KW,)TP(E — KW;) — V2l
inégalité qui présente de multiples produits croisés eftet K. Il est toutefois possible de
linéariser .29 en appliquant le complément de Schur puis en rempla&gyaft) par son ex-
pression4.10 et en posant enfiG = PK ety = y2. Enfin, compte tenu des propriétés de somme
convexe des fonctions poids, on peut proposer une solutipnabléme 4.13 en temps discret
sous la forme du théoreme suivant.

Théoréme 4.2(MDD). L'erreur d’estimation entre le multimodéle découplé a tenais-
cret (4.4) et I'observateur a gain proportionngh.7), sous I'hypothésd.1, satisfait les exir
genceg4.13 et tend exponentiellement vers zéro (lorsque) w 0) s'il existe deux matrices
P=PT > 0 et G de dimensions appropriées et un scalgire 0, solutions du probléme d’op-
timisation convexe suivant :

miny sous les contraintes
HTH—(1-2a)Pp 0 ATP-C'GT
0 -yI ETP-WJG"| < 0, i=1--,L (4.30)
(%) (%) —P

pour une matrice H et u® < a < 0.5 donné. Le gain de l'observateur est donné par
K = P~1G etle gainl, de wt) versv(t) est donné pay = /Y.

Commentaires sur la synthese d’'un observateur a gain propdionnel

Les synthéses a temps continu et a temps discret d’un olservabuste a gain proportionnel
ont été abordées au cours des deux paragraphes précédrnefoif, les syntheses de cet
observateur doivent étre réalisées moyennant un compentiis deux objectifs antagonistes.
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En effet, nous cherchons, d’'une part, une dynamique rapidiéedeur d’estimation ajustée
par le biais d’'un gain important de I'observateur et, d’augart, un niveau d’atténuation des
perturbations ajusté par le biais d’'un gain faible. Or, paiteindre ces deux objectifs, n'est
disponible qu’un seul degré de liberté (le gain de I'obseweK). Afin de surmonter cette
difficulté, la synthése d’'un observateur a gain proportaintégral est étudiée dans la section
Suivante.

4.2.3 Synthése d’un observateur a gain proportionnel-intégral

Le principe de reconstruction de I'observateur a gain prtiganel, proposé au cours des sec-
tions précédentes, repose sur une correction de I'estmédiétat a partir de I'erreur d’estima-
tion entre les sorties mesurées et les sorties estiméeg. €etection s'effectue par le biais
d’une action proportionnelle a I'écart de I'erreur de restomction des sorties. Elle peut néan-
moins s’avérer insuffisante et son action inefficace par giemuand le modéle du systeme
en question est mal connu ou quand des perturbations agsssda systeme. En effet, un seul
degré de liberté est disponible pour garantir a la fois lefopmances dynamiques et les per-
formances de robustesse de I'erreur d’estimation.

Afin de surmonter ces difficultés, une action intégrale p#tianéd’effectuer une correction
proportionnelle al'écart de l'intégrale des sorties mésaret des sorties estimées peut étre ajou-
tée en vue d’introduire un degré de liberté supplémentanede la synthese de I'observateur
[Beale et Shafail989 Weinmann 1991]. L'observateur ainsi obtenu, dit a gain proportionnel-
intégral (PI), permet d’améliorer considérablement liaation d’état dans la mesure ou deux
degrés de liberté sont désormais disponibles pour réggrddormances de I'observateur.

Busawon et Kaborf200] ont montré qu’un tel observateur posséde la capacitééiagr
les effets des perturbations (p. ex. les erreurs de mesuré¢ @ertaines erreurs de modélisa-
tion sur I'erreur d’estimationHua et Guarj2005 ont proposé une démarche de synthese d'un
observateur Pl dans un contexte de synchronisation siysteme chaotique de Chuaa syn-
chronisation est entendue comme la synthése d’un récefuteand. d’un observateur) chargée
de synchroniser (c.-a-d. d’estimer) I'état de I'émetteansiun temps fini. La synthese du ré-
cepteur, réalisée a l'aide de la seconde méthode de Lyappaowet d’introduire des perfor-
mances de robustesse vis-a-vis des perturbations afféate@mmunication. Dans un contexte
similaire, Johnson et Busawdi200q ont récemment mis a profit les capacités de robustesse
offertes par I'observateur Pl afin de procéder a la synchatioin d’'unoscillateur de Duffing
comportant un bruit dans le message a transmettre.

En revanche, la conception des observateurs Pl pour lesmodiles ne semble pas encore
avoir été abordée dans la littérature.

Structure de I'observateur Pl

L'observateur Pl fait non seulement appel a I'écart de ¢errd’estimation mais aussi a I'in-
tégrale de cet écart. Un sigrat), issu de I'intégration de la sortie du multimodéle, estslor
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introduit de facon a ajouter I'action intégrale dans I'éiprade I'observateur. Dans le cas gé-
néral, il est possible d’introduire un degré de liberté $émentaire en remplagant l'intégration
pure par un filtrage de la sortie. En considérant la variabtbtiannellez(t), le multimodéle
découplé sous sa forme augmen#éé&)(devient :

5(x()) = Ax(t)+Bu(t) +Ew(t) , (4.31a)
5(z(t)) = Mz(t)+C(t)x(t) +Wew(t) , (4.31b)
y(t) = C(t)x(t) +Wew(t) , (4.31c)

ou les matricesA € R™", B e R™™M € € RP*" et E € R™' sont les matrices partitionnées
par blocs définies respectivement éng| et en ¢.6). La matriceM € RP*P dite d’effet de
décolorationpermet de régler la réponse transitoire du sigaigl Il est possible de constater
que I'équation 4.31b régissant I'évolution de la variabit) ne modifie en rien les équations
originales du multimodele. Cette équation est volontairgnmgroduite dans les équations du
multimodéle de facon a rendre aisée la synthése de I'oliseingl.

u(t) y(t)

L SYSTEME NON LINEAIRE

Figure 4.2 — Structure de I'observateur Pl a temps contincoesidéranM = 0

Remarque 4.4.Si M = 0 alors le signal additionnel () est une action intégrale pure définie

t t
dans le cas continu pa® = [y(§)d¢ etparZt) = Y y(k) dans le cas discret.
0 k=0
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Les nouvelles équationd.@1) du multimodéle peuvent se mettre sous la forme compacte sui
vante :

(%) = Aalt)Xa(t)+CiBu(t) + Eawt) , (4.322)
yt) = C{t)CyXalt) +Wew(t) |, (4.32b)
2t) = Chxalt) (4.32¢)

avecxy(t) e R(MP) Ay e RFPX(0HP) B e R(MPIXT T, e R(MP)XN etC, € R(MP)XP définies
par

(4.33)

La reconstruction de I'état du multimodele découple3D) est opérée a I'aide d’'un obser-
vateur Pl de la forme suivante :

5(Ra)(t) = Aa(t)Ra(t) +CiBu(t) +Kp(y(t) —J(t)) +Ki(z(t) — 2(t)) ,  (4.34a)
jt) = C(t)Cr%alt) (4.34b)
2(t) = Chfa(t) | (4.34¢)

0l %, € R P) est I'estimation du vecteur d’état augmemgéet yi(t) la sortie reconstruite par
I'observateur. L'appellation “observateur proportiohimeegral” sous laquelle apparait cet ob-
servateur tire son origine de la nature de la correction @@e@ar les gainkp € R(MP)xP et

K, € R(P)*xP_En effet, le gairkp assure une correction proportionnelle & I'erreur d’estioma

de la sortiey(t) — y(t). Quant au gairk|, il assure une correction proportionnelle a I'écart entre
I'intégrale de la sortig(t) et celle de la sortie estimégt J.

Conception de I'observateur PI robuste

L'erreur d’estimation d’état est donnée par
€a(t) = Xa(t) —Xa(t) (4.35)
et sa dynamique, obtenue par I'agrégation des équatiod3 et (4.34), par :
(eat)) = Aopd(t)ea(t) + (Ea—KeWe)w(t) . (4.36)

La matrice d’évolution&obs(t) peut étre explicitée, en faisant appel aux propriétés dereom
convexe des fonctions de pondération, par

Robslt) = Aa(t) —KeC(t)Ci —KC) | (4.37)

L
= .Z[Ji (t)CDi (4.38)
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avec

® =A—KeGC; —KCy et A= [CA '\(ﬂ . (4.39)
(|

Grace a son action intégrale, I'observateurd284) introduit un degré de liberté supplémen-
taire lors de sa conception. En effet, d’aprés3¢), la perturbatiorw(t) agit directement sur la
dynamique de I'erreur d’estimation & travers la matiige- KpW.. Une action sur le gaip
de I'observateur est donc en mesure d’'atténuer I'impaet(tesur I'erreur d’estimation. Quant
aux performances dynamiques de I'observateur, elles pe@vieur tour étre ajustées grace a
un choix approprié du gail,. Deux degrés de liberté sont alors disponibles pour pareeum
compromis entre I'atténuation de I'effet des perturbatiehles performances dynamiques de
I'observateur. Toutefois, un découplage parfait entregdysbationw(t) et I'erreur d’estima-
tion e4(t) peut uniguement étre obtenu si la conditiin= KpW; est vérifiée. Dans la pratique,
cette condition s’avére a la fois restrictive et difficileadisfaire. En effet,

Ea = KW (4.40)
et compte tenu ded(33), alors :
E] _ [Km
[WJ _ MWC, (4.41)
E = KmW , (4.42)
Kpp = EW (WewW) )™ . (4.43)

Cette condition est satisfaite a condition dMesoit de plein rang ligne. Autrement dit, il faut
que le nombre de sorties du systéme soit égal au nombre dehadidons agissant sur le sys-
téeme. Par conséquent, un découplage parfait de la peltunba peut pas étre facilement ac-
compli.

La synthese de I'observateur PI consiste a chercher lescaslti etK telles que I'erreur
d’estimatione,(t) définie par 4.35 satisfasse les exigence$.13. Il convient toutefois de
remarquer que le signal objectif est maintenant donné par

v(t) = Hea(t) . (4.44)
Une démarche similaire a celle adoptée lors de la concedidiobservateur P peut étre ap-

pliquée en vue de parvenir aux conditions en mesure d'asks@erformances dynamiques
(4.13 sous la forme des théoremes suivants.

Théoréme 4.3(MDC). L'erreur d’estimation entre le multimodele découplé a tempntin
(4.32 et I'observateur a gain proportionnel-intégré#.34), sous I'hypothésd.1, satisfai
aux exigence$4.13 et tend exponentiellement vers zéro (lorsque) w 0) s'il existe troi
matrices P=PT > 0, Gp et G de dimensions appropriées et un scalgre 0, solutions d
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probleme d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes
Fi+TT+HTH +2aP PE,— GpW;

. B <0, i=1-.-L, 4.45
EqP— (GpW)T - (4.45)

ou — x =T =T
I = PA-GpCCy -GG, (4.46)

par Kp = P~1Gp et K| = P1G;. De plus, le gainC, de w(t) versv(t) est donné pay = /.

pour une matrice M, une matrice H et an> 0 donné. Les gains de I'observateur sont donnés

(4.32 et I'observateur a gain proportionnel-intégré#.34), sous I'hypothesd.1, satisfait
les exigence$4.13 et tend exponentiellement vers zéro (lorsque) w- 0) s'il existe trois

probléme d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes

HTH—(1-2a)Pp 0  TIf
0 -yl EJP-W/GL| < 0, i=1--,L, (4.47)
(*) (*) —P
ou ~ x =T =T
i = PA-GpCC,; -GG, (4.48)

pour une matrice M, une matrice H et On< a < 0.5 donné. Les gains de I'observateur s

Y=V

Théoréme 4.4(MDD). L'erreur d’estimation entre le multimodele découplé a tendfscret

matrices P=PT > 0, Gp et G de dimensions appropriées et un scalgre 0, solutions du

donnés par € = P~1Gp et K = P~1G. De plus, le gainC, de w(t) versv(t) est donné pa

ont

=

Remarqgue 4.5.La résolution des conditions proposées par les théorehfest 4.4 peut éven-
tuellement s’accompagner d’une recherche de la matric#et'de décoloration M. Cependant,
en raison du produit R; ces conditions ne se présentent pas sous une forme LMI.th st
fois possible d’obtenir des conditions de type LMI en cafrsidt une matrice bloc diagonale

P= [Fg F?z] et en introduisant un changement de variable approprié derdae N= P,M.

Les deux corollaires suivants accompagnent les théordn3est 4.4. lls proposent des
conditions assurant la convergence vers zéro de I'errestidiation quand aucune perturbation

n'est prise en compte.
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Corollaire 4.1 (MDC). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodéle déctup temps

continu (4.32 et I'observateur P1(4.34), converge exponentiellement vers zéro (lors
w(t) = 0) s’il existe une matrice symétrique et définie positive B, matrices G et G véri-
fiant les LMI suivantes :

(A+al)TP + P(A+al)
— (GpGCy +GCy)T — (GG +GiCy) <0, i=1,--,L (4.49)

pour une matrice M et un scalaire positifdonné. Les gains de I'observateur Pl sont don
parKp = P 1GpetK = P1G.

Corollaire 4.2 (MDD). L'erreur d’estimation d’état, entre le multimodele déctp temps

discret(4.32 et 'observateur P(4.34), converge exponentiellement vers zéro (lorsq(ie w
0) s'il existe une matrice symétrique et définie positive B, matrices G et G vérifiant les

LMI suivantes :
— X =T =T
_ (1-20P - (PA-GRCC -GG) | g g 4s0)
PA — GpGCl — GIC) P ’ o

pour une matrice M et un scalaire posi@f< a < 0.5 donné. Les gains de I'observateur
sont donnés par K = P 1GpetK = P71G,.

Exemple 4.1(Exemple de synthése des observateurs P et Pl robustes

que

nés

Pl

Il s’agit d’estimer I'état d’'un systeme a temps continu &genté par un multimodéle découplé

constitué de I= 2 sous-modeles. Les valeurs numériques des matrices dumodéle sont :

20 05 06 ' .

A= |-03 —09 —-05]| , A= _00'18 :g'g ,
~-10 06 -08 L e

B=[1L0 —08 05| , B,=[-05 08 ,

c,_[09 -08 -05 c,_[-08 08]

17 |-04 06 07]° 2~ lo4 -o07]°
04 0

WC:|:O _03:| 5 E|:O7 MZO

La perturbation wt) considérée est un bruit aléatoire normalement distribuédgenne nulle

et de dispersion égale a un.

La variable d'indexationé est ici le signal de commandétiyi € [0,1]. Les fonctions de
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pondération sont obtenues par la normalisation des fonstite type gaussien :

WED) = @)/ Y WEw) (4.51)
QM) = exp(-(E1)-c)/0?) | (4.52)

de dispersiorw = 0.5 et de centresic= 0.25et ¢ = 0.75. L’entrée, les fonctions de pondération
et les sorties du multimodele sont illustrées sur la figu@e

1 : : : 1 : : :
u(?) pi(t)
0.5¢ - 0.5t ]
0 L L L 0 L L L
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

‘\ u \‘ﬂ y(t)

M
ofli \‘ x ( ‘\ “‘ ‘\‘| i ‘ H c \w or i
\ H I ‘ \ T ' J W""'\W\ J\w“mv“ﬁﬂwv,«\‘»\‘W

W\ MU *W i Mm WW “M

0 5 10 15 20 0 5 lO 15 20

t(s) t(s)

Figure 4.3 — Entrée et perturbations (a gauche), fonctiensotidération et sorties (a droite)

Une solution vérifiant les conditions du théorefmgest donnée par :

R — (0.1899 —0.0310 00892 —0.0310 —0.0136] "
~ |0.2180 01091 02130 —-0.0143 —0.0259 °

[ 33411 -0.1514 -2.6919 01249 —0.0673
—0.1514 39049 -1.0080 —-0.2499 05107
P = |-26919 -1.0080 54666 01282 —0.2462
0.1249 -—-0.2499 01282 114864 —-10.1873
| —0.0673 05107 -0.2462 —10.1873 256765

pour une matrice H= I, un niveau d’atténuation minimgi= 1.414et un taux de décroissance
o =0.8.

Une solution vérifiant les conditions du théorém@aest :

Ko — 0.0030 —0.0244 —0.0101 —0.0106 —0.0007 09875 —0.0125]"
P~ |0.0109 00366 00227 00094 —0.0029 00166 10166 ’
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K = [0.0933 07077 01432 00064 00256 34754 Q0427)"
10.0954 06210 01449 Q0051 00219 -0.3819 35098

[ 49917 -0.5801 —3.4225 00553 00023 01411 014117
—05801 50509 -—-0.9333 —-0.1397 01482 -1.1309 —1.1309
—3.4225 —-0.9333 72125 00651 -0.1731 02211 02211
P = 0.0553 —-0.1397 00651 82562 —-6.9466 00698 00698
0.0023 01482 -0.1731 —-6.9466 198995 —-0.1963 —0.1963
0.1411 -1.1309 02211 00698 —-0.1963 16524 03681
| 0.1411 -1.1309 02211 00698 -0.1963 03681 16524

pour une matrice H= Iz, un niveau d’atténuation minimg= 0.333et un taux de décroissance
a=0.8.

Remarquons que le méme taux de décroissanest imposé dans la synthése des deux ob-
servateurs. Il convient de souligner le fort contraste eméts niveaux d’atténuatioan obtenus
avec les observateurs P et PI. Comme attendu, I'observatepenet d’atteindre un niveau
d’atténuation plus faible que I'observateur P tout en gdissant les mémes performances dy-
namiques de I'erreur d’estimation.

L'estimation de I'état du multimodéle découplé fournie fpes observateurs P et Pl est
illustrée sur la figure4.4. Sur cette figure, les composantes du vecteur de l'erreustid’e
mation d’état g(t) sont notées e Les conditions initiales du multimodéle sont égales a :
x(0)=[01 -01 01 -0.1 0.1}T et les conditions initiales de I'observateur sont nulles.
Dans les deux cas, I'erreur d’estimation converge vers zé&%c une vitesse similaire (méme
taux de décroissance de I'erreur d’estimation).

0.1 0.1

' [—ObsP ' ‘ ‘ ‘[—ObsP
en(t) ----Ob;PI iR
L G et S g e ]
ea(t) ol
0% 5 10 15 20
0.1 : ‘
e(t) | 04 5 10 15 20
0.1
01y 5 10 15 20
01 ‘ ‘ ‘ es(t) ol
es(t) oI\ ]
0% 5 ‘ 15 20 04 5 15 20

10 10
t(s) t(s)
Figure 4.4 — Erreurs d’estimation d’état du sous-modeéle dafiche) et du sous-modele 2 (a
droite)

La figure4.5, & gauche, représente la norndiz des signauw (t) et y?w(t) obtenue pour
chaque observateur en considérant une erreur d’estimatigdie a t= 0. L'examen de cette
figure fait apparaitre clairement que la conditidim (t)||3 < y?||w(t)||3, imposée lors de la syn-
these de I'observateur, est vérifiée dans les deux cas. Paecuient, les performances robustes
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(4.13 sont bien satisfaites pour les deux observateurs propds@scomparaison des signaux
v(t) obtenus avec chaque observateur est présentée sur la fidisguée a droite. Il apparait,
d'aprés cette figure, que la norni® du signalvp (t) est inférieure a celle du signap(t). Les
résultats théoriques sont ainsi veérifiés.

0 ‘ ‘ ‘ 35x10
2 )12
72| w( gb 3t —lvp(®)13
5k —llvr@®)Il3 ~lvpr @13
2.5 ~
% 5 10 15 20 2
L ‘ ‘ ‘ 1.5
—?[|w(®)][3 1
0.5} _HVI’I(t)H%
0.5
0 ° BT
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t(s) t(s)

Figure 4.5 — Normeg,

Une perturbation constante d’amplitude5 est maintenant ajoutée sur la sortig(t) a
t = 10s. Cette perturbation peut par exemple étre occasionnéempdétaut de capteur. L'esti-
mation de I'état du multimodéle découplé livrée par les obeteurs P et Pl est illustrée sur la
figure4.6. Il y apparait clairement que I'observateur PI fournit uneitteure estimation d’état
en présence de la perturbation introduite.

0.1 0.1
ObsP ObsP
e1(t) 01N ---ObsPI ---0bsPI
eq(t) P N S =
0 5 10 15 20
0.1 ‘
-0.1 :
O I R B 0 5 10 15 20
0.1 :
05 5 10 15 20
01 i €5 (t) oF S e—mmeee T
es(t) ol N\ - .
05 5 10 15 20 05 5 10 15 20
t(s) t(s)

Figure 4.6 — Erreurs d’estimation d’état du sous-modeéle dafiche) et du sous-modele 2 (a
droite) en présence d’'une perturbation constante sur & sor
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4.3 Estimation d’état robuste vis-a-vis des incertitudes para-
metriques

Le probléme poseé par la reconstruction d’état d’'un syst@peesenté par un multimodéle de-
couplé et soumis a des perturbations a été abordé au coarseleibn précédente. Les solutions
proposées sont basées sur une représentation précise gartament du systeme. |l convient
cependant de souligner qu'un modeéle comporte toujours ileare de modélisation suscep-
tibles d’affecter I'estimation d’état. Ces imprécisionsrdedélisation doivent étre quantifiées
lors de la phase de modélisation de maniére a fournir unenvaftion sur la méconnaissance du
systeme.

Les imprécisions de modélisation d’un systéme autonomésepté par un modele linéaire
peuvent étre traduites sous la forme :

3(X(t)) = (A+D)X(t) | (4.53)

ou la matriceA représente le modele nominal du systemaA ks incertitudes du systeme. Di-
vers types d'incertitudes peuvent étre considérés enitondes hypotheses émises sur la facon
dont les incertitudeA agissent sur les parameétres nominaux du systeme. Ellesataiiguées
sous l'appellation dhcertitudes structuréesu d'incertitudes non structuréekes incertitudes
non structurées sont utilisées lorsque le mode d’actiomngestitudes sur les parametres nomi-
naux n’est pas bien établi. Quant aux incertitudes straesyrelles requiérent une connaissance
précise de la structure des incertitudes. Ces deux famillesedtitudes apparaissent dans la
littérature sous plusieurs formes, les plus rencontréeg g2ubuisson199Q chap. 3] :

e les incertitudes non structurées modélisées par desigasgtaramétriques contenues
dansA et dont seule une majoration de type norme est cofjilje< o ;

e les incertitudes stochastiques permettant de prendrerepteales incertitudes modéli-

L
sées pad = y piGib; oub; est par exemple un bruit blanc;
|

L
e les incertitudes structurées a dépendance affiney piAj ou les parametreg, sont de
|

type intervalle ;

e les incertitudes structurées bornées en nameDF (t)E ou D et E sont des matrices
constantes et oki T (t)F(t) < I.

Cette derniere forme d’incertitude sera la seule considéaées la suite de cette section.
Dans un contexte de synthese d’une loi de commaRdierserj1987 est 'un des premiers a
avoir livré des résultats sur la stabilité par retour d'éan systeme linéaire comportant une
incertitude de cette forme sur la matrice d’évolution. Céitene de structure est souvent ren-
contrée dans la littérature et nombreux sont les articlegspbosur la commande et par extension
sur I'estimation d’état des systemes dont les incertitstes bornées en norme.
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4.3.1 Représentation multimodéle d’un systeme incertain

La représentation d’un systéme non linéaire sous la forme whiultimodele découplé incertain
est donnée par :

S(xi(t)) = (A+AA()X (L) + (Bi+ABi(1)u(t) + Ewt) | (4.54a)
yt) = Gx(t) , (4.54D)

L
y(t) =_;m@u»mw+me, (4.54¢)

ol x € Rety; € RP sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur deesdui®™e sous-
modele et o € R™, y € RP etw € R" sont respectivement I'entrée, la sortie et la perturbation
du systeme. Les matricédg € R"*" B € R"*M E € R"*" C € RP*N etW,; € RP*" sont des
matrices constantes connues caractérisant le comporteim@mal de chaque sous-modele et
I'influence des perturbations sur le systeme.

Les imprécisions de la modélisation du systeme sont repi@se par des incertitudes struc-
turées bornées en norme :

DA = MR(ON, | (4.553)
ABi(t) = HiS(t)D; , (4.55Db)

ou Mj, N;, H; et D; sont des matrices connues, constantes et de dimensiorapepps. Les

fonctions matricielle$(t) et S(t) sont inconnues, avec des éléments de Lebesgue mesurables,

et satisfont :

FT (R
S(HS(t)

Remarque 4.6.Les incertitudes bornées en norme définissent, dans I'espammétrique
des élémentsA; + AA;, B + AB;), un hyper-ellipsoide représentant le domaine d’inceditu
paramétrique et dont le centre est la matrice nomin&e$taloup 1994 chap. 9]. On trouvera
plusieurs arguments en faveur de l'utilisation de cetterferd’incertitudes dang{hargonekar

et al, 1990 et les références qui s’y rapportent.

|, Vt>0, (4.56)

<
<l, vt>0. (4.57)

Exemple 4.2(Exemple de systeme avec incertitudes bornées en norjne
Considérons un systeme linéaire autonome de la forme

X(t) = Ax(t)= {j _11} X(t) . (4.58)

Les différents éléments de la matrice A comportent destihaes. Par exemple, I'élément
(1,1) comporte une incertitude ded%de la valeur nominale et I'élémef(i2, 2) une incertitude
de40%de la valeur nominale. Les deux autres termes comporteninoegtitude de20% de
leurs valeurs nominales. Supposons que les incertitudestaht les différents termes de la
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matrice A agissent indépendamment les unes des autresstegrgyincertain peut alors étre
représenté sous la forme :

: —-1+0.1 1+02
KO = AP0 = | 1102 THO% k. als1 @so
soit encore
-1 1
Ap) = |77 ] emen ol <1 (4.60)

avec

.
_[01 02 00 o.o} 101 0} (4.61)

M=100 00 02 04> P=d@d{p - ps} etN:{o 10 1

Remarquons toutefois que cette représentation n’est pgsiernD’autres choix de matrices M,
p et N peuvent étre envisagés, par exemple si

pP1 P2
— 4.62
p {PS P4] ( )
alors
0.1 00 10
w-os[28 0 en- [} 9 (459

compte tenu du fait quigo|| < 2.

4.3.2 Conception d’'un observateur a gain proportionnel

Les équations4.54) du multimodéle peuvent s’écrire sous la forme compacte :
S(x(1)) = (A+DAL))X(t)+ (B+AB(1))u(t) +Ew(t) , (4.64a)
yt) = COX(t) +Wew(t) , (4.64b)

ol x € R" est un vecteur d’état augmenté et B, C(t) et E ont déja été définies dans les
sections précédentes péard) et par ¢.6). Les incertitudes paramétriques sont données par :

MA(t) = MF(@N | (4.65a)

AB(t) = HS1)D , (4.65b)

ou les matrices constant¥s N, H etD sont des formes augmentées données par

M = diag{My -+ M -~ M.} , (4.66)
N = diag{N N NLP (4.67)
H — diag{H1 --- H -~ H.} , (4.68)
5 = [D] DT D]’ (4.69)
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Les fonctions matricielleB (t) et §(t) sont définies par

F(t) = diag{F(t) -~ R(t) -+ RO} , (4.70)
St) = diag{Si(t) - S(t) -+ S} (4.71)

et sont bornées en norme par (t)F (t) < 1etST (1)) < 1.

La reconstruction des variables d’état du multimodéle dpEp@.64) est effectuée a l'aide
d’un observateur de la forme suivante :

S(X(t)) = AX(t)+Bu(t)+K(y(t)—y(t)) , (4.72a)
yt) = CHK{) , (4.72b)

oux e R" est I'estimation du vecteur d’étaft), y(t) € RP la sortie reconstruite par I'observateur
etK € R™P |e gain de I'observateur a déterminer.

4.3.2.1 Synthese de I'observateur robuste

La dynamique de I'erreur d’estimation :
e(t) = x(t)—X(t) (4.73)

est obtenue par I'agrégation des équatieghé4) et 4.72) :

5(ea(t)) = Aobs(t)ea(t) +P(t)w(t) (4.74)
avec
eult) = [igﬂ , Wit) = [YJV((:))] , (4.75a)
A—KC(t) DA(t) E—KW. AB(t)
Aops(t) = { 0 A+Aﬂ(t)] N E { £ |§+Aé(t)] . (4.75b)

Remarque 4.7.D’aprés la structure de la matrice d’évolutioryg\(t), le systémé4.74) géné-
rateur de I'erreur d’estimation gt) est stable si et seulement si les deux conditions suivantes
sont satisfaites :

e le multimodéle découpi@.64) est stable pour des incertitudA&(t) admissibles,
e le gain de I'observateuK est ajusté de fagon & assurer la stabilitéAle Ké(t).

La convergence de l'erreur d’estimation est étudiée a tsalaeprise en compte de la dé-
pendance entre I'erreur d’estimation et les signaux exegélentrée et les perturbations) au
systeme. Il est possible de remarquer que I'impact de lagEtionw(t) sur I'erreur d’estima-
tion d’étate(t) peut étre modifié en ajustant le gadrde I'observateur. Ce gain de I'observateur
doit cependant étre également ajusté de facon a attérmeakit des parametres incertains sans
pour autant dégrader les performances dynamiques.

Le probleme lié a la synthése de I'observateur se pose amislds termes suivants :
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il s’agit d’ajuster le gainK de fagcon & garantir une reconstruction de I'état du mul-
timodéle avec une certaine précision en présence des inmk$ paramétriques,
des perturbations et quelles que soient les conditionslag du systeme et de I'ob-
servateur.

Autrement dit, le gairK doit limiter I'influence de la perturbation(f) sur I'erreur d’estimation.
A cet effet, lesignal objectif suivant, dépendant seulement de I'erreur d’estimagion est
introduit :

v(t) = [H O]eat) , (4.76)

ou H est une matrice de dimension appropriée. Le choix de cettecegermet d’atténuer
I'impact des perturbations sur une partie ou sur la totdkg composantes du vecteur d’erreur
ea(t) (c.f. remarquel.d). Les exigences robustes de I'erreur d’estimation somébées par les
conditions suivantes :

tli_rge(t) =0 pour w(t)=0, (4.77a)
Iv(B)II3 < y’IW()||5  pour w(t) # 0 etea(0) =0 , (4.77b)

ouy, le gainly entrew(t) etex(t), est & minimiser. La convergence de I'erreur d’estimatsin e
étudiée sous les deux hypotheses suivantes.

Hypothese 4.2.Le multimodéle découplé.64) est stable pour des incertitude\@(t) admis-
sibles.

Hypothése 4.3.L'entrée et la perturbation sont des signaux a énergie beraé sens de la
normeLz, soit||u(t)||3 < e et|[w(t)||3 < o.

La premiere hypothése découle directement de la remarduelative a la stabilité de la
matrice d'évolutionAgpg(t).

Etudions la conception de I'observateur robuste a tempsntorOn rappelle ci-dessous le
lemme dont le réle lors de la phase de conception de I'obsmivast particulierement impor-
tant.

Lemme 4.1. Soit X et Y deux matrices réelles de taille appropriée @) Ene fonction matri-
cielle bornée en norme, c.-a-dTit)F (t) < I. L'inégalité suivante est toujours vraie pour toute
matrice Q > O:

XFOY +YTFT()XT <XQ X" +YTQY .

L'étude de la convergence de I'erreur d’estimatidiv@ s’effectue en considérant la fonc-
tion de Lyapunov suivante :

V(t) = e (t)Pre(t) + X" (H)Px(t) (4.78)

ouP, =P >0etP, =P, >0.
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Les objectifs de synthésd.{7) sont garantis s'il existe une fonction de Lyapundv7Q
satisfaisant la condition :

V() < —vT(t)v(t) 4+ y2WT (H)W(t) . (4.79)

La dérivée de la fonction dé(t) le long de la trajectoire de I'erreur d’estimatieg(t) a pour
expression :

Vi) = o) Agbs(tz,?z;:"bsm Pq?f” Q(t) (4.80)
P = diag{P, P} . (4.81)
Q) = [ealt) Wt)]" (4.82)

Cette équation est directement obtenue en dérVéntpuis en substituarg,(t) par son ex-
pression 4.74). La condition ¢.79 peut s’écrire en remplaga¥tt) par @.80 et compte tenu
de @.76) :

Q7 (1) [ AP+ Phondt) + [HEH 8] Po(t)
o7 (t)P —y2l

qui est une forme quadratique &ft). En introduisant les définitiong (75 de Agpgt) et ded,
I'inégalité (4.83 est satisfaite si :

Q(t) <0 (4.83)

FO+TTE)+HTH  PAAL) W P.AB(t)
Xi+Xo(t) PE  P(B+0B(t))

*

8 ) A 0 <0, (4.84)
(%) (%) 0 —y
ou
L
rt) = Pl(A—Ké(t)):Pl_zlui(t)(,&—ﬁéi), (4.85)
W = P(E—KW) , (4.86)
X; = ATR+PA | (4.87)
Xo(t) = DAAT(H)P+PAA(L) (4.88)

etG; est définie en4.11).
Il est maintenant possible de dissocier les parametresnauxides parametres incertains
dans I'inégalité 4.84 comme suit :

r[O+rre)+H™ o0 ¥ 0
0 X; PE PB
(%) 0 -y 0
0 () 0 —yA

+Zt)+Z7(t) <0, (4.89)
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ou
PLAA(t)

PAA(L)
0

0

0 0 PAB(Y)
zZt)= o ° PzAg(U . (4.90)
0 0 0

En remplaganAA(t) et AB(t) par leurs expressions respectivéss63 et (4.65H) alorsZ(t) +
ZT (t) peut s’expliciter sous la forme :

ZO)+Z2T(t) = XFOY+YTFTOXT | (4.91)
ou
PV PuH . 3
- |PRM PH _[Fo o - [0 N 0O
o PR [FO 0w o[0T s
0 0

La dépendance des termes inconRis eté(t) dans I'expression4(91) peut étre aisément sup-
primée en faisant appel au lemihd. On obtient de cette facon, en pos@nt diag{rll ol }
la majoration suivante

-1
T ~ |t O st oot (Tl 0| o
Z0)+ZT(t) < X{o TZI} XT+¥ {o al ¥ (4.93)

L'inégalité (4.89 devient en introduisant la majoratiof.93 deZ+ 27" :

rO+r'+H™H 0 v 0 .
0 AN BRE BBl o[nul 0] g1
0 (x) 0 8
ou
A = X +1uN'N , (4.95)
3 = —yI+1D'D . (4.96)

L'inégalité (4.94 n’est pas linéaire eR; et P». En effet, les produits entre les matricés et

X introduisent des produits croisés entre les matigext P>. La présence de ces produits peut
étre évitée en appliquant le complément de Schur (c.f. @@ex inégalité 4.94) se met enfin
sous la forme :

rM+r'")+H™ 0 ¥ 0 PM PH]
0 A PRE RB RBM PH
%) 8 _gzl g 8 8 <0 . (4.97)
(%) (*) 0 0 -1l O

I (%) (*) 0 0 0 -1l
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Une solution au problemet(77) sous la forme du théoreme suivant peut étre enfin donnée,
compte tenu des propriétés de somme convexe des fonctiqmendeératiorny;(t), en rempla-
cantXy par sa définition4.87) dans 4.95 et en posanG = PiK ety = y?.

Théoréme 4.5(MDC). L'erreur d’estimation entre le multimodele incertain a tgsrcontiny
(4.59) et I'observateur a gain proportionngh.72), sous les hypothésds2 et 4.3, satisfait
les exigence$4.77) s'il existe trois matrices P= P >0, B, = P] > 0 et G de dimensions
appropriées et des scalairgs> 0, 1, > 0 et 12 > 0, solutions du probléme d’optimisation
convexe suivant :

miny sous les contraintes
Ti+MT+H™H 0 W 0 PM PH]

0 A PE RB PM PH

* x) —yl O 0 0 .

(0) E*g 3’ s o o |<0.,i=LoL, (499

(%) (x) O 0 —nl 0

i (%) (x) O 0 0 -1l
ou

i = PA-GG |, (4.99)
Y = PE-GW , (4.100)
A = PRA+ATR+1NTN | (4.101)
9 = —yl+1D'D (4.102)

pour une matrice H donnée. Le gain de 'observateur est dpan& = Pl‘lG etle gainl,
dew(t) versv(t) par y = /Y.

Remarque 4.8.La stabilité de I'observateu(4.72, en considérant le modéle nominal sans
perturbation, est assurée par la négativité du b{acl) dans 'inégalité matriciellg4.98).

Théoréme 4.6(MDD). L'erreur d’estimation entre le multimodéle incertain a tesrdiscre
(4.59 et I'observateur a gain proportionngh.72), sous les hypothésds2 et 4.3, satisfait
les exigence$4.77) s'il existe trois matrices P= P > 0, B, = P] > 0 et G de dimensions
appropriées et des scalairgs> 0, 1, > 0 et 12 > 0, solutions du probléme d’optimisation
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convexe suivant :
miny sous les contraintes
[H'TH-P, 0 0 O I 0 0 0]
0 A0 0 0 AR 0 O
0 0O -y 0 YT E™» 0 0
0 O 0 8 0 BR 0O O .
(*) 0 (*) 0 .Y 0 Pll\z PlHj <0 , I—l,---,L , (4.103)
0 (*) (x) () 0 -P BM RH
0 0O 0 O (x) (x —-ml O
| O 0 0 0 (% (% 0 -1l
ou
i = PA-GG , (4.104)
Y = PE-GW , (4.105)
A = uN'N=P, , (4.106)
9 = —yl+DD (4.107)
pour une matrice H donnée. Le gain de I'observateur est dpan& = Pl‘lG et le gainl,
dew(t) versv(t) par y = /Y.

Une source de conservatisme dans la solution proposéesptalgs formes augmentées des
incertitudesAA(t) et AB(t), données respectivement parg53 et par é.650, introduites lors
de la synthése de I'observateur. En effet, toutes les ihoges des sous-modeles sont prises en
compte simultanément dans la condition LMLE8). Il peut étre alors difficile d’atteindre un
faible niveau d’atténuatiop. Afin de contourner cette source de conservatisme, on peap®s
modifier le modéle4.55 des incertitudes paramétriques.

4.3.2.2 Deuxieme forme de synthése de I'observateur robest

Les imprécisions de la modélisation du systéme sont repigse dans cette section par des
incertitudes structurées bornées en norme de la forme :

AA) = HOMFON (4.108a)
ABi(t) = HOHSH)D - (4.108b)

Le raisonnement qui s’appuie sur I'idée d’introduire unagh&rationy; (t) consiste a négliger
éventuellement les incertitudes des sous-modéles non coistébution dans la sortie du mul-
timodeéle. La forme augmentée du multimodéle proposée dassdtiord.3.2reste inchangée
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excepté pour les matricég\(t) et AB(t) qui deviennent :

DAL) = Y Wi(t)DAL) (4.109a)
AB(t) = _L Hi(DAB(t) (4.109b)
ou
AA(t) = MRMN | (4.110)
ABi(t) = HS®D; (4.111)
M = [0 e My e o] 7 (4.112)
No= [0 - N - 0], (4.113)
i = [o A o} ) (4.114)

Une démarche de synthéese similaire a celle exposée préngatenappliqguée en considé-
rant le nouveau modeld (108 des incertitudes, conduit & I'obtention des conditiorexiftence
d’un observateur robuste. On cherche a satisfaire les méxgences robusted (/7). Tous les
calculs se déroulent d'une facon identique jusqu’a I'otitende I'inégalité ¢.89. A ce ni-
veau, les nouvelles formes des incertitudégt) et AB(t) interviennent dans la majoration du
termeZ(t)+Z (t). En remplacanhA(t) et AB(t) respectivement pa#(108H et (4.1083 alors
I'expression de&Z(t) +ZT (t) s'écrit :

Z(t)+Z"(t) 21”' Wi+ YTRTXT) (4.115)
ou
PiIM;i  PiH; i -
~ M; H; i (t 0 ~ ON O O
% — on on | F.(t)z[ c<)) é(t)} ot Y:{o i Di] . (4.116)
0O 0

En faisant appel au lemn#el, la majoration suivante peut étre obtenue

-1 . . i B
Z0)+27) < u. PR A Al b A I R Y
Tl 0 ol
en considéran®; = diag{rill Tl
Enfin, une solution au problemé.{7), basée sur le modele des incertitudés.09, peut
étre apportée sous la forme du théoretné Ce théoréme est obtenu en prenant en compte les

propriétés de somme convexe des fonctions de pondénatipn en posanG = P;K ety = 2
et en appliquant le complément de Schur.
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Théoréme 4.7(MDC). L'erreur d’estimation entre le multimodéle incertain a tesncontinu
(4.54) dont les incertitudes sont données [{dr108 et I'observateur a gain proportionne
(4.72), sous les hypothesds?2 et 4.3, satisfait les exigencgg.77) s'il existe trois matrices
PL=P] >0, R =P] >0etG de dimensions appropriées et des scaldajres0, 7} > 0 et
Tiz > 0, solutions du probléme d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes
i+ +HTH WY 0 PM PH

0 N RE RB RM P

(+) (x) =yl 0 0 O L

0 # o & o o |0 i=lb, (4118

(*) (x) 0 0 -,y O

L (%) (x) O 0 0 —'['2|_
ou

[ = PA-GC , (4.119)
W = RE-GW, (4.120)
A= RAATR TR (4.121)
% = ~vI+uD/D, (4.122)

pour une matrice H donnée. Le gain de I'observateur est dpan& = Pl‘lG et le gainl,
dew(t) versv(t) est donné pay = +/y.

Théoreme 4.8(MDD). L'erreur d’estimation entre le multimodele incertain a tesdiscret
(4.54) dont les incertitudes sont données [{dr108 et I'observateur a gain proportionne
(4.72), sous les hypothesds?2 et 4.3, satisfait les exigencg@.77) s'il existe trois matrice
PL= PlT >0 R = PzT > 0 et G de dimensions appropriées et des scalayesO, Til > 0 et
riz > 0, solutions du probléme d’optimisation convexe suivant :

U

miny sous les contraintes

[HTH-P, O 0 O If 0o 0 0
0 Ai 0 0 0 ATP2 0 0
0 0o -yt 0 W¥T ET™m 0 0
0 0O 0 & 0 B O 0 _
(%) 0O (x) 0 P O Pl'\Z'i PlH:i <0, i=1,---,L, (4123)
0 (*) (») (x) 0 -P PBM PH
0 0 0 0 (x (¥ -1 o0

. O 0 0 0 (x) (¥ 0 —1l
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ou
i = PA-GG , (4.124)
Y = PE-GW, (4.125)
A = TNR-P | (4.126)
9 = —yl+n,D/D (4.127)

pour une matrice H donnée. Le gain de I'observateur est dpan& = Pl‘lG et le gainl,
dew(t) versv(t) par y = /Y.

4.3.3 Conception d’'un observateur a gain proportionnel-intégral

La démarche conduisant a la synthese d’'un observateur &s@&xprécédemment, peut faci-
lement étre étendue a la synthese d’'un observateur Pl. Cohan&é montré dans la section

4.2.3 I'observateur Pl présente d’excellentes propriétés testesse vis-a-vis des perturba-
tions. Il est tout a fait possible d'imaginer qu’il préseéigalement d’intéressantes propriétés
de robustesse vis-a-vis des incertitudes paramétriques.

La synthese de I'observateur est basée sur la forme augen@n®éd) du multimodele dé-
couplé déja utilisée lors de la synthese de I'observateairaggoportionnel (sectiod.3.2. Un
signal supplémentair&t), issu de l'intégration de la sortie du multimodéle, doiteegant étre
pris en compte. Le multimodele découplé se présente alassladorme augmentée suivante

S(x(t)) = (A4+DAAR)X()+ (B+AB())u(t)+Ew , (4.128a)
5(z(t)) = Mz(t) +C(t)x(t) +Wew(t) , (4.128b)
y(t) = C(O)x(t) +Wew(t) . (4.128¢)

En fonction du modéle des incertitudes, les matrik&&) et AB(t) sont données soit pat.65
soit par @.108. Dans les deux cas, les équations du multimodeE2g peuvent se mettre sous
la forme compacte :
3(xa(t)) = (Aa(t)+C10A(t)Cy)xa(t) +Cu(B+AB(1))u(t) +Ean(t) , (4.129a)
yt) = CtICixalt) +Wew(t) | (4.129b)
2(t) = Coxalt) , (4.129¢)

avecxa(t) e RMHP) A, e REPX(0HP) B, e R(MPIXT T e R(MP)XN etC, € R(MPXP donnés
par

:)1 : Clz[ol" } : CZZ[OWF’)} : (4.130a)
(pxn)

N Aaa):igui(tm, A=[E nol . @ason
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L'estimation d’état du multimodelel(129 est élaborée a I'aide d’'un observateur Pl de la forme

6(%(t) = Aalt)% ()+ Bu(t) +Kp(y(t) — (1)) +Ki(2(t) - 2t)) , (4.131a)
)

jt) = C(t)CpRalt (4.131b)
at) = CZ%( t) . (4.131c)
L'erreur d’estimation d’état est donnée par
ea(t) = Xa(t) — a(t) (4.132)
et sa dynamique par
&t) = (Ra(t) —KpC(t)C1 — KiC;)ea(t) +CrbAX(1)
+ C1AB(t)u(t) + (Ea — KpW)w(t) . (4.133)

En concaténant I'équatiod (L33 et I'équation d’état4.1283 du multimodele, il vient :

E(t) = Agpgt)e(t) +d(t)w(t) , (4.134)
ou
et) = [eI) X)), (4.135)
wit) = [wit) uT)]" (4.136)
Aobsll) = Mo—megﬁl—md fffﬁﬁ?ﬂ’ (4.137)
o) — [Ea EKPW BCffé())} ‘ (4.138)

Il est possible de remarquer, d’aprési39 et (4.138, que I'impact de la perturbation(t) sur
I'erreur d’estimatiore,(t) peut étre modifié en ajustant le gadp de I'observateur. Le gail

de I'observateur peut étre mis a profit afin de garantir lebop@ances dynamiques de I'obser-
vateur. On entrevoit dés lors clairement tout I'intérét taetion intégrale de I'observateur peut
susciter.

Le recours a la méthode Lyapunov méne a I'obtention de dongitapables d'assurer les
exigences dynamiqued.{7) de I'erreur d’estimatiore,(t). Il convient toutefois de remarquer
que le signal objectif est maintenant donné par

v(t) = [H 0]e(t) . (4.139)

Une démarche similaire a celle adoptée pour la synthésebdsdivateur P conduit aux théo-
remes suivants. Les théoreme8 et 4.10présentent des conditions suffisantes garantissant la
convergence de I'erreur d’estimation quand le modéle deriitudes est donné pat.b5).
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Théoréme 4.9(MDC). L'erreur d’estimation entre le multimodele incertain a fgsrcontinu
(4.129 et I'observateur a gain proportionnel-intégréd.131), sous les hypothesds2 et 4.3,

satisfait les exigencdd.77) s’il existe quatre matrices,:P= PlT >0 B = P2T >0,Gpet@g

de dimensions appropriées et des scalaies 0, 11 > 0 et 12 > 0, solutions du problém
d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes

Ti+TT+H™H 0 Y 0 p1§1~|\7| P161~|:|_
0 A RE RB RM PH
(*) (x) -yl 0 0 0 o
0 x) 0 & 0 o | <0, i=1.-L, (4140
(*) () O 0 —T1l 0
ou
_ . T 1
ri = PlAi—GPC1C1—G|C2 y (4141)
W = PEs—GpW , (4.142)
AN = PA+ATR+ NN, (4.143)
§ = —yi+D'D (4.144)

pour des matrices M et H données. Les gains de 'observamurdonnés par K = Pl‘le
etk = P['G. Le gainL, dew(t) versv(t) est donné pay = /Y.

Théoréme 4.1QMDD). L'erreur d’estimation entre le multimodele incertain a esrdiscret
(4.129 et I'observateur a gain proportionnel-intégréd.13J), sous les hypotheséds? et 4.3,

satisfait les exigencgg.77) s'il existe quatre matrices;P= PlT >0 B= PZT >0,GpetG

de dimensions appropriées et des scalaies 0, 11 > 0 et 12 > 0, solutions du problém
d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes

HTH-PL O 0O O TI7T o0 0 0
0 A 0 0O 0 AR O 0
0 0O -y 0 YT E™» 0 0
0 0O 0 8 0 B™R 0 0 .
(¥ 0 (x 0 - 0 PCM RGH <0i=1--.L, (4145
0 (*) () ») 0 - PM PH
0 0 0 0 (x) () —mul 0
0 0 0 0 (x) (% 0 =
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ou

pour des matrices M et H données. Les gains de I'observatirdonnés par K = Pl‘le
etk = P{1G|. Le gainL, dew(t) versv(t) est donné pay = /Y.

N = PA—GpCIC -G, (4.146)
W = PE.—GpW; , (4.147)
A = uN'R=P, , (4.148)
9 —yl+ 10D (4.149)

Les deux théorémes suivants proposent des conditionsasuéfisen mesure de garantir la

convergence de l'erreur d’estimation quand les incertisusont pondérées par les fonctions
poids (modele des incertitudes donné pat(9).

Théoréme 4.11(MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodéle incertain a fgsrcontinu

(4.

intégral (4.13J), sous les hypothésds? et 4.3, satisfait les exigencdg.77) s'il existe quatre
matrices P = P/ >0,R=P) >0, GpetG de dimensions appropriées et des scalajres0,
11 > Oett, > 0, solutions du probleme d’optimisation convexe suivant :

ou

pour des matrices M et H données. Les gains de I'observatirdonnés par K = P{le
etk = P{lG|. Le gainL, dew(t) versv(t) est donné pay = /Y.

129 dont les incertitudes sont données §arl09 et I'observateur a gain proportionnel

miny sous les contraintes

Ti+MT+H™H 0 W 0 PCM; PCiHi
0 A RE RB RM  PH
((’;> E:; 3" gi 8 8 <0, i=1---,L, (4.150)
(%) (x) 0 0 -1l 0
I (*) (x) 0 0 0 —Tl |
— ~ =T =T
N = PIA—-GpCiC; -GG, | (4.151)
Y = PEi—GpW; , (4.152)
A = PA+ATR+TN'N | (4.153)
9 = —yl+1D/D; (4.154)

Théoréme 4.12MDD). L'erreur d’estimation entre le multimodéle incertain a tesrdiscre

(.

129 dont les incertitudes sont données [§ar109 et I'observateur a gain proportionnel-

intégral (4.13J), sous les hypothésds? et 4.3, satisfait les exigencdg.77) s'il existe quatr
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[HTH-PL 0 0 O
0 N 0 0

0 0O -yl O

0 0 o 3
() 0 (x) O

0 (£) (x) (%)

0 0 0 0
0 0 0 ©

ou

[

g

A

Ji

matrices P = PlT >0,R= P2T > 0, Gp et G de dimensions appropriées et des scalayes0,
T; > Oett, > 0, solutions du probleme d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes

m o 0 0 7
0 AP, 0 0
T ETp, 0 0
0 B™R 0 0
P, O P1§1~|\7Ii P1§1~I-|i
0 - BM PoH;
(x) () -1l 0
(*)  (*) 0 Tl |

— < =T T
PIA —GpCiC; —GC;

= PEa—GpW ,
- TjII_N;rNI_PZ 5

—yl + 15D/ D;

pour des matrices M et H données. Les gains de I'observaturdonnés par K = Pfle

<0,i=1,--,L ,(4.155)

(4.156)
(4.157)
(4.158)
(4.159)

etk = P 'G. Le gainL, dew(t) versv(t) est donné pay = /Y.

Exemple 4.3(Exemple de synthése d’un observateur PI robuste aux incertitdes
Il s’agit d’estimer I'état d’'un systéme a temps continu dépar un multimodele découplé
incertain constitué de k& 2 sous-modeéles. Les valeurs numériques des difféerentexasatiu

multimodéle sont :

—01 05 02
Ai=|-03 —04 01|,
—01 02 -03
Bi=[03 05 06] ,
o _[-05 03 05
1705 03 04] "
M;=[01 01 01]" |
Ni=[02 —-01 02] ,
Hi=[03 —01 02]" ,

D;=—-0.2 ,
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03 —0.1
A= 04 —0.21 ’
B,=[04 03] ,

0.4 —03
©2= oo 0.5] ’
My=[-02 01]" ,
N,=[0.1 02] ,
Ho=[-01 —02]" |
D,=-03,
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E1=[01 —01 01" | E,=[-01 —01]" |
w=[01 —01] , H=17, M=0.

Remarquons qu’en présence des incertituflds les gains des transferts de I'entrée vers
les deux sorties du premier sous-modéle varient dans lesvaites G = [-0.80 —1.18] et
Gf = [1.31 169]. Quant aux variations du deuxiéme sous-modele, ellesigensitians les
intervalles G = [-1.17 —0.78] et G = [1.41 113]. La figure4.7illustre les variations sur
les sorties entrainées par les incertitudes prises en compte.

‘[—nom ‘ ‘ ‘ ‘

3 =rmn 13 T TET Rty kil

2 SR P o 1 = TTLITTTTRITY
T [—nom

L 05 -

0 ‘ 0

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Figure 4.7 — Réponses indicielles des sous-modeéles nometdogertains. Sous-modeéle 1 (a
gauche) et sous-modéle 2 (a droite)

La perturbation wt) considérée est un bruit aléatoire normalement distribuéndyenne
nulle et de dispersion égale a un. La variable d'indexatfoest ici le signal de commande
u(t). Les fonctions de pondération sont obtenues par la noragdis des fonctions de type
gaussien :

WED) = QD)) WEw) . (4.160)

@(E®) = exp(—(E1)-a)/0?) (4.161)

de dispersioro = 0.6 et de centresc= —0.3 et = 0.3. L'entrée, les fonctions de pondéra-
tion et les sorties du multimodéle sont illustrées sur larBgli8. Sur cette méme figure sont
tracées la perturbation () et les fonctions ifft), S(t) au cours du temps. Remarquons que
pour 0 <t < 120aucune incertitude n’est prise en compte. Il est ainsi pgssie veérifier la
convergence de I'erreur d’estimation pour le systeme nainlma forme sinusoidale du signal
d’entrée et des incertitudes a été choisie de facon a explibtene part, tout I'espace de fonc-
tionnement du systeme et, d’autre part, tout le domaine dati@ des incertitudes.
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0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600

0 100 200 300 400 500 600

Figure 4.8 — Entrée, fonctions de pondération et sorties@&le). Incertitudes paramétriques
Fi(t), S(t) et perturbatiow(t) (a droite)

Plusieurs observateurs de type P et de type Pl ont été sysgké partir des conditions
proposées par les théoremé$, 4.7, 4.9et4.11 Le tableawd.1 présente les différents niveaux
d’atténuation obtenus pour chaque observateur. Comme pléwiveau le plus faible est ob-
tenu avec I'observateur Pl synthétisé a partir des condgiproposées par le théoremell

] Théoréme | Niveaux d’atténuatiory |
Théorémet.50bs. P. Incertitudesi(55 1.5797
Théorémed.7 Obs. P. Incertitudest(109 0.9867
Théoremet.9 Obs. PI. Incertitudesi(55 1.5797
Théoremet.110bs. PI. Incertitudes(108 0.9079

Tableau 4.1 — Niveaux d’atténuation obtenus pour les obsauvs P et Pl

Une solution satisfaisant les conditions proposées panéetemet.11est donnée par :

.
~1.94 145 103 -1.06 329 063 083
Ke = [—1.58 152 127 —0.70 311 —0.28 176} ’ (4.162)
K ~030 —0.21 023 —000 034 278 374" (4.163)
! ~1.94 012 009 -0.02 —0.19 325 184 '

avec un niveau d’atténuation minimal donné as 0.9079et 1} = 0.48, 13 = 0.96, 17 = 4.42,
2
12=278

La figure4.9 compare les états des sous-modeéles a leurs estimés. Higdllégalement
I’évolution des états nominaux des sous-modeéles. |l esilpesle constater I'influence des in-
certitudes prises en compte, en particulier pour I'étaitx L'observateur proposé fournit une
tres bonne estimation des états des sous-modéles en peé&demmncertitudes. Les conditions

initiales du multimodele prises en compte lors de la simioresont X0) = [0.1 —0.1 01 —0.1 O.l}T
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et celles de I'observateur sont nulles.

10 T T T T — 2 T T T T I4
—T1,nom . —— T4 nom
. 7N | A ay
\/ \\ J,' “\i\x‘ o /- h ---Iy
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Figure 4.9 — Evolution des états des sous-modéles et dedstimses

La figure4.10établit une comparaison entre les sorties nominales, tadees du multimo-
dele et leurs estimées. Il est possible d’apprécier sur geses la bonne capacité de I'obser-
vateur a reconstruire les sorties du multimodéle.

Ynom

Ynom

i 3r —Y2 B
-G

0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600

t(s) t(s)

Figure 4.10 — Evolution des sorties du multimodéle et deslegtimées

Notons par ailleurs que I'interaction entre les sous-modddst susceptible de générer des
phénomeénes dits de compensation dans I'estimation drRaaexemple, si la sortie du multimo-
déle 1 est la seule prise en compte (c.-g#t) ~ 1) alors I'estimation d'état du sous-modele
2 est naturellement dégradée. Cependant, I'estimation dmitte du multimodéle n’est pas
affectée par cette mauvaise estimation. On ne cherche &raedtimer avec précision que les
états des sous-modeles qui contribuent activement a béddilon de la sortie du multimodele.
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4.4 Estimation d’'état robuste vis-a-vis des entrées inconnues

Dans ce paragraphe, un multimodele découplé dont une mhEsieentrées est inconnue est
considéré. Une entrée inconnuaknown inputJl) est en mesure de modéliser un signal me-
surable ou non qui agit sur le systéeme. Les entrées incorpriegent représenter une partie
du signal de commande non accessible a la mesure ou bien aut d&ns un contexte de
diagnostic. Elles sont également en mesure de modélisee dertaine facon les incertitudes
paramétriques sous forme additive survenant lors de leept@sodélisation.

Ces entrées inconnues, si elles ne sont pas prises en comgptielta synthése, peuvent
considérablement dégrader I'estimation d’état fournieljpen des observateurs proposés au
cours des sections précédentes. L'estimation simultaad&étdt et des entrées inconnues sou-
léve donc un probléme important, largement étudié depuastiemtaine d’années. D’un point
de vue pratique, cette estimation peut avoir de nombreyg@iations. Elle peut servir dans
un contexte de diagnostic a la génération de signaux ireicatde défauts, indicateurs sen-
sibles aux défauts et insensibles aux perturbations. Da@ptique de commande tolérante
aux défauts, I'estimation des entrées inconnues peut ése arprofit afin de générer un nou-
veau signal de commande capable de reconfigurer le systéme.

Un observateur dit a entrées inconnugsiKnown Input ObservedlO) est un moyen de
fournir une estimation de I'état du systeme et ce, en dépia geesence d’entrées inconnues
agissant sur le systeme. Ces observateurs ont fait I'objebd#reux travaux de recherche et
sont parfaitement définis pour les systemes linéairesotis dppel au méme principe de re-
construction que celui utilisé par I'observateur de Luegbeavec cependant des conditions
structurelles supplémentaires. Deux catégories pritespdiobservateurs a entrées inconnues
sont frequemment rencontrées.

La synthése de la premiere catégorie porte sur la rechetehepérateur de projection ou
d’une transformation matricielle permettant de procédene élimination ou a un découplage
entre I'entrée inconnue et I'erreur d’estimation (vofahg et Wilde 1988 Hou et Muller, 1992
Gaddouna et gl1994 Darouach et a]1994 Corless et Tu1998 Hui et Zak 2009 et les réfé-
rences qui s'y rapportent). Remarquons gu’a ce stade,iatitin des entrées inconnues n’est
pas prise en compte. Cependant, I'estimation d’état aiasisée peut servir a I'estimation des
entrées inconnues. Toutefois, les dérivées temporelesatties du systéme sont souvent né-
cessaires a I'obtention d’une telle estimatidto[s et Patton1999. Or, la sortie d’'un systeme
est inévitablement entachée de bruits de mesure. La dénvair un tel signal peut par conse-
guent s’avérer délicate et doit étre évitée. L'extensioreléype d’observateur a des systémes
non linéaires caractérisés par un multimodele de T.S. eérélée simultanément pAkhenak
[2004 et Rodrigueq2003.

La stratégie de synthese de la seconde catégorie d’observatiffere de la premiere dans
la mesure ou le découplage des entrées inconnues sur t'diestimation n’est pas recherché.
Au contraire, I'erreur d’estimation des entrées inconnessdirectement prise en compte lors
de la reconstruction des variables d'état. Cette approciragigpar conséquent d’opérer une
estimation simultanée de I'état et des entrées inconnueystame. Dans cette section, nous
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nous pencherons sur cette derniére catégorie d’obsersateumtrées inconnues.

L'observateur a gain proportionnel-intégral (P1) propdaés cette section appartient a cette
seconde famille d’observateurs a entrées inconnues.ithpsirtant de remarquer a ce niveau et
ce, afin de lever toute ambiguité, que la structure de I'alaseur Pl a entrées inconnues n’est
pas la méme que celle de I'observateur Pl exploité au cowseletions précédentes. Il a été
prété a ces observateurs une appellation similaire enrdsdiaction intégrale introduite dans
la structure de I'observateur. Leur différence proviergerelant de la fagon dont cette action
intégrale est mise a profit. Dans cette section, l'actioégrdle est destinée a fournir une esti-
mation des entrées inconnues agissant sur le systeme.

Les premiers travaux portant sur la synthése d’obsenafysour les systemes LTI mono-
entrée mono-sortie datent de la fin des années 70 et sobtiégréWojciechowski[197§. Ils
ont par la suite été etendus geaczorek[1978 et parShafai et Carrol[1989 aux systemes
linéaires multivariables variants dans le temps afin deiréda sensibilité de I'observateur
vis-a-vis des faibles variations paramétriques. La s\gs#hies observateurs Pl, basée sur un
modéle linéaire, a été largement utilisée en vue d’obtargrestimation simultanée de I'état et
des entrées inconnues quand ces dernieres sont caragraéun signal de basse fréquence
(constant ou variant lentement au cours du temgsffker et al, 1995 Shafai et al. 2002
Xiong et Saif 2003 Marx et al, 2003 Soffker, 2005. La question de la synthese des observa-
teurs P ou PI, d’ordre plein ou réduit pour les systemesiliagaa été abordée dar@@'Reilly,
1983 Beale et Shafal 989 Weinmann1991]. Par la suiteGaddoun§1999 et Schreie[1997
ont analysé les conditions d’existence des gains proponis et intégraux des observateurs Pl
d’ordre complet et d’ordre réduit. La paramétrisation stdenditions d’existence d’'un obser-
vateur Pl généralisé a une classe plus générale de sysiagasds, sous la forme de systemes
singuliers, ont été proposées daMgafx et al, 2003 Wu et Duan 2006 Duan et Wi 2004.
Plus récemment et dans un autre contexte, I'extension denleeption de I'observateur Pl a
une classe de systémes non linéaires respectant des otagidé secteur borné a été présentée
parJung et al[2007.

Van Schrick et Baspindrl999 ont établi, dans une optique de diagnostic des systemes,
une comparaison entre I'observateur a entrées inconnoawigre catégorie) et I'observateur
Pl (seconde catégorie). lls ont également montré que lfghssur Pl pouvait étre utilisé au
méme titre que I'observateur a entrées inconnues pour géteés signaux robustes indicateurs
de défauts. Remarquons toutefois que la principale limitotbservateur PI provient du type
d’entrées inconnues qu’il est en mesure de reconstruines{antes ou variant lentement au
cours du temps).

Le principe de I'observateur PIl, généralisé pang et al[200(d, a donné lieu a un ob-
servateur dit multi-integral (MI). La structure de I'obgateur est modifiee en remplacant la
seule action intégrale par une chaine d’actions intégr@eice a ces actions intégrales addi-
tionnelles, I'observateur Ml devient capable de prendre@npte des formes plus générales
d’entrées inconnues. Il s’avere particuliérement bierpga I'estimation d’entrées inconnues
de forme polynomiale, un signal constant étant une formeécpdiere de polynéme de degré
zéro.lbrir [2004 a proposé différentes structures capables d’introdueseactions intégrales
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dans la structure de I'observateur Ml. Il a également prépoge extension de I'observateur
MI aux systemes non lin€aires lipschitziens. La synthesa dbservateur Ml pour un systeme
Sous une représentation généralisée d’état (systemdismguété présentée darsdo et Ho
2004 Koenig 2009. RécemmentGao et Ding[2003 ont étudié la synthése d’observateurs
dits a actionproportionnelle, multi-intégrale et dérivégans le but de concevoir une stratégie
de commande tolérante aux défauts.

Remarquons que les travaux relatifs a la synthése d’obsengalP| ou Ml ont, pour la plu-
part, été realisés sur la base de modeles LTI a temps coAtimuire connaissance, se@sang
[20049 et Gao et Ding[2007 se sont intéressés a la conception d’observateurs Pl astdisp
cret. Quant a la synthese d’observateurs MI, elle ne semableété abordée ni dans un contexte
de modéles LTI a temps discret ni dans un contexte multineod&t constat nous a conduit a
effectuer I'analyse et la synthése d’observateurs Ml a@ngdittin multimodéle découplé a temps
discret. Précisons toutefois que cette section n'omet pgeaposer des résultats de synthése
pour I'observateur Ml & temps continu.

4.4.1 Multimodele découplé en présence d’entrées inconnues

La structure du multimodéle découplé, utilisée dans lesigex précédentes, est modifiee
comme suit de facon a prendre en compte les entrées incoehles perturbations suscep-
tibles d’agir sur le systeme :

d(xi(t)) = AX(t)+Bju(t)+Din(t)+Ew(t) , (4.164a)
yi(t) = Cixi(t)+Vin(t) , (4.164b)

L
yt) = _;Ni(f(t))Yi(t)+WcW(t)7 (4.164c)

ol x; € R" ety; € RP sont respectivement I'état et la sortieidl€ sous-modéle, ot € R™ est
l'entrée,n € R 'entrée inconnuey € RP la sortie etw € R" une perturbation. Les matrices
A € RV B e RWM D; e R E € R, C e RPN, Vi € RPX et W, € RPXT sont
connues.

Les entrées inconnuegt) sont considérées ici comme les signaux a estimer (par eeempl
un défaut) ew(t) comme une perturbation (p. ex. bruits, erreurs de modigigad atténuer.
Par ailleurs, le modéle de I'entrée inconngé) considéré dans notre étude prend la forme
polynomiale suivante :

nt) = Qo+Qut+Qut?+---+Qqt9 . (4.165)

Il est important de remarquer que la seule information diggde sur I'entrée inconnue est le
degré du polynéme, les coefficier@sdu polynéme étant supposés inconnus. Dans un contexte
de diagnostic, un modele polynomial permet de prendre ept@ume grande variété de défauts
(c.-a-d. signal constant, rampe, etc.) affectant le system

Remarqgue 4.9.Le choix d’'une matrice commune<V, permet de modéliser 'incidence des
entrées inconnues sur la sortie du systéme. Cette entréerineaffecte en effet la sortie glo-
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bale du systeme et non les sorties des sous-modeéles. Si tfeesd sont prises en compte
alors les entrées inconnues traduisent par exemple desrpattons internes au systeme.

Remarque 4.10.La méme entrée inconnue apparait dans I'équation dynanggdans I'équa-
tion de sortie du multimodele. Cependant, des entrées inmsaifectant I'entrée et la sortie du
systeme peuvent étre prises en compte a partir d’un choigiguk des structures des matrices

Di, Vi etn(t), par exemple, D= [Di 0, Vi=[0 V]etn(t)=[na(t) nst)]".

4.4.2 Structure de I'observateur a gain multi-intégral

Les équations4.164 du multimodele découplé peuvent s’écrire sous la formepamte sui-
vante :

o(x(t) =

X(t) +Bu(t) + Dn (t) + Ewt) , (4.166a)
y(t) = nt)

+Bu
(H)x(t) +V(t +Wew(t) (4.166b)

ol x € R" est un vecteur d’état augmenté et B, C(t) et E ont déja été définies dans les
sections précédentes pac§) et par ¢.6). Les matrice € R™! etV (t) € RP*! sont données
par

Ax(t
Ct

6 = D7 --DT--D "], (4.167a)

V() = _gui(t)\/i. (4.167b)

L'estimation simultanée de I'état et des entrées inconduerultimodéle 4.166 est effec-
tuée a l'aide d'un observateur d’'état de la forme :

S(X(t)) = AR(t)+Bu(t)+Dijo(t) + Kp(y(t) = ¥(t)) , (4.168a)
y&) = COKO)+V()o(t) , (4.168b)

5(Mi(t)) = M) +Ki(y(t) =y(t)) +Miza(t), i=0,---,9-1, (4.1692)
3(Nq(t)) = Aq(t) +Kq(y(t) —¥(t)) (4.169b)

ou X est I'estimation du vecteur d'étaft), fo(t) I'estimation de I'entrée inconnug(t) et ou
Kp € R™P etK; € R'*P sont les gains de I'observateur & déterminer.

La structure des observateurs 169 et (4.169 est illustrée sur la figurd.11. Sur cette
figure, 'opérateur retard est no#!. Lutilisation de ces multiples actions intégrales est a
I'origine de I'appellation “multi-intégral”. Il est posie de constater la structure récurrente de
I'observateur proposé. En effet, I'entrée @u 1)*™ebloc est a la fois I'erreur d’estimation de la
sortiey(t) — y(t) et la sortie di™ebloc. La mise en ceuvre de cette chaine d’actions intégrales
fournit une estimation de I'entrée inconnue.
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y(k) ‘W‘)

Estimation de
I'entrée inconnue

Figure 4.11 — Architecture de I'observateur Ml & temps discr

4.4.3 Définitions des erreurs d’'estimation

Cette section établit les erreurs d’estimation de I'étaestehtrées inconnues afin de permettre
par la suite I'étude de la convergencexde et fp(t) respectivement vergt) etn(t). Remar-
guons que dans la suite de la section, notre attention serp@xclusivement sur la synthese de
I'observateur multi-intégral a temps discret, d’ou le besintroduire 'opérateur différence
nécessaire a la définition des erreurs d’estimation a teispsetl

Définition 4.3 (Opérateur différence) a différence premiére d’une fonctigr(t) est une fonc-
tion définie par :

Ap(t) ZP(t+1)—o(t) . (4.170)
La f™edifférence est obtenue & I'aide de I'opérateur :
ADg(t) =AAT V(1)) . (4.171)
Par exemple, la différence seconde d’une fonciigr) est donnée par :
AP¢(t) = APt+1)—-9(1) .
22¢(t) = ¢(k+2)—20(k-1)+¢(t) .

Remarque 4.11.L’opérateur différence a temps continu est simplement éq@am les dérivées
successives de la fonctigrt).

Les erreurs d’estimation de I'état et des entrées inconsarsdéfinies par :

et) = x(t)—X(t) (4.172)
gt) = AV -mi), i=0,--,q, (4.173)
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ouAOn(t) = n(t). D'aprés ces définitions, il est aisé de constater que ligrcture de I'obser-
vateur @.168 et (4.169 fournit de par sa structure interne une estimation simakade I'état,
de I'entrée inconnue et de se¥"§3différences successives (le¥§Sdérivées successives de
I'entrée inconnue en temps continu).

Les expressions caractérisant la dynamique des errewgsnaédion doivent étre détermi-
nées. La dynamique de I'erreur d’estimation d’état est derpar

e(t+1) = (A—KpC(t))e(t) + (D — KoV (1)) o (t) + (E — KpWe)wi(t) . (4.174)

Cette équation est obtenue a I'aide des équatibri$@ du multimodele, 4.168 de I'observa-
teur d’état, 4.172 et (4.173 de I'erreur d’estimation d’état et de I'entrée inconnuecensidé-
ranti = 0. Il est possible de remarquer que I'erreur d’estimatiaiat’ est directement affectée
par I'erreur d’estimation de I'entrée inconnagit) et par les perturbations du systémg).

Quant aux équations déterminant la dynamique des erreestrdation;(t) pour 0<i < q,
elles sont obtenues a l'aide d&173 et de ¢.1693 :

§(t+1) = g(t)+&4a(t)— Kié(t)e(t) — Ki\7(t)£o(t) — KiWew(t), i=0,---,q—1.
(4.175)

Enfin la dynamique dey(t) est donnée par :

~

gt+1) = g4(t) — KqC(t)e(t) — Kq\7 (t)eo(t) — KqWew(t) +A(Q+1)n(t) . (4.176)
Ecrivons sous une forme compacte les équations régissatgytamiques de I'erreur d’es-

timation d’état, de I'’erreur des entrées inconnues et deiffésences successives en utilisant
un vecteur augmenté de la forme :

St) = [€@®) &) ... &t ... &d®] €RSs=n+l(q+1) . (4177)
Il vient finalement
St+1) = (A—Kal(t))Z(t) 4 (Ea— KWe)w(t) + PAGHDn(t) | (4.178)

OUA € RS*S Ky € RS*P, ® € RS*!| E; € RS etl” € RP*S sont données par

ADBDoO 0 0.. 0 Kp] 0] E]
OL I, 0 0..0 Ko 0 0
OO01L I, 0..0 : 0 0
N = 7Ka: 7CD: : 7Ea— )
Ki .
000 0O O | | : :
0 00 0 0 0 | | Ko I 0]
(4.179)
re = [Ct) V() 0 0]
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A l'aide de la définition .11) deC(t) et de la définition4.1678 deV (t), la matrice variant
dans le temp§ (t) peut s’écrire comme suit :

re = .iﬂi(UQi, (4.180)

ou
Q =[G Vo ....0. (4.181)

Enfin, en prenant en compte la nouvelle formel'de), I'équation @.179 régissant la dyna-
mique de I'erreur d’estimatiol devient :

S(t4+1) = WH)I(t)+ (Ea— KaWe)w(t) + PATH (1) | (4.182)

W) = _iumt)(/\—KaQi). (4.183)

La synthése de I'observateur consiste donc a déterminaineagigment& < RS*P en mesure

de garantir une convergence asymptotique de I'erreuridiaibn Z(t) vers zéro. La struc-
ture de I'observateur MI, contrairement aux structuressitpues des observateurs a entrées
inconnues, permet d’inclure directement dans la chainstidiation I'évolution des entrées
inconnues. Il convient de constater que la dynamique deslerd’estimation>(t) régie par
I'équation @.182 prend la méme forme que celle de I'observateur a gain ptiopomel déja
synthétisé au cours des sections précédentes. Ce constt gnatience I'un des avantages de
cet observateur.

4.4.4 Discussion sur le découplage de I'entrée inconnue

D’aprés ¢.182, I'erreur d’estimation d’état estomplétement découplée I'entrée inconnue
(c.-a-d. l'influence de I'entrée inconnue sur I'erreur diesitionZ(t) disparait) si et seulement
si les deux conditions suivantes sont satisfaites siméteamt :

1. I'entrée inconnug (t) est un polyndme de degggen la variabld,
2. le nombre d’actions intégrales pris en compte est supéoie égal aj+ 1.

La premiére condition permet d’assurer g (t) = 0 pourf > g+ 1 (la f®™edérivée
den(t) en temps continu est nullg(H) (t) = 0). Par conséquent, I'influence de la (g#M9dif-
férence de)(t) surX(t) disparait complétement dans1832.

La deuxieme condition fixe le nombre minimum d’actions imédgs a prendre en compte
pour faire apparaitre le termt&%t1n (t) dans 4.182. Ce nombre dépend donc du degré du
polyndme pris en compte pour modéliser I'entrée inconnae eRemple, une seule action in-
tégrale est nécessaire pour une entrée inconnue condtargéfet, un polynéme de degré zéro
n(t) = S vérifie An(t) = 0. Pour une entrée inconnue de type rampe (polyndéme d’orgre u
deux actions intégrales sont nécessaireséay = Stk + S vérifie AP (t) = 0, et ainsi de
suite.
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4.4.5 Formulation des problémes

L'estimation simultanée de I'état et des entrées incondueystéme au moyen de I'observateur
MI souleve les trois problemes énoncés ci-dessous :

1. Probléme 1. Découplage d’entrées inconnues polynomiale@btenir des conditions
d’existence de I'observateur Ml permettant d’assurer laveggence simultanée de l'er-
reur d’estimation d’état et de I'erreur d’estimation denbiee inconnue vers zéro, en
considérant un découplage parfait de I'entrée inconnué-(i:A(q“)n(t) =0) et une
perturbation nulle (c.-a-dv(t) = 0).

2. Probléme 2. Découplage d’entrées inconnues polynomialet rebustesse aux per-
turbations. Obtenir des conditions d’existence de I'observateur Mhpstant d’assurer
la reconstruction simultanée de I'état et de I'entrée ime@navec une certaine précision
malgré la présence d’une perturbation affectant le sys{éréed.w(t) # 0). Ce probléme
revient a effectuer une conception robuste de I'observaista-vis des perturbations.

3. Probléme 3. Découplage d’entrées inconnues non polynoméal et robustesse aux
perturbations. Obtenir des conditions d’existence de I'observateur Mhpettant d’as-
surer la reconstruction simultanée de I'état et de I'eniméennue avec une certaine pré-
cision malgré la présence d’'une perturbation affectanyséesne et quand le modele de
I'entrée inconnue ne prend pas une forme polynomiale eXacted.At 1 n (t) # 0).

4.4.6 Probleme 1 : conditions de convergence de I'erreur d’estimation

Les conditions assurant la convergence de I'erreur quacuh&uperturbation n’agit sur le sys-
teme sont établies sous I'hypothése suivante :

Hypothése 4.4 Aucune perturbation n’affecte le systémgw= 0 etA@ 1 (1) =0 (n (@D (t) =
0 en temps continu).

Il est possible de noter que I'équatiof.182 régissant la dynamique de I'erreur d’esti-
mationX(t), sous I'hypothése4(4), prend une forme similaire a celle de I'erreur d’estimatio
obtenue au cours de la secti®d.2pour un observateur a gain proportionnel. En effet, I'obser
vateur a gain proportionnel traité dans la secBah2est une forme particuliére de I'observateur
MI.

L'extension des théorem@&s5 et 3.6 permet de proposer une solution au problénseus la
forme des théoremes suivants.

Théoreme 4.13MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodéle découplé a teropntin
(4.169 et I'observateur M4.168—4.169, sous I'hypothésé.4, tend asymptotiquement vers
zéro s'il existe deux matricesP PT > 0 et M de dimensions appropriées, solutions du pro-
bleme d’optimisation convexe suivant :

ANTP+PA—(MQ)T —MQi <0, i=1,---,L, (4.184)
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ou A et Q; sont définis en4.179 et (4.18]). Le gain de l'observateur est donné par
Ka = P7IM.

Théoréme 4.14MDD). L'erreur d’estimation entre le multimodéle découplé a terdjscret
(4.166 et I'observateur M(4.1689—(4.169, sous I'hypothésé.4, tend asymptotiguement vers

zéro s'il existe deux matricesP PT > 0 et M de dimensions appropriées, solutions du pro-
bléme d’optimisation convexe suivant :

P ATP—-QTMT

PA— MO 5 >0, i=1-,L, (4.185)

ou A et Q; sont définis en4.179 et (4.18]). Le gain de l'observateur est donné par
Ka = P7IM.

4.4.7 Probleme 2 : conditions de convergence de I'erreur d’estimatiome
présence de perturbations

Dans cette section, une perturbation agissant sur le sgstéhtonsidérée. L'entrée inconnue
demeure néanmoins de forme polynomiale. L'étude est é&atisus les hypothéses suivantes :

Hypothése 4.5.La perturbation wt) affectant le systéme est bornée en énergie au sens de la
normeLy, c.-a-d.||w(t)||3 < o ou § wWA(k) < oo,

k=0
Hypothése 4.6.La (g+1)°™¢différence de I'entrée inconnue est nulle, c.-a-d. 4(feYn (t)=
0 (en temps continu, la dérivée gea I'ordre g+ 1 est nulle, c.-a-d. qug (@Y (t) = 0).

La synthese vise a ajuster le g&ipde I'observateur de fagon a garantir une reconstruction
de I'état du multimodéle avec une certaine précision et edgra la présence de perturbations.
Un signal objectif

v(t) =HZ(t) (4.186)
est introduit a cet effet de facon a garantir les exigencesasies :

t"L‘JoZ“) =0 pour w(t)=0, (4.187a)
VOl < VIwt)l3  pour w(t) #0etz(0)=0, (4.187h)

ouyestle gain, dew(t) versv(t) etH une matrice de dimension appropriée. Enfin, la matrice
H dans 4.186 permet une prise en compte partielle ou totale des compesda I'erreu (t)
lors de la synthése de I'observateur.
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Le probleme de la synthése de I'observateur MI peut étredgbsmus un angle similaire a
celui du probléeme de la synthése d’'un observateur a gairopgiopnel en présence de pertur-
bations (c.f. sectiod.2). L'extension des théorémdsl et4.2 permet de proposer une solution
au probleme sous la forme des théoremes suivants.

Théoréme 4.15MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodéle découplé a teropntinu
(4.166 et I'observateur MI(4.168—4.169, sous les hypothesdss et 4.6, satisfait les exir
genceg4.187) et tend asymptotiquement vers zéro (lorsqug w 0) s’il existe deux matrices
P=P"T >0 et M de dimensions appropriées et un scalgire- 0, solutions du probléme
d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes

ATP+PA—(MQ)T —MQj+HTH PE,— MW, :

E;(P—(Il)vlwc)T ' Ea—vl ‘<0, i=1,---,L (4.188)

pour une matrice H donnée. Le gain de I'observateur est dpan&, = P~1M et le gain
L, de w(t) versy(t) est donné pay = /.

Théoréme 4.16(MDD). L'erreur d’estimation entre le multimodéle découplé a tenas-
cret (4.166 et I'observateur MI(4.1689—(4.169, sous les hypothésdss et 4.6, satisfait les
exigenceg4.187 et tend asymptotiquement vers zéro (lorsque w 0) s’il existe deux ma
trices P=PT > 0 et M de dimensions appropriées et un scalire 0, solutions du probléme
d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes

HTH-P 0 (PA-MQ)T
0 Y (PEa—MW)T| < 0, i=1--,L (4.189)
(+) (%) —P

pour une matrice H donnée. Le gain de I'observateur est dpand, = P~M et le gain
L, de w(t) versv(t) est donné pay = /.

4.4.8 Probleme 3 : conditions de convergence de I'erreur d’estimatiome
présence de perturbations et pour unéq+ 1)*™M€différence de I'en-
trée inconnue non nulle

Dans cette section, une perturbation agissant sur le sgséstconsidérée. De plus, le dé-
couplage complet entre I'entrée inconnue et I'erreur diestion Z(t) n'est pas parfaitement
accompli ('hypothéset.6 n'est pas vérifiée). En effet, I+ 1)°™e différence de I'entrée in-
connue n’est pas nulle mais bornée par une fonction incoatftié'n (t) < 5(t). Remarquons
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gue la solution a ce probleme peut étre également mise a afiofide réduire le nombre d’ac-
tions intégrales. L'étude est réalisée sous les hypotleseantes :

Hypothése 4.7.L’entrée inconnue satisfat@+1n(t) = a(t) avec|o(t)||3 < « (en temps
continun @ (t) = a(t)).

L'équation caracterisant I'erreur d’estimatich 182 peut étre réécrite comme suit :
It+1) = YOHOZH)+Ne() , (4.190)

ou

M=[Ea—K @] etf(t)=[w'(t) o"(t)]'

(4.191)
La fonction inconnue(t) est alors incluse dans le vecteur caractérisant les patians du
systeme. La conception de I'observateur revient alors @nibtin gain de I'observatelq;, tel
que le signal objectif(t) a atténuer et défini par

v(t) = HZ(t) | (4.192)

satisfasse les exigences
lli_r)r:oZ(t) =0 for w(t)=0, (4.193a)
vt < Ile®)li3q for 6(t)#0and=(0)=0 (4.193b)

ou y est le gainl, de 6(t) versv(t). Remarquons que la nornt® pondérée pa® est définie
par ||9(t)||§.Q =5 07(t)QO(t) avecQ > 0. Cette norme est utilisée afin de pondérer I'impor-
’ 0

tance relative donnéeva(t) eto(t).

Ce probléme peut étre traité de la méme maniére que le prolpédoédent, c’est-a-dire en
considéran®(t) au lieu dew(t). Une solution au problénteest donnée sous la forme des théo-
remes suivants.

Théoreme 4.14MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodéle découplé a tsropntiny
(4.169 et I'observateur M1(4.169—(4.169, sous les hypothesds6 et 4.7, satisfait les exir
genceg4.193 et tend asymptotiquement vers zéro (lors§ug = 0) s'il existe deux matrices
P =P’ > 0 et M de dimensions appropriées et un scalgire- 0, solutions du problém
d’optimisation convexe suivant :

D

miny sous les contraintes
ATP+PA—(MQ)T —MQ+HTH 11 .
a7 70 <0, i=1---,L, (4.194)

ou

N = [PEa—MW; PO
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pour des matrices H et @ 0 données. Le gain de I'observateur est donné parK P~1M
et le gainl, de w(t) versv(t) est donné pay = /.

Théoreme 4.18(MDD). L'erreur d’estimation entre le multimodele découplé a tenciis-
cret (4.169 et I'observateur MI(4.168—4.169, sous les hypothésds6 et 4.7, satisfait les
exigenceg4.193 et tend asymptotiguement vers zéro (lorsqg = 0) s'il existe deux ma
trices P=PT > 0 et M de dimensions appropriées et un scalgire 0, solutions du probléme
d’optimisation convexe suivant :

miny sous les contraintes
HTH-P 0 (PA-MQ)T
0 -yQ nr < 0, i=1,---,L, (4.195)
(%) (%) —P

ou
N = [PEa—MW, PO

pour des matrices H et @ 0 données. Le gain de I'observateur est donné parK P~1M
et le gainl, de w(t) versv(t) est donné pay = /.

tel-00359631, version 1 - 9 Feb 2009

Exemple 4.4(Exemple de synthése d’'un observateur Ml : Probleme @

Il s’agit d’estimer I'état d’'un systéme a temps discret d€par un multimodéle découplé de

la forme (4.164 constitué de L= 2 sous-modeles de dimensions différentes. Le multimodéele
comporte deux sorties mesurées et deux entrées inconmasaglieurs numérigues des matrices
du multimodéle sont :

07 02 05
Alz{_oof _00'17} , Ab=|03 —-04 —-01]| ,
‘ ' 02 -03 06
Bi—[1 —08] , B,=[02 03 04] ,
c, |07 o4 c,_[03 00 05
17|05 03] - 27 |-06 —02 -04]
' 0.1 00
0= [02 99 0= 02 00|
S 0.3 00
' (02 03
Ei= 8? —0632] : Eo=| 01 -02| ,
L ' 01 02
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-02 01
WC_[O.l —0.2]

La période d’échantillonnage est ¥ 0.01. Afin d’alléger I'écriture, tT s sera simplement
noté t. La variable d'indexatiod (t) est ici le signal de commandéty € [0, 1]. Les fonctions
de pondération sont obtenues par la normalisation des fonstde type gaussien :

L
M) = w(&(t)/ D wi&(t)) (4.196)
=1
@EM) = exp(-(EM-c)/0?) | (4.197)
de dispersioro = 0.4 et de centresic= 0.25et ¢ = 0.75.

La perturbation prend la forme

| 0.04sin40)
wt) = {o.osssir(esa)] (4.198)
et I'entrée inconnue prend la forme
N = {7,‘;‘83} . (4.199)

‘ —u(t)

Figure 4.12 — Entrée, sorties et fonctions de pondératiomwatimodéle

Dans cet exemple, les entrées inconnues servent a modésskfauts affectant le systeme,
d’'ou la structure des matrices;PVi etn (t) permettant la prise en compte des défapyié) et
ns(t) agissant respectivement sur I'équation dynamique (p.mxdéfaillance d’'un composant
interne du systeme) et sur I'équation statique (p. ex. uawdéfe capteur) des sous-modeéles.
Remarquons par ailleurs que les valeurs propres des matécdes sous-modeles sont données
par

M=[-02+043] et A;=[-0.83 —0.16 050
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Les dynamique des sous-modeles sont différentes et le gtempot du multimodeéle peut
étre qualifié de non linéaire. Sur la figure12 sont illustrées les évolutions temporelles de
I'entrée, des sorties et des fonctions de pondération qaardn défaut n’agit sur le systéme.
Il est possible de voir que la prise en compte des contribstaes deux sous-modéles intervient
constamment dans I'élaboration de la sortie du multimodéle

Les défauts),(t) et ns(t) considérés sont de la forme

(

0 si 0<t<5,

Na(t) = <0.1333-0.6665 si 5<t<6.5, (4.200)
0.2 si non
(0 si 0<t<5,

ns(t) = < -035 si 5<t<8, (4.201)
(—0.15 sinon

Le défautn, est un signal polynomial par morceaux de degré maximum égal. & e défaut
Ns est un signal constant par morceaux. Compte tenu des forngedélauts, un découplage
complet de I'entrée inconnue peut étre réalisé par le bigsldux actions intégrales.

Remarque 4.12.Le signal objectif @) a minimiser est I'erreur d’estimation des états des sous-
modeles H= [Is  O(s.4)]. L'impact de la perturbation sur I'erreur d’estimation destrées
inconnues n’est pas pris en considération lors de la symtlied’observateur.

Le gain de I'observateur est obtenu en cherchant une solsiisfaisant les conditions du
théoremet.16 Les conditions de ce théoreme sont vérifiées par :

K. — ~0.286 0420 Q076 Q373 Q912 2143 1007 Q084 0321]"
& 7 |-0455 -0.332 -0.698 —0484 —-1414 -2937 1211 -0.031 Q203 °’

pour un niveau d’atténuation minimal égala= 3.1623

Les erreurs d’estimation de I'état obtenues avec I'obsewaMI ainsi synthétisé sont illus-
trées sur les figure4.13et4.14 La figure4.15illustre I'estimation des entrées inconnues four-
nie par I'observateur MI. Remarquons que lors de la simolatiles conditions initiales du
multimodele différent de celles de I'observateur.
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Figure 4.13 — Etats et erreurs d’estimation d’état du soadeie 1
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Figure 4.15 — Défautg, et ns et leurs estimés

Ces figures permettent d’apprécier la bonne qualité de hestion fournie par I'observa-
teur MI proposé, les erreurs d’estimation d’état des souslees étant admissibles compte tenu
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de I'amplitude des états des sous-modeles. L'examen degoessfirévele que I'erreur d’esti-
mation de I'état n’est que localement affectée par les estidconnues, en particulier quand
se produit un changement brusque des entrées inconnuesx@aple a 5 ett = 8. En effet,

a ces instants, 'hypothég€? ) (t) = 0 n’est pas vérifiée.

Il est possible de constater d’apres la figutel51'importance de I'influence de la pertur-
bation sur I'estimation daj,(t). D’'une part, rappelons que le niveau d’atténuation entre la
perturbation wt) et I'erreur d’estimation de I'entrée inconnue n’a pas étésprn compte lors
de la synthése de I'observateur (c.f. remarqu#?. D’autre part, constatons que d’apres la
figure4.14les états du deuxieme sous-modeéle sont plus sensibles étdabagion w(t). Ceci
explique en partie le niveau du bruit dans I'estimationiét). Toutefois, cette estimation peut
étre améliorée en considérant un ensemble d’observat@dligs a I'estimation des états et des
entrées inconnues. |l est également possible d'inclurectiage de post-filtrage afin de réduire
I'influence du bruit sur cette estimation.

Il est particulierement intéressant d’observer, dans upggue de diagnostic, que I'estima-
tion des entrées inconnues est possible méme si les défsasagssent simultanément. Les
estimations des entrées inconnues peuvent étre alorgelinent utilisées en tant que signaux
indicateurs de défauts (c.f. sectibrt.?.

Exemple 4.5(Exemple de synthése d’'un observateur Ml : Probleme 3
On considere dans cet exemple le méme multimodéle que téké dans I'exemplé.4. En
revanche, les entrées inconnuggt) etns(t) sont maintenant données par

0 si 0<t<2,

Na(t) = T (4.202)
—0.125Q +0.25+0.2cog4t) sinon
0 si 0<t<25,

nst) = <¢0.240.1sin3t) si 25<t<75 (4.203)
0 sinon

L'observateur Ml est composé de deux actions intégralesefgnt, le découplage des en-
trées inconnues ne peut pas étre réalisé et ce, en raisorodas$ non polynomiales prises en
compte.

167



tel-00359631, version 1 - 9 Feb 2009

Chapitre 4. Estimation d’état robuste

Figure 4.16 — Etats et erreurs d’estimation d’état du soadete 1
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Figure 4.17 — Etats et erreurs d’estimation d’état du soodete 2

1 T T T ; 0.5

= e !

0.3

0.2

0.1

-0.1
15 2 4 6 8 10 05 2 4 6 8 10
t t

Figure 4.18 — Défautg, et ns et leurs estimés

Le signal objectif @) que I'on cherche a atténuer est I'erreur d’estimation dest®des
sous-modeles, ainsi H [Is 05, 4)] etla matrice Q=1 4. Une solution satisfaisant les condi-
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tions du théorémd.18est donnée par :

K. — 0308 0566 0675 06485 1659 4686 1108 Q757 Q475|"
& 7 |-0265 -0.423 -0556 —0502 —-1.322 -3595 1439 -0.536 Q393 °’

pour un niveau d'atténuation minimal égala= 5.4772

Les erreurs d’estimation des états des sous-modeles @satans ce cas de figure sont
illustrées sur les figure4.16et4.17. Les erreurs d’estimation demeurent globalement bornées
et proches de zéro. La figufel8propose une comparaison entre les entrées inconnues st leur
estimées. Il est possible d’apprécier la qualité de I'eation obtenue et ce, en dépit d’'un
découplage imparfait de I'entrée inconnue.

4.5 Conclusion et contributions

Nous avons abordé dans ce chapitre le probleme relatif @nf@son d’état robuste d’'un sys-

teme représenté par un multimodele découplé. Il est enfeadwbustesse la capacité de I'ob-
servateur a assurer une reconstruction d’état avec urircddgré de précision et ce, en dépit
par exemple de la présence de perturbations, d'imprésisiermodélisation ou d’entrées in-
connues.

La premiére partie de ce chapitre a été consacrée a la reectitst de I'état d’'un systeme
soumis a des perturbations ou comportant des incertituelesodélisation. Des conditions suf-
fisantes conduisant a la synthése d’un observateur a gginmiennel (P) ont dans un premier
temps été établies a I'aide de la théorie de Lyapunov et soosefLMI.

Le gain de cet observateur doit étre calculé de facon a atdimmpact des perturbations
et des incertitudes paramétriques sur I'erreur d’estonatbut en garantissant Ié®nnesper-
formances dynamiques de I'observateur. Ces deux objectttgganistes de synthése se ré-
vélent difficiles a atteindre a I'aide de I'observateur PsilEnmesure ou ce dernier n’offre au
concepteur qu'un seul degré de liberté pour régler le nivkatiénuation et les performances
dynamiques. Une autre sorte d’observateur, dit a gain ptiopoel-intégral, a donc dans un
deuxieme temps été introduite. L'observateur Pl intrqdyrifice a son action intégrale, un de-
gré de liberté supplémentaire susceptible d’étre mis atpood de la synthese pour obtenir un
niveau d’atténuation intéressant et sans dégrader poantdet performances dynamiques de
I'observateur.

La seconde partie du chapitre a été dédiée au probléme tebdi®n simultanée de I'état
du systéme et des entrées inconnues influencant sa dynamigeteeffet, un observateur a gain
multi-intégral a été présenté et ses conditions d’exigtesous la forme de LMI, proposées.
Ce type d'observateur utilise une chaine d’actions intégrgli permet d’estimer les entrées
inconnues sous forme polynomiale. |l présente dans un xientke diagnostic de systemes un

169



tel-00359631, version 1 - 9 Feb 2009

Chapitre 4. Estimation d’état robuste

indéniable intérét dans la mesure ou il permet de généreexmmple, des résidus robustes
capables de fournir des signaux indicateurs de défauts.
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Etude de cas : identification, estimation et
diagnostic d’un bioréacteur
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Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diaja d’un bioréacteur

5.1 Introduction

Le premier chapitre de ce mémoire a expose les principesafoadtaux de I'approche multi-
modele. Il a mis en avant deux structures fondamentales tterrodéles, a savoir le multimo-
dele de T.S. et le multimodele découplé. Notre intérét pestisément porté sur ce dernier,
encore peu etudié dans un contexte d’estimation d’étatetersl chapitre a proposé une pro-
cédure d’identification paramétrique de type boite noisani a caractériser le comportement
dynamique d’'un systeme a l'aide d’'un multimodéle découpéécapacité de ce multimodele
a appréhender des comportements de nature non linéairerasétén évidence. Les troisieme
et quatriéme chapitres ont abordé le probléme soulevé gstiniation d’état d’'un systéme en
explorant les possibilités offertes par le multimodelealddé. Une premiére stratégie d’esti-
mation d’état basée sur I'extension de I'observateur denharger a été mise en ceuvre au cours
du troisieme chapitre. Dans le quatrieme chapitre, cettégfie a été améliorée puis étendue
a des observateurs a gain proportionnel-intégral et a galti-mtégral de facon a obtenir une
estimation robuste vis-a-vis des perturbations (bruitititudes et entrées inconnues) suscep-
tibles d’affecter le comportement du systéme.

L'objectif du présent chapitre est d’illustrer, a traversexemple académique, la mise en
ceuvre des techniques d’identification et d’estimational’ptésentées au cours des chapitres
précédents. Dans cette optique, il est fait appel au moaef®ifé d’'un bioréacteur, un procédé
largement répandu dans divers secteurs industriels cearaxgénie chimique. En raison de
leur nature non linéaire, les bioréacteurs constituentagientsbenchmarkgparticulierement
bien adaptés a I'évaluation des techniques d’automatiqodiméaire. Ce chapitre permet donc
d’évaluer les performances et les limites de I'approchegsée de la phase d’identification jus-
gu’a la phase de mise en ceuvre d'une stratégie de diagndsagead observateurs, en passant
par la synthése d’observateurs P, Pl et Ml.

5.2 Présentation du modele du bioréacteur

Le terme bioréacteur désigne un récipient dans lequel smilgéune réaction bio-chimique.
Une bioréaction fait en principe intervenir trois sortesvdgiables : la biomasse (p. ex. les
micro-organismes), le substrat (p. ex. les sources de partans I'alimentation) et les produits
de la biomasse (p. ex. les enzymes).

Le comportement dynamique d’un bioréacteur continu homednfiniment mélangé) et
limité par un seul substrat, réaction de tyge) — X(t), peut étre décrit & I'aide du modele non
linéaire suivantGuillaume et Rouchqril997 Lamnabhi-Lagarrigue et Roucho?002 Dunn
et al, 2003 :

St) = D(t)(Sn(t)—S(t)) —kr(t) , (5.1a)
X(t) = —D@O)X(t)+r(t) , (5.1b)

ou S(t) et X(t) sont respectivement le taux de concentration du substriabicé et celui de la
biomasse, olD(t) > 0 est le taux de dilutiork un coefficient de rendemeri,(t) le taux de
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concentration d’alimentation en substrat @i la vitesse de réaction (c.-a-d. la production de
biomasse par unité de volume). La vitesse de réacfigmpeut étre caractérisée par I'expression
PmaS(t)

rit) = Ks-l-—S(t)X(t)’ (5.2)

oU Umax €t Ks sont deux constantes qui représentent respectivemernetsegispécifique maxi-
mum de croissance et une constante de saturation.
Les paramétres utilisés lors de la simulation sont les atsva

Pmax= 0.33h 1, Ks=5gI~1, k=20 . (5.3)

Le taux de concentration d’alimentation en substrat essidéné constanf, = 20 gl‘1 etle
taux de dilution variable dans la plafec [0.0 0.22] h=L.

10 T T . . 1
8 0.9
—~ 6 —~0.8f
| |
C ®
n g4 > 0.7
2 0.6
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 05 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
D (h~1) D (h71)

Figure 5.1 — Caractéristiques en régime statique du sulzstrboné (a droite) et du taux de
biomasse (a gauche)

Le test de non-linéarité du systeme proposé au cours de ti@rsédc2.2 peut s’effectuer
directement en exploitant les caractéristiques en régiatigge du bioréacteur illustrées sur la
figure5.1 Les indices obtenus en évaluant la relatibr8(sont donnés par

Nx = 0.7686 etns=0.7686 . (5.4)

Il est possible de conclure sur le caractére non linéaireiohéécteur dans la plage de fonc-
tionnement considérée, ces indices étant différents de Ramarquons par ailleurs que les
conditions initiales du taux de concentration de biomasseedt étre différentes de zéro puis-
gu’il ne peut y avoir de réaction spontanée dans le biorégaie état d’eéquilibre du systeme
étant atteint sK(0) = 0.

5.3 Représentation multimodéle du bioréacteur dans le cas
SIMO

Notre premier objectif est de représenter le comportemamamiique du bioréacteub (1) par
un multimodéle découplé. Cette représentation multimopléls entrainer par exemple une ré-
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duction de la complexité du modéle de départ, favorisarsi &armise en place d’un algorithme
d’estimation d’état.

Deux séquences de pseudo-mesures (c.-a-d. de mesuresapdpedr simulation) du taux de
substrat carbong(t) et du taux de biomassé(t) sont disponibles pour les besoins de I'iden-
tification et de la validation du modéle. Chaque séquence deéls comporte 2400 points et
correspond a un enregistrement de 3000 heures. Elles surtégs en considérant un taux de
dilution (signal d’excitation) composé de créneaux d’atnges variables comprises dans I'in-
tervalle de variation admissible.

Deux stratégies de modélisation peuvent étre envisagégsapoutir a une représentation
multimodéle. Dans la premiere, les outils d’identificatmposés au cours du chapifebien
gue développés dans un contexte MISO, sont directement pnefiaipour I'identification d’'un
systeme de type SIMO. Pour ce faire, un multimodéle diffépeur chaque sortie du systeme
est élaboré. La seconde stratégie de modélisation codsétiendre les outils d’identification
proposés au cours du chapieau cas SIMO afin d’obtenir un seul multimodéle capable de
fournir une caractérisation du taux de biomasse et du tawubstrat carboné. Ces deux ap-
proches de modélisation seront traitées dans la suite thessattion.

Remarque 5.1.L'identification paramétrique du multimodele sera effégtwlans cette section
en I'absence d’un bruit de mesure. Ce choix est motivé par leistie montrer clairement

I'adéquation entre la sortie du systeme et celle du multieh@dobjectif difficilement atteint

lorsque un bruit de mesure apparait sur les mesures du sgsteémeffet, un bruit de mesure
peut masquer I'écart existant entre les mesures du systtlmeatie du multimodéle. Toutefois
et comme il a été montré au cours du chapBrdédié a I'identification, les résultats présen-
tés dans cette section peuvent étre facilement étendussaocan bruit de mesure affecte le
systeme.

5.3.1 Premiere approche de modélisation

On cherche a caractériser chaque sortie du systeme par dimoudéle difféerent comme le
montre la figureb.2 Cette stratégie indépendante d’identification permet deiré le nombre
de parametres a identifier lors de la procédure d’optintisatie chaque multimodéle. Cette
simplification peut néanmoins entrainer une non prise erpt®mles couplages entre les va-
riables internes et les sorties du systeme.

Chacun des deux multimodeles=£ 1,2) comporte 3 sous-modeles= 1,2, 3) du premier
ordre :

Yikk+1) = ayi(k+biDk)+d, , j=12 i=123 (5.5)
plus un filtre du premier ordre :
$ik+1) = aj§j(k)+(1—aj))Dk) , j=12 (5.6)

associé a la variable de décision, k).
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MULTIMODELE 1 yit) = (1)
D(t) — S(t)

u(t) = D(t)
MULTIMODELE 2 ya(t) = X(t)
D(t) — X(t)

Figure 5.2 — Représentation multimodele du bioréacteumiére approche de modélisation

Les fonctions de pondération sont obtenues par normalisdts fonctions de type gaus-
sien. Pour les deux multimodéles, les centres des fonatiepsndération sont fixé<a = 0.0,
C, = 0.105 etCz = 0.21 (distribution homogene sur I'espace de fonctionnemardygteme).
Quant aux dispersions, elles sont introduites dans la duveéd’estimation paramétrique du
multimodéle et sont données par = 0.0855 et paio, = 0.1875. Les parametres identifiés des
deux multimodéles sont présentés dans le tatiiehu

& [ b [ d | & [ B [ d |
1][-0.3094] 13.9792] 0.1049 1][-0.1171] -4.9556] 0.9792
2 [ 0.3396] 20.0000| -0.0478 2| 0.0136] 4.6640| 1.2265
3| 0.7351] 22.2398] -2.2780 3| 0.3898] -3.7646| 0.5088
a; = 0.8459 a; = 0.8116

Tableau 5.1 — Récapitulatif des parameétres du multimodekutstrat carboné (a droite) et du
multimodéle du taux de biomasse (a gauche)

10 ‘ ‘ : : ‘
— Bio
-~ M.M.
] U 7
of ‘ ‘ ‘ ‘ LT 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
2 2
7€7I”6UT' \J 7(7761}47
-2
- 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 t(h)

t(h)

Figure 5.3 — Premiere approche de modélisation. Représentatiltimodéle du substrat car-
boné, séquence d’identification (& gauche) et séquencdidati@n (a droite)

D’apres les figure5.3et5.4, les deux multimodeles identifiés parviennent & captuayl
lement le comportement non linéaire du bioréacteur. L'adéqn entre les sorties du systeme
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et celles des multimodéles peut étre quantifiée au moyemdexs de performance MSE et
VAF définis par 2.5]) et par .52. Les valeurs obtenues pour la séquence d’identificatioh so
MSE; = 0.0163 et VAR, = 99.7506% pour le premier multimodéle. Pour le deuxiéme mukimo
deéle, ces indices sont MSE= 4.3980x 10~° et VAF, = 99.7313%. Les indices obtenus pour
la séquence de validation sont MSE 0.0137, VAR, = 99.7129% et MSE = 3.9073x 107°,
VAF, = 99.6714%. Il convient cependant de remarquer qu’un écart émtremportement du
systeme et celui du multimodéle apparait dans les régiraesitoires. En effet, le multimodéle
ne parvient pas a suivre parfaitement le comportementitonesdu systeme. Toutefois, les
valeurs numériques des indices permettent de confirmeai@€du modeéle obtenu.

1r |
ﬁ ﬂ 0.8f :
o8 i | Bio
Bio 0.6 v
0.6r|---M.M. i M.M.

. . . . 4 . . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 0 500 1000 1500 2000 2500 3000

0.1 T T 0.1 T T
7E’TT€UT
orr gy Wﬂﬁﬂ T"JLTWW Oﬁ’wﬂwf%ﬁ% W
-0.1 —0.1
0 1000 1500 2000 2500 3000 500 1000 1500 2000 2500 3000

t(h) t(h)

Figure 5.4 — Premiére approche de modélisation. Représsntatiitimodele du taux de bio-
masse, séquence d’identification (a gauche) et séquenadidation (a droite)

5.3.2 Deuxiéme approche de modélisation

L'objectif de cette deuxieme approche de modélisation estatactériser les deux sorties du
systeme a l'aide d’'un seul multimodéle. La démarche d’ifieation du multimodéle dans le
cas SIMO est tout a fait semblable a celle du cas SISO. Cepgnéaalculs du vecteur gra-
dient et de la matrice hessienne deviennent plus complexesld mesure ou il est nécessaire
de procéder au calcul des fonctions de sensibilité de chsoytie par rapport aux parametres
des sous-modeles (calcul de la matrice jacobienne).

Le multimodéle est composé de deux sous-modeles compagftaotn deux états. Les va-
leurs numériques des matric&s B, D; etC; sont les suivantes :

A _ [ 07827 —0095 _ _[-4208) _ _ [7.0251 o _[02234 O
1= 1-0.2039 01831 1= 1319569| " ~'7 204594/ 1 0 01048

o [04732 —01090 . [625997  _[-34264 . _ [0.7524 0
2= | -0.7485 02807 27711842/ “?7 123769/ 27| 0  —-0.0305 °
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Un filtre passe-bas, de la forme §), est également utilisé pour filtrer la variable de décision
La constante de temps de ce filtre@st 0.6764. Enfin, les centres et la dispersion des fonctions
poids sont donnés respectivement pae 0.02,c, = 0.20 eto = 0.247.

D’apres les figure$.5 et 5.6, le multimodele identifié parvient a capturer globalement |
comportement non linéaire du bioréacteur. Les indices d®ymeance MSE et VAF obtenus
pour la séquence d’identification sont MSE 0.0177, VAR = 99.45% et MSE = 5.14 x
104, VAFx = 93.61%. Pour la séquence de validation, ils sont donnés pargwSE0173,
VAFs = 99.4871% et MSK = 5.86x 104, VAFx = 93.0483%. Ces indices montrent que la
caractérisation obtenue avec ce multimodéle est relagmémmoins bonne que celle obtenue
avec le multimodele issu de la premiere approche. Il subsisteffet des zones, en particulier
pour les valeurs de I'entrée proches d&4) qui ne sont pas correctement modélisées. Toutefois,
ce multimodéle comporte seulement deux sous-modeéles qugrdaeprésenter les couplages
entre les variables internes.

10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 10 :
Bio Bio
---M.M. -=-=-M.M.
0 i 1 1 1 1 1 7 O
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 1000 1500 2000 2500 3000
2
l L
0 0 %F_LH'T
4 —erreur ] | —erreur]
1 1 1 1 1 _2
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 1000 l 2000 2500 3000

t (h) t(h)

Figure 5.5 — Deuxieme approche de modélisation. Reprégantatltimodele du substrat car-
boné, séquence d’identification (& gauche) et séquencdidati@n (a droite)

1.2 T T T T T 1.2
LI |
06k MM | 06l ---M.M. |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
0.1 T T T T T 0.1 T T
o% — o%
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 1000 1500 2000 2500 3000

t (h) t(h)

Figure 5.6 — Deuxiéme approche de modélisation. Reprégantatltimodele du taux de bio-
masse, séquence d’identification (a gauche) et séquenadidation (a droite)
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5.4 Représentation multimodele du taux de substrat carboné
Sdans le cas multi-entrées

Le bioréacteur, décrit par les expressiohsl) avec la méme plage de variation du taux de
dilution D € [0.0 0.22} h—!, est considéré dans cette section. Toutefois, le taux deecen
tration d’alimentation en substr&, n’est plus constant mais varie dans lintervaig €

[10 2q gl~. Les entrées du bioréacteur sont alors le taux de dilidiet le taux de concen-
tration d’alimentation en substr&,. La caractéristique en régime statique du taux de substrat
carbonéSdans la plage de variation des entrées est illustrée suigfigy.

15
0 10 Sin (gl71)

Figure 5.7 — Caractéristique en régime statique du taux detratilcarbon&

Cette section a pour objectif la modélisation du taux de sabstrbonéS a partir de la
premiére approche de modélisation. Deux séquences de@amglires du taux de substrat
carbonéS(t) sont disponibles pour les besoins de l'identification etal@dlidation du mo-
dele. Chaque séquence de données comporte 2100 pointsestpaord a un enregistrement de
3500 heures. Elles sont générées en considérant un taukitierdet un taux de concentration
d’alimentation en substrat composés de créneaux d’ardphktuariables.

Les variables de décisian et &, des fonctions de pondération sont les signaux d’entrée du
bioréacteur filtrés :

é1(k+1) = a1é1(k)+(1—a1)D(K) , (5.7)
&o(k+1) = 0a2é2(k)+(1—0a2)Sn(K) . (5.8)

L'espace de fonctionnement du systeme est partitionné gmfaomogene en quatre zones
(voir figure5.8). Les fonctions de pondération associées a chaque zonactefinement sont
obtenues par évaluation des expressidndJf et (1.21) en considérant les centreg; = Cy 1 =
—0.1,c12=0C32=13,C02 =C42 =17 etcz 1 = C4 1 = 0.32. Quant aux valeurs des dispersions,
elles sont initialement fixéesa = 0.15 eto, = 2 puis introduites dans la procédure d’optimi-
sation. Les valeurs finalement obtenues sont données; paf.24 eto, = 5.48. Les fonctions
de pondération avant et apres optimisation sont présesiéées figures.8.
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Figure 5.8 — Décomposition de I'espace de fonctionnemeanmicfons poids avant (a gauche)
et aprés optimisation (a droite)

Les sous-modeéles, sous une forme canonique d’observatinhgdonnés par :
_ Y by di][D(K) c .
yi(lk) = [0 1x(k) . (5.9b)

Il y a donc un total de trente deux parametres a estimer. Ligsrgdres issus de la procédure
d’optimisation sont présentés dans le tablgal

| & [ & [ by [ B | & | & | ¢ |
1| -0.6862| 1.5847| -0.6813| 0.6869| -0.0042| -0.0289| 0.2828
2 || -0.4790]| 1.4456| -28.5062| 31.9049| 0.3969| -0.4039| 0.4016
3|/ -0.8143| 1.8070| -5.9241| 6.2393| -0.0511| 0.0520| -0.0106
4 | -0.7490| 1.7300| -16.6615| 19.9321| -0.3644| 0.3622| -0.5745
a;=0.9 a; =0.25

Tableau 5.2 — Récapitulatif des paramétres des sous-matiiede cas MISO

La figure5.9 établit, a partir des séquences d’identification et de aéilith, une comparai-
son entre la réponse du multimodéle et celle du bioréadtesiindices de performance obtenus
pour ces deux séquences sont donnés respectivement pgy M8IP078, VARy = 99.8120%
et par MSEg = 0.0446, VAR5 = 99.3765%. On remarquera, pour la séquence de validation,
une zone dans lintervalle de temps 600-700 ou l'identificaest moins bonne et pour la-
quelle le multimodeéle devrait étre mieux adapté. Cette zonespond en particulier a de tres
fortes variations des signaux d’entrée a l'origine de bmesochangements dans les modes de
fonctionnement du systéme.
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Figure 5.9 — Représentation multimodéle du taux de substrbboé dans le cas multi-entrées.
Résultats avec la séquence d’identification (& gauche) elagéquence de validation (a droite)

Vers une réduction de la complexité du multimodele

La représentation multimodele du taux de substrat carbbtenoe dans la section précédente
a été élaborée en considérant deux variables de décisiomn ©@xamen de la caractéristique en
régime d’équilibre du taux de substrat carboné (figui® permet de constater que le taux de
dilution D est en réalité la seule variable caractéristique du systémeffet, le taux de concen-
tration en alimentatio§, n’introduit pas de non-linéarité dans le comportement dyigae du
substrat carboné. Ce constat invite a envisager une étapmpldisation du multimodéle.

==
anHmi it
<

AN

Figure 5.10 — Nouvelles fonctions poids avant (a gauche)rétscoptimisation (a droite)

Un nouveau partitionnement de I'espace de fonctionnemesysteme en trois régions est
effectué en ne considérant que le taux de dilution filtré cenaariable de décision du multimo-
dele. La valeur de la dispersiandes fonctions de pondération est initialement fixée-a0.04
puis optimisée pour parvenir & sa valeur finale donnéepa.0764. Les nouvelles fonctions
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de pondération ainsi obtenues sont présentées sur la fidiie

Il convient de remarquer que les paramétres du multimod®ieidentifiés a partir de la
méme séquence d’identification que celle employée au cauls skction précédente. Les pa-
rametres du multimodeéle sont présentés dans le tabl&au

| & | & [ b [ b | & | & [ ¢ |
1] 0.4078| 0.5454| -8.4304| 8.7937| -0.0052| 0.0056| -0.0107
2| -0.6242| 1.6004| -8.4320| 8.9126| -0.0456| 0.0460| 0.0167
3| -0.7446| 1.7265| -7.8230| 9.1282| -0.2291| 0.2290| -0.1073
a;=0.8

Tableau 5.3 — Récapitulatif des parametres des sous-matiiede cas MISO

La figure5.11 présente une comparaison entre la réponse du multimodetdletdu bio-
réacteur. Le multimodéle parvient bien a capturer le comepoent non linéaire du taux de
substrat carboné. Toutefois, il est possible de constatetes performances du nouveau mul-
timodele sont moins bonnes que celles obtenues précéddmameaffet, les indices de per-
formance obtenus pour ces deux séquences sont donnéstikespent par MSkg = 0.0144,
VAFiq = 99.6532% et par MSE, = 0.0809, VAF,3 = 98.8119%. En revanche, une réduction
du nombre des parameétres a identifier (23 paramétres audi@@)da pu étre réalisée tout en
assurant un recouvrement judicieux de I'espace de fonwtiment du systeme. Un compromis
entre la précision et la complexité du multimodele doit &tabli en fonction des objectifs de
modeélisation initialement proposés. Cet exemple illustrddlicat probléme posé par le choix
des variables caractéristiques du systeme a modéliser.
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— Bio , — Bio
-~ - M.M.
5, N N -
IhGalile il
OL N - -
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
1 r r r r
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Figure 5.11 — Représentation du multimodele réduit du tausulstrat carboné dans le cas
multi-entrées. Résultats avec la séquence d’identificgtiogauche) et avec la séquence de
validation (a droite)
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Conclusion partielle sur la modélisation

Le probleme de la modélisation d’'un systeme, ici d’un biotéar, par un multimodéle découplé

vient d’étre abordé. Deux stratégies de modélisation @éntnées en ceuvre afin de parvenir ala
représentation multimodele du bioréacteur. Les résuitatstrent la capacité du multimodéle

découplé a approcher le comportement de nature non lindaipeoréacteur. La représentation

multimodéle du systéme ainsi obtenue peut s’avérer plée @&snanipuler que le modele non

linéaire proposé au départ.

Il a été souligné 'importance que revét une partition jiglise de I'espace de fonctionne-
ment du systeme. En effet, la qualité et la complexité duimoliele dépendent fortement du
nombre et de la dimension des sous-modéles pris en compteegaement du partitionnement
de I'espace de fonctionnement du systéeme. L'enjeu est depiag un compromis entre qualité
et complexité du multimodele.

5.5 Reconstruction d’'état a I'aide du multimodéle

Les représentations multimodeles obtenues au cours diésnseprécédentes peuvent étre a
présent exploitées en vue d’effectuer I'estimation deat'éu systeme. Il est important de re-
marquer a ce niveau que les états des sous-modeles ideméfiéprésentent en aucun cas les
variables internes du systéme. Aucun sens physique ne aloit &@re donné a leur évolution
dans la mesure ou ils ne constituent que des variables i@tkaimes permettant d’aboutir a une
caractérisation multimodéle des grandeurs du systemesibtes a la mesure et de reproduire
le comportement entrée-sortie du systeme réel.

5.5.1 Reconstruction des sorties du bioréacteur a I'aide du multimode

Dans cette section, le multimodele établi a I'aide de la peeenapproche (sectioh.3.]) est
utilisé afin d’obtenir une estimation des deux sorties dtesys. A cet effet, deux observateurs
a gain proportionnel sont congus en résolvant les conditidhl proposées par le théoreme2.
Ces conditions permettent de prendre en compte I'effet dp@neirbation sur le systéme lors de
la synthése de I'observateur. La perturbation considéefedda forme d’un bruit aléatoirement
distribué suivant une loi normale de moyenne nulle et deetlsspn égale a un.

Les conditions du théorende2 sont vérifiées, pour un taux de décroissamge- 0.1 et pour
un niveau d’atténuatiom = 0.2723, par :

~ [0.2946 116834 —5.1545 —2.9611 _Jox
Ky = |0.4452| | P — |-51545 154455 —4.3996| , E= |01 ,

0.4977 —2.9611 —4.3996 150002 0.1
We1 = 0.15 , H=l3

pour I'observateur destiné a I'estimation du substrat @aé¢b
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Pour I'observateur destiné a I'estimation du taux de bimaakes conditions du théoreme
4.2 sont vérifiées par :

~ [-0.0896 214216 —8.0401 —5.6452 ~ Jox
K= | 00126 | , P, = |-80401 224276 —6.7961, E=|01| ,
0.3141 —5.6452 —6.7961 178934 0.1
W2 = 0.015 H=l3

pour un taux de décroissanag = 0.35 et pour un niveau d’'atténuatign = 0.5259.

La figure5.12illustre les évolutions temporelles du substrat carb®nmg du taux de bio-
masseX(t) et celles de leurs estim&t) et X(t) . Il est possible de constater que I'erreur
d’estimation de ces deux grandeurs demeure bornée et piecéro.
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Figure 5.12 — Comparaison entre le substrat carboné et somégst gauche) et comparaison
entre le taux de biomasse et son estimeé (a droite)

5.5.2 Estimation du substrat carboné dans le cas MISO

Cette section fait appel au multimodéle, établi au cours deetdion5.4, qui caractérise le
comportement dynamique du substrat carboné en fonctiomwude dilution et du taux de
concentration d’alimentation en substrat.

La reconstruction du substrat carboné est réalisée a kainheobservateur a gain proportionnel-

intégral. 1l est synthétisé a partir des conditions propeggar le théorémé.4. Les gains de
I'observateur obtenu, pour un taux de décroissamee 0.05 et pour un niveau d’atténuation
y = 0.2883, sont donnés par :

Ke = [-002 001 —014 017 —088 208 —0.44 049 9999 x 1072,
Ki = [-512 2245 —248 1791 4255 —2925 089 1598 —117]' x1072 .
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Figure 5.13 — Fonctions de pondération (a gauche) et cornsparantre le substrat carboné et
son estimé (a droite)

Une perturbation de la forme(t) = 3sin(0.05mt) est ajoutée sur les mesures du substrat
carbonéS(t) (I'influence de cette perturbation sur la sortie est caresgté pai\; = 0.1). La fi-
gure5.13présente I'évolution des fonctions de pondération etiti@stlu substrat carboné. Il est
possible de constater que les contributions respectives|alEre sous-modeles sont constam-
ment prises en compte et que I'observateur proposeé att@mrextement les effets de la pertur-
bation.

5.5.3 Estimation de I'évolution de la biomasse

Dans cette section, il est supposé que le taux en substbatrgaest la seule grandeur accessible
a la mesure. On cherche a obtenir une estimation de I'éwvolutu taux de biomasse a l'aide
d’'un observateur PI. La synthese de I'observateur Pl esgoss le multimodéle établi au cours
de la sectiorb.3.2(deuxieme approche de modélisation) en ne considéranagqueriere ligne
des matrices§;.

Les conditions proposeées par le théoretnesont satisfaites, pour un taux de décroissance
o = 0.16 et un niveau d’atténuatign= 0.0275, par :

0.99 —0.034 56.04 -8.03 —4322 836 -0.63
0.99 —0.069 —-8.03 360 879 —-148 -0.21
Ke= (099 , K =|-0069| , P=|-4322 4579 5365 -—-7.49 -042
0.99 —0.140 836 —-148 -749 376 -0.19
0.99 0.003 -063 -0.21 -042 -0.19 278

Un bruit aléatoirement distribué suivant une loi normaleras/enne nulle et de dispersion
€gale a un est ajouté sur la mesure du taux en substrat caggria figures.14, sont illustrées
les évolutions temporelles du taux du substrat carbonéawude biomasse et celles de leurs
estimés.
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L'observateur Pl proposé fournit une bonne estimation du & substrat carboné (le signal
mesure). L'estimation d’état ainsi obtenue est utilisée dé reconstruire le taux de biomasse
(le signal non mesuré). Il est cependant possible de censpa¢ dans I'intervalle de temps 350—
550 I'estimation est dégradée en raison d’'une mauvaisetésisation du multimodele pour les
taux de dilution proches deZ2 hL. Une meilleure adéquation du multimodéle dans cette zone
de fonctionnement pourrait améliorer I'estimation du tal@xbiomasse. Il serait possible par
ailleurs d’introduire une étape de post-filtrage de 'estion du taux de biomasse de facon a
parvenir a une estimation moins bruitée.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 6O 500 1000 1500 2000 2500 3000

t(h) t(h)

Figure 5.14 — Comparaison entre le substrat carboné et somégst gauche) et comparaison
entre la biomasse et son estimée (a droite)

5.6 Application de I'estimation d’état au diagnostic

Le diagnostic et la surveillance des systémes non linéaitesse d’observateurs sont un des
champs applicatifs directs des algorithmes d’estimatiétat proposés dans ce mémoire de
these.

La surveillance d'un systéme est souvent confiée anodule de diagnostidl exploite
toute information livrée par les mesures du systéme et/oleg@mportement attendu du sys-
teme fourni par un modéle en vue de détecter tout comporteamemmal du systeme dd, par
exemple, a 'apparition soudaine d’aeéfaut Le terme défaut désigne tout écart non permis de
la valeur acceptable ou nominale d’au moins un composardrfpetre ou propriété) caractéris-
tique du systemdg$ermann2009.

Un module de diagnostic peut étre considéré comme un diposiformant de détec-
tion des défauts. Il est tenu d’accomplir trois taches fpmles : la détection, l'isolation et
I'identification du défaut. La tache de détection du défaatnme son nom l'indique, consiste
a déterminer le plus rapidement possible I'instant d’apipard’'un défaut et son intervalle de
durée. Pour ce faire, dagmptémesu desndicateurs de défautdu systéme sont générés grace
au principe dit deedondanceA l'issue de I'étape de détection vient I'étape de locdisaou
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d’isolation qui détermine a partir de I'analyse des indécais de défauts I'origine et la nature du
défaut. Enfin, I'étape d’identification cherche a estiméwdlution du défaut afin d’expliquer
au mieux le comportement du systéeme. Une étape additiendelieconfigurationpeut étre
envisagée dans le but d’'introduire une stratégie de reatific du comportement du systéme
destinée a réduire I'impact du défaut sur le fonctionnerdergysteme.

Dans une stratégie de surveillance des systemes, le ideipedondance revét une impor-
tance fondamentale. La redondance est la capacité a disfgodeux ou de plusieurs moyens de
détermination d’'une grandeur caractéristique du systéaraple, parametre, signal). Linco-
hérence entre les différentes déterminations est réigdatiun dysfonctionnement du systéme.
De nombreuses méthodes et techniques de diagnostic,tfajgael a différentes formes de re-
dondance (matérielle ou analytique), ont été développg&asi elles, figurent les techniques
d’estimation d’état a base d'observateurs d’état qui peéened’obtenir une redondance analy-
tique du systéme.

Dans ce contexte, le diagnostic du systeme est opéré enttiestahérence entre les signaux
de sortie mesurés et les signaux de sortie estimés a l'aideabservateur. La comparaison
entre les mesures et leurs estimées donne naissance acatendide défaut appelé également
résidu Un résidu est, en théorie, nul dans des conditions norndalésnctionnement, les sor-
ties du systéme et celles estimées par I'observateur degamtider. En effet, étant donné que
I'observateur utilise les mémes signaux d’entrée que cppkcués au systeme, il est en mesure
de fournir les mémes signaux de sortie a condition toutefoesle modele employé reproduise
avec précision le comportement du systeme a surveillermiwggmodeéles, dans la mesure ou
ils sont capables de prendre en compte les changementsedartsle de fonctionnement du
systeme et de reproduire son comportement avec précisitnuie large plage de fonctionne-
ment, présentent un intérét certain dans un contexte daabég.

L'objectif des sections suivantes est de présenter dewensoge génération de résidus d’'un
systeme non linéaire caractérisé par un multimodéle dééoup

5.6.1 Geénération des résidus a I'aide d’'un banc d’observateurs

La génération des résidus, c.-a-d. des indicateurs detdéfsi une étape fondamentale dans
la conception d'un module de diagnostic a base de modéleéhérgtion des résidus a base
d’observateurs consiste tout d’abord a reconstruire lggesalu systéme a partir des mesures
et du modele du systeme puis a comparer les signaux meswésabstimes et enfin a utiliser
I'erreur d’estimation comme résidu.

En théorie, un résidu doit étre nul en I'absence de défaugeificativement différent de
zéro dans le cas contraire. En pratique cependant, cettitioonn’est pas tout a fait satisfaite
car les signaux mesurés sont entachés de bruits et affestdspperturbations. Il est alors né-
cessaire d’introduire des seuils de détection afin d’édiésiausses alarmes. Ces seuils peuvent
étre fixés par l'utilisateur a partir d’'une étude statistigies résidus et en prenant en compte les
incertitudes de modélisation.
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Une structuration des résidus permet d’accomplir correetd les taches de localisation
et d'isolation des défauts. La structuration consiste &taire les résidus de fagon a ce que
chacun soit sensible a un sous-ensemble connu de défautseasible aux autres (sensibles
a un seul défaut, tous sauf un, etc.). Du choix des sous-dissmépend la bonne conduite
de la tache de localisation. Un moyen de parvenir a cettetsnation consiste a remplacer
I'utilisation d’un seul observateur par 'utilisation ditensemble d’observateurs (un banc d’ob-
servateurs), chacun d’entre eux n’étant piloté que par angepdes informations disponibles.
Différents bancs d’observateurs ont été proposés danddeature selon le type de défauts a
isoler (les principes du banc d’observateurs n’étant pasldppés ici, le lecteur peut consulter
[Frank 199Q).

Une structuration des résidus, en vue de détecter les défawapteur, peut se faire a l'aide
d’observateurs dédié®edicated Observer Scherd®©S) pour lesquels [EMe observateur est
piloté par lai®M®sortie du systéme et toutes les entrées. La fi§uBillustre I'architecture du
banc d’observateurs suivant un schéma DOS.

o & = défauts
; ya(t) = S(t)
u(t) =D(t) BIO —(—
"""""" 7" REACTEUR X yo(t) = X(t)
' J
f1>1(t)
. ] OBSERVATEUR ~
e e O r2a(t)
N ri2(t)
. OBSERVATEUR ~
] . ~ raa(t)
H U
> e Y ria(t)
_| OBSERVATEUR

¥
O

I’2‘3(t)

Figure 5.15 — Banc d’observateurs suivant un schéma DOS

Pour le diagnostic des défauts de capteur du bioréactebssdrvateur 1 est piloté par la
sortiey;, 'observateur 2 par la sortig, et 'observateur 3 par le vecteur complet de sortie
y=1[y1 ¥2]T. On notera par la suitg j le signal indicateur de defaut (résidu) calculé a partir
de la différence entre [&™esortie du systéme et I8¢ sortie estimée avec I'observatgur

La phase de localisation ou d’isolation d’'un défaut estiséalpar le biais d’'une analyse de
I'évolution des différents résidus basée sur une logiqudétsasion. Une table des signatures
théoriques (tableah.4) est dressée afin de caractériser I'évolution des resigusn présence
d’'un défautd affectant le systéme. Sur la table des signatures théarjgnaposée, un “1” tra-
duit qu'il est certain que le défadt affecte le résidw; j, un “0” qu'il est certain que le défaut
6 n'affecte pas le résidy j et un “?” qu'il est impossible de se prononcer. Cette table des
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signatures, associée a une logigue de décision, permegéddrprla meilleure décision.

La table des signatures est élaborée a partir des consiérgtiivantes :

1. L'observateur 1 reconstruit la sortie du multimodele glsant seulement la sortig et
toutes les entrées du systeme. Si cette sortie présentdaut dirs il y a une mauvaise
estimation de I'état et les résiduyg peuvent étre affectés. Il convient cependant de souli-
gner qu'il est difficile de prédire I'’évolution de I'estimah d’état en présence d’'un défaut
sur la sortiey; en raison de la non-linéarité de I'observateur. En effes, plg¢nomenes
dits de compensation peuvent apparaitre et les défautsrei@rer masqueés (les résidus
ri,1 pouvant rester nuls). Par conséquent, il est dangereuxmtesencer affirmativement
sur 'absence de défaut sur la sostieen analysant la nullité des résidus (un “ ?” apparait
sur la table des signatures).

2. Si la sortiey; ne présente pas de défaut alors I'estimation d’état es¢ciement effec-
tuée. Par conséquent, en présence d'un défaut sur la gotterésidur, 1 est éloigne
de zéro (sensibilité au defads) alors que le résidug ; demeure insensible a ce méme
défaut. Il est alors possible de tirer une conclusion pasgur la présence d’'un défadt
si les residus; 1 présentent simultanément la signature;: = 0 etrp; = 1.

Une démarche similaire est adoptée afin d’élaborer les wigggmde I'observateur 2. Fi-
nalement, I'observateur 3 génére une mauvaise estimatatan présence d’'un défaut de
capteurd sur n'importe quelle sortie. La signature de cet observasudifficile a déterminer
car I'évolution des résidus 3 est difficile a établir. Les résidus obtenus avec cet obseuva
servent donc a confirmer (et non a prendre) une décisionnilient de remarquer que si un
défaut apparait simultanément sur les deux sorties alest possible de les détecter mais non
de les localiser.

\ ri \ rz21 \ r,2 \ r2,2 \ ry3 \ r2,3 \
ol ? ? 11 0 ? ?
| O 1 ? ? ? ?

Tableau 5.4 — Table des signatures théoriques

Comme illustré sur la figur®.15 le banc d’observateurs comporte trois observateurs P
concus a partir du multimodele établi au cours de la se&i8r2 Les gains des trois observa-
teurs sont respectivement donnés par :

0.335 4.769 0.409 —1.109
«. _ 0335 K, _ |4.958 «,_ |0-163 2578
1= 10.336| 2~ |5.026| ° 3~ 10354 —0.252
0.329 4.855 0.141 2839

Un défaut est injecté sur chacune des sorties du bioréatiaiefaut injecté sur la sortie
yo(t) intervient at = 625 et disparait &= 1240. Un autre défaut apparait sur la soytiet) a
t = 1880 et disparait 5= 2380. Dans les deux cas, ils sont constitués d’'un créneawpdi-a
tude constante égale a 10% de I'amplitude maximale de chsaytie. La figures.16illustre
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I’évolution des résidus générés par le banc d’observateurs

La détection et la localisation des défauts de capteur dtatteées grace a I'analyse de
la configuration des résidug; etr;». En I'absence d’'un défaut les résidus sont statiquement
nuls. Entre les instants 625t < 1240, les résidus; 1 etrp 1 correspondent a la configura-
tion d’'un défaut sur la sortigy. Cette information est confirmée par les résidus générés avec
les deux autres observateurs. En appliqguant un raisonriesimeitaire a la configuration des
résidusry» etrp, il est possible de conclure qu'un défaut sur la soyii@pparait entre les
instants 1883 t < 2380. Les résidus évoluent conformément a la table destsigisaqui per-
met d’accomplir correctement les taches de détection sbldiion des défauts de capteur du
bioréacteur. Toutefois, cette stratégie de diagnosticenmet pas d’envisager la tache d’identi-
fication du défaut, c.-a-d. I'estimation de I'évolution dkgauts. Afin de répondre a cet objectif,
un observateur multi-intégral peut alors étre utilisé.

oF ]
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Figure 5.16 — Evolution des résidyg

5.6.2 Génération des résidus a l'aide d’'un observateur multi-intécal

Un banc d’observateurs suivant un schéma DOS a permis diolige structuration des résidus
et de procéder a la détection et a la localisation des défi@utapteur affectant le bioréacteur.

Un autre moyen de générer des résidus consiste a synthétisdrservateur a entrées in-
connues (c.f. sectiod.4), les défauts de capteur pouvant étre considérés commenttégs
inconnues du systéme que l'on cherche a reconstruire. loure@ un observateur a entrées
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inconnues basé sur un principe multi-intégral permet unettration des résidus sans faire
appel a un banc d'observateurs. En effet, I'observateutisimbégral permet une estimation
simultanée de I'état du systéme et des entrées inconnwess.dlors possible d’utiliser directe-
ment I'estimation des entrées inconnues comme signalatelic de défauts car en I'absence de
défaut (aprés convergence vers zéro du transitoire camelgmt aux conditions initiales) leur
estimation est nulle et vice versa. Les défauts de captegissamt sur la mesure &t) et X(t)
sont notés respectivemeni(t) etna(t).

L'observateur multi-intégral est concu a partir des caodg LMI exposées dans le théo-
reme4.16 Il est ainsi possible de prendre en compte les effets d’uit bur I'erreur d’esti-
mation. Le bruit affecte seulement les sorties du systéras.ratriced\; et E permettant de
caractériser l'influence de ce bruit respectivement sumlesures et sur I'état du multimodéle
sont données par :

~

We=[010 001" , E=04 - (5.10)

Les matrice® etD permettant de caractériser I'influence des défauts respent sur les
mesures et sur I'état du multimodele sont données par :

1.0 00 ~
V= {o.o 1.0} , D=0y, - (5.11)

Les défauts n’affectent que les sorties du systeme.

L'observateur multi-intégral synthétisé comporte deuwioss intégrales. Les conditions du
théoremet.16sont satisfaites par

[-0.0077 00030 00076 —0.0102 13521 -0.0019 04013 -0.0023

Ka = | 0.0010 00011 -0.0012 -0.0013 —-0.0040 15207 -0.0030 05295 "’
198 007 -016 -001 015 -0.01 -025 0007
007 167 000 001 -0.02 005 001 -0.08
-016 000 350 004 036 000 -0.88 —-0.01

P _ -001 001 o004 119 -017 -0.02 009 002

015 -002 036 -0.17 189 -000 -145 -0.00
-001 005 000 -0.02 -0.00 233 000 -1.50
-025 001 -088 009 -145 000 344 001
| 0.00 -0.08 -0.01 002 -000 —-150 001 282 ]

pour un niveau d’atténuation de= 0.60. Ce niveau d’atténuation est obtenu en considérant
une matriceH = [O4.2) | 2x2) Or2x2)]- La minimisation de l'influence du bruit ne porte que sur
I'erreur d’estimation des entrées inconnues, c’est-a-glir les résidus.

Sur la figure5.17 sont tracés les défauts injectés, de formes et de duréeésedifés, sur
les sorties du bioréacteur et leurs estimées. Ces dernigvemieétre considérés, dans une pro-
cédure de diagnostic, comme des indicateurs de défauésdcdes résidus). Il convient de
remarquer que les résidus obtenus évoluent conformémerévalutions des défauts de cap-
teur injectés et ce, en dépit d’'une apparition simultanéadéex défauts = 620 (localisation
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possible des défauts simultanés). La tache de surveill@itection, localisation et identifica-
tion) peut étre alors menée a partir d’'une logique de détisimple basée sur I'évolution de
ces résidus.

Les sorties du bioréacteur et leurs estimées sont illusseela figures.18 Il est possible
d’apprécier sur cette figure la bonne qualité de la recocttruobtenue en dépit des défauts af-
fectant les sorties du systeme. La robustesse de I'obsen@toposé est ainsi mise en évidence.

2.5 T T T 0.2 T T T T
M (t) —1a(t)
1 L il

1 “M h “”

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0. 10 500 1000 1500 2000 2500 3000

t(h) t(h)

Figure 5.17 — Résidus générés par I'observateur multi-iatég

10 T T T T . 1.3 T T T T :
—--5() ---X(t)

50 12 Xl

Lo | e
[t gy

I I I I I 0 5 I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000

t (h) t(h)

X
[N

Figure 5.18 — Comparaison entre le substrat carboné et somégst gauche) et comparaison
entre la biomasse et son estimée (a droite)

Conclusion partielle et discussion

Dans cette section, il a été montré dans quelle mesure lés digstimation d’état proposés
peuvent répondre aux besoins de la surveillance d’'un sgstBeux stratégies de génération de
résidus ont été proposeées : la premiére basée sur un barsed/ateurs et la deuxiéme sur un
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observateur multi-intégral.

Il convient toutefois de remarquer que I'utilisation dedtimodéles, peu importe leur struc-
ture, peut présenter certaines limites dans un context&wettbn des défauts de capteur ou
d’actionneur dans la mesure ou les entrées et/ou les sorigsrables du systeme interviennent
directement dans les fonctions d’activation. Il s’ave@simpossible de supprimer I'une des
entrées ou I'une des sorties lors de I'élaboration des bdinbservateurs. Il faut par conséquent
élaborer des multimodeéles différents en fonction des defdeicapteur ou d’actionneur a traiter.
Pour répondre a ce probleme, le recours a des multimodéfdedofonctions d’activation deé-
pendent de I'évolution d’'une grandeur interne du modeladttes de décision non mesurables)
peut étre envisagé. Toutefois, la manipulation mathématitg cette classe de multimodeles se
révele bien plus complexe dans la mesure ou I'observatetietfectuer une estimation des
variables de décision (voichalal et al[20083ab]).

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, les difféerentes méthodes d’identifingb@ramétrique et d’estimation d’état
proposées au cours des chapi2es et4 ont été mises en ceuvre a travers I'exemple d’un bio-
réacteur.

Différentes approches de modélisation ont permis, dangemipr temps, de caractériser
par un multimodele découplé le comportement non linéairbidiéacteur. Dans un deuxieme
temps, des observateurs d’état ont été concus a partir ddsl@sainsi obtenus. L'exploitation
de ces algorithmes d’estimation d’état dans un contexteide#lance des défauts de capteur
du bioréacteur a été illustrée. La faisabilité de ces métha@dpu étre mise en évidence et les
difficultés potentielles ont été signalées. Les résultatserageants font de ce champ applicatif
une voie intéressante a explorer. Il est possible par exerapt la base des outils développés,
d’envisager I'analyse de la génération des résidus et la enigplace d’une logique de détection
a partir d’'un seuil fixé, par exemple, par le niveau minimaltgénuation garanti par I'observa-
teur dans le cas d’entrées inconnues bornées.

Comparer I'estimation d’état obtenue avec I'approche psépaux estimations d’état ob-
tenues avec les techniques classiquement utilisées pohideeacteurs semble également une
perspective intéressante. Il convient néanmoins de @égise la principale difficulté d’'une
telle comparaison réside dans la définition de critéresadigétion appropriés capables de prendre
en compte a la fois la qualité de I'estimation d’état et lagee précision éventuellement in-
troduite lors de I'identification paramétrique du multinédel
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Chapitre 6. Perspectives

6.1 Introduction

Les perspectives ouvertes par les travaux présentés damsngeire de these sont nombreuses.
Le placement des valeurs propres de I'observateur dansgienrdu plan complexe (c.f. sec-
tion 3.4.3.) souléve sans aucun doute un probléme délicat et doit fabbget d’une attention
particuliére. Une nouvelle écriture de la forme augmeni¢endltimodéle en mesure de ré-
pondre a ces difficultés est proposée dans ce chapitre.

Bien que dépassant le strict cadre des techniques d’esiimditttat, une solution au pro-
bleme de I'estimation du mode actif du systeme est égaleprepbsée. En effet, de nombreux
systéemes peuvent étre caractérisés par plusieurs régenfesictionnement. Il convient alors
de déterminer les changements de mode quand ils ne sont paétement maitrisables afin
de connaitre le régime de fonctionnement dans lequel lersgsévolue.

6.2 Nouvelles conditions de convergence exponentielle de ¥Fer
reur d’estimation

Le probléme lié au placement des valeurs propres de la majgt) définissant la dynamique
de l'erreur d’estimation, abordé au cours de la secidn3.1 trouve son origine dans la forme
augmentée du multimodele. Plus_précisément, ce probleowéept de la forme particuliere
adoptée par les matrices augment&etC;, definies eng.9) et (3.23, qui interviennent dans les
conditions LMI proposées. En effet, la pa(n@ C.) ne satisfait pas la propriété d’observabilité
en raison de la forme particuliére des matridestC;

(AL, O 0 0 O

~lo .0 0 o0 )
A=|o 0o A 0 O &=[0 - G - 0.
0 0 O 0

0 0 0 0 A

La perte de la propriété d’observabilité nuit au placemess whleurs propres de la matrice
Aobs(t). Afin de pallier ces difficultés, de nouvelles conditions dawergence de I'erreur d’es-
timation sont établies dans cette section.

L'idée repose sur une nouvelle écriture des matrices augiegassociées au multimodele
découplé. Pour ce faire, on introduit une nouvelle mattigde la forme :

~

— L[cl C - G . (6.2)
En posant
G = C|‘|‘CO G , (6.3)

194



tel-00359631, version 1 - 9 Feb 2009

6.2. Nouvelles conditions de convergence exponentielleedeur d’estimation

la matriceAgps(t) régissant la dynamique de I'erreur d’estimation s’écrit

Aobst) = A—KC(t) , (6.5)
L
= A- leli(t)lzéi 7 (6.6)
L
= A—KCO—_ZHi(t)KCi , (6.7)

ou d =G —éo. Tous calculs faits, la convergence exponentielle dediard’estimation est
assurée si:

PAops(t) + Alpgt)P+2aP < 0 (6.8)
soit encore compte tenu de la nouvelle définiti6ry) de Agps(t)
L _ . L _
PA—GCo - Zui (1)GGi +ATP— (GCo)T - ;ui<t><eci>T +2aP <0, (6.9)
i= =
ou G = PK. Inégalité qui peut s’expliciter comme suit :
PA+ATP—GCy— (GCo)T — GA(t)C— (GA(t)C)T +2aP < 0 (6.10)
ou
ptl 0 - 0 C
— 0 )l -~ 0 = |C
G=[G-G-G , At)=| . “25) ., | etc=|7| . 61
0 0 0 () C.

Remarquons tout d’abord qéé (t)A(t) < | dans 6.10). Il devient alors possible de faire appel
au lemme4.1, utilisé lors de la synthese de I'observateur robuste wssales incertitudes
paramétriques, afin de majorer les fonctions de pondérapparaissant darst). Il découle
alors que

PA+ATP - GCo— (GCo)T +2aP+GQ 1GT +CTQC <0 (6.12)

implique 6.10. Il est possible d’énoncer le théoreme suivant en apptigdaux fois le com-
plément de Schur su6(12).

Théoréme 6.1(MDC). L'erreur d’estimation d’état, entre le multimodele déctup temps
continu (3.7) et I'observateur a gain proportionng€B.18, converge exponentiellement vers
zéro s'il existe deux matrices symétriques et définiesipesiP et Q et une matrice G vérifiant
la LMI suivante :

PAA+al)+(A+al)TP—GCy— (GCy)T G C'Q
GL -Q 0 |<o0 (6.13)
QC 0 -Q

pour un taux de décroissance> 0 donné. Le gain de I'observateur est donné paekP~1G.
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Il convient de remarquer que la pai(é,éo) intervenant dans le placement des valeurs
propres, bloq1,1) dans 6.13, est maintenant observable a condition toutefois quedé@e
(Ai,Ci) associées a chague sous-modéle le soient aussi. On englevsiclairement l'intérét
de l'introduction de la matric€y. En effet, le fait que la matric€y soit de rang supérieur au
rang de la matric€; permet d’introduire des degrés supplémentaires de lipartéculiérement
utiles au placement des valeurs propres de la matgggt). Un placement des valeurs propres
de la matriceAqpg(t) dans une zone plus large du plan complexe devient dans cdgiona
possible et permet par exemple d’assurer une dynamiqueisupea celle du systeme.

Extension au placement des valeurs propres dans une région

La démarche exposée précédemment peut étre aisémentlpéeéaa placement des valeurs
propres dans une autre région du plan complexe. |l est par@geossible de placer les valeurs
propres de la matricAgpgt) a I'intérieur d’un cercle de rayon Tous calculs faits, la matrice
Aops(t) estD-stable dans la régioP définie par un disque de rayoret de centré0,0) si et
seulement s’il existe une matrice symétrique et définietped? satisfaisant la LMI suivante :

—rP  PAopg(t) B
[Albs(UP _?P} < 0, P=P'>0 (6.14)

qui compte tenu de la nouvelle définition Ag,gt) s’écrit

ou encore

& 5] (ol ¢ - | are a<o. (6.16)
A l'aide du lemme4.1, on montre queq.17) implique 6.16) :

RS o o [gab g0 e

Puis en appliquant deux fois le complément de Schur, onmtigghéoréeme suivant.

Théoréme 6.2(MDC). Les valeurs propres du systeif®26) a temps continu générant I'er-
reur d’estimation d’état entre le multimodele décou(8é7) et I'observateur(3.18 sont pla-
cées dans larégio®(r) ;= {ze C, |z < r} du plan complexe s'il existe deux matrices symé-
triques et définies positives P et Q et une matrice G vérifmhMI suivante :

—P PA-GC; G 0
. B =
E*g (i)P _OQ oQ <0 (6.18)

(x) (%) 0 -Q

pour un scalaire positif r donné. Le gain de I'observateurdsnné paiK = P~1G.
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Exemple 6.1(Exemple d’estimation d’état)

Dans I'exemple3.2, un observateur P a été concu a partir des conditions LMI pe&es par le
théoreme3.7. Les valeurs propres de I'observateur sont placées dansteieccentré a I'ori-
gine du plan complexe et de rayor-=rl.1 pour un taux de décroissance de 'erreur d’estimation
a = 0.15. Dans cet exemple, les performances dynamiques de 'edteatimation ne peuvent
étre améliorées dans la mesure ou aucune solution capabsatifaire 'ensemble des LMI
n’est trouvée pour un taux de décroissamce- 0.15 et/ou un rayon < 1.1.

Il s’agit, a travers cet exemple, de montrer dans quelle meefes conditions proposées
précédemment permettent d’'améliorer les performanceardiques de I'erreur d’estimation
lors de la synthese de I'observateur. Une solution sassifiei Simultanément les conditions des
théoreme$.1 et 6.2, pour un taux de décroissance= 0.19 et un rayon r= 0.9, est donnée
par :

[ 0.293 -0.423 Q003 -0.058 —0.054 Q030 -0.148§]
—0.423 1527 Q095 -0.288 -0.127 Q198 -0.416
0.003 Q095 Q467 —-1.006 —0.328 Q005 Q149
P = |-0.058 —-0.288 —1.006 2471 (0986 Q024 -0.154| , (6.19)
—0.054 -0.127 -0.328 0986 Q758 Q054 Q041
0.030 0198 Q005 Q024 Q054 Q378 -0.770
| —0.148 -0416 0149 -0.154 Q041 -0.770 3141 |

[ 1.275 -0.467 0984 -0.631 0821 -0.684]
—0.467 1347 —-0.619 1209 -0.696 1148
Q - 0984 -0.619 1176 -0.449 Q0919 -0.713 (6.20)
-~ |-0631 1209 -0.449 1382 -0701 1113’ '
0821 -0.696 0919 -0.701 1339 -0.385
| —0.684 1148 -0.713 1113 -0.385 1443
R — [0.093 -0018 Q054 Q213 -0.643 —0.070 —0.033" (6.21)
- |[-0.178 -0.152 -0.697 —0.529 Q765 0247 Q066 T
Comparées aux conditions d’existerg&de I'observateur proposé dans I'exemfl, les

nouvelles conditions d’existence de I'observateur petenét
1. d’améliorer la dynamique de I'observateur (taux de dé&gance de I'erreur supérieur),
2. d’obtenir un degré d’amortissement plus faible (un rapbrs faible).

Il convient de remarquer que des taux supérieurs de déemdssde I'erreur peuvent étre obte-
nus. Néanmoins, un taux de décroissance trop importantimetinévitablement un grand gain
de I'observateur et accroit la sensibilité de I'erreur diiesation aux bruits.

Autre condition de convergence basée sur le méme principe

Il est possible de décliner la démarche de synthése proplaséda section précédente en vue
d’obtenir de nouvelles conditions de synthése.
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Par exemple, une autre condition peut étre obtenue en fiauitig droite et a gauche l'iné-
galité 6.9) par deux vecteurs; etx, puis en appliquant le changement de variables suivant :

pi = Ui(t)Cixq et g = Hi(t)Cixz . (6.22)

L'inégalité (6.9) devient compte tenu du changement de variables :

][ T 0 -G 0 -G 0 ... -G 07 [x]
Xo 0 r o -G 0 -G ... 0 -G||x
m| |[-G" 0 0 ... 0 0 .. 0 Of|p
01 o -G' ¢ i |
P2l |-GT 0 0 0 O 0 0] |P| <o, (6.23)
02 0 -G' 0 0O 0 0 0| |@®
P |[-G" 0 © 0O 0 0 O0f|m
aj] L o -G' o0 0 O 0 0] (9
avec
F=PA+al)+ (A+al)TP—GCq— (GCo)T . (6.24)

Maintenant les conditiong” (t)p; (t) < 1 peuvent étre remplacées par les conditions d’existence
de€, € eté, telles que

o & 2 - T [ ] e
< &) 8 sk

La contraintey” (t)pi(t) < 1 pouri =1,---,L peut étre a présent ajoutée daB2@ en faisant
appel a la S-procédure (voir 'anne®. En appliquant la S-procédure s@#.Z3 et (6.26), il
vient que

][ © -G 0 -G 0 .. -G 017/[x]
Xo ® r, 0 -G 0 -G 0 -G||x
pi| |[-GT 0 —efl —€}l O 0 0 0 o
h 0 -G' —él -6l 0 0 0 0 | |m
p| [-GT 0 0 0 —€l —€ll 0 O | |P2| <0, (6.27)
(o 0 -G" 0 0 —€fl —€l 0 0 ||
pL -G" 0 0 0 0 0 ... —€l —é&l| |p
] [0 -GT 0 0 0 0 .. —€l -6l |a
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avec
L . _
o — Zegc?ifci, (6.28a)
~ ~ ~ ~. L i ~
r = P(A+al)+(A+aI)TP—GCo—(GCo)T+Zé15iTCi7 (6.28)
~ ~ ~ jod L i ~
r, — P(A+a|)+(A+aI)TP—GCo—(GCO)T+ZP/'2(_3FCi~ (6.28c)

Théoreme 6.3(MDC). L'erreur d’estimation d’état, entre le multimodele déctup temps
continu (3.7) et I'observateur a gain proportionng€B.18, converge exponentiellement vers
zéro s'il existe une matrice symétrique et définie positivaerfe matrice G et des scalaires
€),€,,6; pouri= 1...L et un scalaire posititr vérifiant la LMI suivante :

n ® -G 0 -G 0 -G 0
® I, 0 -G 0 -G 0 -G
-G" 0 -—efl —€}l 0 0 0 o0
0 -G' -él -l 0 0 0 0
-GT 0 0 0 -¢ -€l 0 0 |<o, (6.29)
o -G 0 0 -¢€ -¢l 0o 0
-G" 0 0 0 0 0 ... —€l —éil
| 0 -G" 0 0 0 0 .. —€l €l

ou®, 1 et , sont définies e(6.29. Le gain de I'observateur est donné par& P~1G.

Commentaires et conclusion partielle

Les nouvelles écritures semblent apporter une solutiorr@bigme du placement des valeurs
propres de I'observateur dans une région du plan complexelaige. Une étude du conser-
vatisme des solutions obtenues a partir des conditionsopéss par les théoremeésd et 6.3
ouvre une perspective intéressante permettant d’évaiagrét de chaque condition. Il pour-
rait s’avérer particulierement pertinent d’évaluer damslig mesure ces conditions introduisent
des degrés de liberté supplémentaires.

Il est par ailleurs possible d’envisager d’autres stratgde synthese en mesure d’assurer la
convergence vers zéro de I'erreur d’estimation. A titrexdiaple, I'idée qui consiste a concevoir
un observateur pour chaque sous-modéle a I'aide d’ouditsdstrds en considérant I'apport des
autres sous-modeles comme une perturbation & atténuereoentirée inconnue a découpler
semble une voie a explorer.
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6.3 Reconnaissance du mode actif

Dans le cadre de la représentation multimodéle destiné@agunastic des systéemes, deux ten-
dances ressortent : la premiere ou chague sous-modélseaprde comportement du systeme
dans une zone de fonctionnement et la seconde ou chaquensoldéte représente un mode
défaillant du systeme.

Dans ce dernier contexte, la stratégie de diagnostic dengisléterminer précisément le
passage d’'un sous-modele vers un autre et ce, afin de centiagtant ou le systeme aban-
donne son comportement normal. Sur un plan pratique, cellentedonc a estimer I'évolution
temporelle des fonctions poids en supposant que I'ensaheBlenodes (sous-modéles) de fonc-
tionnement du systeme est parfaitement répertorié et nisédél

Bon nombre de travaux réalisés dans le cadre de systemes autatiom comportant un
vecteur d’état unique portent sur ce probleme (voir par @lera thése d®omlan[20049).
Or, un comportement défaillant du systeme peut entrainernuiodification de la dimension
de ses vecteurs d’état. Il semble alors intéressant denieéoun multimodéle découplé pour
modéliser ce type de comportement. Une solution a ce prab&Emiemps discret a été récem-
ment proposée patanev et Verhaegef2004. Leur approche consiste a considérer un horizon
d'observation finilk,k+ h] et & obtenir une matrice de projection afin d’éliminer lesstiia-
connus de chaque sous-modeéle et de ne conserver que lesetaitre I'entrée et la sortie du
multimodéle.

Nous adoptons une démarche différente qui semble en meapodter une solution rela-
tivement simple et satisfaisante a ce probleme. Considéronsultimodele MISO pour lequel
la sortie globale est donnée par

L
yit) = _;Hi(t))ﬁ(t% (6.30)

ou p;(t) sont les fonctions de pondération qui respectent les prgzride somme convexe et

yi(t) les sorties des sous-modeles. Les différents modes dedpnement du systéme sont

bien répertoriés et leurs modéles parfaitement connuseDeait; les sorties des sous-modeles
peuvent étre obtenues par simulation de leur modéle eratrtilie signal d’entrée appliqué au

systeme. L'équationg(30) peut alors s’écrire sous la forme :

ya(t)
yit) = [mt) - m@®]| | =0"TM0e() , (6.31)
yL(t)

ol 6 € R" est le vecteur contenant les paramétres inconnus (lesdoaqtoids) etp € R- le
vecteur régresseur. Il est alors possible d’obtenir urimatibn des fonctions poids a I'aide par
exemple de I'algorithme des moindres carrés. Il convieatefmis de remarquer que I'estima-
tion doit se faireen ligneen faisant appel a un algorithme de moindres carrés résutst
différentes versions de cet algorithme rencontrées daligdeature lui conféerent différentes
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propriétés de stabilité. La version la plus classique étant

ett) = y(k—0(k—-1)T¢(k) (6.32a)
- Fk—=1(K)¢T(KF(k-1)

F(k) = A 1{F(k—1)— AT OTOF K- DK } , (6.32b)

A A F (k)9 (Ke(t)

019 = Bl D TR (k—1)p (k)

(6.32c)

ou F (k) est une matrice symétrique et définie positive &vé@) = Fp=FJ >0etQ9<A <1
un facteur d’oubli qui permet d’accorder plus ou moins d’ortance aux mesures récentes et
passées.

Cet algorithme des moindres carrés réecursifs est optimakas de la minimisation de
I'écart quadratique entre les mesures et le modele. Detzafmiune contrainte n’est introduite
lors de la phase d'optimisation. Toutefois, les estiméesfdaections de pondération doivent
respecter les propriétés de somme convexe :

Il est possible de constater que, compte tenu des propdésfonctions poids, seulement 1
parametres doivent étre estimés. En effet, une fonctioroddération peut étre obtenue a partir
desL — 1 autres estimations des fonctions poigg(t) = 1— po(t)--- — p (t). Il est également
possible de remplacer la recherche directe des paranges la recherche d’une fonction
f(6) en mesure de garantir la recherche des fonctions poids ‘tfzesvalle [01].

Exemple 6.2(Exemple de reconnaissance du mode ackif
Soit un systéme a temps discret comportant un mode de fonetieent normal décrit par

—-0.1 05 1.0
A= [ 0.8 _0.1] , Bn= [3'0] , Ch=[1.0 20] (6.34)
et un mode défaillant décrit par

An=01, Bh=50, C,=20. (6.35)

Il s’agit alors d’obtenir une estimation du mode actif dutgyse. Il convient de remarquer que
seul un paramétre doit étre estimé. En effet, compte tenprdesiétés de somme convexe des
fonctions poids alorg (t) = 1 — po(t). Il suffit d’estimer par exemplg(t) pour obtenir une
estimée deu(t).

Les figuress.1 et 6.2 illustrent la reconnaissance du mode actif dans deux sauoatdif-
férentes. Dans la premiere situation, le changement eesaleux modes de fonctionnement
est opéré brusquement (commutation entre les modes). Raecbnde, le passage entre les
modes se fait progressivement. Il est possible de congfaten I'absence d’un bruit de mesure
la reconnaissance du mode actif est bien effectuée dangilessituations. En revanche, si un
bruit est présent sur la sortie du systéme I'estimation dderectif est plus ou moins dégradée
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selon le facteur d’oubli utilisé. En effet, un facteur d'diytroche de 1 permet d’obtenir une
estimation plus robuste au bruit, en dépit cependant d’'udepéation plus lente du parameétre a
estimer. Un compromis entre la sensibilité au bruit et levedu paramétre a estimer doit donc
étre établi.

o
3
:

0 100 200 300 400

0 100 200 300 400 500 600 0O 100 200 300 400 500 600
t(h) t(h)

Figure 6.1 — Reconnaissance du mode actif lors d’'un changdmasgue sans bruit de mesure
(a2 gauche) et avec bruit de mesure (a droite)

0 100 200 300 400 500 600

5 5 _ ?{(t)
---5(t)
0 0
—y(t)
R—l
_5 L il il il il y( \) ] _57 il il il il il ]
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600

t(h) t(h)

Figure 6.2 — Reconnaissance du mode actif lors d’'un changegmegressif sans bruit de me-
sure (a gauche) et avec bruit de mesure (a droite)

Commentaires et conclusion partielle

La recherche du mode actif d’'un systeme pose un problemeatiéklle ouvre néanmoins
d’intéressantes perspectives dans un contexte de sanaeglides systemes. En effet, le recours
au multimodéle découplé revét dans ce contexte deux aempamcipaux :

1. les modes du systeme peuvent comporter un nombre d'éfatents,
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2. le multimodéle est linéaire par rapport aux parametresianer (les fonctions poids).

Grace a ce deuxiéme avantage, I'algorithme des moindredscaicursifs peut servir a estimer
I'évolution des fonctions poids associées aux différemtsl@s de fonctionnement du systéme.

Par la suite, I'étude de la reconnaissance du mode actiickeltiun multimodéle découplé
est susceptible de porter sur I'analyse de la sensibilitéatiporithme vis-a-vis des bruits de
mesure et des incertitudes paramétriques du systeme. herseau filtre de Kalman peut étre
une solution en mesure de fournir une estimation des fametoids. L'estimation simultanée
de I'état et des fonctions poids constitue également urte piexplorer a l'aide, par exemple,
des techniques dites des sous-espaces.
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Conclusion géneérale

Les résultats proposés a l'issue de ce travail de rechepatant une contribution aux mé-
thodes d’estimation d’état et a leur application au diagoates systemesa(priori non li-
néaires) représentés par des multimodéles. Dans ce m@mtexnodélisation, pleinement re-
connu aujourd’hui, deux structures essentielles de mattgtes peuvent étre distinguées selon
gue les sous-modéeles partagent ou non le méme vecteur. d'étatemiére structure, a savoir
le multimodéle de Takagi-Sugeno, a été a l'origine de nombdgveloppements dans divers
domaines de I'automatique tels que I'identification, la ceamde ou I'estimation d’état. En re-
vanche, peu d’études théoriques portant sur I'estimatiéaida partir de la seconde structure
de multimodéle, a savoir le multimodéle découplé, semldeair €té menées. Ce constat nous
a conduit a privilégier I'étude de ce multimodéle dans lereatk la synthese d’observateurs
d’état. Le principal intérét d’un observateur élaboré dipdiun multimodele découplé réside
dans le fait qu’il permet, contrairement a un observateagua partir d'un modele de Takagi-
Sugeno, le recours a un vecteur d’état de dimension différpour chaque sous-modéle. I
devient ainsi possible d’adapter, lors de la phase d’ifleation, la complexité de chaque sous-
modele a la complexité du comportement dynamique du systiame ses différentes zones
de fonctionnement. Lintroduction d’un tel degré de flekibifavorise la généralité du mul-
timodéle découplé, en particulier lors de la modélisatiensgstemes dont la structure peut
comporter des changements.

Avant de nous pencher sur le probleme posé par I'estimati@&atd nous avons présenté
au cours du premier chapitre les principes de I'approchdimodiéle et les deux structures
de multimodeéles classiqguement utilisées. Le second ckapitxposéine approche paramé-
trique d’identification de type boite noire basée sur le multimodéle découp@rjuela et al.
20063b]. Un phénoméne dit de “décrochage” susceptible de nuiregaddité de I'approxima-
tion du multimodele a été mis en évidence. Son origine a étdliétet une solution, basée sur
I'introduction de trois filtres passe-bas dans la structiwrenultimodéle, a été suggérée afin de
I'éliminer.

La principale contribution de ce travail de recherche agipaiu cours des troisieme et qua-
trieme chapitres, tous deux portant susyathése d’observateurs d’état’'un systéme repré-
senté par un multimodéle découplé. L'approche proposéatésessante en ce sens gqu’elle se
démarque, par l'utilisation de cette structure, des ag@eaenultimodéles employées jusqu’a
présent. Le travail réalisé fournit une preuve théoriquéadmnvergence de I'erreur d’estima-
tion d'état pour des observateurs a temps continu et a teispsetl Cet aspect constitue un
point original qui permet de se démarquer d’autres travalatifs a I'estimation d’état des sys-
temes représentés par un multimodéle découplé.
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Au cours du troisieme chapitre, le probleme lié a I'estimatl’état a été initialement abordé
en considérant unbservateur a gain proportionneldont les conditions d’existence, dans le
cas continu Qrjuela et al. 2007¢ 20084 et dans le cas discreDfjuela et al. 20074, ont été
proposées sous la forme d’'un ensemble d’inégalités liegairatricielles. Une extension de
cette approche aux multimodéles comportant un retard ssortée a également été proposée
[Orjuela et al, 20074.

Ces résultats ont été, dans le quatrieme chapitre, gérérdiss un contexteabtimation
d’état robuste vis-a-vis des perturbation®fjuela et al,2008H, des incertitudes paramétriques
[Orjuela et al.20083 et des entrées inconnues. Toutefois, il a été constatéeqaglage du gain
de I'observateur & gain proportionnel réalisé de maniératé@nir un bon niveau d’atténuation
des perturbations sans dégrader les performances dyrnesrdgu’observateur pouvait s’avérer
délicat. Afin de surmonter cette difficulté, le recours eotaservateur a gain proportionnel-
intégral a été suggérédrjuela et al. 2007ad, 2008(d. Cette forme d’observateur se révéle
intéressante dans la mesure ou elle offre au concepteurededsdde liberté supplémentaires
permettant de parvenir a un bon compromis entre les perfuresaet le niveau d’atténuation
de I'observateur. Enfin, le probléme soulevé pastimation simultanée de I'état et des en-
trées inconnuesa été abordé au moyen d'wibservateur multi-intégral, une généralisation
de I'observateur Pl proposé dar@@rJuela et al. 20084. Il permet d’apporter une solution a
ce probleme lorsque les entrées inconnues prennent une fooipnomiale (échelon, rampe,
etc.). Par ailleurs, la synthése de ce type d’observatesemdble pas avoir été proposée dans
un contexte multimodele.

Dans le dernier chapitre, 'exemple académique d’'un buista a permis d’illustrer la mise
en pratique des résultats obtenus, depuis la phase dfidatitin jusqu’a la phase de diagnostic
a base d'observateurs.

Les résultats proposés dans cette thése ouvrent de msifpiptepectives :

¢ Le probleme de l'identification paramétrique des systenoeslinéaires demeure un do-
maine a explorer a I'appui de la structure multimodele ps&go L'analyse du partition-
nement optimal de I'espace de fonctionnement du systemabétihtion des dimensions
des sous-modéles pourraient constituer deux points imupksreé approfondir.

¢ Une réécriture du multimodéle découplé permettrait de eater le probleme lié au pla-
cement des valeurs propres de I'observateur dans un dordaipdéan complexe plus
large. Ce placement serait par exemple en mesure d’amékodgnamique de I'obser-
vateur vis-a-vis de celle du systéme. La nouvelle écrituésgntée dans le chapitée
semblerait en ce sens offrir d'intéressantes perspectives

o Les résultats obtenus dans un contexte de diagnostic desmsmeériteraient d’étre da-
vantage exploités. L'étude en particulier de la senséilieé la reconstruction de I'état
vis-a-vis des incertitudes paramétriques, des pertunmit des défauts permettrait d’in-
diquer les défauts auxquels les résidus générés seransithlss.

o La conception de I'observateur a gain multi-intégral, sde dans la sectigh4, pour-
rait étre modifiée en remplacant les actions intégralesspopme des filtres de structures
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plus générales. Ces extensions favoriseraient sans dopiséaen compte de nouvelles
formes d’entrées inconnues plus générales que les fornasopaiales déja utilisées.
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Calcul des fonctions de sensibilité pour le
multimodele modifié

La structure modifiée du multimodele, illustrée sur la fig2u@ est donnée par :

at) = R(gYut) , (A.1a)
at) = Fu(g Hu) , (A.1b)
x(t+1) = A(B)x(t)+Bi(8)d(t) +Di(6) , (A.1lc)
yi(t) Gi(6)x(t) , (A.1d)

L
O = Y mEOME avec £t)=a() . (A.le)
yt) = F(@hHy) , (A.1f)

ou y(t) est la nouvelle sortie du multimodéle. Les trois filtres sdoninés, dans le cas SISO,
respectivement par :

et 3= A (A.2)

ou g1 est I'opérateur retard &4, Br,, Ar,, Br,, Ar, et B, sont des polyndmes eqrl. Re-
marquons que la représentation entrée/sortie des troesfpeut étre facilement remplacée par
une représentation d’état. Les filtrBg, F, et F3 seront désignés respectivement fitire de
I'entrée, filtre de la variable de décisioatfiltre de la sortie
Le nouveau vecteud contenant les parametres du multimodéle a estimer est géfini
~ T
0= [6 O Or ng} , (A.3)
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Annexe A. Calcul des fonctions de sensibilité pour le multigle modifié

ou 6, défini en @.6), est le vecteur contenant les parametres des sous-medélesor, et Oy,
sont les vecteurs contenant les parametres scaliirgselatifs aux trois filtres :

O =[6r1 - Brq - Orq] , i=123. (A.4)

Dans un souci de simplicité, une représentation multine8& O est considérée. Les fonc-
tions de sensibilité sont calculées a partir du critere gld@éfini par :

(Y(t) —ys(t))? . (A.5)

Mz

1
Jo==
C=2

k=1

Remarquons que tous les résultats peuvent étre facilemeétajisés au cas multivariable et
au critére local ou mixte.

Calcul des fonctions de sensibilité

Le vecteur gradient §s’obtient en dérivant le critere global par rapport aux paraeso, soit :

A oy(t)

Ge = ﬁ - kzlg(t)w ) (AG)
avec
_1 ~
M OB gy + oty 2 (A7)

Le découplage entre les différents paramétres du multitaquE¥met de distinguer quatre
grandes familles de fonctions de sensibilité. Les troisnpeéees concernent les fonctions de
sensibilité par rapport aux parametres des trois filtresyuagrieme concerne les fonctions de
sensibilité par rapport aux parametres des sous-modeles.

Le calcul du premier terme de gauche de7() peut alors se faire indépendamment du calcul
du deuxieme terme. En effet, les parametigsdu filtre F3 sont completement découplés des
autres parametres du multimodéle.

Calcul des fonctions de sensibilité par rapport aux paraméaes du filtre F3

Cette section ne porte que sur le calcul du premier terme dehgale A.7) par rapport &, (le
calcul du deuxieme terme de gauche Ae/] fera I'objet des sections suivantes). Il est possible
en effet de dissocier le calcul de ces fonctions de sertsiloili calcul des autres fonctions de
sensibilité compte tenu du découplage entre les param@iyehi filtre F; et les autres para-
métres du multimodéle.

La fonction de sensibilité du filtr&; par rapport aux parameétres inconréigs est donnée
par :

ay(t) ng(Q‘l))7

o6, ~ g JO - (A.8)
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-1
Le calcul de%“i) s’obtient par dérivation partielle des équations déctil@icomporte-
3
ment dynamique du filtrés.

Calcul des fonctions de sensibilité par rapport aux paramées du filtre F»

On ne s’intéresse ici qu'au calcul du deuxiéme terme de gadeh@A.7) en considérant le
nouveau vecteur de parametres :

b=[6 6 65" . (A.9)

Les fonctions de sensibilité de la sortie du multimodéte par rapport aux paramétré§ sont
données par :

MO _ L1050
R o (A10)
L (1
— Ry Ay 1Y Z”‘ o)) . aa

Il est également possible, afin de réduire la complexité désuls, de dissocier le calcul des
fonctions de sensibilité relatives au filtre de la varialdedécision du calcul de celles rela-
tives aux autres parametres du multimodéle. En ne considgue les parameétred, associées
au filtre R, I'expression A.11) devient alors :

9y(t) “1y < QKAL)
a0, A3 T MO - (A12)
Si les fonctions de pondératign(.) sont obtenues a partir de :
L
pi(a)) = m(ﬁ(t))/_zle(ﬁ(t)% (A.13)
=
@) = exp(— (A —c)?*/0?) (A.14)

alors les fonctions de sensibili [;gi(t)) dans A.12) peuvent s’expliciter comme suit :
2

ou(aM)  dw(at)) 1 @) ¢ owOM) .,
- - =L, 7(A15)
Wha  I%Ra 5 ) (5 w@mp 0%
=1 =1
ou
—d?éi(?) =2 (—Ga()j; C‘) oq(a(t))gg':jq : (A.16)

Le calcul de aep() s’obtient par dérivation partielle des équations déctivarcomportement

dynamique du flltrer
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Calcul des fonctions de sensibilité par rapport aux paramées du filtre F;

On ne s’intéresse ici qu’au calcul du deuxieme terme de gadeh@.11) en considérant le
nouveau vecteur de parametres :

B=[6 6] . (A.17)

Les fonctions de sensibilité de la sortie du multimodgte par rapport aux parametrés sont
données par :

dy
0

~~

t)

L .
~ RGQY _;uim(t))ag'gg) . (A18)

Ig;z

Les fonctions de sensibili b(:) dans A.18) peuvent étre dissociées en appliquant le méme

principe de découplage. Les fonctions de sensibilité gapoe aux parametrel:, du filtre Fy
sont données par

ayi(t) axi(t)
Ci(6 , A.19
avec
ox(t+1) ax(t) . dU(t)

=A + Bi . A.20

aeFLq aGFLq deFlvq ( )
Le calcul degg,i(t)q s’obtient par dérivation partielle des équations déctivarcomportement

1

dynamique du filtrd=;.

Calcul des fonctions de sensibilité par rapport aux paramées des sous-modeles

Les fonctions de sensibilité par rapport aux paraméfreies sous-modeles sont données
par

oIy _ oG 9% () _ B
96pq B ‘36p7qxI (H)+GC 06pq ’ p=1---,L, 9=1,--.,0p, (A.21)
avec
o%(t+1) oA ., 0% 0B _ . ID
360 ep’qX|(t)+A| 36,, 3 ep,qU(t)+ 36,0 (A.22)
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Théorie de Lyapunov

Cette annexe s'’inspire de la présentation proposé€ipad|i[2003.
Soit un systéme non linéaire autonome décrit par

xt) = () . (B.1)

avecf (x(t)) € C1: R" — R",
Ce systéeme est dit en équilibre autourxgesi, en I'absence d’'influence externe, son état ne
varie pas au cours du tempsy;est alors appelé point d’équilibre.

Si f(Xp) = 0, vt alorsxg est appelé point d’équilibre du systéme.

Différentes définitions de la stabilité du systérBel] peuvent étre établies. Ces définitions
utilisent la notion de fonctions de classeet k... Une fonction continuex (r) : [0,a) — [0, )
est dite de classe si elle est strictement croissante et nulle a I'origin®) = 0. Sia = « et
limy 0 (r) = o alors la fonctiona est dite de classe,.

Soit une fonction scalairé(x(t)) € C telle que
a(x(t)) <V(x(1) < az(x(t)), Vx| <d (B.2)
ouay(.) etay(.) sont des fonctions de classaléfinies suf0,d),d € R™.

o Si ‘?\g—f(x)f(x) <0, ||x|] < d alors le point d’équilibréxg = 0) du systéemeH.1) est loca-
lement stable (il est globalement stable si, de pius,~ et les fonctionsxy(.) eta(.)

sont des fonctions de classg).

o Si ‘”(’,—S"f(x) < —ap(||x|]), ||| < d avecap(.) fonction de classe& définie sur[0,d),
alors le point d’équilibre du systemB () est localement asymptotiquement stable.
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e Si a\g—g(x)f(x) < —ap(|[X]]), ||| (d = ) et les fonctiongx; (.) et ax(.) sont des fonctions
de classe&., alors le point d’équilibre du systéemB.() est globalement asymptotique-

ment stable.

e Si %f(x} < —ap(|[X]]), ||| (d = ) et les fonctiongx;(.) et ay(.) sont des fonctions
de class&., de la forme

ax(|IxI) = allx[®, a2(l|xI)) = biIx|®, as(||xI)) = c||x][", (B.3)

telles quea,b,c > 0, p > 1, alors le point d’équilibre du systemB.() est globalement
exponentiellement stable.
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Outils LMI

Ouitils LMI

Les méthodes LMI reposent sur la formulation d’'un probleraené sous la forme d’un pro-
bleme d’optimisation avec un objectif linéaire et des caintes sous la forme d’Inégalités
Linéaires Matricielles (LMI). Une contrainte LMI en un vecirx € R™ est de la forme

m
Hw=%+zﬁﬁzo, (C.1)
i=
ou les matrices symétriqués=F" ¢ RNN i =1 ... m, sont données.

Complément de Schur

Soient trois matriceR(x) = R (x), Q(x) = QT (x) et S(x) affines par rapport & la varialke
Les LMI suivantes sont équivalentes :

Qx) S(x)
L. {ST(X) R(x)] >0,

2. R(X) > 0,Q(x) - S(X)R(x)S"(x) >0 ,
3. Q(x) >0,R(X) = ST (X)Q 1(x)S(x) >0 .

S-procédure

Cette procédure permet d’approcher un ensemble de coesainhvexes ou non par une
contrainte convexe.

Lemme C.1(S-procédure)Soient g, -- - ,g, des fonctions quadratiques dependantes des va-
riablesé e R™M:

gi(E>=mTHm, i=0,---,p, (C.2)
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ou R =FT. La condition suivante enyg -, gp
do(&) >0, pourtout & telque g(&) >0 ,i=0,---,p, (C.3)

est vérifiée s'il existe des scalairgs> 0,i =0,---, p, tels que
p
F(T)=Fo+ 3 TR 20 (C.4)
i=

Si p= 1 alors la réciproque est également vraie étant donné qu’ilundy tel que g(&o) > 0.
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Résumé : Nombreux sont les problémes classiquement rencontrés dans les sciences de l'ingé-
nieur dont la résolution fait appel a I'estimation d’état d’'un systéme par Ie ian observateur.
La synthése d’'un observateur n’est envisageable qu’a la condition de disposer d’'un nmadeéis a
exploitable et représentatif du comportement dynamique du systeme. Or, la ratiolélikl systeme
et la synthese de I'observateur deviennent des taches difficiles a accompbrsigse le compor-
tement dynamique du systéme doit étre représenté par un modele de nature non kaéaiteces
difficultés,l'approche multimodél@eut étre mise a profit.

Les travaux présentés dans cette thése portent sur les problémes soulevdsmifidation, I'esti-
mation d’état et le diagnostic de systemes non linéaires représentéeadianmultimodéle décou-
plé. Ce dernier, composé de sous-modeles qui peuvent étre de dimensions différeni@s, &sin
haut degré de généralité et de flexibilité et s’adapte particuliérement béemadélisation des sys-
temes complexes a structure variable. Cette caractéristique leglémdes approches multimodeles
plus conventionnelles qui ont recours a des sous-modéles de méme dimension.

Aprées une bréve introduction a I'approche multimodele, le probléme de I'estinagi@meétrique
du multimodele découplé est abordé. Puis sont présentés des algorithmes de synthesatfolse
d’état robustes vis-a-vis des perturbations, des incertitudes paramétriglessentrées inconnues
affectant le systéme. Ces algorithmes sont élaborés a partir de trois tppssyateurs dits a gain
proportionnel, a gain proportionnel-intégral et a gain multi-intégral. Enfin, |dérdiites phases
d’identification, de syntheése d’observateurs et de génération d’indicateurs desdsfauillustrées
au moyen d’'un exemple académique de diagnostic du fonctionnement d’un bioréacteur.

Mots-clés :Systémes non linéaires, approche multimodele, multimodéle découplé, estiniatat
robuste, observateurs d’état, entrées inconnues, identification paramédiagrestic

Abstract: The state estimation of a system, with the help of an observer, is largetyins
many practical situations in order to cope with many classic problersingiin control engineering.
The observer design needs an exploitable model able to give an accurate desofifiteodynamic
behaviour of the system. However, system modelling and observer design canilydbeascom-
plished when the dynamic behaviour of the system must be described by non linear models. The
multiple model approachan be used to tackle these difficulties.

This thesis deals with black box modelling, state estimation and fault diagrfosislinear systems
represented by decoupled multiple modeThis kind of multiple model provides a high degree of
generality and flexibility in the modelling stage. Indeed, the decoupled multiptiehis composed
of submodels which dimensions can be different. Thus, this feature is a signifidantde between
the decoupled multiple model and the classical used multiple model where ailliheodels have
the same dimension.

After a brief introduction to the multiple model approach, the parametric ideatiidin problem of a
decoupled multiple model is explored. Algorithms for robust observers synthesisesjtact to per-
turbations, modelling uncertainties and unknown inputs are afterwards presentse .algnaithms
are based on three kinds of observers called proportional, proportional-integrabéimdenntegral.
Lastly, identification, observers synthesis and fault sensitivity signalgggmeare illustrated via a
simulation example of a bioreactor.

Keywords: Non linear systems, multiple model approach, decoupled multiple model, robwest stat
estimation, observers, unknown inputs, black box modelling, faults diagnosis
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