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Notations

Matrices et vecteurs
In (I) Matrice identité de dimensionn (resp. de dimension appropriée)
G Vecteur gradient
H Matrice Hessienne
P > 0 (P < 0) MatriceP symétrique, définie positive (resp. symétrique, négative)
PT Transposée d’une matriceP
P−1 Inverse de la matriceP
λmax(P)(λmin(P)) Valeur propre minimale (resp. maximale) deP
[
M11 M12

(∗) M22

]

Matrice symétrique, le symbole(∗) représenteMT
12

Ensembles
N Ensemble des entiers naturels
R Ensemble des nombres réels
R+ Ensemble des nombres réels positifs

Acronymes

BMI Inégalité matricielle bilinéaire (Bilinear Matrix Inequality)
LMI Inégalité matricielle linéaire (Linear Matrix Inequality)
LTI Linéaire à Temps Invariant
MDC Multimodèle Découplé à temps Continu
MDD Multimodèle Découplé à temps Discret
MIMO Entrée multiple sortie multiple (Multiple Input Multiple Output)
MISO Entrée multiple sortie simple (Multiple Input Single Output)
MSE Moyenne quadratique de l’erreur (Mean Square error )
RSB Rapport Signal sur Bruit
SISO Entrée simple sortie simple (Single Input Single Output)
T.S. Takagi-Sugeno
UIO Observateur à entrées inconnues (Unknown Input Observer)
VAF Variance-Accounted-For
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Introduction générale

La complexité croissante des systèmes rencontrés dans l’industrie a sans aucun doute généré
de nouveaux problèmes dont la résolution constitue autant de défis à relever par l’automaticien.
La conduite de ces systèmes requiert, d’une part, des stratégies de commande de plus en plus
sophistiquées de façon à améliorer et/ou à maximiser les performances du système et, d’autre
part, l’intégration de modules de surveillance en mesure d’assurer un bon fonctionnement et la
sécurité des opérateurs. Les solutions apportées à ces deuxproblèmes passent souvent par une
phase de connaissance de l’état de fonctionnement du système par le biais d’une estimation en-
tière ou partielle de ses variables d’état et éventuellement des grandeurs perturbatrices (défauts,
entrées inconnues, etc.). En effet, de nombreuses techniques de synthèse de lois de commande
sont conçues en supposant que l’état du système est accessible à la mesure. Or, sur un plan pra-
tique, divers facteurs physiques, techniques ou économiques rendent particulièrement difficile
voire impossible la mesure de la totalité des variables du système, d’où le besoin de procéder
à une estimation des variables non mesurables. Dans le contexte de la surveillance, l’estima-
tion de l’état du système est une source de redondance analytique. Elle permet de générer des
symptômes de défaillance du système à partir d’un test de cohérence entre des signaux extraits
du système qui renseignent sur son comportement réel et des signaux estimés qui traduisent le
comportement attendu. Tout écart non permis entre ces signaux révèle la présence éventuelle de
défauts affectant le fonctionnement du système, défauts qu’il convient ensuite d’estimer.

D’une façon générale, l’estimation de l’état d’un système s’opère par le biais d’un système
dynamique auxiliaire, couramment appeléestimateur d’étatou observateur. Il est conçu sur la
base d’un modèle capable de représenter avec précision le comportement réel du système. La
complexité de ce modèle doit en outre demeurer admissible etce, de façon à rendre la tâche de
synthèse et de mise en œuvre de l’observateur la plus aisée possible (étude de sa stabilité et de
la convergence de l’erreur d’estimation, minimisation du volume de calculs, etc.).

Les premières études relatives à l’estimation d’état ont été menées à partir de modèles de
structure linéaire relativement peu complexes. Les outilsthéoriques de synthèse d’observateurs,
basés sur ce genre de modèle, semblent avoir atteint une certaine maturité et de nombreuses
techniques d’estimation d’état sont disponibles. Cependant, le recours à ces techniques peut
présenter certaines limites dans nombre de situations pratiques. En effet, la caractérisation de
nombreux systèmes physiques à l’aide de modèles linéaires s’accompagne généralement d’hy-
pothèses simplificatrices, souvent restrictives qui conduisent par exemple à considérer de faibles
variations du système autour d’un point de fonctionnement donné, réduisant de fait le domaine
de validité du modèle. L’estimation d’état fournie par l’observateur conçu sur la base de telles
hypothèses se révèle inefficace lorsque l’objectif est d’obtenir une estimation d’état valable dans
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Introduction générale

un large domaine de fonctionnement du système et non plus seulement au voisinage d’un point
de fonctionnement donné, les performances du modèle se dégradant dès que le système s’en
éloigne.

Afin de satisfaire cet objectif, la synthèse de l’observateur doit se faire sur la base de modèles
plus complexes de nature non linéaire en mesure de représenter le comportement du système
dans une large plage de fonctionnement. Cette approche, objet de développements constants
depuis une trentaine d’années, est à l’origine de différentes techniques de synthèse d’observa-
teurs (filtres de Kalman étendus, observateurs à grand gain,observateurs adaptatifs, etc.) pour
des classes spécifiques de modèles non linéaires. Toutefois, en raison de la multiplicité de leurs
structures et de leur complexité mathématique, les modèlesnon linéaires rendent la synthèse
et la mise en œuvre de l’observateur plus difficiles et délicates que dans le cas des modèles
linéaires. A ces difficultés se superpose en outre le problème épineux soulevé par l’obtention
d’une représentation globale du comportement du système.

En effet, la mise en équations des lois de la conservation de la masse et de l’énergie qui gou-
vernent un système conduit en règle générale à un modèle de connaissance trop complexe, à la
mise en œuvre délicate. Dans bon nombre de situations pratiques, le manque de connaissances
a priori sur le système peut compromettre la réussite d’une démarchede modélisation phéno-
ménologique. Dans ce cas de figure, le recours à des techniques de modélisation expérimentale
élaborées à partir des mesures d’entrée/sortie recueillies sur le système s’impose. Dans le cadre
de cette démarche de modélisation, la caractérisation appropriée du système est tributaire d’un
choix judicieux de la structure du modèle. Ce choix est d’autant plus compliqué que le modèle
obtenu doit pouvoir être exploité lors de la synthèse de l’observateur. Au problème posé par la
synthèse de l’observateur vient donc se greffer le problèmeinitial de l’identification paramé-
trique du modèle avec toutes les difficultés qu’il comporte.

Pour ces raisons, les phases de modélisation du système et desynthèse de l’observateur
doivent être envisagées conjointement de manière à livrer une solution adaptée aux problèmes
soulevés par l’estimation d’état et par le diagnostic. Il convient alors de proposer des techniques
d’estimation d’état conçues à partir de modèles de représentation non linéaire, d’une part, assez
généraux de façon à prendre en compte un nombre varié de situations de fonctionnement du
système (haut degré de généralité pour l’identification) et, d’autre part, structurellement aptes à
favoriser la synthèse de l’observateur. La problématique abordée dans cette thèse se situe préci-
sément dans cet axe de recherche.

La stratégie d’estimation d’état proposée dans ce mémoire est basée sur une technique de
modélisation globale connue sous le nom générique d’approche multimodèle. Son principe s’ap-
puie sur la réduction de la complexité du système par le fractionnement de son espace de fonc-
tionnement en un nombre fini de zones de fonctionnement. Unsous-modèlede structure simple
et souvent linéaire peut alors servir à la description du comportement dynamique du système
dans chaque zone. Le comportement global du système est ensuite représenté en considérant
judicieusement la contribution relative de chaque sous-modèle au moyen d’unefonction de
pondérationassociée à chaque zone de fonctionnement.
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Les multimodèles sont reconnus pour leurs capacités à approcher les comportements dy-
namiques, aussi complexes soient-ils, d’une large gamme desystèmes. Ils se révèlent tout à
fait adaptés à la modélisation de systèmes à partir de données expérimentales. Leur structure
possède en outre des propriétés mathématiques très intéressantes d’un point de vue de l’automa-
tique. En effet, les multimodèles facilitent l’extension de certains outils d’analyse développés
dans le cadre des systèmes linéaires aux systèmes non linéaires et ce, sans avoir à effectuer
d’analyse spécifique sur la non-linéarité du système.

Dans cette approche de modélisation, deux grandes famillesde multimodèles sont recen-
sées selon la structure mise à profit pour agréger les sous-modèles. La première, connue sous
l’appellation demultimodèle de Takagi-Sugeno, est constituée de sous-modèles partageant un
vecteur d’état unique. La seconde, connue sous l’appellation demultimodèle découplé, fait in-
tervenir des sous-modèles découplés (c.-à-d. indépendants), chacun d’entre eux possédant son
propre vecteur d’état.

L’intérêt suscité par le multimodèle de Takagi-Sugeno lorsde la modélisation, de la com-
mande ou de l’estimation d’état des systèmes non linéaires alargement été démontré. Toutefois
d’un point de vue structurel, tous les sous-modèles constituant ce multimodèle ont la même
dimension, un vecteur d’état unique étant employé. La complexité des sous-modèles est par
conséquent constante quelle que soit la complexité du système dans les différentes zones de
fonctionnement. Le multimodèle ainsi obtenu risque alors d’être sur-paramétré et sa complexité
inutilement augmentée.

La structure du multimodèle découplé, quant à elle, introduit une certaine flexibilité dans
l’étape de modélisation. Elle permet en effet d’introduiredes sous-modèles dont les vecteurs
d’état peuvent être de dimensions différentes et se démarque ainsi des structures de multimo-
dèles classiquement utilisées. Dans un contexte d’identification, le multimodèle découplé offre
alors des degrés de liberté supplémentaires dans la mesure où il rend possible la modélisation
de systèmes complexes dont la structure peut varier en fonction du régime de fonctionnement.
En effet, la dimension de chaque sous-modèle peut s’adapterà la complexité du système dans
chaque zone de fonctionnement. Il paraît intéressant, pources raisons, d’exploiter la structure du
multimodèle découplé lors de la synthèse d’un observateur.Les possibilités offertes par ce genre
de multimodèle pour la reconstruction de l’état d’un système et pour son diagnostic semblent
néanmoins peu exploitées au regard des travaux actuellement publiés. Les recherches engagées
dans le cadre de ce mémoire visent donc à proposer des outils destinés à l’estimation d’état des
systèmes et ce, de la phase de modélisation à l’aide d’un multimodèle découplé jusqu’à la phase
de synthèse d’observateurs d’état robustes.

Organisation et contributions

Ce mémoire de thèse a été rédigé à l’image du multimodèle découplé composé de sous-modèles
indépendants les uns des autres. En effet, sa rédaction traduit la volonté de rendre les chapitres
indépendants les uns des autres tout en veillant à les insérer dans un ensemble cohérent et ho-
mogène.
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Introduction générale

L’organisation du mémoire reproduit les différentes étapes qui conduisent à la résolution de
nombreux problèmes rencontrés dans les sciences de l’ingénieur, à savoir l’analyse et le choix
d’une structure de modèle, l’identification paramétrique du système, le développement d’outils
théoriques de synthèse puis leur mise en œuvre.

Le premier chapitre fait figure d’introduction à l’approche multimodèle. Il expose les concepts
et les principes généraux sur lesquels elle repose et propose une définition précise de la termi-
nologie classiquement utilisée. Il établit les différences entre les deux principales structures de
multimodèles. Lesecond chapitreaborde le problème soulevé par l’identification des systèmes
non linéaires à partir d’une structure multimodèle découplé. Loin d’être exhaustif, ce chapitre
a néanmoins le mérite de fournir les éléments nécessaires à la représentation multimodèle d’un
système à partir d’une démarche expérimentale d’identification de type boîte noire. Lestroi-
sième et quatrième chapitres, cœur du mémoire, sont dédiés au problème posé par l’estimation
d’état d’un système à partir de sa représentation multimodèle. Le troisième chapitre propose
une extension de l’observateur de Luenberger ou à gain proportionnel classiquement employé
dans les problèmes d’estimation d’état. Le recours à la seconde méthode de Lyapunov conduit
à l’obtention des conditions garantissant la convergence vers zéro de l’erreur d’estimation sous
la forme d’un ensemble d’inégalités matricielles linéaires. Dans lequatrième chapitre, ces ré-
sultats sont étendus à la synthèse des observateurs d’état “robustes” vis-à-vis des perturbations,
des incertitudes paramétriques et des entrées inconnues susceptibles d’affecter le comportement
dynamique du système. L’estimation d’état robuste aux perturbations et aux incertitudes para-
métriques est initialement traitée en considérant un observateur à gain proportionnel. Le gain
de cet observateur est obtenu de façon à atténuer l’impact deces perturbations sur l’erreur d’es-
timation tout en imposant des performances dynamiques (vitesse de convergence, etc.). Cet ob-
servateur n’offre toutefois pas au concepteur tous les degrés de liberté nécessaires à l’obtention
d’un compromis satisfaisant entre les performances dynamiques de l’observateur et le rejet des
perturbations, un objectif dégradant généralement l’autre. Pour surmonter ces difficultés, il est
fait appel à une structure particulière d’observateur dit àgain proportionnel-intégral en mesure
de généraliser l’observateur à gain proportionnel standard et d’introduire des degrés de liberté
supplémentaires dans la phase de synthèse. Quant au problème de l’estimation d’état robuste
vis-à-vis des entrées inconnues, il est traité à l’aide d’unobservateur particulier à entrées incon-
nues ditobservateur à gain multi-intégral. Ce dernier rend possible l’estimation simultanée de
l’état du système et des entrées inconnues affectant son comportement. Ces estimations peuvent
être directement mises à profit face aux problèmes posés par le diagnostic et la surveillance des
systèmes. Soulignons que la conception des observateurs à gain proportionnel-intégral et à gain
multi-intégral n’a, à notre connaissance, pas encore été abordée dans un cadre multimodèle.
Enfin, lecinquième chapitreétablit, à partir de quelques exemples académiques, un lienentre
la démarche d’identification et celle de l’estimation d’état et montre dans quelle mesure ces
résultats peuvent être exploités dans un contexte de diagnostic des systèmes non linéaires.
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Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

1.1 Introduction

La caractérisation du comportement dynamique d’un système, par le biais d’un modèle mathé-
matique, représente une étape fondamentale dans de nombreuses disciplines scientifiques telles
que les sciences physiques et de la nature, les sciences sociales et économiques, les sciences
de l’ingénieur, etc. Dans ce dernier contexte, le modèle mathématique joue un rôle central dans
la conception (dimensionnement des composants, simulation numérique), l’étude (analyse des
mécanismes inhérents au comportement du système) et la conduite (optimisation du comporte-
ment, commande et surveillance) d’un système existant ou à construire.

Le modèle mathématique d’un système est une image abstraitede la réalité qui se présente
généralement sous la forme d’un ensemble de variables, de fonctions et/ou d’équations. Comme
l’indiquent Edwards et Hamson dans l’introduction de leur ouvrageGuide to mathematical
modelling[Edwards et Hamson, 2001] :

“ La réussite d’un modèle dépend généralement de la facilitéavec laquelle il pourra
être utilisé et de la précision de ses prédictions. Remarquons également que tout
modèle possède undomaine restreint de validitéet ne peut être exploité en dehors
de ce domaine. ”1

Leurs propos mettent clairement en évidence les trois aspects fondamentaux que tout modèle
est censé revêtir, à savoir le domaine de validité, la précision et la simplicité.
Tout modèle possède un domaine restreint de validité fixé, à titre d’exemple, par les aspects
physiques du système ou par les hypothèses de travail émiseslors de la procédure de modélisa-
tion.
La précision implique que le modèle décrit le plus fidèlementpossible les phénomènes et les
interactions entre les différentes grandeurs caractéristiques du système ou à défaut son com-
portement entrée/sortie. Le modèle livre ainsi, dans son domaine de validité, des prédictionsa
posterioriexactes et exploitables ultérieurement.
Enfin, la simplicité conditionne le choix des outils théoriques permettant de répondre à des ob-
jectifs classiques en automatique tels que l’estimation des variables non directement mesurables
ou la commande du système.
La simplicité et la précision du modèle sont toutefois deux objectifs de modélisation antago-
nistes, la simplicité du modèle dégradant en règle généralela précision des estimations et vice
versa. Il s’avère alors nécessaire de parvenir, au cours de l’étape de modélisation, à un compro-
mis entre ces deux aspects et ce, tout en garantissant le domaine de validité le plus large possible.

Ce compromis passe souvent par le choix de la structure de modèle la plus apte à représenter
le comportement dynamique du système. Dans un contexte d’identification des systèmes, deux
grandes familles de modèles peuvent être distinguées en fonction de leur type de structure, li-
néaire ou non linéaire.

L’identification des systèmes basée sur une structure linéaire à temps invariable (LTI) a
atteint un certain degré de maturité et des outils performants d’identification ont été établis dans

1 “ Generally the success of a model depends on how easily it canbe used and how accurate are its predictions.
Note also that any model will have alimited range of validityand should not be applied outside this range. ”
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1.1. Introduction

la littérature [Walter et Pronzato, 1994; Ljung, 1999; Mensler, 1999]. D’aprèsLjung [1999], la
sortiey(t) d’un modèle LTI à temps discret excité par une entréeu(t) et perturbé par un bruit
additif w(t) peut être caractérisée d’une façon générale par un modèle dela forme

A(q−1)y(t) =
B(q−1)

F(q−1)
u(t)+

C(q−1)

D(q−1)
w(t) , (1.1)

où q−1 est l’opérateur retard et oùA(q−1), B(q−1), C(q−1), D(q−1), F(q−1) sont des poly-
nômes enq−1. Il est possible de recenser, selon les polynômes choisis, environ 32 structures
différentes de modèles, les plus répandues étant celles du modèle à réponse impulsionnelle finie
(A=C=D=F=1), du modèle à erreur de sortie (A=C=D=1), du modèleARX (F=C=D=1) et du
modèle ARMAX (F=D=1). La structure mathématique des modèlesLTI a favorisé l’émergence
de nombreuses techniques d’identification, d’analyse et decommande qui ont permis de fonder
les principes de l’automatique moderne. Ces outils théoriques simplifient considérablement la
résolution de nombreux problèmes régulièrement rencontrés en automatique.

La majorité des systèmes physiques présente cependant des comportements bien plus com-
plexes et donc difficiles à caractériser dans une large plagede fonctionnement par des modèles
linéaires de la forme (1.1). En effet, l’hypothèse de linéarité du système n’y est vérifiée que très
localement autour d’un point de fonctionnement donné. La modélisation correcte du comporte-
ment global de ces systèmes nécessite le recours à des modèles de représentation plus “sophisti-
qués” de nature non linéaire. La relation entrée/sortie d’un modèle non linéaire se présente sous
la forme générale

y(t) = g(ϕ(t),θ)+w(t) , (1.2)

où g(.) est le modèle,θ le vecteur de paramètres du modèle etϕ(t) le vecteur de régression
c.-à-d. le vecteur de variables expliquant le comportementdu système. Le vecteur de régression
fait intervenir les variables d’entrée du système et éventuellement de sortie du modèle ou du
système à identifier.Sjöberg et al.[1995] proposent un classement, établi en fonction du vecteur
de régression utilisé, des différentes familles de modèlesnon linéaires :

• Modèles NFIR, dans lesquels seulu(t − k) est utilisé pour construire le vecteur de ré-
gression.

• Modèles NARX, dans lesquelsu(t − k) et y(t − k) servent à construire le vecteur de
régression.

• Modèles NOE, dans lesquelsu(t − k) et ŷ(t − k) servent à construire le vecteur de ré-
gression, ˆy(t) étant la sortie du modèle.

• Modèles NARMAX, dans lesquelsu(t − k), y(t − k) et ε(t − k) servent à construire le
vecteur de régression avecε(t) = y(t)− ŷ(t).

Il convient toutefois de remarquer que le choix du vecteur derégression ne détermine pas
la structure interne du modèle, toute forme mathématique deg(.) étant admissible comme mo-
dèle. Dès lors, l’extension aux systèmes non linéaires des structures proposées dans le cadre des
systèmes linéaires est difficilement envisageable. Il n’existe évidemment pas de modèle unique
apte à caractériser le comportement d’un système, différents modèles pouvant être employés en
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Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

fonction de la structure interne choisie. Afin de guider au mieux ce choix, outre les critères de
simplicité et de précision requis, des critères supplémentaires tels que laflexibilité, la généralité
(c.-à-d. la capacité à prendre en compte un nombre varié de situations différentes de modélisa-
tion) et latransparence(c.-à-d. la facilité à interpréter et/ou à analyser le modèle) doivent être
pris en considération.

L’élaboration de modèles de représentation non linéaire destinés à la prévision, la com-
mande ou la surveillance figure parmi les thèmes de rechercheincontournables en automatique.
On peut mentionner, parmi les différentes structures de modèles non linéaires couramment
utilisées, les séries temporelles et de Volterra, les estimateurs à noyau, les modèles à blocs
structurés, les réseaux de neurones, les modèles flous, les modèles par décomposition en onde-
lettes, l’approche multimodèle et des approcheshybridesissues de la combinaison de différentes
approches comme par exemple les modèles neuro-flous [Jang, 1993; Babuska et Verbruggen,
2003], les modèles flous d’Hammerstein [Abonyi et al., 2000] ou les réseaux de neurones de
modèles de type Wiener et de type Hammerstein [Janczak, 2004] (une étude approfondie des
structures de modèles et des techniques de modélisation estprésentée dans [Sjöberg et al., 1995;
Boukhris, 1998; Ljung, 1999; Gasso, 2000]).

Le choix d’un modèle non linéaire soulève donc un problème fondamental, chaque struc-
ture présentant à la fois un certain nombre d’avantages et d’inconvénients. Le modèle recherché
doit, dans tous les cas, être suffisamment général de façon à représenter avec précision une large
classe de systèmes. Sa structure doit de plus favoriser l’élaboration d’outils théoriques d’ana-
lyse et de synthèse destinés à faciliter son exploitation. Toutefois, la multitude de formes que
peut revêtir un modèle non linéaire rend difficile la mise en place d’une théorie unique à la fois
générale (c.-à-d. applicable à toutes les formes) et exhaustive (c.-à-d. en mesure d’exploiter de
façon systématique n’importe quel modèle non linéaire).

Dans ce mémoire, on a opté pour uneapproche multimodèle. En effet, les multimodèles
constituent un outil adapté à la modélisation des systèmes complexes. Ils sont également dotés
d’une structure aux propriétés mathématiques particulièrement intéressantes du point de vue de
l’automatique. Ils permettent donc de parvenir à un bon compromis entre complexité et simpli-
cité. Le présent chapitre, divisé en quatre sections, introduit l’approche multimodèle. Il débute
par un rappel succinct des tests permettant de conclure sur le caractère linéaire ou non linéaire
d’un système. Cette étape de tests permet de justifier le choixdu type de structure, linéaire ou
non, utilisé lors de la phase d’identification. Après ces considérations générales, la deuxième
section présente les modèles à blocs structurés, formes de multimodèle relativement élémen-
taires. L’approche multimodèle proprement dite fait l’objet des deux dernières sections. Une
présentation des principes régissant l’approche multimodèle et de la terminologie à laquelle
elle fait appel est proposée. Une attention particulière est accordée aux différentes structures de
multimodèles. En effet, dans ce contexte de modélisation, l’agrégation des sous-modèles peut
s’opérer de diverses façons donnant toutes lieu à différentes classes de multimodèles [Filev,
1991]. Deux grandes familles de multimodèles sont recensées selon l’utilisation d’un vecteur
d’état unique (multimodèle de Takagi-Sugeno) ou de plusieurs vecteurs d’état (multimodèle dé-
couplé) dans les équations du multimodèle. Le lien entre l’approche multimodèle et d’autres
techniques de modélisation de systèmes non linéaires est clairement mis en évidence.
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1.2. Sur le caractère linéaire ou non linéaire d’un système

1.2 Sur le caractère linéaire ou non linéaire d’un système

Dans un contexte d’identification, la détermination du caractère, linéaire ou non linéaire, du sys-
tème à identifier constitue une étape fondamentale. Il est possible pour y parvenir de procéder à
une série de tests sur les données d’entrée et de sortie misesà disposition pour l’identification.
Cette information sur la nature du système peut aider le concepteur à choisir la famille de mo-
dèles, linéaire ou non linéaire, la plus apte à représenter son comportement dynamique.

Cette section se propose de rappeler quelques tests classiques permettant de déterminer la
nature linéaire ou non d’un système.

1.2.1 Propriétés de linéarité d’un système

Un système présente un comportement linéaire s’il répond favorablement aux propriétés de
superpositionetd’homogénéitédéfinies ci-dessous [Haber et Keviczky, 1999; Nowak, 2002].

Définition 1.1 (Superposition). Un système obéit au principe de superposition si les réponses
du système à différentes excitations sont additives. Soit par exemple y1(t) la réponse du système
à l’excitation u1(t) et y2(t) la réponse à l’excitation u2(t). La propriété de superposition est
vérifiée si la réponse à l’entrée u(t) = u1(t)+u2(t) est donnée par y(t) = y1(t)+y2(t).

Définition 1.2 (Homogénéité). Un système obéit au principe d’homogénéité si les réponses
du système à différentes excitations sont proportionnelles. Soit par exemple, u(t) et cu(t) deux
signaux d’excitation appliqués séparément au même système(où c est une constante). La pro-
priété d’homogénéité est vérifiée si les sorties résultant de l’application de ces entrées sont
données respectivement par y(t) et cy(t) quel que soit le facteur d’échelle c utilisé.

a1u1(t)+a2u2(t)

Système linéaire
a1y1(t)+a2y2(t)a1u1(t)+a2u2(t)

Système
non linéaire

f (a1u1(t)+a2u2(t)) 6= a1y1(t)+a2y2(t)

Figure 1.1 – Système linéaire et système non linéaire

La sortiey(t) d’un système linéaire à une entréeu(t) de la forme :

u(t) =
p

∑
i=1

aiui(t) (1.3)

doit vérifier, d’une façon générale, la condition :

y(t) =
p

∑
i=1

aiyi(t) , (1.4)
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Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

oùyi est la sortie du système à une excitation particulièreui , soit

yi(t) = g(ui(t)) , (1.5)

oùg(.) est le système à tester.

En conclusion, un système est dit linéaire s’il obéit conjointement aux propriétés1.1et 1.2
et par opposition un système est dit non linéaire s’il ne les respecte pas (voir figure1.1).

1.2.2 Tests de non-linéarité d’un système

Haber et Keviczky[1999] proposent un recueil de tests non paramétriques dans les domaines
temporels, fréquentiels ou spectraux. Ces tests délivrent un certain nombre d’indices permettant
de conclure sur le caractère non linéaire d’un système.

Les relations entre les tests portant sur la non-linéarité et les indices associés sont les sui-
vantes :

• Tous les tests sont définis de façon à obtenir un indice nul si le système est linéaire.

• Si l’indice associé au test est différent de zéro alors le système étudié est de nature non
linéaire.

• Le fait que l’indice soit nul n’est pas une condition suffisante pour conclure sur la li-
néarité du système, sauf si au cours du test le système a été excité par tous les signaux
admissibles en amplitude et en forme.

• Un test réalisé sur un système excité par un nombre fini de signaux peut fournir un indice
renseignant sur la non-linéarité du système. Rien ne peut cependant être avancé sur la
linéarité.

• Les tests et les indices ne sont valables que dans un domaine particulier de fonctionne-
ment du système déterminé par les signaux d’entrée. En effet, le même test peut conduire
à un indice différent si un autre domaine de fonctionnement est exploré.

Deux tests réalisés dans le domaine temporel sont rappelés ci-dessous [Billings et Voon,
1983; Thomson et al., 1996].

Test temporel basé sur la réponse indicielle

Considérons un niveau normal de fonctionnement (normal operating level) du système[u0(t),y0(t)].
Le test comprend deux phases. La première phase consiste à appliquer un changement constant
au niveau du signal d’excitation soitu0(t)+ ∆u1, à enregistrer le signal ainsi obtenuy1(t) puis
à ramener le système à son comportement nominal de départ. Laseconde phase consiste à ap-
pliquer un deuxième signal d’excitation au système soitu0(t)+∆u2 et à enregistrer la nouvelle
sortie du systèmey2(t). Remarquons que les changements∆u1 et ∆u2 sont liés par la relation :

∆u2 = ρ∆u1 , (1.6)
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1.2. Sur le caractère linéaire ou non linéaire d’un système

où ρ est un facteur d’échelle. On calcule ensuite le rapport :

δ (t) =
y2(t)−y0

y1(t)−y0
. (1.7)

Si δ (t) n’est pas constant ou égal àρ alors le système peut être considéré comme non linéaire.
Les changements deρ doivent être positifs et négatifs de façon à explorer l’espace de fonction-
nement du système. Un indice sur la non-linéarité du systèmeest donné par :

η = max
t

|δ (t)−ρ|
|ρ|

. (1.8)

Ainsi, en considérant des signaux sans bruit, un système estnon linéaire siη > 0 (linéaire si
η = 0 dans la plage de fonctionnement donnée). Dans le cas contraire, il convient de reproduire
le test plusieurs fois et d’en prendre la valeur moyenne si les signaux sont bruités.

Remarque 1.1.Le fait que deux systèmes aient un indice similaire ne se traduit pas par des
comportements dynamiques similaires. En effet, ce test estbasé sur le comportement en régime
statique du système, son comportement dynamique n’étant pas pris en considération.

Remarque 1.2.Ce test peut également être effectué à partir de l’analyse de la caractéristique
entrée/sortie du système en régime statique. La relation établie entre les données d’entrée et de
sortie doit être linéaire et de pente constante égale àρ.

Test utilisant les corrélations entre les sorties du système [Billings et Voon, 1983]

Il est supposé que l’entréeu(t) et le bruit du systèmew(t) sont décorrélés, de moyenne nulle et
que tous les moments impairs deu(t) et dew(t) sont nuls. Tous les moments pairs deu(t) sont
supposés disponibles.

Le test consiste à appliquer un signal d’entrée de la formeu(t) + b, où b est un signal
constant, et à enregistrer la sortiey(t) du système. Le signal de sortie est ensuite centré :

yc(t) = y(t)− ȳ où ȳ =
N

∑
t=1

y(t)/N , (1.9)

puis on calcule la fonction de corrélation :

φyc,y2
c
(τ) = E

[
yc(t + τ)(yc(t))

2] . (1.10)

Le système est considéré linéaire, dans la plage de fonctionnement donnée, si et seulement
si :

φyc,y2
c
(τ) = 0 ∀τ . (1.11)

Soulignons que le signal constantb est ajouté à l’entrée de façon à ce que tous les termes reflé-
tant la non-linéarité du système soient mis à contribution dans le calcul deφyc,y2

c
(τ).

Par ailleurs, la contrainte sur les moments du signal d’entréeu(t) peut être assurée par un
choix approprié du signal d’entrée, en considérant par exemple un signal sinusoïdal, un signal
de type gaussien, etc. Cette hypothèse peut être vérifiée en calculant E[u(t)u(t + τ1)u(t + τ2)]
∀τ1, τ2.
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Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

1.2.3 Mesures de la non-linéarité d’un système

Les tests proposés dans la section1.2.2se contentent de conclure sur le caractère linéaire ou non
linéaire du système (oui/non). Cependant, la mesure dudegré de non-linéaritédu comportement
entrée/sortie du système serait susceptible de livrer des informations bien plus intéressantes. A
titre d’exemple, cette mesure pourrait justifier l’emploi d’une loi de commande de type non
linéaire pour le système. En effet, si le système n’était que“faiblement non linéaire” alors la
conception d’une loi de commande de type linéaire serait en mesure de fournir des performances
dynamiques largement satisfaisantes.

De nombreux auteurs ont cherché à établir une telle mesure.Guay[1996] a conçu une mé-
thodologie permettant de mesurerle degré de courburede la caractéristique en régime statique
d’un système non linéaire.Helbig et al.[2000] et plus récemmentSchweickhardt[2006] ont
proposé différentes mesures du degré de non-linéarité permettant de quantifier l’erreur d’ap-
proximation du meilleur modèle linéaire d’un système non linéaire.

Le problème soulevé par la mesure du degré de non-linéarité d’un système demeure néan-
moins ouvert et ce, en dépit des nombreux efforts fournis.

1.3 Modèles de systèmes à base de blocs structurés

Un moyen relativement simple de représenter le comportement non linéaire d’un système re-
pose sur l’utilisation de modèles à base de blocs structurés(Block-oriented models) [Narendra
et Gallman, 1966]. Ces derniers sont élaborés grâce à la combinaison de deux blocs de base :
un élément non linéaire statique et un élément linéaire dynamique.

La combinaison de ces deux blocs peut conduire à l’élaboration d’un grand nombre de struc-
tures de modèles. Parmi les différents modèles à base de blocs structurés, les modèles d’Ham-
merstein et de Wiener sont probablement les plus répandus. Ils se présentent sous la forme d’un
modèle dynamique linéaire en cascade avec un élément statique de type non linéaire. Leur dif-
férence provient de l’ordre dans lequel ces deux blocs sont présentés (Pearson[1995] a établi
une comparaison exhaustive entre ces deux modèles). La capacité de ces deux modèles structu-
rellement simples à représenter des comportements non linéaires complexes est à l’origine du
succès rencontré par cette technique de modélisation.

L’identification des systèmes non linéaires à l’aide de blocs structurés remonte au milieu
des années 60 [Narendra et Gallman, 1966] et a été depuis largement abordée dans la littéra-
ture [Haber et Unbehauen, 1990; Mielcarek, 1990]. Bien que considérablement exploités pour
la modélisation, la commande et le diagnostic, ces modèles font toujours l’objet de nombreux
travaux de recherche.
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1.3. Modèles de systèmes à base de blocs structurés

1.3.1 Le modèle d’Hammerstein

Le modèle d’Hammerstein se compose d’un élément statique non linéaire suivi d’un élément
dynamique linéaire. Sa structure est présentée sur la figure1.2.

Elément dynamique
linéaire

Elément statique
non linéaire

u(t)
y(t)v(t)

Figure 1.2 – Modèle de type Hammerstein

La représentation d’état du modèle de type Hammerstein est donnée par :

v(t) = f (u(t)) , (1.12a)

x(t +1) = Ax(t)+Bv(t) , (1.12b)

y(t) = Cx(t)+Dv(t) , (1.12c)

où x ∈ R
n est l’état,u ∈ R

r le signal d’entrée du modèle,v ∈ R
m le signal d’entrée du bloc

dynamique linéaire,f (.) : R
r → R

m la fonction vectorielle caractérisant l’élément statiquenon
linéaire ety∈R

p le signal de sortie du modèle. Il convient de remarquer que les seules grandeurs
accessibles physiquement sont le signal d’entréeu(t) et le signal de sortiey(t). Le signalv(t)
est un signal fictif de modélisation et n’est pas accessible.

Les modèles d’Hammerstein se révèlent bien adaptés à la caractérisation, au moyen d’un
modèle linéaire, du comportement dynamique d’un système dont l’actionneur présente un ca-
ractère non linéaire (saturations, zone morte, etc.).

1.3.2 Le modèle de Wiener

D’un point de vue structurel, le modèle de type Wiener est le pendant du modèle d’Hammer-
stein. Il s’obtient en inversant l’ordre des éléments de base. Sa structure est présentée sur la
figure1.3.

Elément dynamique
linéaire

Elément statique
non linéaire

u(t)
y(t)v(t)

Figure 1.3 – Modèle de type Wiener

La représentation d’état du modèle de type Wiener est donnéepar :

x(t +1) = Ax(t)+Bu(t) , (1.13a)

v(t) = Cx(t)+Du(t) , (1.13b)

y(t) = f (v(t)) , (1.13c)

où x ∈ R
n est l’état,u ∈ R

m le signal d’entrée du modèle,v ∈ R
r le signal de sortie du bloc

dynamique linéaire,f (.) : R
r → R

p la fonction vectorielle caractérisant l’élément statiquenon
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Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

linéaire ety∈ R
p le signal de sortie du modèle. Comme dans le cas du modèle d’Hammerstein,

les seules grandeurs accessibles physiquement sont le signal d’entréeu(t) et le signal de sortie
y(t).

Les modèles de Wiener se révèlent bien adaptés à la caractérisation, au moyen d’un modèle
linéaire, du comportement dynamique d’un système dont le capteur présente un caractère non
linéaire.

Exemple 1.1(Test de non-linéarité des modèles de Wiener et d’Hammerstein)
Il est possible de faire appel au test temporel basé sur la réponse indicielle (c.f. section1.2.2)
afin de vérifier le comportement non linéaire des structures de Wiener et d’Hammerstein.

A cet effet, on considère des modèles de Wiener et d’Hammerstein élaborés à l’aide des
deux mêmes blocs structurés. L’élément dynamique linéaireest donné par :

y(t +1) = 0.5y(t)+0.5u(t) (1.14)

et l’élément statique non linéaire par : f(t) = 0.1+cos(4m(t))exp(−0.75m(t)).

La figure1.4 présente la caractéristique de l’élément statique et les réponses indicielles
de l’élément dynamique à des entrées constantes d’amplitudes différentes. Il est possible de
constater que l’élément dynamique linéaire a un gain unitaire.

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−2

−1

0

1

2

3

m

f

0 2 4 6 8 10

−0.5

0

0.5

1

1.5

t

 

 

u1(t) = −0.5

u2(t) = 1.0

u3(t) = 1.5

Figure 1.4 – Elément statique non linéaire (à gauche) et réponses indicielles de l’élément dyna-
mique linéaire (à droite)

Les indices(1.8) calculés pour les modèles de Wiener et d’Hammerstein sont égaux à
η = 2.8. Il est ainsi possible de conclure positivement sur le caractère non linéaire des modèles
d’Hammerstein et de Wiener dans leur domaine de fonctionnement. Il convient de remarquer
que les indices associés à ces deux modèles sont identiques pour les valeurs numériques utili-
sées dans cet exemple et ce, malgré des comportements dynamiques largement différents (c.f.
exemple1.2).
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1.3. Modèles de systèmes à base de blocs structurés

Il est important de souligner que les modèles d’Hammersteinet de Wiener, bien qu’ils
soient construits à partir des mêmes blocs structurés, présentent des comportements différents.
L’exemple suivant propose une comparaison entre ces deux modèles.

Exemple 1.2(Comparaison entre les modèles de Wiener et d’Hammerstein)
On considère les modèles de Wiener et d’Hammerstein employés dans l’exemple1.1.

0 2 4 6 8 10

−0.5

0

0.5

1

1.5

t

 

 

u1(t) = −0.5

u2(t) = 1.0

u3(t) = 1.5

0 2 4 6 8 10

−0.5

0

0.5

t

 

 

u1(t) = −0.5

u2(t) = 1.0

u3(t) = 1.5

Figure 1.5 – Réponses du modèle de Wiener (à gauche) et du modèle d’Hammerstein (à droite)

Les réponses indicielles des modèles de Wiener et d’Hammerstein à différents échelons
d’amplitudes variables sont illustrées sur la figure1.5. Remarquons que la caractéristique en-
trée/sortie en régime statique des deux modèles est imposéedirectement par l’élément statique
non linéaire, l’élément linéaire ayant un gain unitaire. Les deux modèles présentent ainsi le
même comportement en régime statiquealors qu’ils exhibent descomportements dynamiques
très différents(figure1.5). En effet, le comportement dynamique du modèle d’Hammerstein est
proche du comportement dynamique de l’élément linéaire, l’élément statique affectant seule-
ment le gain du modèle. En revanche, le comportement dynamique du modèle de Wiener est
fortement modifié par l’élément statique qui fait même apparaître des phénomènes oscillatoires.

Par conséquent, l’interconnexion de ces deux blocs peut produire des comportements dyna-
miques très différents, le modèle de Wiener pouvant présenter un caractère non linéaire plus
marqué que celui d’Hammerstein.

1.3.3 Modèle de type Hammerstein-Wiener

La combinaison de ces deux structures permet d’élaborer desmodèles plus complexes. Ainsi,
par exemple, le modèle de type Hammerstein-Wiener dont la représentation d’état est donnée
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Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

par :

v(t) = f (u(t)) , (1.15a)

x(t +1) = Ax(t)+Bv(t) , (1.15b)

s(t) = Cx(t)+Du(t) , (1.15c)

y(t) = f̃ (s(t)) (1.15d)

est obtenu en considérant un modèle d’Hammerstein suivi d’un modèle de Wiener. Un mo-
dèle de type Wiener-Hammerstein peut également être obtenusur ce même principe mais en
inversant l’ordre des modèles.

Elément statique

non linéaire

Elément statique

non linéaire

Elément dynamique

linéaire

Elément dynamique

linéaire

y(t)
u(t)

Figure 1.6 – Modèle de type Wiener-Hammerstein

Il est également possible d’imaginer d’autres combinaisons plus complexes en introduisant
par exemple des boucles de rétroaction [Ragot et Mielcarek, 1992; Pottmann et Pearson, 1998;
Pearson et Pottmann, 2000; Paduart et al., 2007] telles que celles illustrées sur la figure1.6.
Remarquons toutefois qu’en pratique ces formes très élaborées peuvent se révéler difficilement
exploitables.

Commentaires sur les modèles à base de blocs structurés

Les modèles à base de blocs structurés revêtent de nombreux avantages. Leur structure relative-
ment simple rend leur identification aisée et peu coûteuse entemps de calcul. De plus, l’intégra-
tion de connaissancesa priori sur le comportement dynamique du système peut se faire de façon
intuitive (saturations des actionneurs ou des capteurs). En revanche, ils peuvent s’avérer inef-
ficaces à l’heure de décrire globalement le comportement dynamique d’un système fortement
non linéaire. En effet, cette technique de modélisation s’appuie sur la recherche d’une transfor-
mation relativement rigide de la non-linéarité du système.De ce fait, le degré de flexibilité du
modèle est inévitablement réduit et le comportement du système ne peut, en règle générale, être
décrit que dans une plage de fonctionnement assez restreinte.
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1.4. Modèles de systèmes par une approche multimodèle

1.4 Modèles de systèmes par une approche multimodèle

La littérature propose un nombre important d’approches d’identification visant à accroître la
flexibilité du modèle et ce, afin d’élargir la plage de fonctionnement du système à identifier.
Ces différentes approches de modélisation, objet d’un développement croissant au cours des
dernières années, se retrouvent sous diverses appellations dans des contextes plus ou moins
connexes. On peut les regrouper sous le nom générique d’approches multimodèles[Murray-
Smith et Johansen, 1997; Leith et Leithead, 1999, 2000; Gao et al., 2002]. Un tour d’horizon
complet sur l’approche multimodèle et sur les approches connexes est présenté dans l’ouvrage
de référence édité parMurray-Smith et Johansen[1997].

La philosophie de l’approche multimodèle repose sur la fragmentation d’un problème com-
plexe en sous-problèmes plus simples à résoudre et dont les solutions individuelles conduisent
à la résolution du problème d’origine. Cette méthodologie vise à remplacer la recherche d’un
modèle uniqueg(.) souvent difficile à obtenir par la recherche d’une famille desous-modèles
gi(t) et de fonctions de base (basis functions) µi(.) :

g(ϕ(t),θ) =
L

∑
i=1

µi(.)gi(ϕ(t),θi) , (1.16)

l’ensemble caractérisant le comportement global du système

y(t) = g(ϕ(t),θ) . (1.17)

Un choix judicieux de la structure des sous-modèlesgi(.) et des fonctions de baseµi(.) permet
en théorie d’approcher avec une précision imposée n’importe quel comportement non linéaire
dans un large domaine de fonctionnement. Remarquons que ce type de stratégie de modélisa-
tion n’est pas propre au domaine de l’automatique. En effet,le principe dudiviser pour régner
sur lequel se fonde l’approche multimodèle est largement répandu dans divers domaines tels
que la statistique, l’économétrie, etc. Mentionnons à titre d’exemple l’algorithme MARS (Mul-
tivariate Adaptative Regression Splines) [Friedman, 1991], une procédure de régression non
paramétrique largement exploitée dans les domaines de la statistique.

L’approche multimodèle consiste, plus précisément, à réduire la complexité du système en
décomposant son espace de fonctionnement en un nombre fini dezones de fonctionnement.
Le comportement du système étant de moindre complexité danschaque zone, unsous-modèle
de structure simple peut alors être utilisé. Ainsi, en fonction de la zone où le système évolue,
la sortie de chaque sous-modèle est plus ou moins mise à contribution en vue d’approcher le
comportement global du système. La contribution de chaque sous-modèle est quantifiée par une
fonction de pondérationassociée à chaque zone de fonctionnement.

Il semble important, à ce niveau, de définir avec précision les principaux termes utilisés dans
un contexte de modélisation multimodèle.

Zone de fonctionnement : domaineDi issu du partitionnement de l’espace de fonctionnement
D ⊂ R

n du système tel queD = ∪iDi. Le système présente un comportement dynamique
relativement homogène dans chaque zone de fonctionnement.
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Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

Variable de décision ou d’indexationξ ∈ R
j : variable vectorielle connue, caractéristique du

système et accessible par mesure en temps réel. Elle peut être par exemple une variable
d’état mesurable et/ou un signal d’entrée du système.

Fonctions de pondérationµi(ξ (t)) : fonctionsµi(ξ (t)) : R
j →R

1 dépendant des variables de
décision. Elles sont associées aux différentes zones de fonctionnement et servent ainsi à
quantifier graduellement l’appartenance du point de fonctionnement courant du système
à une zone de fonctionnement donnée.
Les fonctions de pondération sont choisies de façon à vérifier les propriétés de somme
convexe suivantes :

L

∑
i=1

µi(ξ (t)) = 1 et 0≤ µi(ξ (t)) ≤ 1, ∀i = 1, · · · ,L, ∀t . (1.18)

Elles peuvent être construites soit à partir de fonctions à dérivées discontinues (p. ex.
fonctions triangulaires ou trapézoïdales) soit à partir defonctions à dérivées continues (p.
ex. fonctions gaussiennes ou sigmoïdes). On opte ici pour des fonctions de pondération
µi(.) construites à partir de fonctions gaussiennes. Ce choix permet d’obtenir, d’une part,
des fonctions faciles à calculer dans le cas multivariable et, d’autre part, des fonctions
continuement dérivables.
Elles sont obtenues, dans le cas monovariable, à partir de laloi ωi(.) : R

1 → R
1

ωi(ξ (t)) = exp

(

−
(ξ (t)−ci)

2

σ2
i

)

(1.19)

dont les paramètres sont les centresci et les dispersionsσi . Dans le cas multivariable, les
fonctions de pondération sont calculées par la loiωi(.) : R

j → R
1

ωi(ξ (t)) =
L

∏
j=1

exp

(

−

(
ξ j(t)−ci, j

)2

σ2
i, j

)

, (1.20)

où ξ j sont les éléments du vecteur de décisionξ .
Les fonctions de pondération s’obtiennent enfin par normalisation des loisωi(ξ (t)) :

µi(ξ (t)) =
ωi(ξ (t))

L
∑
j=1

ω j(ξ (t))
. (1.21)

Il convient de remarquer qu’une dispersion communeσ = σi (σ j = σi, j dans le cas mul-
tivariable) à toutes les fonctions de pondération évite lesphénomènes dits de réactivation
dans lesquels une même fonction de pondération est significativement différente de zéro
en deux zones de fonctionnement distinctes [Gasso, 2000].
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1.4. Modèles de systèmes par une approche multimodèle

Exemple 1.3(Exemple de fonctions de pondération)
La figure1.7 illustre les fonctions gaussiennesωi(.) et les fonctions de pondérationµi(.) in-
dexées parξ ∈ [0,1] avec L= 3, des centres c1 = 0.15, c2 = 0.5, c3 = 0.85 et de dispersion
σ = 0.15. La figure1.8 illustre l’allure des fonctions gaussiennes dans le cas multivariable
µi : R

2 → R avecξ1, ξ2 ∈ [0,1] avec L= 4.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ξ(t)

ωi(t)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ξ(t)

µi(t)

Figure 1.7 – Fonctions gaussiennesωi (à gauche) et fonctions de pondérationµi (à droite) dans
le cas monovariable

Figure 1.8 – Fonctions gaussiennesωi (à gauche) et fonctions de pondérationµi (à droite) dans
le cas multivariable

Sous-modèle :modèle de structure quelconque, généralement simple et linéaire et/ou affine,
représentant le comportement du système dans une zone de fonctionnement bien spéci-
fique.
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Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

Multimodèle : ensemble de sous-modèles agrégés par un mécanisme d’interpolation permet-
tant de caractériser le comportement dynamique global d’unsystème. Un multimodèle se
caractérise par le nombre de ses sous-modèles, par leur structure et par le choix des fonc-
tions de pondération. A titre d’exemple, une structure de multimodèle se présente sous la
forme :

y(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))yi(t) , (1.22)

où L est le nombre de sous-modèles,y(t) la sortie du multimodèle,yi(t) la sortie duième

sous-modèle,ξ (t) la variable de décision etµi(ξ (t)) la fonction de pondération associée
au ièmesous-modèle. Les fonctions de pondération permettent de déterminer la contribu-
tion relative de chaque sous-modèle selon la zone où évolue le système.

Il est d’ores et déjà possible d’entrevoir les trois phases nécessaires à l’obtention d’une repré-
sentation multimodèle :

1. le choix de la variable d’indexationξ ,

2. la décomposition de l’espace de fonctionnement en un nombreL de zones de fonctionne-
ment,

3. la détermination de la structure et des paramètres de chaque sous-modèle.

Afin d’illustrer les différentes notions qui viennent d’être présentées, nous proposons un exemple
simple d’approximation d’un système non linéaire statique. Cet exemple expose d’une façon
intuitive la démarche de modélisation adoptée et montre lesbonnes aptitudes de l’approche
multimodèle à représenter un comportement non linéaire.

Exemple 1.4(Représentation multimodèle d’un système non linéaire statique)
Soit à approcher le système non linéaire suivant :

y(t) = exp

(
−t2

20

)

cos(t) , t ∈ [−5,5] . (1.23)

La variable caractéristique du système est t. Elle est naturellement choisie comme variable de
décision.

L’espace de fonctionnement du système est dans un premier temps décomposé en4 zones
de fonctionnement. La figure1.9présente les fonctions de pondération associées à chacune de
ces zones. Chaque zone de fonctionnement est ensuite caractérisée par un sous-modèle de la

forme : yi = ait +bi. Le multimodèle est finalement donné parŷ(t) =
L
∑

i=1
µi(t)yi(t). La figure1.9

illustre la bonne adéquation entre le système non linéaire et le multimodèle obtenu.

Le nombre de zones de fonctionnement est maintenant réduit àL = 2. Cette réduction accroît
la complexité du comportement du système dans chaque zone. Il est par conséquent nécessaire
d’opter pour des sous-modèles de structure plus complexe, par exemple, yi = ait2 +cit +bi. La
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1.4. Modèles de systèmes par une approche multimodèle

figure1.10illustre la bonne adéquation entre le système non linéaire et le multimodèle obtenu.
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Figure 1.9 – Système non linéaire et approximation multimodèle avecL = 4 (à gauche) et
fonctions de pondération (à droite)
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Figure 1.10 – Système non linéaire et approximation multimodèle avecL = 2 (à gauche) et
fonctions de pondération (à droite)

La moyenne quadratique de l’erreur (Mean Square error MSE) donnée par :

MSE=
1
N

N

∑
t=1

(y(t)− ŷ(t))2 (1.24)

sert d’indice de comparaison des performances des deux multimodèles. Pour le premier multi-
modèle, la MSE1 = 0.00064975et pour le deuxième, la MSE2 = 0.00067852. Les deux multi-
modèles offrent donc des performances très similaires.
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Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

Cet exemple simple montre l’aptitude des multimodèles à capturer les comportements non
linéaires d’un système. Il met également en lumière un dilemme classiquement rencontré dans
l’approche multimodèle, à savoir :

– Est-il préférable de construire un multimodèle comportant un nombre important de sous-
modèles de structure peu complexe ?

ou

– Est-il préférable de construire un multimodèle comportant un faible nombre de sous-
modèles de structure relativement complexe ?

La réponse dépend de la nature et du cahier des charges de modélisation du système.

Cette section a présenté les principes sur lesquels repose l’approche multimodèle. L’adoption
d’une démarche similaire à celle exposée au cours de l’exemple 1.4 conduit à une représen-
tation multimodèle d’un système dynamique non linéaire. Cette démarche plus complexe se
heurte néanmoins à un certain nombre de difficultés, parmi lesquelles figure le choix du mé-
canisme d’interpolation des sous-modèles. Il s’avère alors nécessaire d’expliciter la façon dont
les parties dynamiques des sous-modèles sont agrégées dansla structure du multimodèle. Dans
le cas statique en effet, l’agrégation des sous-modèles s’effectue naturellement par la somme

pondérée de la contribution des sous-modèles sous la forme ˆy(t) =
L
∑

i=1
µi(.)yi(t). Dans le cas

dynamique en revanche, plusieurs façons d’agréger les sous-modèles, c.-à-d. plusieurs struc-
tures de multimodèles, peuvent être envisagées.

1.5 Structures des multimodèles

La représentation multimodèle d’un système non linéaire peut être obtenue à partir de diffé-
rentes structures. Une représentation d’état des sous-modèles permet de les mettre facilement en
évidence. Cette représentation d’état du multimodèle revêtl’avantage d’être compacte, simple
et plus générale qu’une présentation sous la forme d’une équation de régression entrée/sortie.
De surcroît, la synthèse d’une loi de commande ou la construction d’observateurs non linéaires
requièrent souvent une telle description du système.

Deux grandes familles de multimodèles sont répertoriées selon que les sous-modèles sont
homogènesdans le sens où ils partagent la même structure et le même espace d’état ouhé-
térogènes, c.-à-d. que leur structure et leur espace d’état diffèrent. Filev [1991] met en évi-
dence, dans un contexte de modélisation floue directement transposable au cadre multimodèle,
deux structures essentielles de multimodèles. Leur différence provient de la façon dont les
sous-modèles sont combinés. La première structure, connuesous l’appellation demultimodèle
de Takagi-Sugeno, est constituée de sous-modèles partageant un vecteur d’état unique (sous-
modèles homogènes). Dans la seconde, connue sous l’appellation demultimodèle découplé, les
sous-modèles possèdent chacun un vecteur d’état indépendant (sous-modèles hétérogènes).
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1.5. Structures des multimodèles

1.5.1 Multimodèle de Takagi-Sugeno

La structure du multimodèle de Takagi-Sugeno (T.S.) ou à états couplés, initialement proposée
dans un contexte de modélisation floue parTakagi et Sugeno[1985] dans les années 80, a été
depuis largement popularisée dans un contexte multimodèlepar les travaux deJohansen et Foss
[1993]. Elle est certainement la structure la plus couramment utilisée dans le cadre de l’ap-
proche multimodèle. Le multimodèle de T.S. est connu sous différentes appellations : réseaux
de modèles locaux à mélange de paramètres (local model network by blending the parameters),
multimodèle à modèles locaux couplés ou à état couplé ou encore multimodèle à état unique,
etc.

La représentation dans l’espace d’état de ce multimodèle est donnée par :

xi(t +1) = Aix(t)+Biu(t) , (1.25a)

x(t +1) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))xi(t +1) , (1.25b)

y(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))Cix(t) , (1.25c)

où x ∈ R
n est le vecteur d’état commun aux sous-modèles,u ∈ R

m le vecteur de commande,
y∈ R

p le vecteur de sortie etξ (t) la variable d’indexation des fonctions de pondérationµi(.).
Les fonctions de pondération respectent les propriétés de somme convexe (1.18).

NORMALISATION

Σ
y(t)

q−1

ξ (t)

u(t)

x(t)x(t +1)

A1x(t)+B1u(t)

A2x(t)+B2u(t)

ALx(t)+BLu(t)

C1

C2

CL

ΠΠ

ΠΠ

ΠΠ

Σ

µ1(t)

µ2(t)

µL(t)

µ1(t)

µ2(t)

µL(t)

Figure 1.11 – Architecture du multimodèle de T.S.

Les variables d’état intermédiairesxi(t) ont été volontairement introduites dans (1.25) afin
de mettre clairement en évidence, d’une part, la notion de sous-modèle et, d’autre part, le mé-
canisme d’interpolation utilisé dans la prise en compte de la contribution respective de chaque
sous-modèle. En effet, d’après (1.25b), l’état globalx couple tous les étatsxi par le mélange des
équations dynamiques des sous-modèles.

27

te
l-0

03
59

63
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Fe

b 
20

09



Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

Il est cependant possible d’obtenir, en éliminant les étatspartielsxi, la représentation d’état
classique du multimodèle de T.S. (figure1.11) :

x(t +1) = Ã(ξ (t))x(t)+ B̃(ξ (t))u(t) , (1.26a)

y(t) = C̃(ξ (t))x(t) , (1.26b)

où

Ã(ξ (t)) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))Ai , B̃(ξ (t)) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))Bi , C̃(ξ (t)) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))Ci .

Il est aisé de constater que les fonctions de pondérationµi(.) introduisentun mélange des
paramètres des sous-modèlesen fonction de la zone de fonctionnement où le système non li-
néaire évolue. La notion de sous-modèle est ainsi masquée par le fait que le multimodèle de T.S.
est analogue à un système à paramètres variables dans le temps. Ce multimodèle est par consé-
quent composé de sous-modèles “virtuels” disposant de paramètres différents mais partageant
le même vecteur d’état. Il faut noter que d’une façon générale le passage d’un multimodèle de
T.S. sous la forme d’état à un multimodèle de régression ne donne pas lieu à une représentation
équivalente. En effet, l’équivalence entre ces deux formesn’est garantie que s’il est fait appel à
l’une des formes canoniques de la représentation d’état du multimodèle.

De nombreuses techniques de modélisation de systèmes non linéaires partagent la même
structure (1.26). Le choix de la structure des sous-modèles et des fonctionsde pondération est à
l’origine de leurs différences. Il est possible de citer différents modèles basés sur cette structure.

Modèles affines par morceaux ou modèles PWA (PieceWise Affine)

Ce type de modèle est élaboré en considérant des sous-modèlesde type linéaire et des fonctions
de pondération de type booléen [Sontag, 1981]. Ce choix de fonctions de pondération provient
d’un partitionnement de l’espace de fonctionnement en zones de fonctionnement complètement
disjointes. Il en résulte une approximation discontinue dusystème non linéaire dans les phases
de commutation. Cette discontinuité peut s’avérer indésirable dans certaines applications.

Réseaux de fonctions à base radiale (Radial basis function networks)

Il a été montré que, sous certaines restrictions, les réseaux de fonctions à base radiale sont équi-
valents au multimodèle de T.S. [Jang et Sun, 1993; Hunt et al., 1996]. En effet, l’équivalence
entre les modèles est assurée si les fonctions de pondération utilisées sont de type gaussien et si
les sous-modèles se réduisent à une constantewi (sous-modèles d’ordre 0). Ce type de modèle
possède en outre la propriétéd’approximation universelle, n’importe quel système non linéaire
pouvant être représenté par cette structure. Cette approcherevêt néanmoins deux inconvénients
principaux, à savoir le nombre important de sous-modèles nécessaires à l’obtention d’une ap-
proximation satisfaisante du système non linéaire et l’exploitation délicate du modèle obtenu.
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1.5. Structures des multimodèles

Modèles flous de Takagi-Sugeno

Ce type de modèle, proposé parTakagi et Sugeno[1985] dans les années 80, a donné lieu
à de nombreux développements. Il a en particulier permis d’envisager l’extension des outils
classiques de l’automatique aux modèles flous. Ce type de modélisation repose sur des règles
du type :si prémissealors conséquence, où les prémisses sont obtenues à partir de propositions
linguistiques permettant l’évaluation des pondérationsµi(.) et où les conséquences sont le plus
souvent des fonctions affines qui correspondent aux sous-modèles. Parmi les multiples intérêts
offerts par ce modèle figure le fait qu’il permet d’introduire des connaissancesa priori sur
le système dans l’étape de modélisation de façon à fournir une partition floue initiale de son
espace de fonctionnement. De plus, il a été montré qu’un modèle flou de Takagi-Sugeno peut
caractériser de façon exacte (il ne s’agit pas d’une approximation) un modèle non linéaire dans
un compact de l’espace des variables de prémisses [Tanaka et al., 1996]. Dans ce contexte bien
particulier, le modèle obtenu peut être attaché à la réalitéet exploité pour expliquer et analyser
les phénomènes du système.

Multimodèles (Local Model Networks)

Largement popularisés depuis les travaux deMurray-Smith et Johansen[1997], les multimo-
dèles représentent aujourd’hui un outil privilégié dans lamodélisation de systèmes en présence
de régimes de fonctionnement multiples. Le multimodèle et le modèle flou de Takagi-Sugeno
recouvrent des notions très proches. En effet, si le nombre de règles est égal au nombre de
sous-modèles alors ces deux approches sont identiques. Seuls le moyen employé pour obtenir
les fonctions de pondérationµi(.) et l’interprétation qu’on en donne les distinguent. Pour les
modèles flous, le partitionnement de l’espace de fonctionnement du système fait souvent appel
à la connaissance d’experts de manière à obtenir des propositions linguistiques conduisant à des
sous-ensembles flous. Pour les multimodèles, le partitionnement de l’espace de fonctionnement
du système est opéré à l’aide de techniques d’optimisation.

Modèles linéaires à paramètres variants (LPV)

De nombreux systèmes peuvent être décrits par des systèmes linéaires dont les paramètres va-
rient au cours du temps (LPV) [Shamma et Cloutier, 1993]. Dans l’approche classique de modé-
lisation LPV, les fonctions de pondération ne sont pas utilisées : ce sont les variables de décision
ξ (t) qui servent à décrire les conditions de fonctionnement du système. La variableξ (t) est une
variable exogène ou endogène du système, accessible par mesure et variant dans un ensemble
compact de bornes connues. Siξ (t) est un signal endogène au système, la sortie par exemple,
on parle alors de systèmes quasi-LPV. En pratique cependant, les systèmes LPV et quasi-LPV
sont analysés de façon similaire. La structure (1.25) est une forme particulière de modèle LPV
où les fonctions de pondération délivrent les lois d’évolution des paramètres.

Modèles linéaires à incertitudes polytopiques

Dans ce contexte, les matrices représentant le système ne sont pas parfaitement connues mais
varient dans un intervalle de bornes connues. Les différentes erreurs de modélisation du système
sont représentées par un ensemble de matrices appelées matrices sommets. Le comportement

29

te
l-0

03
59

63
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Fe

b 
20

09



Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

du système est finalement modélisé en considérant une combinaison barycentrique des matrices
sommets. Les matrices décrivant le comportement nominal dusystème appartiennent ainsi à un
polytope de matrices défini comme l’enveloppe convexe des matrices sommets. Le lien avec
la structure (1.25) s’établit en considérant les matrices des sous-modèles comme les matrices
sommets.

Remarquons que dans toutes ces approches, les dimensions desespaces d’état des sous-
modèles sont identiques, un vecteur d’état unique étant utilisé. Le multimodèle de T.S. ne per-
met pas alors de prendre en compte les changements de structure, p. ex. des sauts dans l’état du
système, susceptibles d’intervenir dans le système. En effet, l’ordre des sous-modèles, c.-à-d.
le nombre d’états, est invariable quelle que soit la complexité du comportement dynamique du
système dans les différentes zones de fonctionnement. Ainsi, la dimension des sous-modèles
est imposée par le sous-modèle de plus grande dimension utilisé pour décrire le comportement
dynamique du système. La dimension des sous-modèles peut être cependant réduite par l’ajout
de zones de fonctionnement de façon à parvenir à une moindre complexité du système dans
chacune des zones. Le multimodèle ainsi obtenu peut être alors sur-paramétré et sa complexité
inutilement augmentée.

Une amélioration visant la prise en compte des changements structurels du système consiste
à généraliser la structure du multimodèle de T.S. en considérant un multimodèle singulier :

L

∑
i=1

µi(ξ (t))Eix(t +1) = Ã(ξ (t))x(t)+ B̃(ξ (t))u(t) , (1.27a)

y(t) = C̃(ξ (t))x(t) , (1.27b)

où les matricesA(.), B(.) etC(.) ont été définies précédemment et où les matricesEi ne sont pas
nécessairement inversibles. Le recours aux matricesEi permet de prendre en compte les cou-
plages entre les dérivées de plusieurs variables d’état. Elles introduisent également des relations
dynamiques et/ou statiques entre les variables d’état du système. Cette structure de multimodèle
permet alors de considérer les changements dans le comportement dynamique du système se-
lon son mode de fonctionnement. Néanmoins, la manipulationmathématique des multimodèles
singuliers se révèle plus complexe.

1.5.2 Multimodèle découplé

L’agrégation des sous-modèles peut s’effectuer par le biais d’un deuxième mécanisme d’in-
terpolation.Filev [1991] propose un multimodèle, issu de l’agrégation de sous-modèles, qui se
présente sous la forme d’une structure à états découplés. Lemultimodèle découplé apparaît dans
la littérature sous différentes appellations : réseaux de modèles locaux à états locaux (local-state
local model network), multimodèles locaux (Multiple Local Model), réseaux de modèles locaux
par mélange des sorties (local model network by blending the outputs), multimodèles sans état
commun (Multiple model with non common state), NFDFDS (Neuro-Fuzzy and De-coupling
Fault Diagnosis Scheme).
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1.5. Structures des multimodèles

La représentation dans l’espace d’état de ce multimodèle est donnée par (figure1.12) :

xi(t +1) = Aixi(t)+Biu(t) , (1.28a)

yi(t) = Cixi(t) , (1.28b)

y(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))yi(t) , (1.28c)

où xi ∈ R
ni et yi ∈ R

p sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie duièmesous-
modèle et oùu ∈ R

m et y ∈ R
p sont respectivement le vecteur de commande et le vecteur de

sortie.

L’appellation “multimodèle découplé” provient du mécanisme d’interpolation mis en jeu
lors de la prise en compte des contributions respectives dessous-modèles. Cette prise en compte
s’effectue en effet à travers la somme pondérée des sorties des sous-modèles, sans mélange des
paramètres. Chaque sous-modèle possède par conséquent un espace d’état qui lui est propre et
dans lequel il évolue indépendamment en fonction de son étatinitial et du signal de commande
appliqué.

NORMALISATION

Σ

y(t)

u(t)

ξ (t)

Π

Π

Π

q−1

q−1

q−1

x1(t +1)

x2(t +1)

xL(t +1)

x1(t)

x2(t)

xL(t)

x1(t)

x2(t)

xL(t)

µ1(t)

µ2(t)

µL(t)

A1x1(t)+B1u(t)

A2x2(t)+B2u(t)

ALxL(t)+BLu(t)

C1

C2

CL

Figure 1.12 – Architecture du multimodèle découplé

Remarquons que contrairement au multimodèle de T.S., la notion de sous-modèle est ici
clairement mise en évidence, la non-linéarité introduite par les fonctions poids ne se trouvant
qu’au niveau de l’équation de sortie. De ce fait, ce multimodèle peut être perçu comme une
classe particulière de modèles à blocs structurés. En effet, la structure du multimodèle se pré-
sente sous la forme d’un arrangement en parallèle de modèlesde type Wiener où les éléments
dynamiques linéaires sont les sous-modèles et les élémentsstatiques non linéaires sont les fonc-
tions de pondération. La structure du multimodèle découplépeut être alors généralisée en faisant
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Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

appel à d’autres types de blocs structurés tels que les modèles de type Hammerstein-Wiener :

xi(t +1) = Aixi(t)+Biµi(ξ (t))u(t) , (1.29a)

yi(t) = Cixi(t) , (1.29b)

y(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))yi(t) . (1.29c)

Dans ce cas, l’entrée de chaque sous-modèle est modifiée par une fonction de pondération et la
sortie du multimodèle est obtenue par la somme pondérée des sorties des sous-modèles (figure
1.13).

sous−mod1

sous−mod2

sous−mod L

µ1(ξ (t))

µ2(ξ (t))

µL(ξ (t))

y1(t)

y2(t)

yL(t)

Π

Π

Π

ξ (t)

u(t)

y(t)
Σ

sous−mod1

sous−mod2

sous−mod L

µ1(ξ (t))

µ2(ξ (t))

µL(ξ (t))

y1(t)

y2(t)

yL(t)

Π

Π

Π

Π

Π

Π

ξ (t)

u(t)

y(t)
Σ

Figure 1.13 – Multimodèles découplés à base de blocs Hammerstein (à droite) et Hammerstein-
Wiener (à gauche)

Il convient toutefois de souligner que les sortiesyi(t) des sous-modèles sont des “signaux
artificiels de modélisation” utilisés seulement pour décrire le comportement non linéaire du sys-
tème réel. Ces signaux, inaccessibles à la mesure et dépourvus d’un quelconque sens physique,
ne sont reliés au système réel que par leur somme pondérée.

La philosophie portée par cette approche vise la conservation d’un découplage entre les par-
ties dynamiques des sous-modèles quelle que soit leur structure interne. Il est alors possible
d’introduire d’une façon générale des sous-modèles à structures complètement différentes de
type linéaire ou non linéaire comportant des nombres d’états différents, à condition toutefois
que les dimensions des sorties soient compatibles.

La structure du multimodèle découplé revêt l’avantage de prendre en compte les change-
ments structurels du système non linéaire occasionnés par son régime de fonctionnement. En
effet, la dimension de chaque sous-modèle peut s’ajuster à la complexité du système dans la
zone de fonctionnement à caractériser. Cette caractéristique accroît le degré de flexibilité et de
généralité du multimodèle découplé. Cette structure de multimodèle se révèle par conséquent
bien adaptée à la modélisation des systèmes complexes qui exhibent de fortes non-linéarités et
subissent des changements structurels. De plus, dans un contexte d’identification, le nombre des
paramètres à identifier peut être considérablement réduit en ajustant judicieusement les dimen-
sions des sous-modèles. Cet ajustement épargne une description fine et uniforme de l’espace de
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1.5. Structures des multimodèles

fonctionnement du système.

Cette structure de multimodèle peut être facilement reliée aux schémas classiquement em-
ployés dans une stratégie de commande adaptative par séquencement de gains (gain scheduling
strategy) largement étudiée dans la littérature [Narendra et Balakrishnan, 1994, 1997; Naren-
dra et George, 2002]. Dans cette stratégie de commande, un correcteur est synthétisé à partir
d’un modèle linéaire du système autour d’un point de fonctionnement particulier (figure1.14).
L’objectif est de détermineren lignele modèle le plus apte à caractériser le comportement du
système à un instant donné et de choisir le correcteur associé. Le contrôleur est sélectionné en
considérant le sous-modèle qui présente l’indice de performanceJi(t) le plus faible en fonction
des erreursei = y(t)−yi(t) :

Ji(t) = αe2
i (t)+β

t

∑
j=0

e−λ (t− j)e2
i ( j) , α ≥ 0, β , λ > 0 ,

où j est l’indice du temps et oùα et β sont des facteurs de pondération sur les mesures instan-
tanées et précédentes. Le facteur d’oubliλ détermine la mémoire de l’indice de performance
dans un environnement de commutation rapide et assure la bornitude deJi(t) pour une erreurei

bornée. Le choix des pondérationsα, β etλ détermine la vitesse de commutation entre les mo-
dèles. Un seul sous-modèle est alors pris en compte à chaque instant pour construire la sortie du
multimodèle. Par conséquent, des transitions brusques entre les sous-modèles peuvent produire
des discontinuités dans la sortie du multimodèle. Cette approche offre des résultats satisfaisants
à condition toutefois de prendre en compte des variations très lentes d’un point de fonctionne-
ment à un autre. Le rôle des fonctions de pondération, dans lecas du multimodèle découplé, est
d’assurer un changement progressif entre les contributions des sous-modèles.

u1

u2

uN

u

sortie désirée

erreur

e1

e2

eN

y

y1

y2

yN

correcteur N

correcteur 2

correcteur 1

système

modèle 1

modèle 2

modèle N

Figure 1.14 – Architecture générale de commande utilisant Nmodèles et régulateurs
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Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

1.5.3 Comparaison entre les multimodèles

Les structures du multimodèle de T.S. et du multimodèle découplé ont été présentées au cours
des deux sections précédentes. La différence entre ces deuxmodèles provient de la façon dont
les sous-modèles sont combinés. On souhaite comparer, à travers un exemple, les comporte-
ments dynamiques des deux multimodèles dans le cas discret.Gregorcic[2004] et Gregorcic et
Lightbody[2008] ont établi ce même type de comparaison dans le cas continu.

Cet exemple fait intervenir un multimodèle de T.S. et un multimodèle découplé construits à
partir des deux mêmes sous-modèles définis par :

A1 =

[
0.1 −0.9
0.7 −0.5

]

, B1 =

[
1.0
−2.0

]

, C1 =
[
1.0 0.5

]
,

A2 =

[
0.2 0.0
0.5 0.3

]

, B2 =

[
2.0
1.0

]

, C2 =
[
1.0 0.5

]
.

La variable de décisionξ ∈ [ − 0.5 , 0.5 ] est un signal exogène. Les fonctions de pondération
sont obtenues par la normalisation de fonctions de type gaussien :

µi(ξ (t)) = ωi(ξ (t))/
L

∑
j=1

ω j(ξ (t)) , (1.30)

ωi(ξ (t)) = exp
(

−(ξ (t)−ci)
2/σ2

)

, (1.31)

de dispersionσ = 0.4 et de centresc1 = −0.5 et c2 = 0.5. Les allures des fonctions de pon-
dération et les réponses indicielles des sous-modèles sontillustrées sur la figure1.15. Il est
possible de constater que le sous-modèle 1 présente un comportement oscillatoire alors que le
sous-modèle 2 présente un comportement amorti sensiblement proche d’un modèle du premier
ordre.

−0.5 0 0.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ξ

µi

0 5 10 15 20
0

1

2

3

4

5

t

 

 

mod1

mod2

Figure 1.15 – Fonctions de pondération (à gauche) et réponses indicielles des sous-modèles (à
droite)

Les réponses indicielles des deux multimodèles, pour différentes valeurs de la variable de
décisionξ (t), établies à partir de conditions initiales nulles sont illustrées sur la figure1.16. Il
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1.5. Structures des multimodèles

est possible de constater que les réponses des deux multimodèles sont similaires mais ne sont
pas identiques, le passage entre les deux sous-modèles s’opérant différemment.
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Figure 1.16 – Comparaison entre les réponses indicielles du multimodèle de T.S. (à gauche) et
celles du multimodèle découplé (à droite)

La sortie du multimodèle de T.S. est construite en mélangeant les paramètres des sous-
modèles. Les propriétés dynamiques de ce multimodèle (amortissement, gain, etc.) sont par
conséquent directement affectées par la valeur prise par lavariable de décisionξ au cours
du temps. En effet, ces variations modifient les valeurs propres de la matrice d’évolution du
multimodèle. Quant à la sortie du multimodèle découplé, elle est élaborée en combinant les
sorties des sous-modèles. Les propriétés dynamiques des sous-modèles ne sont pas de ce fait
affectées par les fonctions de pondération. Chaque structure de multimodèle peut ainsi présenter,
selon le contexte d’utilisation, à la fois avantages et inconvénients.

1.5.4 Autres structures de multimodèles

Notre attention se porte ici sur deux classes de multimodèles qui représentent des extensions
directes des structures abordées précédemment.

Toutefois, d’autres structures de multimodèles (p. ex. lesmultimodèles à structures récur-
rentes) peuvent être envisagées selon le type de vecteur de régression utilisé.

Multimodèle hiérarchisé ou hypermultimodèle

Un hypermultimodèleou multimodèle hiérarchisé est un multimodèle de multimodèles. Ce type
de structure vise à réduire la complexité du multimodèle global et à améliorer l’interprétation
de chaque multimodèle. Il est ainsi possible de modéliser des systèmes de grande dimension à
partir d’une décomposition en sous-systèmes modélisablesà leur tour par un multimodèle. Pour
de plus amples détails, le lecteur est invité à consulter [Wang, 1998; Sindelar, 2005].

35

te
l-0

03
59

63
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Fe

b 
20

09



Chapitre 1. Introduction à l’approche multimodèle

Velocity-based multiple model networks

Si une forme analytique du modèle non linéaire d’un système est disponible, alors des linéari-
sations successives autour de différents points de fonctionnement du système peuvent conduire
à l’obtention d’un multimodèle. En règle générale, les sous-modèles ainsi obtenus présentent
une structure affine en l’état et en la commande avec un terme constant (off-set) supplémentaire
provenant de la linéarisation du système :

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t)+α . (1.32)

Les sous-modèles affines (1.32) ne respectent pas la propriété de superposition propre aux
modèles linéaires sans la constanteα. Par conséquent, en fonction de la valeur prise par ce
terme additionnel, des phénomènes indésirables sont susceptibles d’être introduits dans la dy-
namique du multimodèle. Par exemple, dans les régions transitoires entre les sous-modèles le
terme constantα peut en particulier dominer le comportement dynamique du multimodèle (les
termesA et B deviennent alors secondaires) [Johansen et al., 2000]. Afin de remédier à ce pro-
blème,Leith et Leithead[1999]; McLoone[2000]; McLoone et Irwin[2003] ont proposé une
linéarisation basée sur la vitesse ditevelocity-baseden guise d’alternative à la linéarisation clas-
siquement employée.

d/dt
∫ ∫

+ C

A

Bu u̇ u̇ ẋ ẍ ẏ y

sous-modèle affine

modèle à vitesse

Figure 1.17 – Structure des sous-modèles issue d’une linéarisation devitesse

d/dt B1

B2

+

+

A1

A2

Π

Π

Σ
∫

C
∫

y

µ1(ξ (t))

µ2(ξ (t))

Figure 1.18 – Architecture d’un multimodèle de T.S. en utilisant les sous-modèles de vitesse
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1.6. Conclusion et discussion

L’idée est de dériver l’équation du sous-modèle (1.32) afin de supprimer le terme constantα.
La structure des sous-modèles obtenue par cette démarche est présentée sur la figure1.17. Cette
stratégie de linéarisation conduit à de nouvelles structures de multimodèles établies à partir des
structures de T.S. (figure1.18) ou découplées (figure1.19).

d/dt B1

B2

+

+

∫

∫

C1

C2

A1

A2

∫

∫

µ1(ξ (t))

µ2(ξ (t))

Π

Π

Σ
y

Figure 1.19 – Architecture d’un multimodèle découplé en utilisant les sous-modèles de vitesse

1.6 Conclusion et discussion

L’approche multimodèle épargne le recours à un modèle unique, complexe et bien souvent dif-
ficile à obtenir. Les multimodèles constituent un outil efficace, particulièrement bien adapté à la
modélisation des systèmes non linéaires sur une large plagede fonctionnement. Ils permettent
d’obtenir un modèle doté d’une structure mathématiquementattractive et capable d’appréhen-
der avec précision la complexité du système. En effet, une large classe de systèmes peut être
approchée avec une précision imposée en augmentant le nombre des sous-modèles et en optimi-
sant les fonctions de pondération. Les multimodèles offrent ainsi un excellent compromis entre
complexité, précision, généralité et flexibilité.

Soulignons par ailleurs qu’une exploitation aisée du multimodèle dépend d’un choix judi-
cieux de la structure des fonctions de pondération et des sous-modèles. Des sous-modèles de
structure linéaire et des fonctions de pondération respectant les propriétés de somme convexe
permettent d’introduire des propriétés mathématiques dont les qualités seront exploitées au
cours des prochains chapitres.

Ce premier chapitre a mis en avant deux structures de multimodèles, le multimodèle de T.S.
et le multimodèle découplé. Dans la suite du mémoire, notre attention se portera exclusivement
sur le multimodèle découplé qui revêt l’avantage de comporter des sous-modèles complètement
indépendants dont les dimensions peuvent être différentes.
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2
Identification paramétrique d’un multimodèle

découplé
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

2.1 Introduction

La modélisation précise du comportement dynamique d’un système est une phase préliminaire
qui permet de répondre à un certain nombre d’objectifs, à savoir la synthèse d’une loi de com-
mande, la conception d’un observateur et/ou la mise en placed’une stratégie de diagnostic, etc.
Cette phase peut être mise en œuvre à l’aide de différentes démarches de modélisation (voir
figure2.1) classées en fonction des connaissances disponibles sur lesystème et des finalités de
son modèle.

Modèle de connaissance
ou boîte blanche

Lois de la physique

Bilan de matière/énergie

Hypothèses de travail

- Paramètres et structure connus

- Modèle phénoménologique

- Modélisation de systèmes
existant ou à construire

Modèle de représentation

ou boîte noire

Mesures sur le système

Protocole d’essai

- Choix de la structure
- Identification des paramètres
- Adéquation entrée/sortie
- Modélisation de systèmes

existant

Modèle boîte grise

Structure
connue

Paramètres à
identifier

Validation du modèle

Tests statistiques, ...
Simplification du modèle

Figure 2.1 – Démarches classiques de modélisation

Une démarche théorique de modélisation, conduisant à unmodèle de connaissanceou de
type boîte blanche, permet d’obtenir un modèle dont les relations mathématiques et les para-
mètres sont pourvus d’un sens physique des phénomènes intervenant dans le système. Toutefois,
l’adoption d’une telle démarche peut se révéler dans la pratique difficile voire impossible en rai-
son notamment d’une complexité importante du système et/oud’une connaissance insuffisante
des phénomènes présents dans le système. Dans ce cas de figure, une modélisation expérimen-
tale, donnant lieu à unmodèle de représentationou de typeboîte noire, constitue une alternative
privilégiée dans la mesure où elle permet d’établir un modèle à partir des données d’entrée et de
sortie extraites du système. Dans ce contexte, le problème soulevé par la modélisation devient
un problème d’identification, l’objectif étant d’obtenir la structure et les valeurs paramétriques
d’un modèle capable de représenter (modèle de représentation) le plus fidèlement possible le
comportement externe du système, c.-à-d. le comportement entrée/sortie du système, sans cher-
cher à obtenir un modèle de connaissance capable de décrire son comportement interne (phé-
nomènes internes, etc.).

D’un point de vue général, l’identification vise à déterminer, à partir d’une collection de
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2.1. Introduction

données d’entréeu(t) et de sortiey(t) extraites du système :

uk
1 =

[
u(1) u(2) . . . u(k)

]
, (2.1)

yk
1 =

[
y(1) y(2) . . . y(k)

]
, (2.2)

une relation mathématiqueg(.), donnant à chaque instant une estimation satisfaisante de la
sortie du système en fonction des observations passées, c.-à-d. :

y(t) = g(ϕ(t),θ) , (2.3)

où g(.) est le modèle du système,θ le vecteur de paramètres etϕ(t) le vecteur de régression.
L’identification du système a pour objet l’obtention, pour une structure de modèleg(.) donnée,
d’un vecteur de paramètresθ conduisant à une bonne adéquation entre le comportement du sys-
tème et les prédictions du modèle. Cette adéquation est souvent quantifiée au moyen d’un critère
d’estimation, l’écart quadratique entre la sortie du système et celle estimée étant le plus courant.

Il n’existe pas de méthodologie systématique d’identification en mesure de livrer un modèle
uniqueg(.). Néanmoins,Ljung [1999] propose une démarche d’identification basée sur l’en-
chaînement itératif de quatre étapes : l’extraction des données, l’identification de la structure,
l’identification des paramètres et enfin la validation du modèle. La détermination de la structure,
linéaire ou non linéaire, du modèle soulève lors de l’identification un problème majeur.

Le recours aux modèles linéaires est à l’origine de nombreuses techniques d’identification.
Un modèle linéaire est souvent élaboré en réduisant le domaine de fonctionnement du système
autour d’un point de fonctionnement et en avançant des hypothèses de faibles déviations au-
tour de ce point. Cette hypothèse de travail est tout à fait raisonnable dans un certain nombre
de cas. Bien souvent cependant, l’hypothèse de linéarité n’est pas respectée, le caractère non
linéaire du système ne pouvant pas toujours être négligé. Les modèles linéaires peuvent alors
s’avérer inappropriés à la modélisation de tels systèmes dans la mesure où ils ne fournissent
qu’une caractérisation locale du comportement global du système. Des améliorations peuvent
néanmoins être envisagées, l’une d’elles consistant à réactualiser le modèle linéarisé lorsque le
point de fonctionnement change (linéarisation statique),l’autre à obtenir, lorsque la trajectoire
du système est connue, un modèle linéaire tangent à cette trajectoire, à condition toutefois de
supposer qu’il s’en écarte peu (linéarisation dynamique).

Dans ce qui suit, on privilégie la recherche d’un modèle en mesure de donner une bonne
caractérisation globale du comportement dynamique du système. Dans cette perspective, le re-
cours à des modèles de représentation non linéaire aptes à caractériser les comportements du
système dans une large plage de fonctionnement s’impose. Néanmoins, il s’avère souvent diffi-
cile d’obtenir un modèle unique, capable de rendre compte dela complexité globale du système,
sous une forme mathématiquement exploitable.

Nous appréhendons le problème posé par l’identification à l’aide d’une approche globale
de modélisation ditemultimodèle. La méthodologie d’identification proposée [Orjuela et al.,
2006a,b] est basée sur un multimodèle découplé. Contrairement aux structures multimodèles
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

classiques, la structure du multimodèle découplé permet d’introduire des sous-modèles possé-
dant chacun un espace d’état de dimension différente. Il estainsi possible de prendre en compte
les changements structurels du système survenant dans chaque zone de fonctionnement.

L’identification hors lignede systèmes non linéaires à temps discret basée sur un multimo-
dèle découplé fait l’objet de ce chapitre. Ce dernier comporte cinq sections. La première section
livre un état de l’art sur les différentes techniques d’identification dans un contexte de modélisa-
tion multimodèle. La mise en évidence du peu de travaux proposant une procédure d’estimation
paramétrique basée sur la structure du multimodèle découplé justifie le développement d’une
démarche d’identification. Le problème soulevé par l’identification paramétrique est formulé
au cours de la deuxième section et différents critères d’estimation paramétrique (critère global,
local ou mixte) sont exposés au cours de la troisième. La quatrième section aborde la procé-
dure d’estimation proprement dite. Elle se base sur une technique itérative d’optimisation non
linéaire d’un critère à l’aide de l’algorithme de Gauss-Newton. Un phénomène dit dedécro-
chagequi diminue considérablement la qualité de l’approximation du multimodèle est mis en
lumière et une solution est proposée. La fin de ce chapitre estconsacrée à des exemples aca-
démiques d’identification illustrant les performances et les limites de la procédure d’estimation
paramétrique proposée.

2.2 Bref état de l’art sur l’identification par multimodèle

Nombreux sont les travaux de recherche dédiés à l’identification des systèmes non linéaires par
une approche multimodèle. En effet, il n’y a pas de méthodologie spécifique capable de conduire
à une représentation multimodèle unique d’un système. Danstous les cas, l’élaboration d’un
multimodèle soulève trois problèmes majeurs, à savoir :

1. Le choix de la variable caractéristique (c.-à-d. la variable de décisionξ ) du système per-
mettant d’indexer les fonctions de pondération.

2. La décomposition de l’espace de fonctionnement du système en un nombre fini de zones
de fonctionnement. Cette étape s’accompagne éventuellement d’une optimisation des
fonctions poids associées à chaque zone.

3. La détermination de la structure du multimodèle et l’identification paramétrique de chaque
sous-modèle.

Il convient de souligner que ces trois problèmes présententun degré de complexité important
défavorisant leur résolution simultanée. Toutefois, diverses stratégies de modélisation peuvent
mener à leur résolution. Dans tous les cas, une étape fondamentale devalidationdu multimo-
dèle doit être envisagée à la fin de la procédure d’identification de façon à vérifier, à l’aide de
tests appropriés, les bonnes performances du modèle obtenucompte tenu du but de modélisa-
tion poursuivi.

Une première stratégie tente de résoudre les trois problèmes liés à l’identification de façon
séquentielle. Dans un premier temps, l’espace de fonctionnement du système est partitionné à
l’aide d’algorithmes de classification floue (fuzzy clustering algorithms) ou declusteringtels
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2.2. Bref état de l’art sur l’identification par multimodèle

que : l’algorithme deC-means, l’algorithme deC-varieties, l’algorithme deGath-Geva, l’algo-
rithme deGustafson-Kessel. Nous invitons le lecteur à consulter les ouvrages deBabuska[1998]
et deFoulloy et al.[2003] qui proposent une présentation détaillée de ces algorithmes. Ces mé-
thodes conduisent au partitionnement de l’espace de fonctionnement à partir d’une classification
spatiale des données selon une certaine métrique. Les classes obtenues représentent des zones
homogènes de fonctionnement du système souvent caractérisables au moyen d’un sous-modèle
linéaire. Dans un deuxième temps, l’identification paramétrique des différents sous-modèles est
accomplie. Toutefois, la résolution séquentielle de ces trois problèmes ne conduit pas toujours à
une caractérisation satisfaisante du système, d’où le recours à une procédure itérative afin d’af-
finer le modèle.

Une deuxième stratégie de modélisation plus élaborée vise àautomatiser la résolution des
trois problèmes. L’idée est d’améliorer, au cours de la procédure d’identification, la précision
du multimodèle à travers la minimisation d’un critère de performances basée sur une procédure
itérative d’optimisation non linéaire. Cependant, l’identification simultanée des paramètres des
fonctions poids et des sous-modèles se révèle dans la pratique difficile à mettre en oeuvre et
très coûteuse en temps de calcul. Il peut être alors conseillé de rechercher une solution sous-
optimale au problème afin de simplifier la procédure de calcul. A cet effet, les problèmes 2 et 3
ne sont pas résolus simultanément mais par le biais d’un algorithme à deux niveaux qui alterne
leur résolution. Le nombre de sous-modèles de même que leur complexité sont automatique-
ment déterminés en fonction de la précision fournie par le multimodèle.

Deux approches de base, l’uneascendanteet l’autredescendante, permettent de décompo-
ser l’espace de fonctionnement du système suivant une certaine heuristique. Dans l’approche
ascendante, un faible nombre de zones de fonctionnement (généralement une) est considéré et
des zones supplémentaires sont ajoutées à chaque itérationen fonction de l’erreur de modéli-
sation évaluée à partir d’un critère d’optimisation (le multimodèle grandit). Dans l’approche
descendante, l’espace de fonctionnement est partitionné en un grand nombre de zones de fonc-
tionnement puis la complexité du multimodèle est réduite par l’élimination des sous-modèles
superflus (le multimodèle se réduit).

Il est possible de distinguer, dans une démarche d’identification suivant une décomposi-
tion ascendante, les algorithmes ORBIT (Operating Regime Based Modeling and Identification
Toolkit) et LOLIMOT (Local Linear Model Trees) proposés respectivement parJohansen et
Foss[1995] et par Nelles [Nelles et al., 2000], [Nelles, 2001]. La différence entre ces deux al-
gorithmes se situe au niveau de la stratégie mise en œuvre lors du partitionnement.McLoone
[2000] établit une comparaison entre les algorithmes ORBIT et LOLIMOT. Il propose un algo-
rithmehybridede ces deux approches. Son étude conclut que l’algorithme ORBIT effectue un
partitionnement optimal de l’espace de fonctionnement du système et ce, en dépit d’un temps de
calcul important. En revanche, l’algorithme LOLIMOT minimise le temps de calcul au risque
de fournir un modèle sous-optimal. En règle générale l’algorithme ORBIT, bien que coûteux en
temps de calcul, offre un modèle plus précis.

En ce qui concerne l’approche descendante,Boukhris [1998] puis Gasso[2000] ont livré
une technique de décomposition de l’espace de fonctionnement du système non linéaire à tra-
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

vers une partition grille, c.-à-d. un maillage de l’espace de fonctionnement du système. L’algo-
rithme est initialisé au moyen d’une partition très fine. Puis la complexité du multimodèle est
réduite soit en éliminant les zones de fonctionnement où lessous-modèles sont peu explicatifs,
soit en fusionnant les zones où les sous-modèles présententdes comportements redondants.
L’algorithme proposé fait appel à une stratégie à deux niveaux qui bascule entre l’estimation
des paramètres des sous-modèles et l’estimation des paramètres des fonctions de pondération.

Récemment,Thiaw et al.[2007] ont mis au point une stratégie d’identification des sys-
tèmes basée sur un multimodèle constitué de sous-modèles destructure polynomiale. Ce type
de sous-modèle permet de mieux appréhender le comportementlocal du système dans chaque
zone de fonctionnement. Ils proposent des architectures demultimodèles récurrentes, bien plus
complexes que les implantations des architectures multimodèles non récurrentes classiquement
utilisées. Les fonctions de pondération sont estimées à l’aide de l’un des algorithmes decluste-
ring mentionnés au début de cette section.

Ces techniques de modélisation ont été largement développées afin d’identifier des systèmes
non linéaires au moyen d’un multimodèle de T.S. Le lecteur peut consulter le premier chapitre
de l’ouvrage de référence édité parMurray-Smith et Johansen[1997] qui propose un état de
l’art sur la question avant 1997. Un état de l’art sur les travaux conduits dans ce domaine de-
puis 1997 est présenté dans [Verdult, 2002, chap. 14]. En revanche, peu de travaux mettent
en œuvre une procédure d’identification basée sur une structure de multimodèle découplé. Ce
multimodèle peut être obtenu par des linéarisations successives du modèle non linéaire autour
de différents points de fonctionnement, à condition toutefois que le modèle mathématique du
système soit disponible [Gawthrop, 1995; Gatzke et Doyle III, 1999]. Dans le cas contraire, il
faut recourir à des techniques d’identification.

Gray et al.[1996] ont étudié l’estimation paramétrique d’un multimodèle découplé (local
model network) en minimisant l’erreur entre les données extraites du système et la sortie du mo-
dèle.McLoone[2000] s’est penché sur la modélisation multimodèle à partir de sous-modèles
obtenus par une linéarisation basée sur la vitesse (c.f. section 1.5.4). Ce type de multimodèle
offre un choix de structures plus vaste qui permettent d’agréger les sous-modèles. Il a établi une
comparaison entre les comportements dynamiques des différents multimodèles.

Venkat et al.[2003] ont conçu une méthodologie d’identification basée sur cette structure
dans l’optique de mettre en place une loi de commande. L’espace de fonctionnement du sys-
tème est décomposé au moyen d’une grille, établie à partir del’analyse du comportement en
régime statique du système. Le comportement du système étant supposé linéaire dans chacune
des zones, une identification individuelle des sous-modèles peut être menée à partir des données
d’entrée/sortie du système générées dans chaque zone et ce,au moyen de techniques classiques
d’identification. De multiples campagnes d’essais sont nécessaires à l’obtention d’autant de
jeux de données par zone de fonctionnement que de sous-modèles à identifier (chaque jeu de
données étant propre à un sous-modèle et donc à un mode de fonctionnement).

Pekpe[2004] a fait appel à une nouvelle formulation des méthodes des sous-espaces pour
identifier les systèmes non linéaires MIMO par une approche multimodèle. Il a proposé deux
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2.3. Formulation du problème lié à l’identification

méthodes d’estimation des paramètres des sous-modèles. Lapremière utilise les projections
matricielles afin de déterminer successivement les paramètres de Markov des sous-modèles. La
seconde fait appel à la méthode des moindres carrés afin d’estimer simultanément tous les para-
mètres de Markov. Le fait que cette méthode d’identificationn’ait pas recours aux algorithmes
d’optimisation non linéaires simplifie considérablement sa mise en œuvre.

Vinsonneau et al.[2004, 2005] se sont intéressés à l’identification d’un système non linéaire
à l’aide d’un multimodèle découplé à base de blocs Hammerstein (cf. section1.5.2). Dans ce
multimodèle, l’entrée des sous-modèles est pondérée par une fonction de pondération. Un algo-
rithme à deux niveaux d’optimisation permet d’estimer les paramètres des sous-modèles et des
fonctions de pondération.

2.3 Formulation du problème lié à l’identification

Cette section a pour finalité la formulation du problème soulevé par la caractérisation du com-
portement dynamique d’un système MISO à l’aide d’un multimodèle découplé. La représen-
tation d’état du multimodèle découplé utilisée dans cette section se présente sous la forme :

xi(t +1) = Ai(θi)xi(t)+Bi(θi)u(t)+Di(θi) , (2.4a)

yi(t) = Ci(θi)xi(t) , (2.4b)

y(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))yi(t) , (2.4c)

où les fonctions de pondérationµi(.) respectent les propriétés de somme convexe suivantes :

L

∑
i=1

µi(ξ (t)) = 1 et 0≤ µi(ξ (t)) ≤ 1 , ∀i = 1, · · · ,L, ∀t . (2.5)

Le lecteur a pu remarquer que la structure du multimodèle (2.4) diffère légèrement de celle
proposée au cours de la section1.5.2. En effet, un terme additionnelDi(θi) apparaît au niveau
de l’équation dynamique (2.4a). Cette forme plus générale de multimodèle offre des degrés de
liberté supplémentaires lors de la phase d’identification paramétrique. Soulignons par ailleurs
qu’une représentation externe (entrées-sorties) du multimodèle (2.4) peut être également envi-
sagée. La représentation d’état (2.4) revêt cependant l’avantage d’être compacte, simple et plus
générale. De plus, elle s’avère dans la pratique très bien adaptée à la synthèse d’une loi de com-
mande ou à la conception d’observateurs.

La résolution du problème lié à l’identification paramétrique d’un multimodèle impose trois
tâches fondamentales : le choix de la variable de décision, la décomposition de l’espace de fonc-
tionnement du système et l’identification de la structure etdes paramètres des sous-modèles.
L’objectif est d’obtenir un multimodèleparcimonieux, c’est-à-dire un multimodèle capable de
fournir une bonne caractérisation du système avec un nombreminimal de paramètres.
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

Dans ce qui suit, lesignal de commandedu systèmeu(t) sert devariable de décisionξ (t)
car il conduit le système vers les différents modes de fonctionnement (c.à-d. queξ (t) = u(t)). Ce
choix arbitraire n’est pas unique. En effet, d’autres choixde variables de décision, par exemple
la sortie du multimodèle ou l’entrée et la sortie du multimodèle peuvent être envisagés. Néan-
moins, ces choix accroissent la complexité de la procédure d’estimation paramétrique, la struc-
ture du multimodèle pouvant devenir récurrente.

Afin de réduire la complexité globale du problème d’identification à traiter, le partition-
nement de l’espace de fonctionnement du système sera supposé connu. Une stratégie simple
mais raisonnable, visant à décomposer l’espace de fonctionnement du système, repose sur la
distribution homogène des fonctions de pondération dans l’espace de fonctionnement. La ca-
ractéristique en régime statique du système, quand elle estdisponible, constitue une information
a priori sur le système utile au positionnement des différentes fonctions poids. De ce fait, les
paramètres des fonctions de pondérationµi(.) seronta priori supposés connus et le nombre des
paramètres du multimodèle à identifier s’en trouvera par conséquent réduit, les paramètres des
sous-modèles étant les seuls à identifier.

Pour les besoins de la procédure d’optimisation, les paramètresθi des sous-modèles à esti-
mer sont regroupés dans un vecteur colonneθ . Il contient tous les paramètres du multimodèle à
estimer. Le vecteurθ est représenté sous la forme d’un vecteur partitionné enL blocs colonnes
θi , soit :

θ =
[
θ T

1 · · · θ T
i · · · θ T

L

]T
, (2.6)

où chaque bloc colonneθi est relatif auxqi paramètres inconnus d’un sous-modèle particulier
i, soit :

θi =
[
θi,1 · · · θi,q · · · θi,qi

]T
, (2.7)

où θi,q est un paramètre (scalaire) à estimer et où l’indiceqi indique le nombre maximum de
paramètres appartenant auièmesous-modèle.

Le problème lié à l’identification se pose alors dans les termes suivants :

les fonctions de pondérationµi(.) étant fixées a priori, il s’agit, à partir de la
connaissance de l’entrée u(t) et de la sortie ys(t) d’un système non linéaire MISO,
d’identifier le vecteur de paramètresθ du multimodèle.
L’identification pose donc un problème d’optimisation d’uncritère J à partir des
informations entrée/sortie extraites du système, c.-à-d.:

θ̂ = argmin
θ

J(θ) , (2.8)

où θ̂ est l’estimé deθ au sens du minimum de J(.).

Il s’avère donc fondamental de définir le critère d’optimisation J permettant d’évaluer la
précision du multimodèle et d’estimer ses paramètres.
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2.4. Critères d’estimation

2.4 Critères d’estimation

Les perspectives d’exploitation du modèle conditionnent le cahier des charges (les contraintes
de modélisation) à satisfaire par le multimodèle. Tout multimodèle se doit avant tout d’assurer
une bonne adéquation entrée/sortie du système (adéquationglobale du multimodèle et du sys-
tème) afin d’être capable de prédire correctement le comportement du système dans le domaine
de validité donné. Cependant, il peut être également souhaitable que les sous-modèles four-
nissent une caractérisation du comportement du système dans chaque zone de fonctionnement
(adéquation locale du multimodèle et du système).

Pour répondre à ces contraintes, plusieurs critères (global, local ou combiné) peuvent être
utilisés lors de l’optimisation paramétrique du multimodèle. Auparavant, il convient d’intro-
duire la notion derecouvrementattachée aux fonctions de pondération, cette notion jouanten
effet un rôle important lors du choix du critère.

Les notions de fonctions de pondération àfort recouvrementou fortement mélangéeset de
fonctions de pondération àfaible recouvrementoupeu mélangéessont déterminées par le degré
de dispersionσ associé aux fonctions gaussiennes employées dans la construction des fonctions
de pondération. Par recouvrement, on entend une zone où au moins deux fonctions de pondé-
ration sont significativement non nulles en même temps. Une grande dispersionσ traduit un
recouvrement important entre les zones de fonctionnement et vice versa.

Exemple 2.1(Notions de recouvrement des fonctions de pondération)
Les figures2.2et2.3 illustrent les notions de fort et de faible recouvrement.
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0.8

1
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Figure 2.2 – Fonctions de pondération peu mélangéesσ = 0.1. Fonctions gaussiennesωi(.) (à
gauche) et fonctions de pondérationµi(.) (à droite)
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé
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Figure 2.3 – Fonctions de pondération fortement mélangéesσ = 0.3. Fonctions gaussiennes
ωi(.) (à gauche) et fonctions de pondérationµi(.) (à droite)

En pratique, des fonctions de pondération peu mélangées indiquent que le domaine de fonc-
tionnement du système a été partitionné en zones de fonctionnement relativement bien dis-
jointes. Le cas limite, recouvrement nul, correspond au casoù les fonctions de pondération sont
booléennes (zones de fonctionnement complètement disjointes). Des fonctions de pondération
fortement mélangées impliquent en revanche que les zones defonctionnement sont complète-
ment ou partiellement superposées.

Il devient alors possible en fonction du recouvrement utilisé d’avancer des hypothèses sur
le comportement local ou non du système dans chaque zone de fonctionnement. Il est évident
que la notion de comportement local du système n’est valablequ’à condition d’utiliser un faible
recouvrement.

Les critères classiquement utilisés pour l’optimisation paramétrique du multimodèle sont
mentionnés ci-dessous.

2.4.1 Critère global

Le critère global est défini par :

JG =
1
2

N

∑
t=1

(y(t)−ys(t))
2 , (2.9)

où y(t) est la sortie du multimodèle,ys(t) la sortie mesurée du système non linéaire etN le
nombre de mesures. Ce critère favorise une bonne caractérisation du comportement global (en-
trées/sorties) du système par le multimodèle, sans chercher d’adéquation locale entre les com-
portements des sous-modèles et les comportements du système dans chaque zone de fonctionne-
ment. On obtient ainsiun multimodèle comportemental et/ou de prédiction. La forme (2.9) peut
être assortie de pondérations afin d’éventuellement privilégier le poids de certaines données.
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2.4. Critères d’estimation

2.4.2 Critère local

Pour chaque sous-modèle, un critère quadratique pondéré dela forme

JL,i =
1
2

N

∑
t=1

µi(ξ (t))(yi(t)−ys(t))
2 , i = 1, · · · ,L (2.10)

est défini. Le critère local prend en compte les sorties de tous les sous-modèles :

JL =
1
2

L

∑
i=1

N

∑
t=1

µi(ξ (t))(yi(t)−ys(t))
2 , (2.11)

où yi(t) est la sortie duièmesous-modèle,ys(t) la sortie mesurée du système non linéaire etN
le nombre de mesures.

Ce critère favorise une bonne adéquation entre le comportement local des sous-modèles et le
comportement local du système dans chaque zone de fonctionnement, à condition toutefois que
les fonctions poidsµi(.) soientpeu mélangées. Il privilégie en effet les observations relevant
fortement de la zone de fonctionnement associée à son sous-modèle. Les données appartenant
à une zone de fonctionnement bien définie sont par conséquentutilisées pour l’identification
des sous-modèles. Le critère local peut conduire à l’obtention d’un multimodèle phénoméno-
logique et/ou explicatifcar les sous-modèles obtenus sont susceptibles d’être interprétés, sous
certaines conditions, comme des linéarisés tangents au système non linéaire. Il convient toute-
fois de remarquer que l’interprétation du comportement local du système par un multimodèle
demeure délicate et requiert beaucoup de précautions [Shorten et al., 1999]. En règle générale,
il est conseillé de considérer le multimodèle comme un modèle de représentation globale d’en-
trée/sortie du système. Notons que, contrairement au critère global, l’emploi d’un critère local
conduit à une moins bonne caractérisation globale du système, un nombre plus élevé de sous-
modèles étant souvent nécessaire.

D’autres variantes du critère local, suscitant un intérêt plus au moins mitigé, sont envisa-
geables, par exemple :

JL =
1
2

L

∑
i=1

N

∑
t=1

(yi(t)−µi(ξ (t))ys(t))
2 , (2.12)

où les données extraites du système sont les seules à être assorties d’une pondération.

Remarque 2.1. Soulignons que les sortieŝyi des sous-modèles apparaissant dans le critère
(2.11) sont indisponibles pour une structure multimodèle de T.S. En effet, dans cette structure
les sorties des sous-modèles sont “virtuelles”, la seule sortie disponible étant celle du multimo-
dèle. L’estimation de tous les paramètres des sous-modèlesà l’aide d’un critère local ne peut
donc pas s’opérer par le biais du critère(2.11) mais par celui du critère(2.10). En revanche,
les sorties des sous-modèles sont disponibles pour le multimodèle découplé. L’optimisation pa-
ramétrique à partir du critère(2.11) ou du critère(2.10) devient ainsi possible.

49

te
l-0

03
59

63
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Fe

b 
20

09



Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

2.4.3 Critère combiné

Quant au critère combiné ou mixte défini parYen et al.[1998] :

JC = αJG +(1−α)JL , 0≤ α ≤ 1 , (2.13)

il représente un compromis entre les deux critères précédents déterminé en fonction de la valeur
accordée au paramètreα. Il permet ainsi de tirer parti des avantages offerts par lescritères
global et local.Johansen et Babuska[2003] et Maertens et al.[2004] ont proposé un algorithme
d’identification ditmulti-objectifsbasé sur le critère mixte :

JC = JG +
L

∑
i=1

βiJL,i , βi ≥ 0 . (2.14)

L’analyse de la sensibilité du critère (2.14) vis-à-vis des valeurs prises par les paramètresβi leur
a permis de mettre en évidence les conflits potentiels entre les objectifs d’identification locale et
globale. Leur analyse livre des informations clés potentiellement exploitables par l’utilisateur
pour remettre en question, valider ou modifier le modèle obtenu. Le choix deβi = 1∀i offre
généralement un bon compromis entre les deux objectifs de modélisation. L’algorithme d’iden-
tification suggéré optimise, dans un premier temps, les paramètres des sous-modèles à partir
d’un critère local et ajuste, dans un deuxième temps, le comportement global du multimodèle
à partir du critère global. Il est alors possible de garantirl’adéquation locale des sous-modèles
tout en assurant le caractère global du multimodèle.

2.5 Procédure d’identification paramétrique

Cette section est dédiée à l’identification paramétrique d’un multimodèle découplé. Notons que
d’après les équations (2.4) du multimodèle, cette structure n’est pas linéaire par rapport aux
paramètres des sous-modèles. L’absence de solution analytique au problème (2.8) contraint à
faire appel à des techniques numériques d’optimisation nonlinéaires. Une solution à ce genre
de problème peut être obtenue à l’aide d’un nombre considérable de méthodes d’optimisation
(méthode du gradient, de Newton, de Gauss-Newton, de la spirale, etc.).

La technique retenue pour identifier le vecteur de paramètresθ du multimodèle est basée sur
une procédure itérative de minimisation d’un critèreJ (global, local ou combiné) mise en œuvre
au moyen de l’algorithme de Gauss-Newton. Cette méthode repose sur un développement du
critèreJ(.) limité au deuxième ordre. La mise à jour du vecteur de paramètres est obtenue à
partir de la formule de récurrence suivante :

θ(k+1) = θ(k)−H(θ)−1G(θ) , (2.15)

où θ(k) représente la valeur du vecteur de paramètres à une itération k particulière,θ(k+1) ce
même vecteur à l’itération suivante, H(θ) = ∂ 2J

∂θ∂θT la matrice hessienne et G(θ) = ∂J
∂θ le vec-

teur gradient à l’itération courante. Les calculs du vecteur gradient G et de la matrice hessienne
H sont réalisés à partir du calcul desfonctions de sensibilitéde la sortie du multimodèle par
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2.5. Procédure d’identification paramétrique

rapport aux paramètres de chaque sous-modèle.

Cet algorithme présente une convergence rapide (contrairement à un algorithme du gra-
dient) et ce, même quand le critère n’est pas quadratique enθ . De plus, le calcul de la matrice
hessienne fournit des informations utiles sur l’incertitude avec laquelle les paramètres sont es-
timés. En revanche, l’une des principales difficultés de cette approche porte sur la sensibilité
de l’algorithme au choix des paramètres initiauxθ(0). Il existe en effet un risque important de
divergence si les paramètres initiaux sont loin de l’optimum. De plus, rien n’assure que l’algo-
rithme converge vers un minimum global. Le succès de l’optimisation est donc tributaire d’un
choix de paramètres initiaux judicieux. Dans les cas difficiles, il peut se révéler nécessaire de
conduire la procédure d’estimation à partir de différents choix de paramètres initiauxθ(0) puis
de sélectionner l’estimé qui permet d’obtenir la plus petite valeur du critère utilisé.

Quelques améliorations apportées à la procédure initiale d’identification contribuent à assu-
rer la convergence de l’algorithme :

1. Uncoefficient de relaxationvariable∆(k) est introduit au niveau de l’équation (2.15) :

θ(k+1) = θ(k)−∆(k)H(θ)−1G(θ) , (2.16)

où ∆(k) est le pas qui minimise le critère dans la direction du vecteur H(θ)−1G(θ) à
l’itération courante. Idéalement et pour un critère de typequadratique,∆(k) = 1. En pra-
tique, on peut être amené à modifier sa valeur afin d’améliorerla vitesse de convergence
de l’algorithme. En effet, si H(θ) est défini positif alors il existe toujours un∆(k)≤ 1 qui
minimise le critère dans la direction du vecteur H(θ)−1G(θ).

2. L’algorithme deMarquardt[1963] permet de surmonter les problèmes liés à l’inversion
de la matrice H(θ) (problèmes provenant par exemple d’un mauvais conditionnement)
lors de la mise à jour des paramètres. Cette méthode d’optimisation combine judicieuse-
ment les méthodes d’optimisation du gradient et de Gauss-Newton. Rappelons que l’algo-
rithme du gradient est toujours stable mais très coûteux en temps de calcul. La méthode
de Gauss-Newton présente un domaine de convergence plus réduit que celui de la mé-
thode du gradient et requiert des calculs plus lourds à chaque itération. En revanche cet
algorithme converge vers l’optimum en une seule itération dans le cas particulier où le
critère est quadratique. La convergence est toutefois trèsrapide même si le critère n’est
pas quadratique.

L’algorithme de Levenberg-Marquardt remplace la relationde récurrence (2.16) par :

θ(k+1) = θ(k)−∆(k)(H(θ)+λ (k)I)−1G(θ) , (2.17)

où λ (k) est un scalaire (paramètre de régularisation). Si la valeurdeλ (k) est proche de
zéro alors l’algorithme est proche de celui de Gauss-Newton. Si la valeur deλ (k) >> 0
tend vers l’infini alors l’algorithme est proche de celui du gradient. Cet algorithme tire
donc à la fois profit de la stabilité de l’algorithme du gradient et de la rapidité de conver-
gence de l’algorithme de Gauss-Newton.
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

A chaque itération la valeur deλ (k) est réglée, le plus souvent au moyen d’une heuristique
basée sur l’évolution du critère. Si le critère a tendance à augmenter, la valeur deλ (k) est
augmentée de façon à obtenir une bonne direction de recherche. Si le critère décroît alors
la valeur deλ (k) est diminuée afin d’améliorer la vitesse de convergence.

3. Un filtrage passe-bas des nouveaux paramètresθ(k+1) :

θ(k+1) = pθ(k+1)+(1− p)θ(k) avec 0≤ p≤ 1 (2.18)

est introduit afin de limiter d’éventuelles oscillations des paramètres qui pourraient conduire
à une divergence de l’algorithme.

Les trois degrés de liberté, donnés par les paramètres∆, λ et p, améliorent de façon significative
la convergence de la procédure d’identification. Pour de plus amples informations au sujet de
ces techniques d’identification, le lecteur peut consulterpar exemple [Bard, 1974; Walter et
Pronzato, 1994; Ljung, 1999].

2.5.1 Estimation paramétrique avec un critère global

Le critère global est défini par :

JG =
1
2

N

∑
t=1

ε(t)2 , (2.19)

où ε(t) est l’erreur diteglobale, erreur entre la sortie du multimodèley(t) et celle du système
ys(t), donnée par :

ε(t) = y(t)−ys(t) . (2.20)

Le vecteur gradient GG s’obtient en dérivant le critère global par rapport aux paramètresθ , soit :

GG =
∂JG

∂θ
=

N

∑
t=1

ε(t)
∂y(t)
∂θ

(2.21)

avec

∂y(t)
∂θ

=
L

∑
i=1

µi(ξ (t))
∂yi(t)

∂θ
. (2.22)

Les ∂yi(t)
∂θ sont les fonctions ditesde sensibilité du premier ordrede la ième sortie par rapport

aux paramètres inconnus du multimodèle (leur calcul est présenté dans la section2.5.3).

La matrice hessienne HG s’obtient en dérivant deux fois le critère global par rapport aux
paramètresθ , soit :

HG =
∂ 2JG

∂θ∂θ T =
N

∑
t=1

ε(t)
︸︷︷︸

→0

∂ 2y(t)
∂θ∂θ T +

N

∑
t=1

∂y(t)
∂θ

∂y(t)
∂θ T . (2.23)
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2.5. Procédure d’identification paramétrique

Le calcul du hessien fait appel aux fonctions de sensibilitédu premier et du deuxième ordre.
La méthode de Gauss-Newtonépargne le calcul explicite de la matrice HG, réduisant ainsi
le nombre de calculs à chaque itération. Il est en effet possible de négliger les dérivées du
deuxième ordre dans l’expression (2.23) sous l’hypothèse que l’erreurε(t) tende vers zéro.

Le calcul de la matrice HG se fait alors seulement à l’aide des fonctions de sensibilité du
premier ordre déjà calculées pour obtenir le gradient. Lamatrice approchéedu hessien est
donnée par :

HG ≈ H̃G =
N

∑
t=1

∂y(t)
∂θ

∂y(t)
∂θ T . (2.24)

L’estimation des paramètres des sous-modèles, à l’aide d’un critère global, s’opère alors par
le biais des expressions (2.21) du vecteur gradient et (2.24) de la matrice hessienne approchée
qui ne font intervenir que les fonctions de sensibilité du premier ordre.

2.5.2 Estimation paramétrique avec un critère local

Le critère local est de la forme :

JL =
1
2

L

∑
i=1

N

∑
t=1

µi(ξ (t))εi(t)
2 , (2.25)

où εi(t) est l’erreur ditelocale, erreur entre la sortie duième sous-modèleyi(t) et la sortie du
systèmeys(t), donnée par :

εi(t) = yi(t)−ys(t) . (2.26)

Le vecteur gradient GL est défini par :

GL =
∂JL

∂θ
=

L

∑
i=1

N

∑
t=1

µi(ξ (t))εi(t)
∂yi(t)

∂θ
. (2.27)

Il convient de remarquer que les fonctions de sensibilité∂yi(t)
∂θ sont les mêmes que dans le

cas d’un critère global (voir section2.5.3). Comme dans le cas d’un critère global, la matrice
hessienne HL s’obtient en dérivant deux fois le critère local par rapportaux paramètresθ . La
matrice hessienne approchéeH̃L finalement obtenue est donnée par :

HL ≈ H̃L =
L

∑
i=1

N

∑
t=1

µi(ξ (t))
∂yi(t)

∂θ
∂yi(t)
∂θ T (2.28)

sous l’hypothèse que localement l’erreurεi(t) tende vers zéro (méthode de Gauss-Newton).

Remarque 2.2. Si les fonctions poids sont à faible recouvrement, l’identification des para-
mètres des sous-modèles est alors largement simplifiée. En effet, l’estimation de chaque sous-
modèle peut se faire indépendamment à l’aide du critère(2.10) défini par :

JL,i =
1
2

N

∑
t=1

µi(ξ (t))(yi(t)−ys(t))
2 , i = 1, · · · ,L .
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

Si les sous-modèles sont linéaires par rapport aux paramètres, les techniques itératives non
linéaires utilisées pour réaliser l’estimation paramétrique peuvent être remplacées par des
techniques de régression linéaires classiques (comme les moindres carrés) pour lesquelles une
solution analytique existe.

2.5.3 Calcul des fonctions de sensibilité

Le calcul des fonctions de sensibilité du premier ordre nécessaires à l’obtention du gradient et
du hessien peut s’effectuer à partir de l’équation du multimodèle. La démarche adoptée pour
calculer les fonctions de sensibilité consiste à dériver les équations d’état du multimodèle (2.4)
par rapport aux paramètresθp,q introduits en (2.7). Il convient alors de distinguer deux sortes de
fonctions de sensibilité, à savoir les fonctions de sensibilité de la sortie de chaque sous-modèle
par rapport àθp,q et les fonctions de sensibilité du vecteur d’état de chaque sous-modèle par
rapport àθp,q.

Les premières s’explicitent par dérivation partielle des équations de sortie des sous-modèles
(2.4b) comme suit :

∂yi(t)
∂θp,q

=
∂Ci

∂θp,q
xi(t)+Ci

∂xi(t)
∂θp,q

, p = 1,2, · · · ,L, q = 1,2, · · · ,qp . (2.29)

La seconde classe de fonction de sensibilité est calculée par dérivation partielle de l’équation
(2.4a) par rapport à chaque paramètreθp,q, c’est-à-dire :

∂xi(t +1)

∂θp,q
=

∂Ai

∂θp,q
xi(t)+Ai

∂xi(t)
∂θp,q

+
∂Bi

∂θp,q
u(t)+

∂Di

∂θp,q
. (2.30)

2.5.4 Procédure d’optimisation : algorithme

La procédure d’optimisation des paramètres s’élabore en appliquant la relation de récurrence
(2.17) et en utilisant soit les définitions du gradient et du hessien (2.21) et (2.24) pour un cri-
tère global, soit les définitions (2.27) et (2.28) pour un critère local. La procédure d’optimisation
paramétrique requiert également le calcul des fonctions desensibilité à chaque itération. L’algo-
rithme non linéaire calcule à chaque itération les fonctions de sensibilité à partir des expressions
(2.29) et (2.30) en supposant connus les paramètres du multimodèle. Il ajuste ensuite de façon
récurrente les paramètres du multimodèle à partir du calculdes fonctions de sensibilité, d’où
l’importance du choix judicieux du vecteur de paramètres initiaux θ(0).

Les étapes de la procédure d’optimisation énoncées précédemment sont résumées dans l’al-
gorithme suivant.
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2.5. Procédure d’identification paramétrique

Algorithme d’identification

1. Choisir le poids 0≤ α ≤ 1 dans le critère mixte JC défini en (2.13)

2. Donner un vecteur de paramètres initiaux θ(0) et calculer JC(0)

3. Initialisation : k = 1, choisir le coefficient de relaxation ∆(1) ≈ 0
et le paramètre de régulation λ (1) >> 0

4. Simuler le multimodèle à partir de (2.4)

5. Utiliser (2.29) et (2.30) afin d’obtenir les fonctions de sensibilité

6. Calculer le vecteur gradient et la matrice hessienne soit par
évaluation de (2.21) et de (2.24) pour un critère global, soit à
partir de (2.27) et de (2.28) pour un critère local

7. Mettre à jour le vecteur de paramètres θ(k) par évaluation de (2.17)

8. Évaluer le critère JC(k). Si JC(k− 1) < JC(k) retourner à l’étape 7 en
diminuant la valeur de ∆(k) et en augmentant celle de λ (k)

9. Si JC(k) < JC(k−1) alors incrémenter k, augmenter la valeur de ∆(k+1)
et diminuer celle de λ (k+ 1). Réitérer à partir de l’étape 4 jusqu’à
obtenir JC(k) < ε ou k > kmax

Remarque 2.3.Une démarche d’identification consiste à procéder à une première estimation
des paramètres du multimodèle en utilisant un faible recouvrement des fonctions poids. Ce pre-
mier jeu de paramètres sert dans une deuxième phase à initialiser l’algorithme d’optimisation
non linéaire (étape 2) en prenant en compte le recouvrement souhaité des fonctions poids.

Remarque 2.4.Les expressions(2.29) et (2.30) relatives au calcul des fonctions de sensibilité
sont des formes génériques susceptibles d’être simplifiéeslors de la mise en œuvre de l’algo-
rithme. En effet, le découplage entre les dynamiques des sous-modèles entraîne un découplage
entre les fonctions de sensibilité des différents sous-modèles. Par conséquent,

∂yi(t)
∂θp

= 0 pour p 6= i i = 1,2, · · · ,L, p = 1,2, · · · ,L (2.31)

du fait que les paramètres de chaque sous-modèle sont complètement indépendants des para-
mètres des autres sous-modèles.

Remarque 2.5. La représentation d’état des sous-modèles n’est pas unique(non unicité de
la représentation d’état). Il est en effet toujours possible, pour décrire le même comportement
entrée/sortie du sous-modèle, de trouver une matrice T de changement de base conduisant à
une représentation d’état différente. Les sous-modèles peuvent être alors sur-paramétrés. Il
est préférable, pour les besoins de l’identification, d’opter pour une forme canonique (p. ex. de
commande, d’observation ou de Jordan, etc.) de la représentation d’état des sous-modèles(2.4).
Cette forme ne nuit en rien à la généralité du multimodèle et présente l’avantage de fournir une
représentation d’état où les matrices ont un moins grand nombre de termes significatifs. Le
multimodèle présente ainsi un nombre minimal de paramètresà identifier.
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

2.5.5 Comparaison entre les modélisations à partir d’une approche glo-
bale et d’une approche locale

Le critère de comparaison s’appuie sur la ressemblance structurelle entre les vecteurs gradients
GG et GL et entre les matrices hessiennes HG et HL obtenus dans chaque approche.

Comparaison des vecteursGG et GL

On rappelle ci-dessous la forme du vecteur gradient GG obtenu avec un critère global

GG =
∂JG

∂θ
=

L

∑
i=1

N

∑
t=1

µi(ξ (t))ε(t)
∂yi(t)

∂θ
(2.32)

et celle du vecteur gradient GL obtenu avec un critère local

GL =
∂JL

∂θ
=

L

∑
i=1

N

∑
t=1

µi(ξ (t))εi(t)
∂yi(t)

∂θ
. (2.33)

Il convient de remarquer que, dans les deux cas, il est fait appel aux mêmes fonctions de sen-
sibilité ∂yi(t)

∂θ . La différence entre les gradients global et local provientde l’erreur utilisée. Une
erreur globaleε(t) est prise en compte dans le premier cas et une erreur localeεi(t) dans le
second. L’erreur globale donnée par (2.20) fait intervenir la sortie du multimodèle et celle du
système, c’est-à-direε(t) = y(t)−ys(t). L’erreur locale donnée par (2.26) fait intervenir la sor-
tie du ièmesous-modèle et celle du système, c’est-à-direεi(t) = yi(t)− ys(t). Ces deux erreurs
deviennent identiques si les fonctions de pondération tendent vers le cas limite booléen.

Si les fonctions de pondération sont peu mélangées alorsεi(t) ≈ ε(t). Il est possible de
conclure que :

GL ≈ GG . (2.34)

Comparaison des matricesHG et HL

En utilisant la∂y(t)
∂θ donnée par (2.22), l’expression de la matrice hessienne HG (2.24) devient :

HG ≈
N

∑
t=1

L

∑
i=1

L

∑
j=1

µi(ξ (t))µ j(ξ (t))
∂yi(t)

∂θ
∂y j(t)

∂θ T . (2.35)

Comme dans le cas précédent, si les fonctions de pondérationµi sont peu mélangées alors :

µi(ξ (t))µ j(ξ (t)) ≈

{
1 si i = j
0 si i 6= j

(2.36)

ce qui amène à conclure que :

HL ≈ HG . (2.37)
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2.5. Procédure d’identification paramétrique

En conclusion, si l’on choisit des fonctions de pondérationµi(.) peu mélangées, la distinction
entre critère global et critère local disparaît. Les deux approches d’identification livrent alors
des résultats similaires (les vecteurs gradients et les matrices hessiennes sont sensiblement iden-
tiques). En revanche, si les fonctions de pondération sont fortement mélangées, on pourra opter
pour le critère mixte (2.13) afin de pondérer l’importance donnée à l’interprétation des sous-
modèles au regard de la qualité du modèle global. De plus, il est important d’accompagner le
choix du critère global, local ou mixte d’un choix adéquat defonctions de pondération (à faible
ou à fort recouvrement).

Exemple 2.2(Exemple d’identification 1)
Soit à approcher, par une structure multimodèle, le modèle non linéaire [Foulloy et al., 2003] :

y(t +1) = (0.6−0.1a(t))y(t)+a(t)u(t), u(t) ∈ [−0.9,0.9] , (2.38)

a(t) =
0.6−0.06y(t)

1+0.2y(t)
.

Le partitionnement de l’espace de fonctionnement du système, en deux zones de fonctionne-
ment, est effectué à partir de l’étude de son comportement enrégime statique. Les fonctions de
pondération sont obtenues par la normalisation de fonctions de type gaussien(c.f. chapitre1,
équation(1.21)). Les paramètres des fonctions de pondération, c1 =−0.9, c2 = 0.9 etσ = 0.7,
sont choisis de façon heuristique. Il convient de remarquerque ce choix n’est pas unique. Le
comportement dynamique de ce système ainsi que les fonctions de pondération utilisées pour
partitionner son espace de fonctionnement sont illustrés sur la figure2.4.
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Figure 2.4 – Entrée/sortie du système non linéaire (à gauche) et fonctions de pondération (à
droite)

Les sous-modèles se présentent sous la forme :

xi(t +1) = aixi(t)+biu(t) , (2.39)
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

où les termes ai et bi sont des scalaires. Le vecteur de paramètres du multimodèleest alors
donné par :

θ =
[
a1 b1 a2 b2

]T
. (2.40)

Quatre fonctions de sensibilité doivent être calculées. Elles sont définies par :

∂xi(t +1)

∂ai
= xi(t)+ai

∂xi(t)
∂ai

et
∂xi(t +1)

∂bi
= ai

∂xi(t)
∂bi

+u(t), i = 1,2 . (2.41)

La procédure d’identification est basée sur un critère global. L’estimation paramétrique s’effec-
tue à partir de la relation(2.17) en considérant le vecteur gradientGG et la matrice hessienne
HG définis respectivement par les relations(2.21) et (2.24).
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Figure 2.5 – Résultats de la procédure d’identification

Les résultats de la procédure d’identification sont présentés sur la figure2.5. La partie su-
périeure de la figure2.5 illustre l’évolution des quatre paramètres au cours de la séquence
d’identification. Le nombre réduit de sous-modèles employés ainsi que la faible dimension du
système non linéaire expliquent la rapide convergence des paramètres du multimodèle. Les

58

te
l-0

03
59

63
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Fe

b 
20

09



2.5. Procédure d’identification paramétrique

performances dynamiques des sous-modèles et du multimodèle sont présentées sur la partie
inférieure de la figure2.5. Il est possible d’apprécier la façon dont chaque sous-modèle est mis
à contribution pour fournir l’approximation globale du système non linéaire. On note en parti-
culier que le sous-modèle 1 contribue à l’approximation du système pour les entrées de fortes
amplitudes, alors que le sous-modèle 2 y contribue de façon préférentielle pour les entrées de
faibles amplitudes. Les sous-modèles ainsi identifiés donnent une bonne caractérisation locale
du comportement du système. Le multimodèle livre égalementune bonne caractérisation glo-
bale du système.

Un bruit (ici, une séquence aléatoire suivant une loi normale de moyenne nulle et de va-
riance égale à un) est maintenant additionné sur les donnéesde sortie du système. Le rapport
signal sur bruit (RSB) de la sortie par rapport au bruit additionné est égal à16dB. Les données
d’entrée et de sortie utilisées pour l’identification ainsique les résultats obtenus à l’issue de
la procédure d’identification sont illustrés sur la figure2.6. Ces résultats montrent les bonnes
capacités du multimodèle découplé à appréhender le comportement dynamique du système.

Contexte de l’identification a1 b1 a2 b2

En l’absence d’un bruit 0.6777 0.5917 0.2334 0.7887
En présence d’un bruit 0.6646 0.6232 0.2241 0.8053

Tableau 2.1 – Récapitulatif des paramètres des sous-modèles

Les paramètres des sous-modèles identifiés en l’absence et en présence du bruit de mesure
sont présentés sur le tableau2.1. Il est possible de constater que les paramètres des sous-
modèles demeurent relativement proches dans ces deux contextes d’identification.
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Figure 2.6 – Entrée/sortie du système non linéaire (à gauche) et résultats de la procédure d’iden-
tification en présence d’un bruit de mesure (à droite)
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

Exemple 2.3(Exemple d’identification 2, mise en évidence duphénomène de décrochage)
Soit à approcher, par une structure multimodèle, le modèle non linéaire :

x(t +1) = ax(t)+sin(γu(t))(β −u(t)) ,u∈ [0,1]

avec a= 0.95, γ = 0.8π etβ = 1.5. L’entrée u(t) du modèle est constituée par la concaténation
de créneaux d’amplitudes variables.

Un jeu de données entrée/sortie de 5000 points a servi à l’identification et un autre jeu de
données entrée/sortie de même taille à la validation. Le multimodèle est constitué arbitraire-
ment par L= 6 sous-modèles (cette valeur pouvant être optimisée). Les fonctions de pondéra-
tion µi sont de type gaussien et dépendent du signal d’entrée u(t). Les centres sont donnés par
c1 = 0, c2 = 0.2, c3 = 0.4, c4 = 0.6, c5 = 0.8, c6 = 1 et la dispersion parσ = 0.2. Le signal
d’entrée et les fonctions de pondération sont illustrés surla figure2.7.
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Figure 2.7 – Signal d’entrée (à gauche) et fonctions de pondération (à droite)

Les sous-modèles sont de la forme :

xi(t +1) = aixi(t)+biu(t)+di , (2.42)

où les paramètres ai,bi et di sont de type scalaire. La procédure d’identification est basée sur
un critère global. La figure2.8 illustre le comportement dynamique du multimodèle identifié.

Le comportement dynamique du modèle non linéaire(2.42) est mal approché par le multi-
modèle identifié. L’apparition de "pics", dans certaines zones de commutation du signal de com-
mande, détériore considérablement la qualité de l’approximation. Ces "pics" sont une consé-
quence du phénomène dit de décrochage. La section suivante présente quelques éléments à
l’origine de ce phénomène ainsi qu’une solution pour y remédier.
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2.5. Procédure d’identification paramétrique
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Figure 2.8 – Sortie du modèle non linéaire et sortie du multimodèle découplé

2.5.6 A propos du phénomène de décrochage

Le problème lié au phénomène dedécrochageest propre au multimodèle découplé et ne se pose
pas pour le multimodèle de T.S. En effet, dans un multimodèledécouplé chaque sous-modèle
évolue indépendamment des autres. Par conséquent, un changement brusque de la valeur de la
variable d’indexationξ (t) peut entraîner un saut instantané de la sortie d’un sous-modèle vers
une autre. Or, rien n’est en mesure d’assurer que la sortie dechaque sous-modèle est proche
des autres lorsqu’elle est précipitamment mise à contribution. L’écart entre les sorties dans les
phases de transition est à l’origine du phénomène de décrochage qui se traduit quelquefois par
des discontinuités ou des variations très brutales de la sortie du modèle.

Un décrochagesurvient à un instant donné si les sorties des sous-modèles mises à contribu-
tion sont éloignées les unes des autres. Si les sorties des sous-modèles sont proches au moment
où elles sont mises à contribution le décrochage diminue voire disparaît complètement si elles
sont identiques. Le problème du décrochage peut être alors considéré comme un problème de
conditions initiales sur les sorties des sous-modèles quand elles sont mises à contribution.

Par ailleurs, ce phénomène est plus ou moins marqué selon la structure de multimodèle dé-
couplé employée : fonctions de pondération agissant sur l’entrée (multimodèle à base de blocs
Hammerstein), la sortie (multimodèle à base de blocs Wiener) ou simultanément sur ces deux
signaux (multimodèle à base de blocs Hammerstein-Wiener).Considérons à titre d’exemple un
multimodèle construit à partir de blocs Hammerstein. Le signal d’entrée y est nul pour tous les
sous-modèles non pris en compte. Les sorties de tous les sous-modèles pour lesquelsµi(.) ≈ 0
tendent de ce fait vers zéro excepté pour les sous-modèles actuellement “actifs”. Dans ce cas de
figure, l’écart entre les sorties des différents sous-modèles peut être important contribuant ainsi
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

à augmenter le phénomène de décrochage.

Dans tous les cas, le décrochage perturbe la procédure d’identification et détériore la qualité
de l’approximation obtenue. La procédure d’identificationest en effet tenue d’ajuster les pa-
ramètres du multimodèle qui reproduisent le mieux le comportement du système tout en cher-
chant à éliminer le phénomène de décrochage. Elle a donc tendance à estimer des sous-modèles
présentant de faibles variations de la sortie en vue de parvenir à une diminution efficace du phé-
nomène de décrochage. Le décrochage a un impact défavorablesur l’estimation paramétrique
et détériore l’approximation du système dans les zones de décrochage.

Toutefois, ce phénomène ne se produit pas systématiquementet dépend conjointement des
dynamiques propres aux sous-modèles, du mécanisme d’interpolation (choix de la variable de
décision et de la structure du multimodèle) et du placement des fonctions poids. Une première
solution visant à limiter et/ou éliminer le phénomène de décrochage consiste simultanément à :

• mélanger fortement les fonctions de pondération,

• augmenter le nombre des sous-modèles.

Cette première stratégie introduit inévitablement des contraintes supplémentaires dans la pro-
cédure d’identification et peut souvent s’avérer inefficace.

Nous proposons une deuxième solution qui consiste à modifierla structure du multimodèle
grâce à l’ajout de trois filtres passe-bas (F1,F2 et F3). Ils agissent respectivement sur le signal
de commande, la variable de décisionξ (t) et la sortie du multimodèle (figure2.9). L’objectif
est de prendre progressivement en compte la contribution dechaque sous-modèle et d’adoucir
ainsi les transitions entre les sorties des sous-modèles. Le filtrage de la variable de décision
ξ (t) permet en particulier d’assurer la continuité des fonctions poids et ce, même si le signal de
décision présente des discontinuités.

La structure du multimodèle découplé modifié est alors donnée par :

û(t) = F2(q
−1)u(t) , (2.43a)

ũ(t) = F1(q
−1)u(t) , (2.43b)

xi(t +1) = Ai(θi)xi(t)+Bi(θi)ũ(t)+Di(θi) , (2.43c)

yi(t) = Ci(θi)xi(t) , (2.43d)

ỹ(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))yi(t) avec ξ (t) = û(t) , (2.43e)

y(t) = F3(q
−1)ỹ(t) , (2.43f)

où y(t) est la nouvelle sortie du multimodèle. Les trois filtres sontnotésF1(q−1), F2(q−1) et
F3(q−1) oùFi(q−1) est un rapport entre deux polynômes enq−1. Ces trois filtres font alors par-
tie du modèle du système et l’estimation de ces paramètres doit être introduite dans la procédure
d’identification.
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2.5. Procédure d’identification paramétrique

Le nouveau vecteurθ contenant les paramètres du multimodèle à estimer est définipar :

θ =
[
θ T

1 . . . θ T
i . . . θ T

L θ T
F1

θ T
F2

θ T
F3

]T
, (2.44)

où chaque bloc colonneθi est relatif aux paramètres inconnus duième sous-modèle et oùθF1,
θF2 et θF3 sont les vecteurs contenant les paramètres relatifs aux trois filtres :

θFi =
[
θFi ,1 . . . θFi ,q . . . θFi ,qFi

]T
, i = 1,2,3 . (2.45)

La procédure d’estimation paramétrique du multimodèle découplé modifié est obtenue en
suivant une démarche tout à fait similaire à celle exposée aucours des sections précédentes (le
calcul des fonctions de sensibilité est présenté en annexeA).

u(t)

ũ(t)

û(t)
F1(q−1) F2(q−1)

F3(q−1)

µi(.)

ỹ(t) y(t)

µ1(t)

µ2(t)

µL(t)

x1(t)

x2(t)

xL(t)

Π

Π

Π

q−1

q−1

q−1

A1x1(t)+B1ũ(t)+D1

A2x2(t)+B2ũ(t)+D2

ALxL(t)+BLũ(t)+DL

C1

C2

CL

Σ

Figure 2.9 – Architecture du multimodèle découplé modifié

Exemple 2.4(Exemple d’identification 2, suite et fin)
On opte ici pour un multimodèle découplé modifié. Les filtres F1, F2 et F3 du premier ordre
utilisés sont donnés par :

ũ(t +1) = α1ũ(t)+(1−α1)u(t +1) , (2.46)

û(t +1) = α2û(t)+(1−α2)u(t +1) , (2.47)

y(t +1) = α3y(t)+(1−α3)ỹ(t +1) . (2.48)
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

Le calcul des nouvelles fonctions de sensibilité s’effectue comme dans la section2.5.1en pre-
nant en considération les nouveaux paramètresα1,α2 et α3 des filtres passe-bas.

La figure2.10illustre le comportement dynamique du multimodèle identifié après introduc-
tion des trois filtres passe-bas. Une bonne adéquation entreles données du modèle non linéaire
et celles du multimodèle est constatée, le phénomène de décrochage étant rejeté.
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Figure 2.10 – Sortie du modèle non linéaire et sortie du multimodèle découplé modifié

2.6 Exemples d’identification

Les deux exemples académiques d’identification figurant dans cette section permettent d’éva-
luer à la fois les performances et les limites de la procédured’estimation paramétrique proposée.

2.6.1 Système non linéaire mono-entrée/mono-sortie

On souhaite obtenir une représentation multimodèle d’un système non linéaire décrit par :

y(t +1) =
y(t)y(t −1)y(t −2)u(t −1)(y(t −2)−1)+u(t)

1+y2(t −1)+y2(t −2)
, (2.49)

y(0) = y(1) = y(2) = 0 .

Cet exemple a été proposé parNarendra et Parthasarathy[1990] dans un contexte de modélisa-
tion par réseaux de neurones.Boukhris[1998] et plus récemmentVerdult [2002] ont fait appel
à ce même exemple pour montrer les capacités d’approximation d’un multimodèle de T.S.

L’observation de la réponse du système à des échelons d’amplitudes variables (voir figure
2.11, à gauche) permet de vérifier le caractère non linéaire du système. Un partitionnement
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2.6. Exemples d’identification

homogène de l’espace de fonctionnement du système en quatrezones est effectué à l’aide des
fonctions de pondération de centresc1 = −1, c2 = −0.33,c3 = 0.33 etc4 = 1 et de dispersion
σ = 0.4 (voir figure2.11, à droite).

Un jeu de données de 800 échantillons est utilisé pour l’identification. L’entréeu(t) du
système est constituée par la concaténation de créneaux d’amplitudes (appartenant à[−1,1]) et
de durées variables. La validation du modèle est réalisée enconsidérant l’entrée suivante :

{

u(t) = sin( 2π
250t) 1≤ t ≤ 500

u(t) = 0.8sin( 2π
250t)+0.2sin(2π

25t) t > 500
. (2.50)
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Figure 2.11 – Réponses temporelles du système à des échelons d’amplitudes variables (à
gauche) et fonctions de pondération (à droite)

Deux indices de performance sont proposés afin d’évaluer la qualité du modèle. Le premier
indice, déjà défini en (1.24), est la moyenne quadratique de l’erreur (Mean Square ErrorMSE)
donnée par :

MSE=
1
N

N

∑
t=1

(ys(t)−y(t))2 . (2.51)

Le second est la VAF (variance-accounted-for) donnée en pourcentage. L’évaluation de la VAF
permet, dans le cas général, de comparer deux matrices. En effet, une VAF égale à 100% est
obtenue si les deux matricesY etŶ sont identiques. Dans le cas contraire, la VAF varie entre 0%
et 100%. Dans un contexte d’identification, la VAF sert à comparer la séquence des données de
sortie de validation du systèmeyN

s,1 aux données de sortie fournies par le modèleyN
1 . La VAF

est définie par :

VAF = max

{

1−
var(yN

s,1−yN
1 )

var(yN
1 )

,0

}

×100% , (2.52)

où var dénote la variance d’un signal quasi-stationnaire. Dans le cas idéal, c’est-à-dire avec un
modèle exact du système et un jeu de conditions initiales parfaitement connu, les séquencesyN

s,1
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

etyN
1 sont identiques et la VAF est de 100%.

Le multimodèle de T.S. composé de sept sous-modèles du troisième ordre proposé parBou-
khris [1998] fournit un indice de performance MSE= 0.0003.Nie [1995] obtient un meilleur
indice de performance MSE= 0.00028 avec un modèle neuro-flou comportant 34 règles. Enfin,
Verdult [2002] introduit une procédure d’optimisation des fonctions de pondération et des para-
mètres d’un multimodèle de T.S. constitué de quatre sous-modèles du troisième ordre. Il obtient
un VAF = 99.9% et un MSE= 0.0002. Plus récemment,Wen et al.[2007] ont proposé une
classe particulière de modèle affine par morceaux dite BPWARX (Piecewise-Affine Basis Func-
tion AutoRegressive eXogenous models) pour l’identification de type boîte noire d’un système
non linéaire. Ils obtiennent une VAF= 97.9% avec un modèle comportant une dizaine de sous-
modèles dont le vecteur de régression estφ(t)=

[
1,y(t −1),y(t −2),y(t −3),u(t −1),u(t −2)

]T
.

Le multimodèle découplé proposé comporte quatre sous-modèles du second ordre et un
filtre passe-bas du premier ordre filtrant la variable de décision. L’identification paramétrique
est effectuée en considérant tout d’abord des données de mesure (c.-à-d. de sortie) non bruitées
puis bruitées.

Identification à partir de données de mesure non bruitées

Les données utilisées pour l’identification et les résultats obtenus lors de la validation du mo-
dèle sont présentés sur la figure2.12. La bonne adéquation entre la sortie du système (séquence
de validation) et celle du multimodèle est clairement mise en évidence. Les indices de perfor-
mance obtenus sont VAF= 99.7446% et MSE= 0.00067. Ces performances sont tout à fait
comparables à celles obtenues par les auteurs mentionnés précédemment alors qu’un nombre
inférieur de paramètres a été utilisé.
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Figure 2.12 – Données pour l’identification (à gauche) et résultats de la validation du modèle (à
droite) en l’absence d’un bruit de mesure
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2.6. Exemples d’identification

Identification à partir de données de mesure bruitées

Un bruit de mesure sur les données de sortie du système est maintenant additionné. Le bruit
correspond à une séquence aléatoire suivant une loi normalede moyenne nulle, de variance
égale à un. Le rapport signal sur bruit (RSB) de la sortie par rapport au bruit additionné est égal
à 17dB (l’amplitude du bruit correspond à 10% de l’amplitude maximale du signal de sortie).
La figure2.13illustre les données utilisées pour l’identification et lesrésultats obtenus lors de
la validation. Les indices de performance obtenus sont VAF= 97.6545% et MSE= 0.0053.
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Figure 2.13 – Données pour l’identification (à gauche) et résultats de la validation du modèle (à
droite) en présence d’un bruit de mesure

2.6.2 Four à gaz deBox et Jenkins

Ce deuxième exemple d’identification utilise les données du four à gaz de type SISO proposées
parBox et Jenkins[1976].
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Figure 2.14 – Données d’entrée et de sortie du four (à gauche)et fonctions de pondération (à
droite)
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

Dans ce four à gaz, de l’air et du méthane ont été combinés de façon à obtenir un mélange
de gaz contenant duCO2. L’entrée du four correspond au débit du méthane et la sortieà la
concentration en pourcentage deCO2 (figure2.14). Le jeu des données d’entrée/sortie du four
est constitué de 296 points. L’identification du multimodèle est réalisée avec un jeu de données
de 150 points. Les 146 points restant servent à la validationdu multimodèle.

Le multimodèle à structure modifiée (c.f. section2.5.6) se compose de trois sous-modèles
et de trois filtres passe-bas du premier ordre. Un partitionnement homogène de l’espace de
fonctionnement du système en trois zones est réalisé à l’aide des fonctions de pondération de
centresc1 = −2.7160,c2 = 0.0590 etc3 = 2.8340 et de dispersionσ = 1.7 (voir figure2.14),
ce choix n’étant pas unique.

Identification à partir de données de mesure non bruitées

La figure2.15 illustre les résultats obtenus pour l’identification et la validation du multimo-
dèle. Les indices de performance obtenus lors de l’identification sont VAF= 98.8073% et
MSE= 0.1329. Les indices de performance obtenus lors de la validation sont VAF= 77.0981%
et MSE= 0.2065. Le multimodèle identifié parvient à représenter globalement le comportement
dynamique du système. Il y a cependant des régions où l’adéquation entre le multimodèle et le
système n’est pas satisfaisante. On notera que dans l’intervalle de temps 260−296 l’identifi-
cation étant mauvaise, le multimodèle devra y être mieux adapté (voir figure2.15(à droite)).
Toutefois, la précision du multimodèle peut être amélioréeen augmentant par exemple l’ordre
des sous-modèles ou en considérant une autre décompositionde l’espace de fonctionnement du
système.
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Figure 2.15 – Résultats de l’identification du modèle (à gauche) et de la validation (à droite) en
l’absence d’un bruit de mesure

Identification à partir de données de mesure bruitées

Un bruit de mesure sur les données de sortie du système est maintenant ajouté. Le bruit corres-
pond à une séquence aléatoire suivant une loi normale de moyenne nulle, de variance égale à
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2.6. Exemples d’identification

un. Le rapport signal sur bruit (RSB) de la sortie par rapport aubruit additionné est égal à 25dB.

La figure2.16 permet de comparer, pour les données d’identification et de validation, la
sortie du système et celle du multimodèle identifié. Les indices de performance obtenus lors de
l’identification sont VAF= 91.4417% et MSE= 1.0731. Les indices de performance obtenus
lors de la validation sont VAF= 69.0093% et MSE= 2.8210. Ces résultats illustrent les bonnes
propriétés d’adéquation du multimodèle identifié en présence d’un bruit de mesure.
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Figure 2.16 – Résultats de l’identification du modèle (à gauche) et de la validation (à droite) en
présence d’un bruit de mesure

Commentaires

Deux facteurs rendent l’identification difficile, à savoir un nombre relativement réduit de don-
nées et un signal d’entrée relativement peu riche. Ce dernieraspect est illustré à l’aide de l’his-
togramme pour le jeu de données d’entrée du système (figure2.17).
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Figure 2.17 – Histogramme pour le jeu de données d’entrée du four
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Chapitre 2. Identification paramétrique d’un multimodèle découplé

Il est aisé de constater, d’après l’histogramme, que le signal de commande n’excite pas uni-
formément les trois zones de fonctionnement du système définies par les fonctions de pondéra-
tion. En effet, un grand nombre de points se situent dans l’intervalle[−1,1] qui correspond à la
zone de fonctionnement où le deuxième sous-modèle est le principal contributeur carµ2 ≈ 1.

Cet exemple pointe l’importance de disposer d’un signal d’entrée suffisamment riche, c’est-
à-dire capable d’exciter les différentes zones de fonctionnement du système de manière à fournir
assez de données pour l’identification des paramètres des sous-modèles.

2.7 Conclusion et discussion

A travers ce second chapitre, nous avons abordé le problème de l’identification des systèmes
non linéaires sous l’angle d’une approche multimodèle. Notre attention s’est portée sur le mul-
timodèle découplé par opposition aux approches multimodèles classiquement utilisées.

Comme il a déjà été mentionné, le multimodèle découplé rend possible l’utilisation de sous-
modèles hétérogènes, c’est-à-dire de sous-modèles de dimensions et de structures différentes.
Cet aspect constitue un point intéressant dans une perspective d’identification. En effet, l’utili-
sation des sous-modèles hétérogènes introduit un degré de flexibilité dans la phase d’identifica-
tion dans la mesure où la complexité de chaque sous-modèle peut s’adapter à la complexité du
système dans chaque zone de fonctionnement. Il devient alors possible d’effectuer une décom-
position non régulière de l’espace de fonctionnement. Cettecaractéristique peut favoriser une
description précise du comportement non linéaire du système avec un nombre relativement ré-
duit de paramètres. La structure du multimodèle découplé peut alors être mise à profit, dans un
contexte de modélisation de type boîte noire, afin de traiterle problème dit decurse of dimen-
sionality dans lequel le nombre de paramètres du multimodèle nécessaire à l’obtention d’une
représentation précise du système augmente très rapidement avec la dimension du système. Le
multimodèle découplé possède donc une structure appropriée à la modélisation des systèmes
complexes de nature non linéaire dont la structure peut varier dans l’espace de fonctionnement.

Dans ce chapitre, une procédure d’identification paramétrique hors ligne d’un multimodèle
découplé a été mise en œuvre. Un algorithme itératif d’optimisation non linéaire de différents
critères (local, global ou mixte) a permis d’estimer les paramètres des sous-modèles. Un phé-
nomène de décrochage susceptible, dans certaines situations, de diminuer la qualité de l’ap-
proximation du multimodèle a été mis en évidence et une solution suggérée afin d’y remédier
en grande partie. Différents exemples académiques d’identification ont permis d’illustrer les
bonnes aptitudes du multimodèle découplé à capturer le comportement non linéaire d’un sys-
tème.

Ce chapitre pose un certain nombre de bases et ouvre d’intéressantes perspectives dans le do-
maine de l’identification des systèmes non linéaires à l’aide d’un multimodèle découplé. Parmi
les points pouvant constituer l’objet de travaux ultérieurs, on peut mentionner la recherche de la
dimension du multimodèle, c’est-à-dire la détermination du nombre et de la dimension des sous-
modèles, un problème loin d’être évident à résoudre. Un indice sur la dimension de chaque sous-
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2.7. Conclusion et discussion

modèle peut toutefois être obtenu en réalisant d’abord une identification paramétrique basée sur
un critère local. Ce critère permet en effet d’obtenir une solution analytique au problème posé
par l’identification de chaque sous-modèle. L’introduction d’une fonction coût, par exemple le
critère d’information dit d’Akaike qui tienne compte simultanément des performances du mo-
dèle et de sa complexité, peut servir à la détermination de lastructure du multimodèle la plus
parcimonieuse.

Il est également possible d’envisager une procédure d’optimisation des fonctions de pondé-
rationµ(.) afin d’obtenir un partitionnement optimal de l’espace de fonctionnement du système.
Une extension des algorithmes dits à deux niveaux basculantentre l’estimation paramétrique
des sous-modèles et l’estimation paramétrique des fonctions poids représente une voie qui mé-
rite d’être explorée.

Enfin, l’étape fondamentale de validation du modèle doit être étudiée en profondeur afin de
fournir au concepteur des indices sur la qualité et sur la complexité de la structure du modèle
obtenu. Dans cette perspective de validation, il peut être particulièrement approprié d’étudier
l’applicabilité des tests de corrélation des résidus introduits parBillings et Voon[1986].
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Chapitre 3. Estimation d’état

3.1 Introduction

Les comportements dynamiques de nombreux systèmes physiques peuvent être décrits à l’aide
d’un modèle mathématique qui fait intervenir un ensemble d’équations différentielles mettant
en relation un nombre fini de variables internes, appelées également variables d’état. L’évo-
lution temporelle du système est donc caractérisée par l’évolution de ses variables d’état qui
dépend des signaux d’excitation appliqués et des conditions initiales.

Cette représentation d’état du système se prête particulièrement bien à la synthèse de nom-
breuses lois de commande (commande par retour d’état, par exemple). La mise en œuvre de ces
techniques de commande requiert la connaissance de l’évolution de l’ensemble des variables
d’état. Or, sur un plan pratique, les variables d’état ne correspondent pas toujours aux mesures
du système soit parce qu’elles sont dépourvues de tout sens physique, soit parce que leur mesure
directe est soumise à des contraintes d’ordre technique, technologique ou économique (instru-
mentation difficile du système, capteur indisponible ou très onéreux,...). Pour ces raisons, l’état
complet du système peut être difficile voire tout simplementimpossible à mesurer. La valeur
d’une ou de plusieurs variable(s) d’état du système doit donc être en règle générale estimée ou
reconstruite par le biais d’unobservateurdit égalementcapteur logiciel. L’estimation de l’état
du système joue également un rôle central dans un contexte desurveillance et de diagnostic de
systèmes. Elle sert en effet à générer des symptômes de défaillance du système établis à partir
de la comparaison entre les signaux estimés et ceux mesurés.La reconstruction des variables
d’état d’un système constitue donc un problème fondamentaldans les sciences de l’ingénieur.

u(t) y(t)

x̂(t) : état estimé

SYSTÈME

OBSERVATEUR
(FILTRE)

MODÈLE DU
SYSTÈME

Figure 3.1 – Principe de l’estimation d’état

La reconstruction d’état se propose de fournir l’estimation des variables d’état à partir des
grandeurs connues, c.-à-d. l’entrée et la sortie du système. Une solution au problème de l’esti-
mation de l’état des systèmes, basée sur la connaissance d’un modèle mathématique LTI du sys-
tème, a été apportée parKalman[1960] et parLuenberger[1971] au cours des années soixante.
L’estimation des différentes variables d’intérêt est accomplie grâce au filtre de Kalman dans
le cas stochastique ou grâce à l’observateur de Luenberger,dit également observateur à gain
proportionnel, dans le cas déterministe. Un observateur (ou filtre) est un système dynamique
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3.1. Introduction

qui fournit en sortie une estimation de l’état du processus àpartir des entrées, des sorties et du
modèle du système et ce, au moyen d’une correction proportionnelle à l’écart entre la sortie
mesurée et celle estimée. Le gain de correction pour l’observateur de Luenberger est obtenu
en imposant une vitesse de convergence de l’erreur d’estimation. Quant au filtre de Kalman, il
exploite les propriétés statistiques du système et du bruiten vue d’obtenir le gain de correction
optimal minimisant la variance de l’erreur d’estimation. La reconstruction d’état pour les sys-
tèmes caractérisés par un modèle LTI semble avoir atteint une certaine maturité et nombreux
sont les algorithmes de synthèse disponibles.

Les systèmes physiques présentent cependant des comportements dynamiques complexes
faisant intervenir des lois non linéaires. Ces comportements ne peuvent être représentés que très
localement à l’aide d’un modèle LTI. Cette représentation locale permet de trouver, à l’appui
des résultats proposés pour les modèles LTI, une solution satisfaisante au problème d’estima-
tion d’état à condition toutefois que la plage de variation du système soit assez étroite. Ce cas de
figure est couramment rencontré quand, par exemple, le système est inséré dans une boucle de
régulation destinée à maintenir son fonctionnement autourd’un point de fonctionnement donné.
Dans nombre de situations pratiques cependant, le système doit être exploité dans un domaine
de fonctionnement plus large. Dans un contexte de diagnostic par exemple, il est conseillé de
réaliser l’estimation d’état à partir d’un modèle capable de reproduire le comportement du sys-
tème dans une large plage de fonctionnement et ce, afin de prendre en compte les changements
dans les modes de fonctionnement du système. Dans ce cas de figure, le recours à des modèles
de représentation non linéaire s’impose dans la mesure où les modèles LTI ne sont pas aptes à
caractériser correctement le comportement global du système.

La reconstruction de l’état des systèmes représentés par unmodèle non linéaire soulève un
problème difficile à résoudre dans le cas général. En effet, àla différence des modèles LTI où
une représentation unifiée peut être employée, les modèles non linéaires peuvent se présenter
sous une multitude de structures faisant intervenir d’une façon différente les termes non li-
néaires. De plus, la notion d’observabilité (c.-à-d. la capacité à reconstruire l’état à partir des
mesures) dans le cadre des modèles de représentation non linéaire ne renvoie pas à un concept
global unique et dépend fortement du signal d’excitation appliqué au système. Par conséquent,
il semble difficile d’établir une théorie générale en mesurede synthétiser un observateur basé
sur un modèle non linéaire non spécifié.

Cependant, différentes approches, conduisant à une estimation d’état pour des classes spé-
cifiques de modèles non linéaires, ont été proposées dans la littérature (le lecteur peut consulter
le récent ouvrage deBesançon[2007] et le premier chapitre de la thèse deCherrier[2006] pour
un état de l’art sur l’estimation d’état des systèmes non linéaires). La plupart de ces approches
sont des prolongements des concepts introduits par Kalman ou par Luenberger. Les plus clas-
siques et les plus répandues sont sans aucun doutele filtre de Kalman étenduet l’observateur
de Luenberger étendu. Dans le cadre de ces approches, l’estimation de l’état du système est
réalisée à partir d’une linéarisation à chaque instant du modèle non linéaire le long des trajec-
toires estimées. Cette approche n’est valable que pour des modèles localement différentiables
et la convergence de l’erreur d’estimation n’est garantie que localement (la convergence peut
dépendre par exemple de l’état initial), la fonction non linéaire étant linéarisée autour de l’esti-
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Chapitre 3. Estimation d’état

mation courante. D’autrestechniques dites par transformationpermettent d’obtenir un système
linéaire auxiliaire, issu d’une transformation (changement de coordonnées) de l’état non linéaire
du système. Il est ainsi possible, à l’aide des techniques classiques, de concevoir un observateur
dans le nouveau repère du système. Une transformation inverse conduit ensuite à l’obtention
d’un observateur non linéaire pour le système non linéaire de départ. Le principal inconvénient
de cette approche est dû aux conditions restrictives d’existence d’une transformation appro-
priée. Lesobservateurs à grand gainsont applicables aux systèmes qui ne peuvent pas être
linéarisés par un changement de coordonnées, à condition toutefois que le système soit globale-
ment lipschitzien. Ces observateurs présentent une structure proche de celle de l’observateur de
Luenberger. Comme l’indique très bien son nom, cet observateur utilise un grand gain qui aug-
mente conformément auxconstantes de Lipschitzdu système. Ce gain permet de compenser les
effets de la partie non linéaire du système sur l’erreur d’estimation. La littérature offre diverses
techniques de synthèse de l’observateur à grand gain (voir [Gauthier et al., 1992; Raghavan et
Hedrick, 1994; Rajamani, 1998]). Les observateurs à gain adaptatifproposés parBusvelle et
Gauthier[2005], en combinant l’observateur de type grand gain [Gauthier et al., 1992] au filtre
de Kalman étendu, permettent de tirer profit des avantages propres à chaque structure. Ce type
d’observateur présente un comportement initial de type grand gain dont la convergence globale
est prouvée ainsi qu’un comportement asymptotique proche de celui du filtre de Kalman étendu
doté de remarquables propriétés de robustesse. Plus récemment, des méthodes dites algébriques
appliquées à l’estimation d’état rapide en boucle fermée ont livré dans cette direction des résul-
tats encourageants [Fliess et al., 2008].

L’ensemble de ces méthodes nécessitent la connaissance précise, sur toute la plage de fonc-
tionnement, d’un modèle mathématique non linéaire du système. Or, l’obtention d’un tel modèle
est loin d’être aisée en raison notamment de la nature complexe des systèmes non linéaires. Il
faut bien souvent faire appel à des techniques d’identification de type boîte noire pour repré-
senter mathématiquement les comportements dynamiques du système. Le choix de la structure
interne du modèle constitue la clef de voûte de ces techniques d’identification. En effet, la struc-
ture du modèle doit, d’une part, être assez générale de façonà prendre en compte un nombre
varié de situations de modélisation et doit, d’autre part, se révéler apte à favoriser une exploi-
tation ultérieure. Les multimodèles permettent de parvenir à un excellent compromis entre ces
deux aspects.

Dans ce contexte de modélisation, les sous-modèles peuventêtre agrégés de multiples fa-
çons, donnant toutes lieu à différentes classes de multimodèles [Filev, 1991]. Deux grandes
familles de multimodèles sont recensées selon que les sous-modèles sonthomogènes, c’est-à-
dire qu’ils partagent le même espace d’état (multimodèle de Takagi-Sugeno) ou hétérogènes,
c’est-à-dire que leur structure et leur espace d’état diffèrent (multimodèle découplé).

La structure du multimodèle de Takagi-Sugeno a été initialement proposée, dans un contexte
de modélisation floue, parTakagi et Sugeno[1985] dans les années 80 et a été depuis largement
popularisée, dans un contexte multimodèle, par les travauxdeJohansen et Foss[1993]. L’étude
de la stabilité et de la stabilisation (étroitement liée à l’estimation d’état) des multimodèles de
Takagi-Sugeno a fait l’objet de nombreux travaux de recherche (voir [Tanaka et Sugeno, 1990;
Blanco et al., 2001; Chadli, 2002; Guerra et al., 2006] et leur bibliographie). Ces travaux s’ins-
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3.1. Introduction

crivent principalement dans le cadre de la recherche d’une loi de commande stabilisante qui
doit disposer de tout le vecteur d’état (pas toujours accessible). C’est ce besoin en particulier
qui est à l’origine de l’étude de la reconstruction d’état, aujourd’hui largement développée.
L’estimation d’état du multimodèle s’effectue en général par le biais d’unmultiobservateurde
type proportionnel (extension de l’observateur proportionnel des systèmes linéaires aux mul-
timodèles). Cependant, d’autres types de multiobservateurs ont également été développés (par
exemple, à entrées inconnues [Akhenak, 2004; Rodrigues, 2005] et à modes glissants [Palm et
Bergstern, 2000]). Dans la perspective d’une stratégie de surveillance dessystèmes représentés
par un multimodèle de Takagi-Sugeno, il a été fait appel aux multiobservateurs en vue de géné-
rer des signaux indicateurs de défauts [Lopez-Toribio et al., 2000; Akhenak, 2004; Rodrigues,
2005].

Soulignons que d’un point de vue structurel, tous les sous-modèles de ce multimodèle ont
la même dimension car un seul vecteur d’état apparaît dans les équations du multimodèle. La
complexité des sous-modèles est par conséquent invariablequelle que soit la complexité du
fonctionnement à décrire. Le multimodèle ainsi obtenu peutêtre alors sur-paramétré et sa com-
plexité inutilement augmentée.

La structure du multimodèle découplé [Filev, 1991] introduit une certaine flexibilité dans
l’étape de modélisation dans la mesure où la dimension des sous-modèles (leur nombre d’états)
peut être adaptée à la complexité du système dans chaque zonede fonctionnement. Ce multimo-
dèle s’adapte donc particulièrement bien à la modélisationdes systèmes complexes présentant
des non-linéarités et des changements de structure engendrés par leur mode de fonctionnement.
Il a déjà été exploité dans le cadre de l’identification (cf. chapitre2) et/ou de la commande de
systèmes non linéaires [Gawthrop, 1995; Gatzke et Doyle III, 1999; Gregorcic et Lightbody,
2000; Gregorcic, 2004]. Dans un contexte de surveillance,Kanev et Verhaegen[2006] se sont
intéressés à la détection du changement de régime de fonctionnement du système. Dans cette
approche, chaque sous-modèle sert à représenter un mode défaillant du système. La surveillance
consiste à déterminer le mode actif du système.

Les possibilités offertes par le multimodèle découplé pourreconstruire l’état d’un système
semblent peu exploitées au regard des travaux actuellementpubliés. Les récents articles d’Uppal
et al.[2003]; Uppal et Patton[2005]; Uppal et al.[2006] sont, à notre connaissance, les seules
références relatives à l’estimation d’état dans un contexte de surveillance. Dans ce chapitre,
notre attention se portera donc sur l’estimation d’état de systèmes représentés par un multimo-
dèle découplé. Le chapitre comprend cinq sections. Après unbref rappel des structures du mul-
timodèle de Takagi-Sugeno et du multimodèle découplé, l’analyse de leur stabilité est réalisée
au cours de la deuxième section. La troisième section, dédiée à l’estimation d’état proprement
dite, propose une extension de l’observateur à gain proportionnel classiquement utilisé pour la
reconstruction d’état. La convergence de l’erreur d’estimation d’état est analysée à l’aide de la
méthode de Lyapunov. Le gain de l’observateur est obtenu parla résolution d’un ensemble d’in-
égalités matricielles linéaires (LMI). Cette section expose également un moyen d’introduire, au
cours de la synthèse de l’observateur, des spécifications temporelles de la dynamique de l’erreur
d’estimation. La structure du multimodèle découplé modifié, considérée lors de la synthèse de
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Chapitre 3. Estimation d’état

l’observateur, permet d’établir dans la quatrième sectionun lien entre la synthèse des obser-
vateurs et le phénomène de décrochage (c.f. section2.5.6). Enfin, le recours de plus en plus
fréquent aux calculateurs délocalisés du système et la transmission des données par réseaux
informatiques à l’origine d’inévitables délais d’attentefont des systèmes à retard une théma-
tique de recherche d’actualité qui mérite d’être brièvement abordée dans la dernière section du
présent chapitre.

3.2 Rappel sur les structures des multimodèles

Dans le cadre de la représentation multimodèle, le comportement dynamique d’un système est
appréhendé au moyen d’un ensemble de sous-modèles agrégés par un mécanisme d’interpola-
tion.

On rappelle ci-dessous les expressions mathématiques des structures du multimodèle de
Takagi-Sugeno et du multimodèle découplé. Pour ce faire, onintroduit l’opérateurδ qui permet
d’obtenir une notation unifiée des multimodèles à temps continu et à temps discret.

Définition 3.1 (Opérateurδ ). L’opérateurδ dénote la dérivée par rapport au temps pour les
systèmes à temps continu, soitδ (x(t)) = ẋ(t), t ∈ R+ et l’opérateur d’avancement pour les
systèmes à temps discret, soitδ (x(t)) = x(t +1), t ∈ N.

• La représentation dans l’espace d’état du multimodèle de Takagi-Sugeno (T.S.) est don-
née par :

δ (x(t)) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))Aix(t)+
L

∑
i=1

µi(ξ (t))Biu(t) , (3.1a)

y(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))Cix(t) , (3.1b)

oùx∈ R
n est le vecteur d’état du multimodèle,u∈ R

m le vecteur de commande,y∈ R
p

le vecteur de sortie du multimodèle. Les matricesAi ∈ R
n×n, Bi ∈ R

n×m et Ci ∈ R
p×n

sont constantes et supposées connues.

• La représentation d’état du multimodèle découplé est donnée par :

δ (xi(t)) = Aixi(t)+Biu(t) , (3.2a)

yi(t) = Cixi(t) , (3.2b)

y(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))yi(t) , (3.2c)

oùxi ∈ R
ni etyi ∈ R

p sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie duième

sous-modèle, oùu ∈ R
m est le vecteur de commande ety ∈ R

p le vecteur de sortie du
multimodèle. Les matricesAi ∈ R

ni×ni , Bi ∈ R
ni×m etCi ∈ R

p×ni sont constantes et sup-
posées connues. Par la suite, MDC et MDD désigneront respectivement le multimodèle
découplé à temps continu et le multimodèle découplé à temps discret.
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3.3. Stabilité des multimodèles

Dans les deux cas,ξ (t) est une variable caractéristique du système, appelée également variable
de décision, accessible par mesure en temps réel. Elle peut,par exemple, correspondre aux va-
riables d’état mesurables ou aux signaux d’entrée ou de sortie. La variable de décision sert à
indexer les fonctions de pondérationµi(ξ (t)) qui définissent les différentes zones de fonction-
nement et assurent la transition entre les sous-modèles. Les zones de fonctionnement ne sont
pasa priori disjointes et sont par conséquent susceptibles de présenter des recouvrements. Les
fonctions de pondération admettent de ce fait des valeurs intermédiaires dans l’intervalle 0 et 1.
Elles respectent de plus les propriétés de somme convexe suivantes :

L

∑
i=1

µi(ξ (t)) = 1 et 0≤ µi(ξ (t)) ≤ 1 ∀i = 1, · · · ,L, ∀t . (3.3)

Dans un souci de simplicité, on omettra dorénavant de faire apparaître la dépendance de la
variable de décision dans les fonctions de pondération. On notera simplementµ(t) au lieu de
µ(ξ (t)).

3.3 Stabilité des multimodèles

L’étude de la stabilité revêt une importance fondamentale lors de l’analyse des systèmes non
linéaires représentés par un multimodèle. Elle ne peut pas êtrea priori menée de la même façon
que dans le cadre des systèmes représentés par un modèle linéaire à temps invariant LTI, la
prise en considération du mélange (la combinaison) entre les différents sous-modèles s’avérant
capitale.

La méthode de Lyapunov [Liapounoff, 1907] permet de conclure sur la stabilité du multi-
modèle sans avoir à résoudre explicitement les équations d’état le long de ses trajectoires. Cette
méthode est la formalisation mathématique d’un constat fondamental en physique, à savoir que
si l’énergie totale d’un système de nature linéaire ou non est dissipée de façon continue alors
le système devra au final atteindre un point d’équilibre. La méthode de Lyapunov offre la pos-
sibilité, par extension du concept de dissipation d’énergie, d’examiner la stabilité d’un système
linéaire ou non par l’analyse de la décroissance d’une fonction scalaire et ce, sans passer par
une solution explicite des équations du système (c.f. annexeB).

Ce paragraphe a pour objet l’étude de la stabilité du multimodèle découplé. Un rappel suc-
cinct des conditions les plus élémentaires en mesure de garantir la stabilité du multimodèle de
T.S. est proposé. Puis sont établies les conditions assurant la stabilité du multimodèle découplé.

3.3.1 Stabilité du multimodèle de T.S.

La stabilité d’un multimodèle de T.S. est assurée si les conditions, sous la forme d’un ensemble
d’inégalités matricielles linéaires [Boyd et al., 1994], des théorèmes suivants sont satisfaites
[Tanaka et al., 1998].
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Chapitre 3. Estimation d’état

Théorème 3.1(Stabilité du multimodèle de T.S. à temps continu). Le multimodèle de T.S.
(3.1) à temps continu est asymptotiquement stable s’il existe unematrice symétrique et définie
positive P telle que les LMI suivantes soient vérifiées :

AT
i P+PAi < 0 , i = 1, · · · ,L . (3.4)

Théorème 3.2(Stabilité du multimodèle de T.S. à temps discret). Le multimodèle de T.S.
(3.1) à temps discret est asymptotiquement stable s’il existe unematrice symétrique et définie
positive P telle que les LMI suivantes soient vérifiées :

AT
i PAi −P < 0 , i = 1, · · · ,L . (3.5)

Ces théorèmes sont obtenus grâce à la seconde méthode de Lyapunov sur la base d’une
fonction de Lyapunov quadratique de la formeV(t) = xT(t)Px(t). D’après ces théorèmes, la
stabilité du multimodèle est liée, d’une part, à la stabilité de tous les sous-modèles et, d’autre
part, à l’existence d’une matrice de LyapunovP commune à tous les sous-modèles. Remarquons
que la première condition n’implique en aucun cas la seconde. La recherche analytique de la
matriceP satisfaisant ces conditions soulève un problème dont la résolution s’avère difficile
et ce, même dans les cas à faible dimension. Il existe toutefois des algorithmes d’optimisation
convexe efficaces en mesure de résoudre numériquement ce type de problème [Boyd et al.,
1994].

Il convient cependant de souligner que les conditions des théorèmes3.1 et 3.2 ne sont que
suffisantes. Une recherche infructueuse de la matriceP n’implique pas l’instabilité du multi-
modèle. En effet, de nombreux exemples montrent qu’un multimodèle de T.S. peut être stable
alors qu’il comporte des sous-modèles instables et vice versa. La stabilité du multimodèle est
alors établie à la condition de trouver une solution aux LMI.Dans le cas contraire, aucune
conclusion ne peut être avancée. Par ailleurs, la recherched’une matriceP commune à tous les
sous-modèles constitue une source inévitable de conservatisme des solutions. Autrement dit,
le multimodèle possède un comportement stable mais aucune solution permettant de conclure
sur sa stabilité n’est trouvée. De nouvelles fonctions de Lyapunov, ayant pour objet la réduc-
tion de ces sources de conservatisme, ont ainsi été proposées dans la littérature (c.f. [Morère,
2001; Chadli, 2002; Tanaka et al., 2003]). Une approche récente, visant à obtenir des conditions
moins conservatives, considère une décroissance non uniforme de la fonction de Lyapunov
[Kruszewski, 2006].
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3.3. Stabilité des multimodèles

3.3.2 Stabilité du multimodèle découplé

Ce paragraphe a pour propos l’étude de la stabilité du multimodèle découplé. L’introduction
d’un vecteur d’état augmenté de la forme :

x(t) =
[
xT

1 (t) · · ·xT
i (t) · · ·xT

L (t)
]T

∈ R
n, n =

L

∑
i=1

ni (3.6)

permet de réécrire les relations (3.2) décrivant le multimodèle découplé sous une forme plus
compacte :

δ (x(t)) = Ãx(t)+ B̃u(t) , (3.7a)

y(t) = C̃(t)x(t) , (3.7b)

où les matrices partitionnées par blocsÃ∈ R
n×n, B̃∈ R

n×m etC̃∈ R
p×n sont définies par :

Ã =










A1 0 0 0 0

0
... 0 0 0

0 0 Ai 0 0

0 0 0
... 0

0 0 0 0 AL










, B̃ =










B1
...

Bi
...

BL










, C̃(t) =










µ1(t)CT
1

...
µi(t)CT

i
...

µL(t)CT
L










T

. (3.8)

Les conditions assurant la stabilité du multimodèle (3.7) peuvent aisément être obtenues à
partir de l’étude des valeurs propres de la matriceÃ. En effet, d’après (3.8) la matriceÃ est
une matrice bloc diagonale à paramètres constants. Par conséquent, toutes ses valeurs propres
se situent dans le demi-plan gauche du plan complexe (ou à l’intérieur du cercle unité dans le
cas discret) si et seulement si toutes les valeurs propres detoutes les matricesAi sont dans le
demi-plan gauche du plan complexe (ou à l’intérieur du cercle unité dans le cas discret). Les
théorèmes suivants livrent les conditions nécessaires et suffisantes à la vérification de la stabilité
du multimodèle découplé.

Théorème 3.3(Stabilité du MDC). Le multimodèle découplé(3.2) à temps continu est stable
si et seulement si les valeurs propres de la matriceÃ se situent dans le demi-plan gauche du
plan complexe, c.-à-d. s’il existe une matrice P= PT > 0 telle que :

ÃTP+PÃ < 0 , i = 1, · · · ,L . (3.9)

Théorème 3.4(Stabilité du MDD). Le multimodèle découplé(3.2) à temps discret est stable
si et seulement si les valeurs propres de la matriceÃ se situent à l’intérieur du cercle unité,
c.-à-d. s’il existe une matrice P= PT > 0 telle que :

ÃTPÃ+P < 0 , i = 1, · · · ,L . (3.10)
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Chapitre 3. Estimation d’état

Remarque 3.1.La condition proposée dans le théorème3.3est vérifiée s’il existe des matrices
Pi = PT

i > 0 telles que :

AT
i Pi +PiAi < 0 , i = 1, · · · ,L . (3.11)

La condition proposée dans le théorème3.4 est vérifiée s’il existe des matrices Pi = PT
i > 0

telles que :

AT
i PiAi +Pi < 0 , i = 1, · · · ,L . (3.12)

En conclusion, le multimodèle découplé est stable si et seulement si tous les sous-modèles
sont stables. Dans quelques cas triviaux, le multimodèle découplé présente une sortie stable
(stabilité externe) alors que les sous-modèles sont instables (instabilité interne). La sortie du
multimodèle peut être stable, par exemple :

• quand les sous-modèles instables ne sont jamais mis à contribution,

• quand la contribution de plusieurs sous-modèles instablesest compensée par addition de
leur effet.

La stabilité du multimodèle découplé peut être établie sansavoir à faire appel à un quel-
conque algorithme d’optimisation, les outils disponiblespour les systèmes linéaires pouvant
être directement employés. En contrepartie, seul le recours à des sous-modèles stables garantit
la stabilité du multimodèle découplé.

3.4 Estimation d’état basée sur un multimodèle découplé

Cette section aborde la conception d’un observateur d’état pour un système représenté par un
multimodèle découplé. Il est supposé en effet qu’un multimodèle découplé, décrivant avec exac-
titude le comportement dynamique d’un système non linéairedans une plage de fonctionnement
donnée, est disponible. Les paramètres du multimodèle peuvent être estimés, à partir des don-
nées d’entrée/sortie du système, au moyen d’une approche detype boîte noire et de techniques
d’identification appropriées (cf. chapitre2).

3.4.1 Motivations et problématique

Dans ses récents travaux, Uppal [Uppal et al., 2003; Uppal et Patton, 2005; Uppal et al., 2006]
ébauche les premiers éléments d’une analyse de la convergence de l’erreur d’estimation de
la sortie du multimodèle découplé. L’idée consiste à supposer que la sortie estimée ˆy(t) par
l’observateur approche dans un certain voisinageε la sortiey(t) du processus, soit :

lim
t→∞

|y(t)− ŷ(t)| < ε , ε < ∞ . (3.13)

Il est également supposé qu’un observateur, associé à chaque sous-modèle, fournit une estima-
tion ŷi(t) de la sortieyi

m(t) de chaque sous-modèle dans un voisinageεi , c’est-à-dire que

lim
t→∞

∣
∣y1

m(t)− ŷ1(t)
∣
∣< ε1 , ε1 < ∞

...
...

...
lim
t→∞

∣
∣yL

m(t)− ŷL(t)
∣
∣< εL , εL < ∞







(3.14)
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3.4. Estimation d’état basée sur un multimodèle découplé

sachant que la sortie estimée s’écrit ˆy(t) =
L
∑

i=1
µi(t)ŷi(t), alors

lim
t→∞

L

∑
i=1

µi(t)
∣
∣yi

m(t)− ŷi(t)
∣
∣<

L

∑
i=1

µi(t)εi ,
L

∑
i=1

µi(t)εi < ∞ , (3.15)

soit encore

lim
t→∞

L

∑
i=1

µi(t)
∣
∣yi

m(t)− ŷi(t)
∣
∣< ε , ε < ∞ avec ε =

L

∑
i=1

µi(t)εi . (3.16)

Ainsi, si la sortie du multimodèle découpléym(t) caractérise correctement la sortie du système
y(t), on peut s’attendre à ce que la sortie ˆy(t) estimée par l’observateur approche dans un voisi-
nageε la sortie du systèmey(t).

Cette démarche bien qu’intellectuellement valable n’en demeure pas moins très intuitive.
De plus, elle présente encore bien des points obscurs non éclaircis par les auteurs et suscep-
tibles d’être approfondis. D’après Uppal en effet, un observateur associé à chaque sous-modèle
permet d’obtenir une estimation de la sortie du système. La conception de ces observateurs est
opérée individuellement, compte tenu du découplage des sous-modèles, de façon à réduire la
complexité de la procédure de synthèse. Cette démarche pose néanmoins deux questions essen-
tielles, à savoir :

• La synthèse individuelle des observateurs peut-elle garantir d’une façon générale la
convergence globale vers zéro de l’erreur d’estimation ?

• Comment garantir rigoureusement la convergence vers zéro del’erreur d’estimation ?

Ce chapitre se propose d’apporter des éléments de réponse à ces interrogations.

3.4.2 Synthèse de l’observateur

L’estimation de l’évolution des variables d’état du système est réalisée à l’aide d’un observa-
teur. L’observateur proposé dans cette section s’inspire de l’observateur à gain proportionnel
classiquement utilisé dans le cadre des systèmes linéaires. Il reconstruit l’état du système à par-
tir des entrées, des sorties et du multimodèle du système. L’estimation d’état est corrigée par
une action proportionnelle à l’écart entre la sortie mesurée et celle estimée par l’observateur.

L’observateur proposé se présente sous la forme suivante :

δ (x̂i(t)) = Ai x̂i(t)+Biu(t)+Ki(y(t)− ŷ(t)) , (3.17a)

ŷi(t) = Ci x̂i(t) , (3.17b)

ŷ(t) =
L

∑
i=1

µi(t)ŷi(t) , (3.17c)

où x̂i ∈ R
ni est l’estimation du vecteur d’état duièmesous-modèle,y(t) la sortie mesurée sur le

système, ˆy(t) la sortie reconstruite par l’observateur etKi ∈ R
ni×p le gain duièmeobservateur à

83

te
l-0

03
59

63
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Fe

b 
20

09



Chapitre 3. Estimation d’état

déterminer. Il est supposé ici que le comportement dynamique du système est décrit avec exac-
titude par un un multimodèle découplé dont les paramètres sont connus.

Remarquons par ailleurs que les sortiesyi(t) des sous-modèles ne sont pas mesurables et ne
peuvent en aucun cas être exploitées pour piloter un observateur. Elles doivent être considérées
comme des “signaux artificiels de modélisation” utilisés seulement dans le but de décrire le
comportement non linéaire du système. La structure de l’observateur est présentée sur la figure
3.2.

SYSTÈME NON LINÉAIRE

y(t)

y(t)

u(t)

u(t)

−

ŷ(t)

µ1(t)

µL(t)

K1

B1 C1

A1

∫˙̂x1(t) x̂1(t) ŷ1(t)

KL

BL CL

AL

∫˙̂xL(t) x̂L(t) ŷL(t)

Σ

Σ

Σ

Figure 3.2 – Structure de l’observateur à gain proportionnel à temps continu

Les équations (3.17) de l’observateur peuvent s’écrire sous une forme plus condensée en
introduisant les matrices augmentéesÃ, B̃ etC̃(t) du multimodèle définies par (3.8) :

δ (x̂(t)) = Aobs(t)x̂(t)+ B̃u(t)+ K̃y(t) , (3.18a)

ŷ(t) = C̃(t)x̂(t) , (3.18b)

avec
Aobs(t) = Ã− K̃C̃(t) (3.19)

et

K̃ =
[
KT

1 · · · KT
i · · · KT

L

]T
∈ R

n×p, n =
L

∑
i=1

ni . (3.20)

Le problème lié à la synthèse de l’observateur se pose alors dans les termes suivants :

il s’agit d’ajuster les gains Ki des observateurs de telle sorte que l’erreur d’estima-
tion d’état donnée par
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3.4. Estimation d’état basée sur un multimodèle découplé

e(t) = x(t)− x̂(t) (3.21)

tende vers zéro pour une combinaison arbitraire des sortiesdes sous-modèles et
ce, quel que soit l’état initial du système et de l’observateur (x(0) et x̂(0)).

Remarque 3.2.Le lecteur peut remarquer que la matrice à paramètres variables dans le temps
C̃(t) admet, compte tenu des propriétés(3.3) des fonctions de pondération, la réécriture sui-
vante :

C̃(t) =
L

∑
i=1

µi(t)C̃i , (3.22)

où chaqueC̃i est une matrice bloc à paramètres constants de la forme :

C̃i =
[
0 · · · Ci · · · 0

]
, (3.23)

c.-à-d. que tous ses blocs sont nuls excepté le ièmebloc qui est égal à Ci.

Remarque 3.3.Il est alors possible, à l’appui de la remarque précédente etdes propriétés(3.3)
des fonctions de pondération, de mettre la matrice Aobs(t) sous la forme suivante :

Aobs(t) =
L

∑
i=1

µi(t)φi , (3.24)

φi = Ã− K̃C̃i . (3.25)

Il est possible, en appliquant l’opérateurδ (.) à l’équation (3.21) puis en utilisant les formes aug-
mentées (3.7) du multimodèle et (3.18) de l’observateur, d’expliciter la dynamique de l’erreur
d’estimation d’état (3.21) par :

δ (e(t)) = Aobs(t)e(t) . (3.26)

La convergence de l’état estimé versx(t) est assurée si le système (3.26) générateur de l’erreur
d’estimation est stable. Or garantir cette stabilité n’estpas chose aisée compte tenu du fait que
la matriceAobs(t) est à paramètres variables au cours du temps.

Exemple 3.1(Exemple introductif et problématique)
Considérons un multimodèle et un observateur comportant deux sous-modèles stables. La ma-
trice Aobs(t) s’écrit :

Aobs(t) =

[
A1−µ1(t)K1C1 µ2(t)K1C2

µ1(t)K2C1 A2−µ2(t)K2C2

]

(3.27)

ou encore

Aobs(t) =
2

∑
i=1

µi(t)φi = µ1(t)

[
A1−K1C1 0

K2C1 A2

]

+ µ2(t)

[
A1 K1C2

0 A2−K2C2

]

. (3.28)
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Chapitre 3. Estimation d’état

La synthèse individuelle de chaque observateur assure que les éléments diagonaux de la matrice
(3.27) sont stables. Cependant, rien ne garantit la stabilité du système(3.26) pour un mélange
arbitraire entre les matricesφi dans(3.28). En effet, la combinaison convexe des matricesφi ,
due au mélange des sorties des sous-modèles, peut conduire àun comportement instable du sys-
tème(3.26) alors que les matricesφi présentent un comportement stable. Cette problématique
est couramment rencontrée dans l’approche multimodèle (engénéral dans une approche LPV)
et illustre clairement l’une des principales difficultés soulevée par cette approche.
La réponse à la question : la somme convexe d’un ensemble de matrices stables donne-t-elle
toujours lieu à une matrice stable ? est NON [Liberzon et Morse, 1999; Davrazos et Koussoulas,
2001].

Cet exemple met clairement en évidence que, compte tenu des formes augmentées (3.7) du
multimodèle et (3.18) de l’observateur, la synthèse individuelle des observateurs ne peut pas ga-
rantir la convergence de l’erreur d’estimation dans le cas général. La synthèse de l’observateur
doit donc s’opérer à travers la prise en compte du mélange entre les sorties des sous-modèles.
Toutefois, la recherche d’une solution explicite à l’équation (3.26) régissant la dynamique de
l’erreur d’estimation s’avère difficile compte tenu des variations temporelles de la matrice
Aobs(t). Afin de surmonter ces difficultés, notre analyse est réalisée dans le domaine tempo-
rel à l’aide de la seconde méthode de Lyapunov qui rend possible l’étude de la convergence
asymptotique de l’erreur d’estimation et de la convergenceexponentielle également appelée
α−stabilité de l’observateur. Cette dernière notion permet dequantifier et de garantir une cer-
taine vitesse de convergence de l’erreur d’estimation et d’imposer ainsi des performances dy-
namiques à l’observateur. La convergence exponentielle del’erreur d’estimation est alors une
notion plus exigeante qui englobe la convergence asymptotique. Ces raisons motivent l’étude
de la convergence exponentielle.

D’après la théorie de Lyapunov, la stabilité exponentielleest garantie s’il existe une fonction
candidate de LyapunovV(t) > 0 telle que

∃α > 0 : V̇(t)+2αV(t) < 0 (3.29)

dans le cas continu et

∃α > 0 : ∆V(t)+2αV(t) < 0 (3.30)

dans le cas discret où∆V(t) = V(t +1)−V(t). Dans les deux cas,α est letaux de décroissance
qui sert à quantifier la vitesse de convergence de l’erreur d’estimation.

Pour obtenir des conditions garantissant la convergence del’erreur d’estimation (3.21) vers
zéro, la fonction de Lyapunov quadratique suivante est considérée :

V(t) = eT(t)Pe(t), P > 0 P = PT . (3.31)

Analysons la convergence de l’erreur d’estimation pour l’observateur à temps continu (l’analyse
pour l’observateur à temps discret s’effectue de façon similaire). Remarquons que la solution
de (3.29) est donnée par :

V(t) ≤V(0)exp(−2αt) , ∀t ≥ 0 , (3.32)
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3.4. Estimation d’état basée sur un multimodèle découplé

ce qui assure une décroissance exponentielle de la fonctionde Lyapunov. Compte tenu de
λmin(P)‖e(t)‖2 ≤ V(t) ≤ λmax(P)‖e(t)‖2 alors l’erreur d’estimation converge exponentielle-
ment vers zéro, selon la formule

‖e(t)‖ ≤ ‖e(0)‖

√

λmax(P)

λmin(P)
exp(−αt) ∀t ≥ 0 . (3.33)

L’erreur d’estimation est ainsi comprise dans une enveloppe décroissant comme une exponen-
tielle. Des conditions satisfaisant l’inégalité (3.29) doivent ainsi être obtenues afin de garantir la
convergence exponentielle de l’erreur d’estimation. Considérons d’abord la dérivée par rapport
au temps de la fonction de Lyapunov (3.31) donnée par :

V̇(t) = ėT(t)Pe(t)+eT(t)Pė(t) (3.34)

qui devient par l’introduction de l’équation (3.26) régissant la dynamique de l’erreur d’estima-
tion :

V̇(t) = eT(t)
(
AT

obs(t)P+PAobs(t)
)

e(t) . (3.35)

En utilisant la fonction de Lyapunov (3.31) et sa dérivée donnée par (3.35), l’inégalité (3.29)
assurant la convergence exponentielle devient :

eT(t)
{

AT
obs(t)P+PAobs(t)+2αP

}
e(t) < 0 (3.36)

qui est une forme quadratique ene(t). La négativité de cette inégalité est également satisfaite
par :

AT
obs(t)P+PAobs(t)+2αP < 0 (3.37)

qui s’écrit en utilisant la définition (3.24) deAobs(t) :

L

∑
i=1

µi(t)φT
i P+P

L

∑
i=1

µi(t)φi +2αP < 0 . (3.38)

Compte tenu des propriétés (3.3) des fonctions de pondération, l’inégalité (3.38) est équivalente
à :

L

∑
i=1

µi(t)φT
i P+P

L

∑
i=1

µi(t)φi +
L

∑
i=1

µi(t)2αP < 0 (3.39)

qui est également satisfaite par l’inégalité suivante :

φT
i P+Pφi +2αP < 0 , i = 1, · · · ,L , (3.40)

soit finalement en remplaçantφi par sa définition (3.25) :

ÃTP+PÃ− (K̃C̃i)
TP−PK̃C̃i +2αP < 0 , i = 1, · · · ,L . (3.41)
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Chapitre 3. Estimation d’état

Il convient de souligner que l’inégalité précédente est nonlinéaire par rapport aux variables
K̃, P et α. Il n’est donc pas possible de calculer une solution en faisant directement appel aux
méthodes classiques de résolution des LMI. Cependant, en posantG = PK̃ et pour une valeur
deα donnée, l’inégalité matricielle (3.41) s’écrit :

ÃTP+PÃ− (GC̃i)
T −GC̃i +2αP < 0 , i = 1, · · · ,L (3.42)

qui est bien une LMI enP etG. Il est possible enfin, en regroupant les termes enP apparaissant
dans (3.42), d’énoncer le théorème suivant dont lesconditions suffisantesassurent la conver-
gence exponentielle de l’erreur d’estimation.

Théorème 3.5(MDC). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodèle découplé à temps
continu (3.7) et l’observateur à gain proportionnel(3.18), converge exponentiellement vers
zéro s’il existe une matrice symétrique et définie positive Pet une matrice G vérifiant les LMI
suivantes :

(Ã+αI)TP+P(Ã +αI)− (GC̃i)
T −GC̃i < 0 , i = 1, · · · ,L , (3.43)

oùC̃i =
[
0 · · · Ci · · · 0

]
pour un taux de décroissanceα > 0 donné. Le gain de l’obser-

vateur est donné par̃K = P−1G.

L’analyse de la convergence de l’erreur d’estimation pour l’observateur à temps discret peut
être menée en suivant une démarche similaire à celle venant d’être présentée et ce, afin de sa-
tisfaire l’inégalité (3.30). Le théorème suivant propose desconditions suffisantesassurant la
convergence de l’erreur d’estimation dans le cas discret.

Théorème 3.6(MDD). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodèle découplé à temps
discret (3.7) et l’observateur à gain proportionnel(3.18), converge exponentiellement vers
zéro s’il existe une matrice symétrique et définie positive Pet une matrice G vérifiant les LMI
suivantes :

[
(1−2α)P ÃTP−C̃T

i GT

PÃ−GC̃i P

]

> 0 , i = 1, · · · ,L , (3.44)

où C̃i =
[
0 · · · Ci · · · 0

]
pour un taux de décroissance0 < α < 0.5 donné. Le gain de

l’observateur est donné par̃K = P−1G.

La convergence asymptotique de l’erreur d’estimation faitl’objet du corollaire suivant.

Corollaire 3.1 (Convergence asymptotique). La convergence asymptotique de l’erreur d’esti-
mation est obtenue en considérant un taux de décroissance nul (α = 0) dans les théorèmes3.5
et3.6, c’est-à-dire en assurant simplementV̇(t) < 0 ou ∆V(t) < 0 selon le cas considéré.

Remarque 3.4.Une solution satisfaisant les conditions LMI des théorèmes3.5et 3.6peut par
exemple être obtenue au moyen d’algorithmes d’optimisation convexe sous contraintes. Pour y
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3.4. Estimation d’état basée sur un multimodèle découplé

parvenir, nous nous servirons de l’interface de prototypage rapide YALMIP2 [Löfberg, 2004]
couplée au solver SeDuMi (Self-Dual-Minimisation package) 3 [Sturm, 1999].

3.4.3 Amélioration des performances dynamiques de l’observateur

Le calcul du gain de l’observateur à l’aide des théorèmes3.5 ou 3.6 assure une convergence
exponentielle vers zéro de l’erreur d’estimation. Il peut être cependant conseillé d’introduire,
lors de la conception de l’observateur, d’autres performances dynamiques de l’erreur de re-
construction d’état, par exemple un degré d’amortissementou de dépassement, une rapidité du
transitoire, une vitesse de convergence, etc.

Ces spécifications temporelles sont étroitement liées au positionnement dans le plan com-
plexe des valeurs propres4 de la matriceAobs(t) régissant la dynamique de l’erreur d’estima-
tion. Pour les systèmes linéaires à temps invariant, ces caractéristiques temporelles peuvent être
obtenues en faisant appel aux techniques de placement de pôles. Ces techniques s’avèrent en
revanche inadaptées dans notre situation. En effet, la matrice Aobs(t) est variable dans le temps
en fonction du mélange entre les sorties des sous-modèles. Il est ainsi nécessaire d’introduire
des spécifications temporelles lors de la conception de l’observateur dans un formalisme LMI
adapté au nôtre.

Une approche générale permettant de caractériser l’appartenance des valeurs propres d’une
matrice à une région déterminée du plan complexe en termes deLMI est proposée par [Chilali,
1996; Chilali et al., 1999]. Ce formalisme peut être considéré comme une généralisation de
l’inégalité de Lyapunov,

∃P = PT > 0 : PA+ATP < 0 (3.45)

classiquement utilisée pour tester la stabilité d’un système LTI à temps continu, à une multitude
de régions convexes. La stabilité d’un système LTI à temps continu est effectivement garantie
si les valeurs propres de la matrice d’étatA du système se situent dans le demi-plan ouvert de
gauche du plan complexe. L’inégalité matricielle (3.45) permet alors de tester l’appartenance
des valeurs propres de la matriceA à cette région spécifique du plan complexe. La généralisa-
tion du placement des valeurs propres d’une matrice à d’autres régions du plan complexe est
effectuée en introduisant la notion deD-stabilitéd’une matrice.

Définition 3.2 (Région LMI). Un sous-ensembleD du plan complexe est une région LMI s’il
existe des matrices symétriques et définies positivesα ∈ R

p×p et β ∈ R
p×p telles que

D =
{

z∈ C | α +zβ + z̄β T < 0
}

, (3.46)

où z̄ désigne le conjugué de z.

2Disponible surhttp ://control.ee.ethz.ch/ joloef/yalmip.php
3Disponible surhttp ://sedumi.mcmaster.ca/
4Par abus de langage, on parlera des valeurs propres d’une matrice à paramètres variables dans le temps pour se

référer aux valeurs propres de cette matrice évaluées à chaque instant pour toutes les trajectoires admissibles des
paramètres.
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Chapitre 3. Estimation d’état

Une région LMI est une région du plan complexe caractérisée par une LMI en fonction dez et
z̄ ou dea = ℜe(z) etb = ℑm(z). De plus, une région LMI est un ensemble convexe.

Définition 3.3 (D-stabilité). Une matrice réelle A est diteD-stable si ses valeurs propres sont
contenues à l’intérieur d’une régionD du plan complexe définie par une LMI.

Lemme 3.1([Chilali, 1996]). La matrice A estD-stable si et seulement si

∃P = PT > 0 telle que α ⊗P+β ⊗AP+β TPAT < 0 , (3.47)

où⊗ dénote le produit de Kronecker.

Cette approche est particulièrement bien adaptée au formalisme LMI utilisé lors de la syn-
thèse de l’observateur. En effet, des régions dans le plan complexe, telles qu’une bande, un
disque ou encore un secteur conique peuvent être définies en termes de LMI.

Par exemple, la matriceA estD-stable dans la régionD définie par un disque de rayonr et de
centre(q,0) si et seulement s’il existe une matrice symétrique et définiepositiveP satisfaisant
la LMI suivante :

[
−rP −qP+PA

−qp+ATP −rP

]

< 0 , P = PT > 0 . (3.48)

Un autre résultat remarquable, issu des travaux deChilali [1996], établit que toute intersec-
tion de régions LMI est également définie par une région LMI. D’un point de vue pratique, ce
résultat garantit que le placement des valeurs propres d’une matriceA dans une régionD définie
par l’intersection entre deux régionsD1 etD2, soitD := D1

⋂
D2, est assuré s’il existe une so-

lution simultanée aux LMI associées à chaque régionDi. L’ensemble de ces résultats peut être
mis à profit dans l’optique d’une amélioration des performances dynamiques de l’observateur.

La convergence exponentielle de l’erreur d’estimation, étudiée dans la section précédente,
permet de garantir une certaine vitesse de décroissance de la fonction de Lyapunov et de for-
cer ainsi la vitesse de convergence de l’erreur d’estimation. La convergence exponentielle de
l’erreur d’estimation revient, en termes deD-stabilité, à placer les valeurs propres de la ma-
triceAobs(t) dans une zone spécifique du plan complexe. Ainsi par exemple,pour l’observateur
à temps continu, les valeurs propres de la matriceAobs(t) sont placées à gauche d’une droite
verticale coupant l’axe réel à−α dans le plan complexe (la partie réelle des valeurs propres
de l’observateur est inférieure à−α), autrement dit dans la régionD := z∈ C, ℜe(z) < −α.
Alors que dans le cas discret, les valeurs propres sont placées à l’intérieur d’un disque centré
à l’origine et de rayonα, autrement dit dans la régionD := z∈ C, |z| < α. Cependant, des
dynamiques de l’erreur d’estimation à fortes oscillationssont susceptibles d’apparaître dans la
mesure où ces conditions n’imposent aucune contrainte sur le placement de la partie imaginaire
des valeurs propres de l’observateur.

Il est alors souhaitable de garantir une certaine bornitudede la partie imaginaire des valeurs
propres de la matriceAobs(t) de façon à éviter des comportements oscillatoires et assurer un
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3.4. Estimation d’état basée sur un multimodèle découplé

bon amortissement de l’erreur d’estimation. Le placement des valeurs propres de l’observateur
dans une autre régionD du plan complexe doit donc être envisagé afin de prendre en compte les
performances dynamiques de l’observateur. Les résultats proposés par les théorèmes3.5et3.6,
permettant la synthèse de l’observateur, peuvent être modifiés de façon à assurer le placement
des valeurs propres dans les régions illustrées sur la figure3.3. Dans les deux cas, la région LMI
(3.48) définie par un disque de rayonr et de centre(q,0) est mise à profit.

ℑm

α r ℜe

ℑm

ℜe1 α

Figure 3.3 – Régions LMI pour l’observateur à temps continu (àgauche) et à temps discret (à
droite)

Pour l’observateur à temps continu, la régionD(α, r) := {z∈ C, |z| < r, ℜe(z) < −α}, dé-
finie par l’intersection entre un disque (centré à l’origine, de rayonr) et le demi-plan complexe
à gauche d’une droite d’abscisse−α, permet d’imposer une vitesse de convergence et de borner
la partie imaginaire des valeurs propres.
La D-stabilité de la matriceAobs(t) à gauche de la droite d’abscisse−α, est directement ga-
rantie à partir des conditions LMI du théorème3.5. LaD-stabilité de la matriceAobs(t) dans la
zone définie par le disque est obtenue en remplaçantA parAobs(t) dans (3.48) puis en utilisant
les propriétés (3.3) des fonctions de pondération et en opérant enfin un changement de variable
de la formeG = PK̃. L’intersection entre les deux régions est imposée en satisfaisant simulta-
nément les deux inégalités comme suit :

Théorème 3.7(MDC). Les valeurs propres du système(3.26) à temps continu générant l’er-
reur d’estimation d’état entre le multimodèle découplé(3.7) et l’observateur(3.18) sont pla-
cées dans la régionD(α, r) := {z∈ C, |z| < r, ℜe(z) < −α} du plan complexe s’il existe une
matrice symétrique et définie positive P et une matrice G vérifiant les LMI suivantes :

[
−rP PÃ−GC̃i

ÃTP− (GC̃i)
T −rP

]

< 0 , (3.49)

(Ã+αI)TP+P(Ã +αI)− (GC̃i)
T −GC̃i < 0 , i = 1, · · · ,L , (3.50)

oùC̃i =
[
0 · · · Ci · · · 0

]
pour deux scalaires positifsα et r donnés. Le gain de l’observa-

teur est donné par̃K = P−1G.

Il convient de placer, pour l’observateur à temps discret, la partie réelle des valeurs propres
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Chapitre 3. Estimation d’état

de l’observateur dans la partie positive du cercle unité et de limiter leur partie imaginaire. Les
conditions LMI du théorème3.6 peuvent être aisément modifiées en utilisant la région LMI
(3.48) comme suit :

Théorème 3.8(MDD). Les valeurs propres du système(3.26) à temps discret générant l’er-
reur d’estimation d’état entre le multimodèle découplé(3.7) et l’observateur(3.18) sont pla-
cées dans le disque de rayonα et de centre(q,0) du plan complexe s’il existe une matrice
symétrique et définie positive P et une matrice G vérifiant lesLMI suivantes :

[
−αP −qP+PÃ−GC̃i

−qp+ ÃTP− (GC̃i)
T −αP

]

< 0 , i = 1, · · · ,L , (3.51)

oùC̃i =
[
0 · · · Ci · · · 0

]
pour deux scalaires positifsα et q donnés. Le gain de l’observa-

teur est donné par̃K = P−1G.

Remarque 3.5.Le choix du centre q et du rayonα doit se faire de sorte que les valeurs propres
de l’observateur appartiennent au cercle unité tout en limitant leurs parties réelle et imaginaire.
Opter pour un centre q= 0.5 et un rayonα = 0.5 s’avère particulièrement judicieux.

Exemple 3.2(Exemple d’estimation d’état)
Il s’agit d’estimer l’état d’un système décrit par un multimodèle découplé à temps continu
constitué de L= 3 sous-modèles. Les valeurs numériques des matrices Ai, Bi et Ci sont :

A1 =

[
−0.5 0.7
0.1 −0.4

]

, A2 =





−0.2 0.7 2.0
0.4 −0.5 0.6
−1.0 0.9 −0.1



 , A3 =

[
0.0 −0.8
0.1 −0.4

]

,

B1 =
[
0.5 1.0

]T
, B2 =

[
1 0.2 0.5

]T
, B3 =

[
0.5 1.0

]T
,

C1 =

[
−0.2 0.6
−0.4 0.4

]

, C2 =

[
0.9 −0.2 −0.9
−0.7 −0.5 0.3

]

, C3 =

[
−0.2 −0.6
−0.2 0.7

]

.

Les valeurs propres de la matricẽA sont toutes dans le demi-plan gauche du plan complexe :

λ1 =
[
−0.71 −0.18

]
, λ2 =

[
−0.16±1.08i −0.71

]
, λ3 = −0.2±0.2i.

Le multimodèle est donc stable. Les réponses indicielles des trois sous-modèles sont présentées
sur la figure(3.4). Les comportements dynamiques des trois sous-modèles diffèrent sensible-
ment (très amorti, peu amorti et oscillatoire). L’agrégation de ces trois sous-modèles conduit
par conséquent à un comportement dynamique non linéaire du multimodèle.

La variable d’indexationξ (t) est ici le signal de commande u(t) ∈ [−1, 1] filtré à l’aide
d’un filtre passe-bas de gain unitaire et de constante de temps égale à0.4. Les fonctions de
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3.4. Estimation d’état basée sur un multimodèle découplé

pondération sont obtenues par la normalisation des fonctions de type gaussien :

µi(ξ (t)) = ωi(ξ (t))/
L

∑
j=1

ω j(ξ (t)) , (3.52)

ωi(ξ (t)) = exp
(

−(ξ (t)−ci)
2/σ2

)

, (3.53)

de dispersionσ = 0.4 et de centres c1 = −0.7, c2 = 0.0 et c3 = 0.7.
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Figure 3.4 – Réponses indicielles des sous-modèles sortie 1 (à gauche) et sortie 2 (à droite)

Une solution, satisfaisant le théorème3.7 pour un taux de décroissanceα = 0.15 et un
rayon r= 1.1, est donnée par :

P =













3.698 2.307 0.057 −0.169 −0.230 −0.333 0.508
2.307 15.774 −0.480 1.215 0.631 −0.378 1.129
0.057 −0.480 3.619 −4.125 −1.667 0.001 0.112
−0.169 1.215 −4.125 7.187 4.722 −0.046 0.144
−0.230 0.631 −1.667 4.722 6.375 −0.006 0.167
−0.333 −0.378 0.001 −0.046 −0.006 1.343 −2.355
0.508 1.129 0.112 0.144 0.167 −2.355 10.090













, (3.54)

K̃ =

[
0.203 0.043 −0.368 −0.297 0.022 −0.239 −0.113
0.196 0.042 −0.366 −0.284 0.052 −0.192 −0.095

]T

. (3.55)

Remarquons que les valeurs propres de la matrices P sont données par :

λP =
[
0.115 0.178 0.481 0.649 1.836 2.369 2.725

]
(3.56)

et que la matrice P est alors bien définie positive.
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Chapitre 3. Estimation d’état
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Figure 3.5 – Erreurs d’estimation d’état du sous-modèle 1 (àgauche) et du sous-modèle 2 (à
droite)
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Figure 3.6 – Erreurs d’estimation d’état du sous-modèle 3
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ŷ2(t)

Figure 3.7 – Fonctions de pondération (à gauche) et comparaison entre les sorties (à droite)

Un bruit de mesure, de moyenne nulle et de dispersion égale à un, est ajouté lors des si-
mulations. Les erreurs d’estimation d’état pour chaque sous-modèle sont illustrées sur les fi-
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3.4. Estimation d’état basée sur un multimodèle découplé

gures3.5 et 3.6. Sur ces figures, les composantes du vecteur de l’erreur d’estimation d’état
e(t) sont notées ei. Il est possible de constater la bonne estimation des états des sous-modèles.
L’erreur au voisinage de l’origine du temps provient de la différence entre les conditions ini-
tiales x(0) =

[
1.0 0.8 −1.0 0.5 −0.7 0.2 0.5

]T
du multimodèle et celles de l’observa-

teur égales à zéro. La figure3.7 présente une comparaison entre les sorties du multimodèle et
celles estimées par l’observateur.

3.4.3.1 Discussion sur le placement des valeurs propres

Les paragraphes précédents ont présenté une méthodologie de synthèse d’observateurs à gain
proportionnel avec un placement des valeurs propres de la matrice Aobs(t). La stratégie de syn-
thèse de l’observateur repose sur l’introduction d’un vecteur d’état augmenté contenant les états
des sous-modèles. Il permet d’écrire les équations du multimodèle et de l’observateur sous une
forme augmentée plus compacte. La synthèse du gain de l’observateur est réalisée à travers la
résolution d’un ensemble de LMI faisant intervenir les formes augmentées ainsi obtenues.

Il est important de souligner que les paires(Ã,C̃i), issues des formes augmentées du multi-
modèle et de l’observateur, apparaissant dans les conditions LMI proposées dans les théorèmes
3.7 et/ou3.8 ne respectent pas le critère d’observabilité classiquement employé pour les sys-
tèmes LTI. Il suffit en effet, à partir du critère de Kalman, decalculer la matrice dite d’observa-
bilité pour chaque paire(Ã,C̃i) :

Oi =










C̃i

C̃iÃ
C̃iÃ2

...
C̃iÃ(n−1)










(3.57)

pour s’apercevoir qu’elle ne peut pas être de plein rang. En effet, si l’on considère par exemple
la paire(Ã,C̃1) alors la matrice d’observabilité est donnée par :

rang(O1) = rang










C1 0 · · · 0
C1A1 0 · · · 0
C1A2

1 0 · · · 0
...

...
...

...
C1AL

1 0 · · · 0










6= n . (3.58)

On constate immédiatement que le rang(O1) < n. Cette perte de rang provient du fait que la
matriceÃ est bloc diagonale et que les matricesC̃i possèdent des éléments nuls.

La perte du rang des matricesOi (rang(Oi) < n) nuit au placement des valeurs propres de
la matriceAobs(t) proposées par les conditions des théorèmes3.7 et/ou3.8. En effet, la perte
du rang des matricesOi induit une diminution du domaine dans lequel les valeurs propres de
l’observateur peuvent être placées. Il s’avère en particulier impossible de fixer une vitesse de
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Chapitre 3. Estimation d’état

convergence quelconque à l’erreur d’estimation en ayant recours aux théorèmes précédents, le
taux de décroissanceα ne pouvant pas être supérieur au taux de décroissance le plusfaible des
sous-modèles.

Le fait de considérer simultanément toutes les dynamiques des sous-modèles par le biais des
formes augmentées̃A et C̃i permet la prise en compte du mélange entre les sous-modèles.En
revanche, le vecteur d’état augmentéx, en introduisant un faux couplage entre les dynamiques
des sous-modèles, rend difficile le placement des valeurs propres des sous-modèles.

En effet, dans le multimodèle découplé, chaque sous-modèlepossède un espace d’état qui
lui est propre et à l’intérieur duquel il évolue. Il est ainsiimpossible de reconstruire, du point
de vue duièmesous-modèle, l’état de tous les sous-modèles (impossible de reconstruire tout le
vecteur d’état augmentéx) à partir de l’observation des entrées et des sorties du multimodèle.
Du point de vue duième sous-modèle en effet, les dynamiques des autres sous-modèles sont
parfaitement inconnues (découplage). Pour leièmesous-modèle, les modes associés aux autres
sous-modèles sont des modes inobservables en raison du découplage entre les dynamiques, d’où
la non-observabilité de la paire(Ã,C̃i).

Par ailleurs, les notions d’observabilité et d’identifiabilité sont étroitement liées. Du point de
vue de l’identification, le constat précédent implique que les seuls paramètres identifiables sont
évidemment ceux des sous-modèles actifs. Sur un plan pratique, cela signifie qu’il est seulement
possible d’estimer les paramètres des modes du système réellement excités.

Une première solution à ce problème est proposée au cours du paragraphe suivant et une seconde
solution au cours du chapitre6.

3.4.3.2 Solution particulière pour le placement des valeurs propres

Ce paragraphe propose une solution permettant d’éviter la perte d’observabilité mentionnée
dans la section précédente. Notre solution s’appuie sur unenouvelle écriture de la matricẽC(t)
à partir d’une connaissancea priori des bornes de variation des fonctions de pondération. Rap-
pelons qu’au cours des sections précédentes la matrice

C̃(t) =
[
µ1(t)C1 . . . µi(t)Ci . . . µL(t)CL

]
(3.59)

a été réécrite sous la forme d’une combinaison convexe des matrices (voir remarque3.2) :

C̃(t) =
L

∑
i=1

µi(t)C̃i , (3.60)

C̃i =
[
0 · · · Ci · · · 0

]
. (3.61)

L’idée contenue dans cette approche conduit à ne considérer, au cours de la procédure de syn-
thèse de l’observateur, que les sommets du polytope convexe(c.-à-d. les matrices̃Ci). Cepen-
dant, si tous les sous-modèles sont constamment mis à contribution dans la construction de la
sortie du multimodèle alors les fonctions de pondération nesont jamais ni nulles ni égales à un

96

te
l-0

03
59

63
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Fe

b 
20

09



3.4. Estimation d’état basée sur un multimodèle découplé

(fonctions de pondération fortement mélangées) :

1 > µ i ≥ µi(t) ≥ µ
i
> 0 . (3.62)

Autrement dit, le partitionnement de l’espace de fonctionnement du système a été effectué de
façon à ce que les zones de fonctionnement soient fortement recouvertes.
Il est possible, en exploitant la connaissancea priori des bornes des fonctions de pondération,
de contourner partiellement les difficultés mentionnées plus haut. En effet, considérer les som-
mets du polytope convexe lors de la conception de l’observateur, sachant que par construction
ils ne vont jamais être atteints, n’est pas judicieux.
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Figure 3.8 – Transformation des sommets du polytope convexe

L’idée consiste à remplacer les sommets d’origine du polytope convexe par de nouveaux
sommets qui seront réellement atteints par le multimodèle (voir figure3.8). La démarche pro-
posée est basée sur l’introduction de nouvelles fonctions de pondération construites à partir
d’une mise à l’échelle des fonctions de départ. Ces nouvellesfonctionsµ̃i(.) varient effective-
ment dans l’intervalle[0,1] et sont définies par

µ̃i(t) = (µi(t)−µ
i
)/(µ i −µ

i
) . (3.63)

Toutefois,µ̃i(t) = µi(t) si les bornesµ
i
et µ i vérifientµ

i
= 0 etµ i = 1.

A partir des nouvelles fonctions de pondération (3.63), la matriceC̃(t) donnée par (3.60)
peut s’écrire sous la forme :

C̃(t) =
L

∑
i=1

µ
i
C̃i +

L

∑
i=1

µ̃i(t)(µ i −µ
i
)C̃i . (3.64)

Le premier terme de droite dans (3.64) est constant. En introduisant les changements de va-
riables suivants

C̃0 =
L

∑
i=1

µ
i
C̃i , (3.65)

βi = (µ i −µ
i
) , (3.66)
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Chapitre 3. Estimation d’état

la matriceC̃(t) devient

C̃(t) = C̃0 +
L

∑
i=1

µ̃i(t)βiC̃i , (3.67)

soit encore

C̃(t) =
L

∑
i=1

µ̃i(t)(C̃0 +βiC̃i) . (3.68)

La matriceC̃0 peut être considérée comme le barycentre du polytope convexe.

Grâce à cette écriture, la paire(Ã,C̃0+βiC̃i) devient observable et un placement effectif des
valeurs propres de l’observateur dans un domaine plus largeest alors possible. Toutefois, les va-
leurs numériques des matricesC̃0+βiC̃i peuvent conduire à un très grand gain de l’observateur.
En effet, la paire(Ãi,C̃0 +βiC̃i) peut êtrefaiblement observable.

Remarque 3.6. Un changement de variable de la formeC̃i = C̃0 + βiC̃i dans les théorèmes
présentés précédemment permet de prendre en compte cette nouvelle écriture.

Exemple 3.3(Changement de variable)
Considérons les conditions de convergence asymptotique de l’erreur d’estimation dans le cas
continu proposées par le théorème3.5:

ÃTP+PÃ− (GC̃i)
T −GC̃i < 0 , i = 1, · · · ,L . (3.69)

Elles deviennent compte tenu de la remarque3.6:

ÃTP+PÃ− (GC̃0)
T −GC̃0− (GC̃i)

T −GC̃i < 0 , i = 1, · · · ,L (3.70)

oùC̃i =
[
0 · · · βiCi · · · 0

]
. Il est possible de constater que siµ

i
6= 0 alors la paire(Ã,C̃0),

commune à toutes les LMI, devient observable à condition toutefois que les paires(Ai ,Ci) rela-
tives à chaque sous-modèle le soient aussi.

Remarque 3.7.Dans un souci de simplicité, on ne considérera dans la suite du mémoire que
les matricesC̃i. Tous les résultats obtenus pourront être facilement étendus en considérant la
remarque3.6.

3.4.4 Réduction du conservatisme des conditions pour la synthèse de l’ob-
servateur à temps discret

La preuve de la convergence de l’erreur d’estimation passe par la recherche d’une matriceP
commune à tous les sous-modèles. La recherche d’une telle matrice constitue une source inévi-
table de conservatisme des solutions, en particulier quandle multimodèle comporte un grand
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3.4. Estimation d’état basée sur un multimodèle découplé

nombre de sous-modèles.

Une première stratégie menant à la réduction du conservatisme s’appuie sur la connaissance
a priori du nombre maximal des sous-modèles actifs à un même instant.Il est ainsi possible
de réduire le couplage entre les LMI à résoudre et par conséquent le pessimisme de la solution.
Cependant, ces conditions ne peuvent être employées que si les fonctions poids sont à support
borné.

Un autre moyen de réduire le pessimisme de la solution consiste à remplacer la fonction
de Lyapunov quadratique par d’autres fonctions candidatesde Lyapunov, en particulier par des
fonctions ditesnon quadratiques. Il est possible de distinguer parmi ces fonctions, les fonctions
dites polyquadratiques définies par :

V(t) = eT(t)
L

∑
i=1

µi(t)Pie(t) = eT(t)P(t)e(t) , (3.71)

avecPi = PT
i etPi > 0. Les fonctions de Lyapunov polyquadratiques font partie de la famille des

fonctions de Lyapunov dépendant des paramètres. La recherche d’une matrice unique commune
est alors remplacée par la recherche d’un ensemble de matrices. L’introduction de degrés de li-
berté supplémentaires induit une diminution du conservatisme de la solution. En effet, toutes
les solutions considérant une matriceP unique sont contenues dans celles obtenues avecPi, il
suffit de fixerPi = P pour i = 1, · · · ,L.

Ce type de fonction a été utilisé à l’origine dans l’analyse dela stabilité et de la stabilisation
des systèmes incertains polytopiques [de Oliveira et al., 1999; Daafouz et Bernussou, 2001] et
par extension dans l’analyse des multimodèles de T.S. [Jadbabaie, 1999; Morère, 2001; Chadli,
2002; Tanaka et al., 2003]. Il convient toutefois de pointer la différence entre les résultats ob-
tenus avec ce genre de fonctions dans le cas discret et dans lecas continu. En effet, pour les
systèmes à temps continu l’utilisation des fonctions (3.71) fait malheureusement intervenir la
vitesse de variation des fonctions de pondération. Une hypothèse sur la borne des dérivées des
fonctions poids doit être ajoutée afin de pouvoir obtenir desconditions de stabilité ou de stabili-
sation. L’intégration de cette contrainte peut, dans le cascontinu, limiter l’intérêt des résultats.
En effet, plus la vitesse de variation est rapide et plus les conditions deviennent conservatives.
Très récemment,Rhee et Won[2006] ont proposé une classe particulière de fonctions polyqua-
dratiques qui ne fait pas intervenir les bornes des dérivéesdans la recherche des conditions de
stabilité du multimodèle de T.S. Néanmoins, cette nouvellefonction est restreinte aux variables
de décision dépendant de l’état du système.

Les résultats obtenus dans le domaine discret sont plus encourageants que ceux obtenus dans
le domaine continu. Les travauxde Oliveira et al.[1999], pour les systèmes incertains avec para-
mètres invariants dans le temps situés dans un domaine polytopique, ont effectivement montré
que le recours aux fonctions polyquadratiques permet d’introduire des degrés de liberté sup-
plémentaires dans la preuve de la stabilité. Sur la base de ces résultats,Daafouz et Bernussou
[2001] et Morère[2001] ont proposé respectivement pour des systèmes incertains polytopiques
et pour les multimodèles de T.S. des conditions de stabilitéet de stabilisation aboutissant à une
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Chapitre 3. Estimation d’état

relaxation des conditions obtenues à l’aide d’une fonctionde Lyapunov quadratique classique.
Kruszewski[2006] a récemment présenté une approche originale, utile à l’analyse de la stabilité
et de la stabilisation des modèles de T.S., qui considère desfonctions de Lyapunov non unifor-
mément décroissantes entre deux échantillons. La variation des fonctions de Lyapunov est prise
en compte sur un nombre finik d’échantillons, c.-à-d.∆V(t) = V(t +k)−V(t). Cette approche
générale englobe les résultats classiques obtenus par les fonctions de Lyapunov quadratiques
ou non quadratiques. La relaxation du pessimisme fournie par cette approche est payée par
une augmentation exponentiellement croissante du nombre de LMI à résoudre en fonction du
nombrek d’échantillons pris en considération.

Cette section présente une analyse de la convergence de l’erreur d’estimation à l’aide de la
fonction (3.71) pour l’observateur à temps discret, l’objectif étant de réduire le conservatisme
des solutions proposées dans les sections précédentes. Notre objectif n’est pas de proposer de
nouvelles techniques de réduction du conservatisme mais detransposer au multimodèle décou-
plé les résultats déjà établis dans la littérature. La démarche adoptée ici est tout à fait similaire
à celle appliquée dans les sections précédentes.

En utilisant la différence∆V(t) = V(t +1)−V(t) de la fonction (3.71), puis en introduisant
la dynamique de l’erreur d’estimation définie par (3.26) alors l’inégalité suivante assurant la
convergence de l’erreur est obtenue :

AT
obs(t)P(t +1)Aobs(t)−P(t) < 0 . (3.72)

Elle devient en introduisant la définition (3.19) de Aobs(t) puis en utilisant le complément de
Schur (c.f. annexeC) :

[
P(t) ΦT

i P(t +1)
P(t +1)Φi P(t +1)

]

> 0 . (3.73)

Une foisP(t) et P(t + 1) remplacés par leur expression donnée en (3.71) et compte tenu des
propriétés des fonctions de pondération, l’inégalité énoncée ci-dessus devient :

L

∑
j=1

L

∑
i=1

µi(t)µ j(t +1)

[
Pi ΦT

i Pj

PjΦi Pj

]

> 0 (3.74)

également satisfaite si :
[

Pi ΦT
i Pj

PjΦi Pj

]

> 0 , ∀i, j = 1, · · · ,L (3.75)

ou encore, étant donné la définition (3.25) deΦi, si :
[

Pi (Ã− K̃C̃i)
TPj

Pj(Ã− K̃C̃i) Pj

]

> 0 , ∀i, j = 1, · · · ,L . (3.76)

L’inégalité matricielle ainsi obtenue est non linéaire enK̃, Pi et Pj . Il convient de remarquer
qu’à la différence du cas quadratique, un changement de variable de la formeG = Pj K̃ ne

100

te
l-0

03
59

63
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Fe

b 
20

09



3.5. Synthèse d’observateur avec un multimodèle découplé modifié

permet pas de linéariser l’inégalité matricielle précédente. Il est toutefois possible de montrer
[Guerra et Vermeiren, 2004], au moyen de la propriété proposée dans [de Oliveira et al., 1999],
que l’égalité (3.75) peut également s’écrire :

[
Pi (MΦi)

T

MΦi M +MT −Pj

]

> 0 , ∀i, j = 1, · · · ,L , (3.77)

oùM est une matrice quelconque (M 6= MT) à déterminer. Remarquons que l’inégalité (3.75) se
déduit en multipliant (3.77) à gauche et à droite par

[
I −ΦT

i

]
et par

[
I −ΦT

i

]T
. Cette intéres-

sante transformation aboutit à une LMI enPi, Pj , M etG par le biais du changement de variable
G = MK̃. Le théorème suivant propose desconditions suffisantesassurant la convergence de
l’erreur d’estimation dans le cas discret.

Théorème 3.9(MDD). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodèle découplé à temps
discret (3.7) et l’observateur à gain proportionnel(3.18), converge asymptotiquement vers
zéro s’il existe des matrices Pi et Pj symétriques et définies positives, une matrice G et une
matrice M telles que :

[
Pi (MÃ−GC̃i)

T

MÃ−GC̃i M +MT −Pj

]

> 0 , ∀i, j = 1, · · · ,L , (3.78)

oùC̃i =
[
0 · · · Ci · · · 0

]
. Le gain de l’observateur est donné parK̃ = M−1G.

Remarque 3.8.Les conditions proposées par le théorème3.6avecα = 0sont un cas particulier
des conditions du théorème3.9. En effet, en considérant Pi = Pj = M = P alors le théorème
3.6 est obtenu. Il est ainsi légitime d’attendre une diminutiondu conservatisme de la solution
obtenue.

3.5 Synthèse d’observateur avec un multimodèle découplé mo-
difié

Le multimodèle découplé peut présenter un phénomène indésirable dit de décrochage. Ce phé-
nomène a été mis en évidence lors de l’identification paramétrique du multimodèle. Il se carac-
térise par des discontinuités de la sortie du multimodèle dans les phases de transition entre les
sous-modèles.

Afin d’éliminer le phénomène de décrochage, trois filtres agissant respectivement sur le si-
gnal de commande, la variable de décisionξ (t) et la sortie du multimodèle ont été ajoutés à la
structure du multimodèle (cf. section2.5.6). Les paramètres de ces filtres sont supposés connus
car ils sont inclus dans l’étape d’identification du multimodèle.

Au cours des sections précédentes, cette structure modifiéede multimodèle n’a pas été prise
en considération lors de la synthèse de l’observateur. Remarquons que l’omission du filtrage de
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Chapitre 3. Estimation d’état

la variable de décisionξ (t) et du signal de commande simplifie l’analyse de la convergence de
l’erreur d’estimation sans porter atteinte à la généralitédes résultats obtenus. En effet, la conver-
gence de l’erreur d’estimation est indépendante de la dynamique de la variable de décision et de
l’évolution temporelle du signal de commande. Tous les résultats demeurent ainsi valables. Le
filtrage de la sortie peut être en revanche très intéressant lors de la conception de l’observateur.

Signal de
commande

Variable de
décision

Signal de
sortie

FILTRAGE

FILTRAGE

FILTRAGE

µi(.)

yi(t)

∏

Sous-modèles

Fonction de
pondération

Multimodèle découplé

Figure 3.9 – Structure modifiée du multimodèle découplé

La représentation d’état du multimodèle découplé modifié, en considérant le filtrage de la
sortie, est donnée par :

Multimodèle







δ (xi(t)) = Aixi(t)+Biu(t) ,

yi(t) = Cixi(t) ,

ỹ(t) =
L
∑

i=1
µi(ξ (t))yi(t) ,

(3.79a)

Filtrage de la sortie

{

δ (ỹf (t)) = Af ỹf (t)+Bf ỹ(t) ,

y(t) = Cf ỹf (t) ,
(3.79b)

où la sortie du multimodèle est maintenanty(t), le signal ˜y(t) n’étant pas accessible par mesure
directe. Dans (3.79b), les vecteurs et les matrices sont de dimensions appropriées.

Au moyen du vecteur d’état augmentéxa, les équations (3.79) peuvent s’écrire sous la forme
plus compacte :

δ (xa(t)) =
L

∑
i=1

µi(t)A
i
axa(t)+Bau(t) , (3.80a)

y(t) = Caxa(t) , (3.80b)

avec

xa(t) =

[
x(t)
ỹf (t)

]

, Ai
a =

[
Ã 0

BfC̃i Af

]

, Ba =

[
B̃
0

]

, Ca =
[
0 Cf

]
, (3.81)
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3.5. Synthèse d’observateur avec un multimodèle découplé modifié

où le vecteur d’état augmentéx(t) ∈ R
n a déjà été défini en (3.6) et les matrices partitionnées

par blocsÃ∈R
n×n, B̃∈R

n×m etC̃i ∈R
p×n ont été définies respectivement en (3.8) et en (3.23).

L’observateur proposé se présente sous la forme suivante :

δ (x̂a(t)) =
L

∑
i=1

µi(t)A
i
ax̂a(t)+Bau(t)+

L

∑
i=1

µi(t)K
i
a(y(t)− ŷ(t)) , (3.82a)

ŷ(t) = Cax̂(t) , (3.82b)

où lesK i
a sont les nouveaux gains à déterminer de façon à assurer la convergence de l’erreur

d’estimationea(t) = xa(t)− x̂a(t) . La recherche d’un gain de l’observateur unique est remplacée
par la recherche d’un ensemble de gains. Par conséquent, desdegrés de liberté supplémentaires
sont introduits dans la procédure de synthèse de l’observateur. En effet, l’observateur à gain
unique est un cas particulier de (3.82) en considérantK i

a = Ka.

Les structures modifiées (3.80) et (3.82) du multimodèle et de l’observateur offrent, d’un
point de vue de la synthèse de l’observateur, plusieurs avantages. En effet, il est possible de
constater que

• la présence des fonctions de pondération sur l’équation de sortie est déplacée sur l’équa-
tion dynamique du système ;

• des degrés de liberté supplémentaires sont introduits dansla conception de l’observateur,
sans pour autant augmenter le nombre de LMI à satisfaire.

En contrepartie, la dimension des nouvelles matrices à manipuler est inévitablement augmentée.

La dynamique de l’erreur d’estimation d’étatea(t) = xa(t)− x̂a(t) est régie par :

δ (ea(t)) =
L

∑
i=1

µi(t)
{

Ai
a−K i

aCa
}

. (3.83)

Des conditions suffisantes garantissant la convergence exponentielle de l’erreur d’estima-
tion d’étate(t) = xa(t)− x̂a(t) sont proposées par les théorèmes suivants.

Théorème 3.10(MDC). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodèle découplé modifié à
temps continu(3.80) et l’observateur à gain proportionnel(3.82), converge exponentiellement
vers zéro s’il existe une matrice symétrique et définie positive P et des matrices Gi vérifiant
les LMI suivantes :

(Ai
a +αI)TP+P(A i

a+αI)− (GiCa)
T −GiCa < 0 , i = 1, · · · ,L (3.84)

pour un scalaire positifα donné. Le gain de l’observateur est donné par Ki
a = P−1Gi .
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Chapitre 3. Estimation d’état

Théorème 3.11(MDD). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodèle découplé modifié à
temps discret(3.80) et l’observateur à gain proportionnel(3.82), converge exponentiellement
vers zéro s’il existe une matrice symétrique et définie positive P et des matrices Gi vérifiant
les LMI suivantes :

[
(1−2α)P (Ai

a)
TP−CT

a GT
i

PAi
a−GiCa P

]

> 0 , i = 1, · · · ,L (3.85)

pour un scalaire positif0 < α < 0.5 donné. Le gain de l’observateur est donné par
K i

a = P−1Gi.

Il convient de remarquer que le phénomène de décrochage ne seproduit pas systématique-
ment. Il dépend conjointement des dynamiques propres aux sous-modèles et du mécanisme
d’interpolation déterminé à partir du choix de la variable de décision et du partitionnement
de l’espace de fonctionnement du système (c.-à-d. le placement des fonctions poids). L’intro-
duction des filtres mentionnés n’est, par conséquent, pas toujours nécessaire. Il est cependant
possible d’inclure ces filtres dans la structure de l’observateur afin de conserver les avantages
offerts par cette approche. Dans ce contexte, les filtres du signal de commande et de la sortie
du multimodèle peuvent être interprétés physiquement comme les modèles associés aux action-
neurs et aux capteurs du système à caractériser. Précisons par ailleurs queXie et al. [2005]
ont proposé récemment une approche similaire à la nôtre (introduction artificielle des filtres)
destinée à réduire le conservatisme des conditions de stabilité d’un multimodèle de T.S.

3.6 Observateur d’état pour un système comportant un re-
tard sur la sortie

Des processus à dynamiques fortement non linéaires soumis àdes retards sur les mesures sont
naturellement rencontrés dans les sciences de l’ingénieur. En effet, tout système de mesure pos-
sède intrinsèquement un retard plus au moins négligeable dûpar exemple au temps nécessaire
à la transmission des données entre les capteurs du système et le poste de contrôle.

u(t) y(t − τ)ỹ(t)

Sortie indisponible Sortie mesurée

CapteurSystème non linéaire

Retard
ỹ(t) = f (x,u)

Figure 3.10 – Système à retard
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3.6. Observateur d’état pour un système comportant un retard sur la sortie

En pratique, le retard sur les mesures est souvent négligé afin de réduire la complexité du
modèle et de faciliter les étapes d’analyse, de synthèse d’une loi de commande ou d’une straté-
gie de diagnostic du système en question. Il est cependant bien connu que le retard peut avoir
des conséquences néfastes (déstabilisation de la boucle decommande, informations ignorées,
etc.) susceptibles de mettre en danger la sécurité de l’opérateur et/ou le bon fonctionnement du
système.

Un retard sur les mesures doit alors être considéré comme un paramètre, au même titre que
le gain ou la constante de temps, servant à définir le comportement dynamique du système.
Différents modèles de retard peuvent être considérés, le plus simple étant constant. Cependant,
dans la mesure où ce modèle simplifié convient difficilement dans la plupart des situations
pratiques, le recours à d’autres modèles de retard variabledans le temps (majorés par un réel
connu ou appartenant à un intervalle ou encore dont la vitesse de variation est connue) s’impose.

L’étude des systèmes à retard (analyse de la stabilité, commande, estimation d’état) repré-
sente un domaine de recherche extrêmement actif, en témoigne le grand nombre de travaux déjà
publiés (publications, articles, ouvrages). D’une façon générale, l’analyse des effets du retard
sur la stabilité des systèmes est abordée soit à partir des méthodes fréquentielles soit à partir
d’une généralisation de la deuxième méthode de Lyapunov, cette dernière méthode s’avérant
particulièrement bien adaptée à l’étude des systèmes non linéaires (voir [Bliman, 2001] pour
une étude comparative entre ces approches). La principale difficulté rencontrée avec la méthode
de Lyapunov provient du fait que les dérivées de la fonction candidate ne dépendent pas de
l’état présent mais de tout l’état passé du système (systèmeà dimension infinie). Ainsi, l’ap-
plication de ce formalisme aux systèmes retardés a été envisagée sous deux angles distincts.
Dans la première approche, dite deLyapunov-Krasovskii, la fonction classique de Lyapunov est
remplacée par desfonctionnelles. Le problème de dérivation est ainsi remplacé par la recherche
d’une fonctionnelle adaptée. La seconde approche, dite deLyapunov-Razumikhin, fait appel à
des fonctions de Lyapunov classiques et introduit une procédure permettant de borner ses déri-
vées (voirKharitonov[1999] et Richard[2003] pour de plus amples informations à propos de
ces deux approches). Ces approches conduisent à l’obtentionde conditions suffisant à garantir la
stabilité du système sous une forme LMI. L’approche de Lyapunov-Krasovskii a été largement
mise à profit lors de la synthèse d’une loi de commande ou de la conception d’un observateur
d’état. L’élaboration d’un observateur d’état pour dessystèmes linéairescomportant des retards
sur les entrées, l’état et les mesures a fait l’objet de nombreux travaux de recherche.

La reconstruction d’état en présence de retards dans une perspective de surveillance a éga-
lement fait l’objet de multiples recherches. L’observateur conçu à cet effet sert par exemple
à générer au bon moment des symptômes de défaillance du système. Dans ce contexte,Yang
et Saif [1998] ont réalisé la synthèse d’un observateur à entrées inconnues pour un système
linéaire comportant un retard constant dans son équation d’état. Cet observateur reconstruit
l’état du système et les entrées inconnues affectant le système. Il peut être mis à profit dans le
cadre de la détection et de la localisation de défauts d’actionneur et de capteur. Les conditions
de convergence de l’erreur d’estimation sont obtenues à l’aide de l’approche de Lyapunov-
Razumikhin. A l’appui des approches de Lyapunov-Razumikhin et de Lyapunov-Krasovskii,
Sename[2001] a proposé des procédures de synthèse d’observateurs à entrées inconnues et
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Chapitre 3. Estimation d’état

des lois de commandes par retour d’état. Il a également mis enavant les notions d’observabi-
lité pour les systèmes linéaires à retard multiple constantdans les équations d’état et de sortie.
La synthèse d’observateurs, dans le domaine fréquentiel, pour des systèmes LTI comportant
des entrées inconnues et de multiples retards constants dans l’état, est proposée dans [Zhong
et al., 2003]. Fridman et al.[2003] ont conçu un observateur robuste, en termes de performance
H∞, pour des systèmes linéaires incertains comportant des retards constants sur l’état. Leur dé-
marche s’appuie sur une transformation structurelle du système original en un système singulier
en mesure de réduire le conservatisme de la solution obtenue. Il y a peu,You et al.[2006] ont
développé une procédure de synthèse d’un observateur pour la détection robuste de défauts d’un
système linéaire comportant des incertitudes. En réponse au problème posé par l’estimation de
l’état des systèmes non linéaires comportant des retards sur les mesures,Germani et al.[2002]
et Kazantzis et Wright[2005] ont proposé une solution basée sur un principe similaire. L’idée
développée consiste à synthétiser une chaîne d’observateurs, chaque observateur étant chargé
de reconstruire l’état du système à un instant retardé bien défini et inférieur à la taille du retard
du système.

En ce qui concerne les multimodèles, le multimodèle de type Takagi-Sugeno a été uti-
lisé pour décrire le comportement dynamique d’un système non linéaire retardé.Cao et Frank
[2001] ont conçu une loi de commande stabilisante au moyen d’un observateur d’état en consi-
dérant des retards connus et constants sur l’état et la sortie. L’analyse de la stabilité du multi-
modèle de Takagi-Sugeno comportant des retards connus sur l’état a été abordée dansEr et Lin
[2002]. Jiang et al.[2005] ont élaboré une loi de commande stabilisante en considérant un retard
constant mais inconnu dans les équations d’évolution d’état des modèles locaux. L’approche est
intéressante dans la mesure où l’observateur d’état proposé fait appel à une estimation en ligne
du retard inconnu, la valeur exacte du retard n’étant pas nécessaire.

Cette section aborde l’étude de l’estimation d’état d’un multimodèle découplé dont les me-
sures sont affectées par un retard variable.

3.6.1 Formulation du problème

On souhaite reconstruire l’état d’un système non linéairecomportant un retard variable mais
connudans l’équation de sortie. Le système non linéaire est décrit par un multimodèle découplé
de la forme suivante :

ẋi(t) = Aixi(t)+Biu(t) , (3.86a)

yi(t) = Cixi(t) , (3.86b)

y(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t − τ(t)))yi(t − τ(t)) . (3.86c)

On rappelle quexi ∈ R
ni et yi ∈ R

p sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie
du ième sous-modèle,u ∈ R

m le vecteur de commande ety ∈ R
p le vecteur de mesures. Les

matricesAi ∈ R
ni×ni , Bi ∈ R

ni×m et Ci ∈ R
p×ni sont constantes et supposées connues. Par la

suite, afin d’alléger l’écriture,x(t − τ(t)) sera abrégée sous la formex(∇) où τ(t) > 0 est un
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3.6. Observateur d’état pour un système comportant un retard sur la sortie

retard variable supposé connu qui satisfait les conditionssuivantes :
{

0≤ τ(t) ≤ τmax

τ̇(t) ≤ γ ≤ 1
. (3.87)

Le vecteur d’état augmenté

x(t) =
[
xT

1 (t) · · · xT
i (t) · · · xT

L (t)
]T

∈ R
n, n =

L

∑
i=1

ni (3.88)

permet d’obtenir la forme augmentée suivante :

ẋ(t) = Ãx(t)+ B̃u(t) , (3.89a)

y(t) = C̃(∇)x(∇) , (3.89b)

où les matrices̃A et B̃ sont données par (3.8). La matrice à paramètres variables dans le temps
C̃(∇) prend la forme :

C̃(∇) =
[
µ1(∇)C1 · · · µi(∇)Ci · · · µL(∇)CL

]
∈ R

p×n . (3.90)

La reconstruction de l’état du multimodèle découplé (3.86) est effectuée, compte tenu de la
forme augmentée (3.89) du multimodèle, à l’aide d’un observateur à gain proportionnel de la
forme suivante :

˙̂x(t) = Ãx̂(t)+ B̃u(t)+ K̃(y(t)− ŷ(t)) , (3.91a)

ŷ(t) = C̃(∇)x̂(∇) (3.91b)

avec

K̃ =
[
K1 · · · Ki · · · KL

]T
∈ R

n×p , (3.92)

où lesKi ∈ R
ni×p sont les gains à déterminer associés à chaque sous-modèle.

3.6.2 Synthèse de l’observateur

La synthèse de l’observateur consiste à chercher des matricesKi telles que l’erreur d’estimation
donnée par :

e(t) = x(t)− x̂(t) (3.93)

tende vers zéro quelles que soient les conditions initialesdee(0) et pour un mélange arbitraire
entre les sorties des sous-modèles. La dynamique de l’erreur d’estimation est fixée par :

ė(t) = Ãe(t)− K̃C̃(∇)e(∇) , (3.94)

équation qui s’obtient en dérivant (3.93) puis en remplaçant ˙x(t) et ˙̂x(t) respectivement par les
équations (3.89a) et (3.91a).

Le théorème suivant sera d’une grande utilité à l’heure d’obtenir des conditions garantissant
la convergence vers zéro de l’erreur d’estimation.
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Chapitre 3. Estimation d’état

Théorème 3.12(Théorème de Newton-Leibniz). La dérivée par rapport au temps d’une fonc-
tion F(t) définie par

F(t) =

b(t)∫

a(t)

f (x, t)dx (3.95)

est donnée par

dF(t)
dt

= G(t) , (3.96)

où

G(t) =
db(t)

dt
f (b(t), t)−

da(t)
dt

f (a(t), t)+

b(t)∫

a(t)

d f(x, t)
dt

dx . (3.97)

La convergence de l’erreur d’estimation est analysée à l’aide de la seconde méthode de
Lyapunov et par le biais d’une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii qui permet d’obtenir des
conditions suffisantes indépendantes de la taille du retardsous une forme LMI. On impose
une convergence exponentielle de l’erreur d’estimation afin d’imposer des performances dyna-
miques à l’observateur.

L’analyse de la convergence exponentielle de l’observateur est réalisée en introduisant la
fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii proposée dans [Mondié et Kharitonov, 2005] :

V(t) = eT(t)Pe(t)+

0∫

−τ(t)

eT(t +θ)e2αθ Qe(t +θ)dθ , (3.98)

où P et Q sont des matrices symétriques et définies positives etα > 0. On reconnaît dans
le premier terme de droite de (3.98) la fonction de Lyapunov classiquement utilisée pour les
systèmes sans retard. Le deuxième terme de droite est ajoutéafin d’éviter la présence de dérivées
de la fonction (3.98) dépendant du passé du système. La convergence exponentielle de l’erreur
d’estimation est assurée si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. V(t) > 0 ,

2. V̇(t)+2αV(t) < 0 .

La première condition est garantie par la construction de lafonctionnelle de Lyapunov-Kra-
sovskii (3.98) puisqueP > 0 etQ > 0. Il est ainsi nécessaire d’obtenir des conditions garantis-
sant la deuxième condition.

La dérivée par rapport au temps de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii (3.98) peut
être calculée en effectuant le changement de variableu = t + θ dans (3.98) puis en utilisant le
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3.6. Observateur d’état pour un système comportant un retard sur la sortie

théorème (3.12). La dérivée de (3.98) est donnée par :

V̇(t) = ėT(t)Pe(t)+eT(t)Pė(t)+eT(t)Qe(t)− (1− τ̇(t))e−2ατ(t)eT(∇)Qe(∇) (3.99)

− 2α
0∫

−τ(t)

eT(t +θ)e2αθ Qe(t +θ)dθ

qui peut être majorée, compte tenu des hypothèses (3.87) sur le retard (̇τ(t) ≤ γ etτ(t) ≤ τmax),
de la façon suivante :

V̇(t) ≤ ėT(t)Pe(t)+eT(t)Pė(t)+eT(t)Qe(t)− (1− γ)e−2ατmaxeT(∇)Qe(∇) (3.100)

− 2α
0∫

−τ(t)

eT(t +θ)e2αθ Qe(t +θ)dθ .

En introduisant l’équation (3.94) régissant la dynamique de l’erreur, l’expression (3.100)
devient :

V̇(t) =

[
e(t)
e(∇)

]T [
ÃTP+PÃ+Q −PK̃C̃(∇)
−(K̃C̃(∇))TP −(1− γ)e−2ατmaxQ

][
e(t)
e(∇)

]

(3.101)

−2α
0∫

−τ(t)

eT(t +θ)e2αθ Qe(t +θ)dθ .

Remarquons par ailleurs que la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii (3.98) admet l’écriture
suivante :

V(t) =

[
e(t)
e(∇)

]T [
P 0
0 0

][
e(t)
e(∇)

]

+

0∫

−τ(t)

eT(t +θ)e2αθ Qe(t +θ)dθ , (3.102)

par conséquent, l’expressionV̇ +2αV s’écrit :

V̇ +2αV ≤

[
e(t)
e(∇)

]T{[
ÃTP+PÃ+Q −PK̃C̃(∇)
−(K̃C̃(∇))TP −(1− γ)e−2ατmaxQ

]

+2α
[
P 0
0 0

]}[
e(t)
e(∇)

]

(3.103)

dont le membre de droite est une forme quadratique en[e(t) e(∇) ]T . La négativité de l’expression
V̇(t)+2αV est par conséquent garantie si et seulement si :

[
(Ã+αI)TP+P(Ã+αI)+Q −PK̃C̃(∇)

−(K̃C̃(∇))TP −(1− γ)e−2ατmaxQ

]

< 0 . (3.104)

Il convient de remarquer que la matriceC̃(∇) admet la réécriture suivante :

C̃(∇) =
L

∑
i=1

µi(∇)C̃i , (3.105)
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Chapitre 3. Estimation d’état

oùC̃i est une matrice bloc de la forme :

C̃i =
[
0 · · · Ci · · · 0

]
. (3.106)

En considérant (3.105) et compte tenu des propriétés des fonctions de pondération, l’inégalité
matricielle (3.104) peut s’écrire :

L

∑
i=1

µi(∇)

[
(Ã+αI)TP+P(Ã+αI)+Q −PK̃C̃i

−(K̃C̃i)
TP −(1− γ)e−2ατmaxQ

]

< 0 , (3.107)

inégalité satisfaite si :
[
(A+αI)TP+P(A+αI)+Q −PK̃C̃i

−(K̃C̃i)
TP −(1− γ)e−2ατmaxQ

]

< 0 , i = 1, · · · ,L . (3.108)

Enfin, le théorème suivant propose desconditions suffisantesassurant la convergence de
l’erreur d’estimation sous la forme de LMI en posantG = PK̃.

Théorème 3.13(MDC). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodèle découplé (3.89)
comportant un retard variableτ(t) défini par (3.87) et l’observateur à gain proportionnel
(3.91), converge exponentiellement vers zéro s’il existe des matrices symétriques et définies
positives P et Q et une matrice G vérifiant les LMI suivantes :

[
(Ã+αI)TP+P(Ã +αI)+Q −GC̃i

−(GC̃i)
T −(1− γ)e−2ατmaxQ

]

< 0 , i = 1, · · · ,L , (3.109)

oùC̃i =
[
0 · · · Ci · · · 0

]
pour un scalaire positifα > 0 donné. Le gain de l’observateur

est donné par K= P−1G.

SelonMondié et Kharitonov[2005], l’erreur d’estimation converge exponentiellement par la
formule suivante :

‖e(t)‖ ≤

√

β1

β2
e−αt max

θ∈[−τ,0]
‖e(θ)‖ , (3.110)

où

β1 = λmin(P) et β2 = λmax(P)+ τλmax(Q) . (3.111)

Remarquons que si un taux de décroissanceα = 0 et un retard constant (c.-à-d.τ̇(t) = γ = 0)
sont considérés alors l’influence de la taille du retard disparaît dans les conditions (3.109). Les
conditions proposées dans le théorème (3.13) sont de ce fait ditesindépendantes de la taille du
retard.
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3.6. Observateur d’état pour un système comportant un retard sur la sortie

Exemple 3.4(Exemple d’estimation d’état avec un retard sur la sortie)
Il s’agit d’estimer l’état d’un système à temps continu décrit par un multimodèle découplé à
temps continu constitué de L= 2 sous-modèles. Les valeurs numériques des matrices Ai, Bi et
Ci sont :

A1 =





−2 0.5 0.6
−0.3 −0.9 0
−1.3 0.6 −0.8



 , A2 =

[
−0.2 −0.6
0.3 −1

]

,

B1 =
[
1 0.2 0.5

]T
, B2 =

[
−0.5 0.8

]T
,

C1 =
[
1 0.8 0.5

]
, C2 =

[
0.7 0.3

]
.

Les valeurs propres de la matricẽA sont toutes dans le demi-plan gauche du plan complexe :

λ1 =
[
−1.33±0.71i −1.03

]
et λ2 = −0.6±0.14i .

Le multimodèle est donc stable.
Le retard appliqué aux sorties du système est de la formeτ(t) = 0.5+ 0.45sin(0.5t) et la

borne supérieure de sa dérivée est donnée parγ = 0.225.

La variable d’indexationξ (t) est ici le signal de commande u(t) filtré. Le filtre utilisé est
du premier ordre de gain unitaire et sa constante de temps estégale à un. Les fonctions de
pondération sont obtenues par la normalisation des fonctions de type gaussien :

µi(ξ (t)) = ωi(ξ (t))/
L

∑
j=1

ω j(ξ (t)) , (3.112)

ωi(ξ (t)) = exp
(

−(ξ (t)−ci)
2/σ2

)

, (3.113)

de dispersionσ = 0.4 et de centres c1 = 0.3 et c2 = 0.7. Remarquons que les fonctions de
pondération associées aux deux sous-modèles (figure3.12(à gauche)) ne sont jamais nulles ou
égales à un. Par conséquent, les deux sous-modèles sont constamment mis à contribution pour
former la sortie du multimodèle.

Pour un taux de décroissanceα = 0.2, une solution satisfaisant le théorème3.13est donnée
par :

P =









7.9354 0.5915 1.9666 0.2228 0.9195
0.5915 5.6426 3.7632 0.3097 0.2559
1.9666 3.7632 3.1279 0.3969 0.4209
0.2228 0.3097 0.3969 8.0705 −3.5953
0.9195 0.2559 0.4209 −3.5953 3.1692









, (3.114)

Q =









4.3413 3.4651 2.1656 −0.2392 −0.1030
3.4651 2.7821 1.7325 −0.1915 −0.0825
2.1656 1.7325 1.0928 −0.1197 −0.0516
−0.2392 −0.1915 −0.1197 2.1253 0.9087
−0.1030 −0.0825 −0.0516 0.9087 0.4004









, (3.115)

K̃ =
[
0.9333 0.9017 −1.5429 0.1059 0.1568

]T
. (3.116)
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Chapitre 3. Estimation d’état

Un bruit de mesure est ajouté sur la sortie lors de la simulation du système. Il est possible
de constater sur les figures3.11 et 3.12 la bonne estimation des états des sous-modèles et
de la sortie du multimodèle fournie par l’observateur proposé. L’erreur à l’origine du temps
provient de la différence entre les conditions initiales x(0) =

[
1.0 0.2 0.5 −0.5 0.8

]T
du

multimodèle et celles de l’observateur égales à zéro.
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Figure 3.11 – Erreurs d’estimation d’état
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Figure 3.12 – Fonctions de pondération au cours du temps (à gauche) et comparaison entre la
sortie et son estimée (à droite)

3.7 Conclusion et contributions

Ce chapitre a abordé la synthèse d’observateurs d’état, à temps continu et à temps discret,
des systèmes non linéaires parfaitement représentés par unmultimodèle découplé. La structure

112

te
l-0

03
59

63
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Fe

b 
20

09



3.7. Conclusion et contributions

de ce multimodèle, contrairement aux approches multimodèles classiques, offre aux observa-
teurs proposés la possibilité de comporter des sous-modèles de dimensions différentes. Dans
le multimodèle découplé, chaque sous-modèle possède en effet un espace d’état complètement
indépendant (découplage) de celui des autres sous-modèles.

Ce découplage présente un intérêt dans un contexte de modélisation (c.f. chapitre2). En
revanche, il ne simplifie pasa priori le problème posé par la synthèse des observateurs. En
effet, il est illusoire de croire que la convergence de l’erreur d’estimation peut être assurée par
la synthèse individuelle d’un observateur pour chaque sous-modèle. La combinaison entre les
sorties des sous-modèles doit être prise en compte dans la phase de synthèse de l’observateur
afin de fournir une preuve rigoureuse de la convergence vers zéro de l’erreur d’estimation.

Le travail présenté dans ce chapitre contribue à enrichir les méthodes d’estimation d’état à
base de multimodèles et plus précisément les méthodes dédiées au multimodèle découplé, en-
core peu étudié dans la littérature. Ce travail livre une preuve théorique, sous la forme de LMI,
de la convergence exponentielle de l’erreur d’estimation d’état. Cet aspect constitue un point
original qui permet de se démarquer notablement d’autres travaux relatifs à l’estimation d’état
des systèmes représentés par cette classe de multimodèle.

Enfin, remarquons que l’exploitation du multimodèle découplé en vue de la synthèse des
observateurs n’esta priori pas plus simple que celle basée sur le multimodèle de Takagi-Sugeno.
Le fait que la taille de la matrice communeP à rechercher augmente avec le nombre des sous-
modèles peut conduire à des conditions plus difficiles à vérifier d’un point de vue numérique
(conservatisme de la solution). Toutefois, la structure particulière des matrices augmentées du
multimodèle est susceptible de favoriser l’obtention d’une telle matrice. Cet aspect constitue un
point méritant d’être approfondi.
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Estimation d’état robuste
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

4.1 Introduction

La conception d’observateurs d’état de systèmes non linéaires représentés par un multimodèle
à structure découplée a fait l’objet du chapitre précédent.Il convient cependant de souligner
que la qualité de l’estimation d’état fournie par ces observateurs dépend fortement de la qualité
des mesures et de la précision du modèle. Or, il est illusoirede croire qu’un modèle mathé-
matique, aussi raffiné soit-il, puisse reproduire parfaitement le comportement dynamique d’un
système. Un modèle n’est qu’une représentation abstraite de la réalité livrant une description
imparfaite du comportement du système. Tout modèle comporte naturellement des imprécisions
de modélisation. De surcroît, un système est loin d’être uneentité complètement isolée de son
environnement. Les signaux de commande ne sont pas les seules grandeurs permettant d’agir
sur le système. L’environnement interagit directement ou indirectement avec le système affec-
tant ainsi son comportement ou les mesures utilisées pour l’estimation. Ces différentes sources
de perturbations, nuisibles à l’estimation d’état et difficiles à maîtriser, doivent être prises en
compte lors de la synthèse de l’observateur afin de rendre l’estimation d’état robuste.

Perturbations externes : bruits, défauts, etc.

sortiesEntrées
SYSTEME

Perturbations internes : incertitudes, etc.

Figure 4.1 – Différentes sources de perturbations

La notion de robustesse, dans un contexte d’estimation d’état à base de modèle, fait en prin-
cipe référence à l’insensibilité de l’estimation d’état vis-à-vis des perturbations internes ou ex-
ternes au système. Une perturbation renvoie à une notion extrêmement générale qui englobe un
certain nombre de concepts. Une perturbation peut être considérée d’une façon générale comme
un phénomène difficilement maîtrisable ayant une action surle système [Isermann, 2006]. Les
bruits de mesure constituent un exemple classique de perturbation externe. Bien qu’un modèle
mathématique puisse être associé aux bruits (lois de distribution, etc.), leur influence n’en de-
meure pas moins difficilement maîtrisable. Les erreurs de modélisation commises lors de la
phase de modélisation sont sans doute un exemple de perturbation interne. En effet, certains
comportements du système ne sont pas modélisés soit dans un souci de simplicité soit parce
qu’ils sont difficiles, voire impossibles, à caractériser.Il s’avère donc nécessaire de quantifier
les imprécisions de modélisation de façon à apporter une certaine information sur la méconnais-
sance du système.

Le problème soulevé par l’estimation d’état robuste est fondamental en automatique et a été
beaucoup étudié pour des systèmes caractérisés par un modèle de type linéaire en recourant,
par exemple, à la théorie pour la commande robuste [Weinmann, 1991; Xie et Souza, 1992;
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4.2. Estimation d’état robuste vis-à-vis des perturbations

Xie et al., 1992; Oustaloup, 1994; Colmenares, 1996]. L’extension de ces techniques à l’esti-
mation d’état de systèmes représentés par des modèles à paramètres variables dans le temps a
été étudiée parBara[2001]. Akhenak[2004] et Rodrigues[2005] ont abordé simultanément le
problème d’estimation d’état robuste pour les systèmes nonlinéaires caractérisés par un multi-
modèle de T.S.

Ce chapitre est consacré aux synthèses robustes d’observateurs à gain proportionnel, à gain
proportionnel-intégral et à gain multi-intégral basées sur la représentation multimodèle d’un
système non linéaire. Ce chapitre comporte trois sections. La première est dédiée au problème
d’estimation d’état d’un système représenté par un multimodèle découplé et sujet à des pertur-
bations sur les équations d’état et de sortie. L’estimationd’état robuste est accomplie à l’aide
d’un observateur à gain proportionnel et d’un observateur àgain proportionnel-intégral. Ce der-
nier type d’observateur, contrairement à l’observateur à gain proportionnel, présente l’avantage
d’introduire des degrés supplémentaires de liberté permettant d’améliorer le degré de robus-
tesse de l’estimation sans dégrader ses performances dynamiques. La conception de ce type
d’observateur n’a pas encore, à notre connaissance, fait l’objet d’une étude dans un contexte
multimodèle. La prise en compte des incertitudes paramétriques lors de la synthèse des ob-
servateurs à gain proportionnel et à gain proportionnel-intégral est étudiée dans la deuxième
section. Enfin, la troisième section aborde la conception d’un observateur à entrées inconnues
dit à gain multi-integral. Cet observateur parvient à fournir une estimation de l’évolution de
l’état du système et ce, en dépit de la présence d’entrées inconnues(c.-à-d. de signaux non ac-
cessibles à la mesure) agissant sur le système. Son utilisation, dans un contexte de surveillance
ou de reconfiguration des systèmes, permet de générer des indicateurs de défauts insensibles
aux entrées inconnues mais sensibles aux défauts.

4.2 Estimation d’état robuste vis-à-vis des perturbations

L’estimation d’état fait appel à des mesures extraites du système destinées à prendre en compte
l’évolution courante du système et ce, afin de parvenir à estimer l’évolution de ses variables
internes. Cependant, les informations délivrées au bout de la chaîne de mesure sont en règle gé-
nérale affectées par des phénomènes externes au système (bruits dans les dispositifs de mesure,
erreurs de transmission, etc.) et leur utilisation peut conduire à une estimation biaisée de l’état
du système.

L’estimation d’état ne peut pas, dans ces conditions, être parfaitement accomplie. Autrement
dit, la convergence vers zéro de l’erreur d’estimation ne peut pas être assurée. En revanche, il
est possible de quantifier l’impact des perturbations sur l’erreur d’estimation et de garantir ainsi
une borne supérieure de la reconstruction. A cet effet, différentes normes de signaux peuvent
être utilisées afin d’évaluer la grandeur de l’erreur de reconstruction.

La normeH∞ est classiquement employée pour aborder ce type de problèmerencontré dans
le cadre des systèmes linéaires à paramètres invariants dans le temps. En revanche, pour les
multimodèles et en règle générale pour les systèmes à paramètres variants dans le temps, la
notion de fonction de transfert est inexistante et la notionde normeH∞ devient hors contexte.
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

Pour cette classe de systèmes, il est fait appel à la normeL2 induite, une extension directe
de la normeH∞ [Weinmann, 1991; Van der Schaft, 1992]. Au même titre que la normeH∞, la
normeL2 permet de quantifier, dans le cadre des systèmes à paramètresvariables dans le temps,
le plus grand apport entre l’énergie de la sortie et celle de l’entrée pour toutes les trajectoires
paramétriques admissibles du système [Bara, 2001].

Définition 4.1 (NormeL2 d’un signal). La normeL2 d’un signal s(t) de carré intégrable est
notée et définie par :

‖s(t)‖2 =





+∞∫

0

s(t)Ts(t)dt





1/2

(4.1)

en temps continu et par

‖s(t)‖2 =

(
+∞

∑
0

s(t)Ts(t)

)1/2

(4.2)

en temps discret.

Définition 4.2 (NormeL2 induite d’un système). La normeL2 induite d’un système est définie
par

sup
‖w(t)‖2

2 6=0

‖y(t)‖2
2

‖u(t)‖2
2

, (4.3)

où u(t) et y(t) sont respectivement les signaux d’entrée et de sortie à énergie bornée, au sens
de la norme‖.‖2, du système considéré. Cette norme est une mesure du plus grand taux d’am-
plification énergétique de u(t) sur y(t).

4.2.1 Représentation multimodèle d’un système perturbé

La représentation d’état du multimodèle découplé considérée dans cette section est donnée par :

δ (xi(t)) = Aixi(t)+Biu(t)+Eiw(t) , (4.4a)

yi(t) = Cixi(t) , (4.4b)

y(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))yi(t)+Wcw(t) , (4.4c)

où xi ∈ R
ni et yi ∈ R

p sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie duièmesous-
modèle,u ∈ R

m est le vecteur de commande ety ∈ R
p le vecteur de mesure. Les matrices

Ai ∈ R
ni×ni , Bi ∈ R

ni×m, Ci ∈ R
p×ni , Ei ∈ R

ni×r et Wc ∈ R
p×r sont constantes et supposées

connues. Les matricesEi et Wc sont introduites afin de prendre en considération l’influence
d’une perturbationw ∈ R

r (par exemple un bruit d’état ou de mesure), à énergie bornée,
affectant respectivement la dynamique et la sortie du système.
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4.2. Estimation d’état robuste vis-à-vis des perturbations

Remarque 4.1.Le fait de considérer le même signal w(t) dans l’équation dynamique(4.4a)
et dans l’équation de sortie(4.4c) n’est pas restrictif, le choix des matrices Ei et Wc étant
totalement libre. Il est possible, en considérant Ei =

[
Ẽi 0

]
et Wc =

[
0 W̃c

]
avec w(t) =

[
wa(t) wc(t)

]T
, de dissocier les effets de wa(t) sur la dynamique du système et ceux de wc(t)

sur la sortie.

Hypothèse 4.1.Le signal de perturbation est borné en énergie au sens de la normeL2, c’est-
à-dire que la‖w(t)‖2

2 < ∞.

Le multimodèle découplé (4.4) admet la forme augmentée suivante :

δ (x(t)) = Ãx(t)+ B̃u(t)+ Ẽw(t) , (4.5a)

y(t) = C̃(t)x(t)+Wcw(t) , (4.5b)

où x∈ R
n est le vecteur d’état augmenté de dimensionn =

L
∑

i=1
ni et les matrices̃A∈ R

n×n, B̃∈

R
n×m, C̃(t) ∈ R

p×n et Ẽ ∈ R
n×r sont des formes augmentées dont les éléments correspondent

aux paramètres des sous-modèles. Les matricesÃ, B̃ etC̃(t) sont définies par (3.8) et la matrice
Ẽ ∈ R

n×r par

Ẽ =
[
ET

1 · · · ET
i · · · ET

L

]T
. (4.6)

4.2.2 Synthèse d’un observateur à gain proportionnel

L’observateur se présente sous la forme augmentée suivante:

δ (x̂(t)) = Ãx̂(t)+ B̃u(t)+ K̃(y(t)− ŷ(t)) , (4.7a)

ŷ(t) = C̃(t)x̂(t) , (4.7b)

où x̂∈R
n est l’estimation du vecteur d’étatx(t), ŷ(t)∈R

p la sortie reconstruite par l’observateur
et K̃ ∈ R

n×p le gain de l’observateur à déterminer.
L’erreur d’estimation d’état est définie par

e(t) = x(t)− x̂(t) (4.8)

et sa dynamique, obtenue par l’agrégation des équations (4.4) et (4.7), par :

δ (e(t)) = Aobs(t)e(t)+(Ẽ− K̃Wc)w(t) , (4.9)

où la matrice d’évolutionAobs(t) est de la forme

Aobs(t) =
L

∑
i=1

µi(t)φi (4.10)

avec

φi = Ã− K̃C̃i et C̃i =
[
0 · · · Ci · · · 0

]
. (4.11)
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

La présence dew(t) dans (4.9) empêche l’erreur d’estimation de converger vers zéro. En effet,
d’après (4.9), la perturbationw(t) agit directement sur l’erreur d’estimation à travers la matrice
Ẽ− K̃Wc. Le gainK̃ de l’observateur règle directement l’impact dew(t) sur l’erreur d’estima-
tion.

Le problème relatif à la synthèse de l’observateur se pose alors dans les termes suivants :

il s’agit d’ajuster le gainK̃ de l’observateur(4.7) de façon à atténuer l’influence
de la perturbation w(t) sur l’erreur d’estimation d’état e(t) et donc de reconstruire
l’état avec une certaine précision quelles que soient les conditions initiales du sys-
tème et de l’observateur.

La perturbationw(t) doit être alors prise en compte lors de la procédure de synthèse de l’obser-
vateur. A cet effet, unsignal objectif

ν(t) = He(t) , (4.12)

dépendant seulement de l’erreur d’estimation d’étate(t), est considéré. La matriceH est de
dimension appropriée et fixée par le concepteur. Les objectifs de synthèse de l’observateur sont
traduits par les contraintes de performance suivantes :

lim
t→∞

e(t) = 0 pour w(t) = 0 , (4.13a)

‖ν(t)‖2
2 ≤ γ2‖w(t)‖2

2 pour w(t) 6= 0 ete(0) = 0 . (4.13b)

La première contrainte garantit la convergence de l’erreurd’estimation vers zéro si aucune per-
turbation n’agit sur le système. La seconde assure la précision de la reconstruction en présence
d’une perturbation sur le système. En effet,γ est un scalaire positif à déterminer qui indique le
niveau d’atténuation entrew(t) et le signal objectifν(t). La précision de la reconstruction est
ainsi fixée au moyen de la valeur deγ qui doit être alors minimisée.

Remarque 4.2.L’exigence(4.13b) cherche à minimiser la normeL2 induite du système géné-
rateur de l’erreur d’estimation d’état défini par(4.9) et par (4.12). Autrement dit, le but est de
minimiser la normeL2 entre la perturbation w(t) et le signal objectifν(t).

Remarque 4.3.La matrice H qui apparaît dans(4.12) introduit des degrés supplémentaires de
liberté lors de la synthèse de l’observateur. En effet, le choix de cette matrice permet d’atténuer
l’impact des perturbations sur une partie ou sur la totalitédes composantes du vecteur e(t)
lors de la synthèse de l’observateur. Différents observateurs peuvent ainsi être conçus, chaque
observateur étant dédié à l’estimation d’une partie du vecteur d’état sous les contraintes(4.13).
Cette démarche permet en règle générale d’atteindre un niveau d’atténuation plus faible pour
chacun des observateurs dédiés que celui obtenu avec un seulobservateur.

Le gainK̃ de l’observateur doit être ajusté de sorte que les exigences(4.13) soient satisfaites.
Il s’avère également important de garantir des performances dynamiques de l’erreur d’estima-
tion (vitesse de convergence, etc.) dans la phase de conception de l’observateur. La synthèse de
l’observateur sous ces contraintes est établie en faisant appel à la théorie de Lyapunov.

120

te
l-0

03
59

63
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Fe

b 
20

09



4.2. Estimation d’état robuste vis-à-vis des perturbations

Synthèse de l’observateur à temps continu

La convergence exponentielle de l’erreur d’estimation, enconsidérant une perturbation nulle
(w(t) = 0), a été abordée au cours du chapitre précédent (c.f. section 3.4.2). Les conditions ga-
rantissant la convergence exponentielle de ˆx(t) versx(t) ont été établies à l’aide d’une fonction
quadratique de Lyapunov :

V(t) = eT(t)Pe(t) , P > 0 P = PT (4.14)

telle que la condition suivante soit satisfaite

∃α > 0 : V̇(t)+2αV(t) < 0 , (4.15)

où α est le taux de décroissance. Dans cette section, cette condition est modifiée comme suit

∃α > 0 : V̇(t) < −2αV(t)−νT(t)ν(t)+ γ2wT(t)w(t) (4.16)

afin de satisfaire les performances dynamiques (4.13) tout en garantissant la convergence expo-
nentielle de l’erreur d’estimation. En effet, remarquons que l’intégration de la condition (4.16)
est donnée par

∞∫

0

(V̇(t)+2αV(t))dt < −

∞∫

0

νT(t)ν(t)dt+ γ2
∞∫

0

wT(t)w(t)dt (4.17)

et compte tenu de la positivité de la fonction de Lyapunov,V(∞) > 0 etV(0) = 0, le terme de
gauche de cette inégalité devient positif, ce qui implique

‖ν(t)‖2
2 < γ2‖w(t)‖2

2 . (4.18)

Par conséquent, l’exigence (4.13b) sur le niveau d’atténuation entre la perturbationw(t) et le
signal objectifν(t) est assurée si la condition (4.16) est vérifiée. On reconnaît par ailleurs dans
(4.16) la condition déjà employée afin de garantir la convergence exponentielle de l’erreur d’es-
timation siw(t) = 0 et donc de satisfaire l’exigence (4.13a).

La synthèse de l’observateur consiste donc à établir des conditions satisfaisant (4.16). La
dérivée deV(t) le long de la trajectoire de l’erreur d’estimation (4.8) est donnée par

V̇(t) = ėT(t)Pe(t)+eT(t)Pė(t) (4.19)

qui s’écrit en remplaçant ˙e(t) par son expression (4.9) :

V̇(t) = eT(t)
(
AT

obs(t)P+PAobs(t)
)

e(t)+wT(t)(Ẽ− K̃Wc)
TPe(t) (4.20)

+ eT(t)P(Ẽ− K̃Wc)w(t) .

Un vecteur augmenté de la forme

ψ(t) =
[
eT(t) wT(t)

]T
(4.21)
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

permet d’écrire l’équation (4.20) sous la forme compacte suivante

V̇(t) = ψ(t)TΩ(t)ψ(t) , (4.22)

où

Ω(t) =

[
AT

obs(t)P+PAobs(t) P(Ẽ− K̃Wc)
(Ẽ− K̃Wc)

TP 0

]

. (4.23)

Ainsi, compte tenu de la forme (4.22) deV̇(t), la condition (4.16) devient :

ψT(t)

{

Ω(t)+

[
HTH +2αP 0

0 −γ2I

]}

ψ(t) < 0 (4.24)

qui est une forme quadratique enψ(t). La négativité de (4.24) est alors garantie par la négativité
de l’expression à l’intérieur des crochets. De ce fait, en introduisant les définitions (4.10) de
Aobs(t) et (4.23) deΩ(t), l’inégalité (4.24) est satisfaite si :

L

∑
i=1

µi(t)

[
(Ã− K̃C̃i)

TP+P(Ã− K̃C̃i)+HTH +2αP P(Ẽ− K̃Wc)
(Ẽ− K̃Wc)

TP −γ2I

]

< 0 . (4.25)

En posantG= PK̃ etγ = γ2, il est possible de linéariser (4.25). Enfin, compte tenu des proprié-
tés de somme convexe des fonctions poids, on peut proposer une solution au problème (4.13)
sous la forme du théorème suivant.

Théorème 4.1(MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodèle découplé à temps continu
(4.4) et l’observateur à gain proportionnel(4.7), sous l’hypothèse4.1, satisfait aux exi-
gences(4.13) et tend exponentiellement vers zéro (lorsque w(t) = 0) s’il existe deux matrices
P = PT > 0 et G de dimensions appropriées et un scalaireγ > 0, solutions du problème d’op-
timisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes
[
ÃTP+PÃ− (GC̃i)

T −GC̃i +HTH +2αP PẼ−GWc

ẼTP− (GWc)
T −γ I

]

< 0 , i = 1, · · · ,L (4.26)

pour une matrice H et unα > 0 donné. Le gain de l’observateur est donné parK̃ = P−1G et
le gainL2 de w(t) versν(t) est donné parγ =

√

γ.

Remarquons que la négativité de l’inégalité (4.26) implique la négativité du bloc (1,1). Par
conséquent, s’il existe une solution satisfaisant les conditions du théorème4.1alors l’inégalité

ÃTP+PÃ− (GC̃i)
T −GC̃i +2αP < 0 , i = 1 , · · · ,L (4.27)

est satisfaite. La convergence exponentielle de l’erreur d’estimation, dans le cas où aucune per-
turbation n’est considérée, est ainsi assurée (c.f. théorème3.5).
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4.2. Estimation d’état robuste vis-à-vis des perturbations

Synthèse de l’observateur à temps discret

La conception de l’observateur à temps discret suit une démarche de synthèse tout à fait sem-
blable à celle appliquée à l’observateur à temps continu. L’erreur d’estimation doit tendre expo-
nentiellement vers zéro si aucune perturbation n’agit sur le système et doit, dans le cas contraire,
garantir les exigences de performances (4.13).
A cette fin, nous considérons la fonction de Lyapunov (4.14) telle que :

∃α > 0 : ∆V(t) < −2αV(t)−νT(t)ν(t)+ γ2wT(t)w(t) , (4.28)

où la variation∆V(t) de la fonction de Lyapunov est donnée par∆V(t) = V(t + 1)−V(t),
α > 0 etγ > 0 étant respectivement le taux de décroissance de l’erreur d’estimation et le niveau
d’atténuation de la perturbation. En utilisant l’expression (4.14) de V(t) dans (4.28) puis en
remplaçante(t + 1) et ν(t) respectivement par (4.9) et (4.12), il vient que (4.28) est satisfaite
si :

[
AT

obs(t)PAobs(t)− (1−2α)P+HTH AT
obs(t)P(Ẽ− K̃Wc)

(Ẽ− K̃Wc)
TPAobs(t) (Ẽ− K̃Wc)

TP(Ẽ− K̃Wc)− γ2I

]

< 0 , (4.29)

inégalité qui présente de multiples produits croisés entreP et K̃. Il est toutefois possible de
linéariser (4.29) en appliquant le complément de Schur puis en remplaçantAobs(t) par son ex-
pression (4.10) et en posant enfinG= PK̃ etγ = γ2. Enfin, compte tenu des propriétés de somme
convexe des fonctions poids, on peut proposer une solution au problème (4.13) en temps discret
sous la forme du théorème suivant.

Théorème 4.2(MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodèle découplé à temps dis-
cret (4.4) et l’observateur à gain proportionnel(4.7), sous l’hypothèse4.1, satisfait les exi-
gences(4.13) et tend exponentiellement vers zéro (lorsque w(t) = 0) s’il existe deux matrices
P = PT > 0 et G de dimensions appropriées et un scalaireγ > 0, solutions du problème d’op-
timisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes




HTH − (1−2α)P 0 ÃTP−C̃T
i GT

0 −γI ẼTP−WT
c GT

(∗) (∗) −P



 < 0 , i = 1, · · · ,L (4.30)

pour une matrice H et un0 < α < 0.5 donné. Le gain de l’observateur est donné par
K̃ = P−1G et le gainL2 de w(t) versν(t) est donné parγ =

√

γ.

Commentaires sur la synthèse d’un observateur à gain proportionnel

Les synthèses à temps continu et à temps discret d’un observateur robuste à gain proportionnel
ont été abordées au cours des deux paragraphes précédents. Toutefois, les synthèses de cet
observateur doivent être réalisées moyennant un compromisentre deux objectifs antagonistes.
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

En effet, nous cherchons, d’une part, une dynamique rapide de l’erreur d’estimation ajustée
par le biais d’un gain important de l’observateur et, d’autre part, un niveau d’atténuation des
perturbations ajusté par le biais d’un gain faible. Or, pouratteindre ces deux objectifs, n’est
disponible qu’un seul degré de liberté (le gain de l’observateur K̃). Afin de surmonter cette
difficulté, la synthèse d’un observateur à gain proportionnel-intégral est étudiée dans la section
suivante.

4.2.3 Synthèse d’un observateur à gain proportionnel-intégral

Le principe de reconstruction de l’observateur à gain proportionnel, proposé au cours des sec-
tions précédentes, repose sur une correction de l’estimation d’état à partir de l’erreur d’estima-
tion entre les sorties mesurées et les sorties estimées. Cette correction s’effectue par le biais
d’une action proportionnelle à l’écart de l’erreur de reconstruction des sorties. Elle peut néan-
moins s’avérer insuffisante et son action inefficace par exemple quand le modèle du système
en question est mal connu ou quand des perturbations agissent sur le système. En effet, un seul
degré de liberté est disponible pour garantir à la fois les performances dynamiques et les per-
formances de robustesse de l’erreur d’estimation.

Afin de surmonter ces difficultés, une action intégrale permettant d’effectuer une correction
proportionnelle à l’écart de l’intégrale des sorties mesurées et des sorties estimées peut être ajou-
tée en vue d’introduire un degré de liberté supplémentaire lors de la synthèse de l’observateur
[Beale et Shafai, 1989; Weinmann, 1991]. L’observateur ainsi obtenu, dit à gain proportionnel-
intégral (PI), permet d’améliorer considérablement l’estimation d’état dans la mesure où deux
degrés de liberté sont désormais disponibles pour régler les performances de l’observateur.

Busawon et Kabore[2001] ont montré qu’un tel observateur possède la capacité d’atténuer
les effets des perturbations (p. ex. les erreurs de mesure) ou de certaines erreurs de modélisa-
tion sur l’erreur d’estimation.Hua et Guan[2005] ont proposé une démarche de synthèse d’un
observateur PI dans un contexte de synchronisation d’unsystème chaotique de Chua. La syn-
chronisation est entendue comme la synthèse d’un récepteur(c.-à-d. d’un observateur) chargé
de synchroniser (c.-à-d. d’estimer) l’état de l’émetteur dans un temps fini. La synthèse du ré-
cepteur, réalisée à l’aide de la seconde méthode de Lyapunov, permet d’introduire des perfor-
mances de robustesse vis-à-vis des perturbations affectant la communication. Dans un contexte
similaire,Johnson et Busawon[2006] ont récemment mis à profit les capacités de robustesse
offertes par l’observateur PI afin de procéder à la synchronisation d’unoscillateur de Duffing
comportant un bruit dans le message à transmettre.

En revanche, la conception des observateurs PI pour les multimodèles ne semble pas encore
avoir été abordée dans la littérature.

Structure de l’observateur PI

L’observateur PI fait non seulement appel à l’écart de l’erreur d’estimation mais aussi à l’in-
tégrale de cet écart. Un signalz(t), issu de l’intégration de la sortie du multimodèle, est alors
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4.2. Estimation d’état robuste vis-à-vis des perturbations

introduit de façon à ajouter l’action intégrale dans l’équation de l’observateur. Dans le cas gé-
néral, il est possible d’introduire un degré de liberté supplémentaire en remplaçant l’intégration
pure par un filtrage de la sortie. En considérant la variable additionnellez(t), le multimodèle
découplé sous sa forme augmentée (4.5) devient :

δ (x(t)) = Ãx(t)+ B̃u(t)+ Ẽw(t) , (4.31a)

δ (z(t)) = Mz(t)+C̃(t)x(t)+Wcw(t) , (4.31b)

y(t) = C̃(t)x(t)+Wcw(t) , (4.31c)

où les matrices̃A ∈ R
n×n, B̃ ∈ R

n×m, C̃ ∈ R
p×n et Ẽ ∈ R

n×r sont les matrices partitionnées
par blocs définies respectivement en (3.8) et en (4.6). La matriceM ∈ R

p×p dite d’effet de
décolorationpermet de régler la réponse transitoire du signalz(t). Il est possible de constater
que l’équation (4.31b) régissant l’évolution de la variablez(t) ne modifie en rien les équations
originales du multimodèle. Cette équation est volontairement introduite dans les équations du
multimodèle de façon à rendre aisée la synthèse de l’observateur PI.

SYSTEME NON LINEAIRE
u(t) y(t)

u(t)

−

−

ŷ(t)

µ1(t)

µL(t)

∫

∫

y(t)

ŷ(t)

z(t)

ẑ(t)

K1
P

K1
I

B1

A1 C1

∫

˙̂x1(t) x̂1(t) ŷ1(t)

KL
P

KL
I

BL

AL CL

∫

˙̂xL(t) x̂L(t) ŷL(t)

Σ

Σ

Σ

Figure 4.2 – Structure de l’observateur PI à temps continu enconsidérantM = 0

Remarque 4.4.Si M = 0 alors le signal additionnel z(t) est une action intégrale pure définie

dans le cas continu par z(t) =
t∫

0
y(ξ )dξ et par z(t) =

t
∑

k=0
y(k) dans le cas discret.
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

Les nouvelles équations (4.31) du multimodèle peuvent se mettre sous la forme compacte sui-
vante :

δ (xa(t)) = Ãa(t)xa(t)+C1B̃u(t)+ Ẽaw(t) , (4.32a)

y(t) = C̃(t)C
T
1 xa(t)+Wcw(t) , (4.32b)

z(t) = C
T
2 xa(t) , (4.32c)

avecxa(t)∈R
(n+p), Ãa∈R

(n+p)×(n+p), Ẽa∈R
(n+p)×r ,C1∈R

(n+p)×n etC2∈R
(n+p)×p définies

par

xa(t) =

[
x(t)
z(t)

]

, Ãa(t) =

[
Ã 0(n×p)

C̃(t) M

]

, Ẽa =

[
Ẽ
Wc

]

, C1 =

[
In

0(p×n)

]

, C2 =

[
0(n×p)

Ip

]

.

(4.33)

La reconstruction de l’état du multimodèle découplé (4.32) est opérée à l’aide d’un obser-
vateur PI de la forme suivante :

δ (x̂a)(t) = Ãa(t)x̂a(t)+C1B̃u(t)+KP(y(t)− ŷ(t))+KI (z(t)− ẑ(t)) , (4.34a)

ŷ(t) = C̃(t)C
T
1 x̂a(t) , (4.34b)

ẑ(t) = C
T
2 x̂a(t) , (4.34c)

où x̂a ∈ R
(n+p) est l’estimation du vecteur d’état augmentéxa et ŷ(t) la sortie reconstruite par

l’observateur. L’appellation “observateur proportionnel-intégral” sous laquelle apparaît cet ob-
servateur tire son origine de la nature de la correction apportée par les gainsKP ∈ R

(n+p)×p et
KI ∈R

(n+p)×p. En effet, le gainKP assure une correction proportionnelle à l’erreur d’estimation
de la sortiey(t)− ŷ(t). Quant au gainKI , il assure une correction proportionnelle à l’écart entre
l’intégrale de la sortiey(t) et celle de la sortie estimée ˆy(t).

Conception de l’observateur PI robuste

L’erreur d’estimation d’état est donnée par

ea(t) = xa(t)− x̂a(t) (4.35)

et sa dynamique, obtenue par l’agrégation des équations (4.32) et (4.34), par :

δ (ea(t)) = Ãobs(t)ea(t)+(Ẽa−KPWc)w(t) . (4.36)

La matrice d’évolutionÃobs(t) peut être explicitée, en faisant appel aux propriétés de somme
convexe des fonctions de pondération, par

Ãobs(t) = Ãa(t)−KPC̃(t)C
T
1 −KIC

T
2 , (4.37)

=
L

∑
i=1

µi(t)Φi (4.38)
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4.2. Estimation d’état robuste vis-à-vis des perturbations

avec

Φi = Āi −KPC̃iC
T
1 −KIC

T
2 et Āi =

[
Ã 0
C̃i M

]

. (4.39)

Grâce à son action intégrale, l’observateur PI (4.34) introduit un degré de liberté supplémen-
taire lors de sa conception. En effet, d’après (4.36), la perturbationw(t) agit directement sur la
dynamique de l’erreur d’estimation à travers la matriceẼa−KPWc. Une action sur le gainKP

de l’observateur est donc en mesure d’atténuer l’impact dew(t) sur l’erreur d’estimation. Quant
aux performances dynamiques de l’observateur, elles peuvent à leur tour être ajustées grâce à
un choix approprié du gainKI . Deux degrés de liberté sont alors disponibles pour parvenir à un
compromis entre l’atténuation de l’effet des perturbations et les performances dynamiques de
l’observateur. Toutefois, un découplage parfait entre la perturbationw(t) et l’erreur d’estima-
tion ea(t) peut uniquement être obtenu si la conditionẼa = KPWc est vérifiée. Dans la pratique,
cette condition s’avère à la fois restrictive et difficile à satisfaire. En effet,

Ẽa = KpWc (4.40)

et compte tenu de (4.33), alors :

[
Ẽ
Wc

]

=

[
KP1

Ir

]

Wc , (4.41)

Ẽ = KP1Wc , (4.42)

KP1 = ẼWT
c (WcW

T
c )−1 . (4.43)

Cette condition est satisfaite à condition queWc soit de plein rang ligne. Autrement dit, il faut
que le nombre de sorties du système soit égal au nombre de perturbations agissant sur le sys-
tème. Par conséquent, un découplage parfait de la perturbation ne peut pas être facilement ac-
compli.

La synthèse de l’observateur PI consiste à chercher les matricesKP et KI telles que l’erreur
d’estimationea(t) définie par (4.35) satisfasse les exigences (4.13). Il convient toutefois de
remarquer que le signal objectif est maintenant donné par

ν(t) = Hea(t) . (4.44)

Une démarche similaire à celle adoptée lors de la conceptionde l’observateur P peut être ap-
pliquée en vue de parvenir aux conditions en mesure d’assurer les performances dynamiques
(4.13) sous la forme des théorèmes suivants.

Théorème 4.3(MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodèle découplé à temps continu
(4.32) et l’observateur à gain proportionnel-intégral(4.34), sous l’hypothèse4.1, satisfait
aux exigences(4.13) et tend exponentiellement vers zéro (lorsque w(t) = 0) s’il existe trois
matrices P= PT > 0, GP et GI de dimensions appropriées et un scalaireγ > 0, solutions du
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

problème d’optimisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes
[

Γi +ΓT
i +HTH +2αP PẼa−GPWc

ẼT
a P− (GPWc)

T −γ I

]

< 0 , i = 1, · · · ,L , (4.45)

où
Γi = PĀi −GPC̃iC

T
1 −GIC

T
2 (4.46)

pour une matrice M, une matrice H et unα > 0 donné. Les gains de l’observateur sont donnés
par KP = P−1GP et KI = P−1GI . De plus, le gainL2 de w(t) versν(t) est donné parγ =

√

γ.

Théorème 4.4(MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodèle découplé à temps discret
(4.32) et l’observateur à gain proportionnel-intégral(4.34), sous l’hypothèse4.1, satisfait
les exigences(4.13) et tend exponentiellement vers zéro (lorsque w(t) = 0) s’il existe trois
matrices P= PT > 0, GP et GI de dimensions appropriées et un scalaireγ > 0, solutions du
problème d’optimisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes




HTH − (1−2α)P 0 ΓT
i

0 −γI ẼT
a P−WT

c GT
P

(∗) (∗) −P



 < 0 , i = 1, · · · ,L , (4.47)

où
Γi = PĀi −GPC̃iC

T
1 −GIC

T
2 (4.48)

pour une matrice M, une matrice H et un0 < α < 0.5 donné. Les gains de l’observateur sont
donnés par KP = P−1GP et KI = P−1GI . De plus, le gainL2 de w(t) versν(t) est donné par
γ =

√

γ.

Remarque 4.5.La résolution des conditions proposées par les théorèmes4.3et4.4peut éven-
tuellement s’accompagner d’une recherche de la matrice d’effet de décoloration M. Cependant,
en raison du produit P̄Ai ces conditions ne se présentent pas sous une forme LMI. Il esttoute-
fois possible d’obtenir des conditions de type LMI en considérant une matrice bloc diagonale

P =
[

P1 0
0 P2

]

et en introduisant un changement de variable approprié de laforme N= P2M.

Les deux corollaires suivants accompagnent les théorèmes4.3 et 4.4. Ils proposent des
conditions assurant la convergence vers zéro de l’erreur d’estimation quand aucune perturbation
n’est prise en compte.
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4.2. Estimation d’état robuste vis-à-vis des perturbations

Corollaire 4.1 (MDC). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodèle découplé à temps
continu (4.32) et l’observateur PI(4.34), converge exponentiellement vers zéro (lorsque
w(t) = 0) s’il existe une matrice symétrique et définie positive P, des matrices GP et GI véri-
fiant les LMI suivantes :

(Āi +αI)TP + P(Āi +αI)

− (GPC̃iC
T
1 +GIC

T
2 )T − (GPC̃iC

T
1 +GIC

T
2 ) < 0 , i = 1, · · · ,L (4.49)

pour une matrice M et un scalaire positifα donné. Les gains de l’observateur PI sont donnés
par KP = P−1GP et KI = P−1GI .

Corollaire 4.2 (MDD). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodèle découplé à temps
discret(4.32) et l’observateur PI(4.34), converge exponentiellement vers zéro (lorsque w(t) =
0) s’il existe une matrice symétrique et définie positive P, des matrices GP et GI vérifiant les
LMI suivantes :

[

(1−2α)P (PĀi −GPC̃iC
T
1 −GIC

T
2 )T

PĀi −GPC̃iC
T
1 −GIC

T
2 P

]

> 0 , i = 1, · · · ,L (4.50)

pour une matrice M et un scalaire positif0 < α < 0.5 donné. Les gains de l’observateur PI
sont donnés par KP = P−1GP et KI = P−1GI .

Exemple 4.1(Exemple de synthèse des observateurs P et PI robustes)
Il s’agit d’estimer l’état d’un système à temps continu représenté par un multimodèle découplé
constitué de L= 2 sous-modèles. Les valeurs numériques des matrices du multimodèle sont :

A1 =





−2.0 0.5 0.6
−0.3 −0.9 −0.5
−1.0 0.6 −0.8



 , A2 =

[
−0.8 −0.4
0.1 −1.0

]

,

B1 =
[
1.0 −0.8 0.5

]T
, B2 =

[
−0.5 0.8

]
,

C1 =

[
0.9 −0.8 −0.5
−0.4 0.6 0.7

]

, C2 =

[
−0.8 0.6
0.4 −0.7

]

,

Wc =

[
0.4 0
0 −0.3

]

, Ei = 0 , M = 0 .

La perturbation w(t) considérée est un bruit aléatoire normalement distribué demoyenne nulle
et de dispersion égale à un.

La variable d’indexationξ est ici le signal de commande u(t) ∈ [0,1]. Les fonctions de
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

pondération sont obtenues par la normalisation des fonctions de type gaussien :

µi(ξ (t)) = ωi(ξ (t))/
L

∑
j=1

ω j(ξ (t)) , (4.51)

ωi(ξ (t)) = exp
(

−(ξ (t)−ci)
2/σ2

)

, (4.52)

de dispersionσ = 0.5et de centres c1 = 0.25et c2 = 0.75. L’entrée, les fonctions de pondération
et les sorties du multimodèle sont illustrées sur la figure4.3.

0 5 10 15 20
0

0.5

1

u(t)

0 5 10 15 20
−1

0

1

w(t)

t(s)

0 5 10 15 20
0

0.5

1

µi(t)

0 5 10 15 20
−1

0

1

y(t)

t(s)

Figure 4.3 – Entrée et perturbations (à gauche), fonctions de pondération et sorties (à droite)

Une solution vérifiant les conditions du théorème4.1est donnée par :

K̃ =

[
0.1899 −0.0310 0.0892 −0.0310 −0.0136
0.2180 0.1091 0.2130 −0.0143 −0.0259

]T

,

P =









3.3411 −0.1514 −2.6919 0.1249 −0.0673
−0.1514 3.9049 −1.0080 −0.2499 0.5107
−2.6919 −1.0080 5.4666 0.1282 −0.2462
0.1249 −0.2499 0.1282 11.4864 −10.1873
−0.0673 0.5107 −0.2462 −10.1873 25.6765









pour une matrice H= I5, un niveau d’atténuation minimalγ = 1.414et un taux de décroissance
α = 0.8.

Une solution vérifiant les conditions du théorème4.3est :

KP =

[
0.0030 −0.0244 −0.0101 −0.0106 −0.0007 0.9875 −0.0125
0.0109 0.0366 0.0227 0.0094 −0.0029 0.0166 1.0166

]T

,
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4.2. Estimation d’état robuste vis-à-vis des perturbations

KI =

[
0.0933 0.7077 0.1432 0.0064 0.0256 3.4754 0.0422
0.0954 0.6210 0.1449 0.0051 0.0219 −0.3819 3.5098

]T

,

P =













4.9917 −0.5801 −3.4225 0.0553 0.0023 0.1411 0.1411
−0.5801 5.0509 −0.9333 −0.1397 0.1482 −1.1309 −1.1309
−3.4225 −0.9333 7.2125 0.0651 −0.1731 0.2211 0.2211
0.0553 −0.1397 0.0651 8.2562 −6.9466 0.0698 0.0698
0.0023 0.1482 −0.1731 −6.9466 19.8995 −0.1963 −0.1963
0.1411 −1.1309 0.2211 0.0698 −0.1963 1.6524 0.3681
0.1411 −1.1309 0.2211 0.0698 −0.1963 0.3681 1.6524













pour une matrice H= I7, un niveau d’atténuation minimalγ = 0.333et un taux de décroissance
α = 0.8.

Remarquons que le même taux de décroissanceα est imposé dans la synthèse des deux ob-
servateurs. Il convient de souligner le fort contraste entre les niveaux d’atténuationα obtenus
avec les observateurs P et PI. Comme attendu, l’observateur PI permet d’atteindre un niveau
d’atténuation plus faible que l’observateur P tout en garantissant les mêmes performances dy-
namiques de l’erreur d’estimation.

L’estimation de l’état du multimodèle découplé fournie parles observateurs P et PI est
illustrée sur la figure4.4. Sur cette figure, les composantes du vecteur de l’erreur d’esti-
mation d’état ex(t) sont notées ei. Les conditions initiales du multimodèle sont égales à :

x(0) =
[
0.1 −0.1 0.1 −0.1 0.1

]T
et les conditions initiales de l’observateur sont nulles.

Dans les deux cas, l’erreur d’estimation converge vers zéroavec une vitesse similaire (même
taux de décroissance de l’erreur d’estimation).

0 5 10 15 20
−0.1

0

0.1

e1(t)

 

 

ObsP
ObsPI

0 5 10 15 20
−0.1

0

0.1

e2(t)

0 5 10 15 20
−0.1

0

0.1

e3(t)

t(s)

0 5 10 15 20
−0.1

0

0.1

e4(t)

 

 

ObsP
ObsPI

0 5 10 15 20
−0.1

0

0.1

e5(t)

t(s)

Figure 4.4 – Erreurs d’estimation d’état du sous-modèle 1 (àgauche) et du sous-modèle 2 (à
droite)

La figure4.5, à gauche, représente la normeL2 des signauxν(t) et γ2w(t) obtenue pour
chaque observateur en considérant une erreur d’estimationnulle à t = 0. L’examen de cette
figure fait apparaître clairement que la condition‖ν(t)‖2

2 ≤ γ2‖w(t)‖2
2, imposée lors de la syn-

thèse de l’observateur, est vérifiée dans les deux cas. Par conséquent, les performances robustes
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

(4.13) sont bien satisfaites pour les deux observateurs proposés.Une comparaison des signaux
ν(t) obtenus avec chaque observateur est présentée sur la figure4.5située à droite. Il apparaît,
d’après cette figure, que la normeL2 du signalνPI(t) est inférieure à celle du signalνP(t). Les
résultats théoriques sont ainsi vérifiés.
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||νP (t)||2
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0 5 10 15 20
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2

||νPI(t)||
2

2

0 5 10 15 20
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x 10

−4

t(s)

 

 

||νP (t)||2
2

||νPI(t)||
2

2

Figure 4.5 – NormesL2

Une perturbation constante d’amplitude0.5 est maintenant ajoutée sur la sortie y1(t) à
t = 10s. Cette perturbation peut par exemple être occasionnée par un défaut de capteur. L’esti-
mation de l’état du multimodèle découplé livrée par les observateurs P et PI est illustrée sur la
figure4.6. Il y apparaît clairement que l’observateur PI fournit une meilleure estimation d’état
en présence de la perturbation introduite.
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0 5 10 15 20
−0.1

0

0.1

e4(t)

 

 

ObsP

ObsPI

0 5 10 15 20
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Figure 4.6 – Erreurs d’estimation d’état du sous-modèle 1 (àgauche) et du sous-modèle 2 (à
droite) en présence d’une perturbation constante sur la sortie
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4.3. Estimation d’état robuste vis-à-vis des incertitudesparamétriques

4.3 Estimation d’état robuste vis-à-vis des incertitudes para-
métriques

Le problème posé par la reconstruction d’état d’un système représenté par un multimodèle dé-
couplé et soumis à des perturbations a été abordé au cours de la section précédente. Les solutions
proposées sont basées sur une représentation précise du comportement du système. Il convient
cependant de souligner qu’un modèle comporte toujours des erreurs de modélisation suscep-
tibles d’affecter l’estimation d’état. Ces imprécisions demodélisation doivent être quantifiées
lors de la phase de modélisation de manière à fournir une information sur la méconnaissance du
système.

Les imprécisions de modélisation d’un système autonome représenté par un modèle linéaire
peuvent être traduites sous la forme :

δ (x(t)) = (A+∆)x(t) , (4.53)

où la matriceA représente le modèle nominal du système et∆ les incertitudes du système. Di-
vers types d’incertitudes peuvent être considérés en fonction des hypothèses émises sur la façon
dont les incertitudes∆ agissent sur les paramètres nominaux du système. Elles sontcataloguées
sous l’appellation d’incertitudes structuréesou d’incertitudes non structurées. Les incertitudes
non structurées sont utilisées lorsque le mode d’action desincertitudes sur les paramètres nomi-
naux n’est pas bien établi. Quant aux incertitudes structurées, elles requièrent une connaissance
précise de la structure des incertitudes. Ces deux familles d’incertitudes apparaissent dans la
littérature sous plusieurs formes, les plus rencontrées étant [Dubuisson, 1990, chap. 3] :

• les incertitudes non structurées modélisées par des variations paramétriques contenues
dans∆ et dont seule une majoration de type norme est connue‖∆‖ ≤ α ;

• les incertitudes stochastiques permettant de prendre en compte des incertitudes modéli-

sées par∆ =
L
∑
i

piGibi oùbi est par exemple un bruit blanc ;

• les incertitudes structurées à dépendance affine∆ =
L
∑
i

piAi où les paramètrespi sont de

type intervalle ;

• les incertitudes structurées bornées en norme∆ = DF(t)E où D et E sont des matrices
constantes et oùFT(t)F(t) ≤ I.

Cette dernière forme d’incertitude sera la seule considéréedans la suite de cette section.
Dans un contexte de synthèse d’une loi de commande,Petersen[1987] est l’un des premiers à
avoir livré des résultats sur la stabilité par retour d’étatd’un système linéaire comportant une
incertitude de cette forme sur la matrice d’évolution. Cetteforme de structure est souvent ren-
contrée dans la littérature et nombreux sont les articles portant sur la commande et par extension
sur l’estimation d’état des systèmes dont les incertitudessont bornées en norme.
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

4.3.1 Représentation multimodèle d’un système incertain

La représentation d’un système non linéaire sous la forme d’un multimodèle découplé incertain
est donnée par :

δ (xi(t)) = (Ai +∆Ai(t))xi(t)+(Bi +∆Bi(t))u(t)+Eiw(t) , (4.54a)

yi(t) = Cixi(t) , (4.54b)

y(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))yi(t)+Wcw(t) , (4.54c)

où xi ∈ R
ni et yi ∈ R

p sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie duièmesous-
modèle et oùu∈ R

m, y∈ R
p et w∈ R

r sont respectivement l’entrée, la sortie et la perturbation
du système. Les matricesAi ∈ R

ni×ni , Bi ∈ R
ni×m, Ei ∈ R

ni×r , Ci ∈ R
p×ni etWc ∈ R

p×r sont des
matrices constantes connues caractérisant le comportement nominal de chaque sous-modèle et
l’influence des perturbations sur le système.

Les imprécisions de la modélisation du système sont représentées par des incertitudes struc-
turées bornées en norme :

∆Ai(t) = MiFi(t)Ni , (4.55a)

∆Bi(t) = HiSi(t)Di , (4.55b)

où Mi, Ni, Hi et Di sont des matrices connues, constantes et de dimensions appropriées. Les
fonctions matriciellesFi(t) etSi(t) sont inconnues, avec des éléments de Lebesgue mesurables,
et satisfont :

FT
i (t)Fi(t) ≤ I , ∀t ≥ 0 , (4.56)

ST
i (t)Si(t) ≤ I , ∀t ≥ 0 . (4.57)

Remarque 4.6. Les incertitudes bornées en norme définissent, dans l’espace paramétrique
des éléments(Ai + ∆Ai,Bi + ∆Bi), un hyper-ellipsoïde représentant le domaine d’incertitude
paramétrique et dont le centre est la matrice nominale [Oustaloup, 1994, chap. 9]. On trouvera
plusieurs arguments en faveur de l’utilisation de cette forme d’incertitudes dans [Khargonekar
et al., 1990] et les références qui s’y rapportent.

Exemple 4.2(Exemple de système avec incertitudes bornées en norme)
Considérons un système linéaire autonome de la forme

ẋ(t) = Ax(t) =

[
−1 1
−1 −1

]

x(t) . (4.58)

Les différents éléments de la matrice A comportent des incertitudes. Par exemple, l’élément
(1,1) comporte une incertitude de10%de la valeur nominale et l’élément(2,2) une incertitude
de40%de la valeur nominale. Les deux autres termes comportent uneincertitude de20%de
leurs valeurs nominales. Supposons que les incertitudes affectant les différents termes de la
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4.3. Estimation d’état robuste vis-à-vis des incertitudesparamétriques

matrice A agissent indépendamment les unes des autres. Le système incertain peut alors être
représenté sous la forme :

ẋ(t) = A(ρ)x(t) =

[
−1+0.1ρ1 1+0.2ρ2

−1+0.2ρ3 −1+0.4ρ4

]

x(t) , ‖ρi‖ ≤ 1 (4.59)

soit encore

A(ρ) =

[
−1 1
−1 −1

]

+MρN , ‖ρ‖ ≤ 1 (4.60)

avec

M =

[
0.1 0.2 0.0 0.0
0.0 0.0 0.2 0.4

]

, ρ = diag
{

ρ1 · · · ρ4
}

et N=

[
1 0 1 0
0 1 0 1

]T

. (4.61)

Remarquons toutefois que cette représentation n’est pas unique. D’autres choix de matrices M,
ρ et N peuvent être envisagés, par exemple si

ρ =

[
ρ1 ρ2

ρ3 ρ4

]

(4.62)

alors

M = 0.5

[
0.1 0.0
0.0 0.2

]

et N=

[
1 0
0 2

]

(4.63)

compte tenu du fait que‖ρ‖ ≤ 2.

4.3.2 Conception d’un observateur à gain proportionnel

Les équations (4.54) du multimodèle peuvent s’écrire sous la forme compacte :

δ (x(t)) = (Ã+∆Ã(t))x(t)+(B̃+∆B̃(t))u(t)+ Ẽw(t) , (4.64a)

y(t) = C̃(t)x(t)+Wcw(t) , (4.64b)

où x ∈ R
n est un vecteur d’état augmenté et oùÃ, B̃, C̃(t) et Ẽ ont déjà été définies dans les

sections précédentes par (3.8) et par (4.6). Les incertitudes paramétriques sont données par :

∆Ã(t) = M̃F̃(t)Ñ , (4.65a)

∆B̃(t) = H̃S̃(t)D̃ , (4.65b)

où les matrices constantes̃M, Ñ, H̃ et D̃ sont des formes augmentées données par

M̃ = diag
{

M1 · · · Mi · · · ML
}

, (4.66)

Ñ = diag
{

N1 · · · Ni , · · · NL
}

, (4.67)

H̃ = diag
{

H1 · · · Hi · · · HL
}

, (4.68)

D̃ =
[
DT

1 · · · DT
i · · · DT

L

]T
. (4.69)
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

Les fonctions matricielles̃F(t) et S̃(t) sont définies par

F̃(t) = diag
{

F1(t) · · · Fi(t) · · · FL(t)
}

, (4.70)

S̃(t) = diag
{

S1(t) · · · Si(t) · · · SL(t)
}

(4.71)

et sont bornées en norme parF̃T(t)F̃(t) ≤ I et S̃T(t)S̃(t) ≤ I.

La reconstruction des variables d’état du multimodèle découplé (4.64) est effectuée à l’aide
d’un observateur de la forme suivante :

δ (x̂(t)) = Ãx̂(t)+ B̃u(t)+ K̃(y(t)− ŷ(t)) , (4.72a)

ŷ(t) = C̃(t)x̂(t) , (4.72b)

où x̂∈R
n est l’estimation du vecteur d’étatx(t), ŷ(t)∈R

p la sortie reconstruite par l’observateur
et K̃ ∈ R

n×p le gain de l’observateur à déterminer.

4.3.2.1 Synthèse de l’observateur robuste

La dynamique de l’erreur d’estimation :

e(t) = x(t)− x̂(t) (4.73)

est obtenue par l’agrégation des équations (4.64) et (4.72) :

δ (ea(t)) = Aobs(t)ea(t)+Φ(t)w̄(t) (4.74)

avec

ea(t) =

[
e(t)
x(t)

]

, w̄(t) =

[
w(t)
u(t)

]

, (4.75a)

Aobs(t) =

[
Ã− K̃C̃(t) ∆Ã(t)

0 Ã+∆Ã(t)

]

, Φ(t) =

[
Ẽ− K̃Wc ∆B̃(t)

Ẽ B̃+∆B̃(t)

]

. (4.75b)

Remarque 4.7.D’après la structure de la matrice d’évolution Aobs(t), le système(4.74) géné-
rateur de l’erreur d’estimation ea(t) est stable si et seulement si les deux conditions suivantes
sont satisfaites :

• le multimodèle découplé(4.64) est stable pour des incertitudes∆Ã(t) admissibles,

• le gain de l’observateur̃K est ajusté de façon à assurer la stabilité deÃ− K̃C̃(t).

La convergence de l’erreur d’estimation est étudiée à travers la prise en compte de la dé-
pendance entre l’erreur d’estimation et les signaux exogènes (l’entrée et les perturbations) au
système. Il est possible de remarquer que l’impact de la perturbationw(t) sur l’erreur d’estima-
tion d’étate(t) peut être modifié en ajustant le gainK̃ de l’observateur. Ce gain de l’observateur
doit cependant être également ajusté de façon à atténuer l’impact des paramètres incertains sans
pour autant dégrader les performances dynamiques.

Le problème lié à la synthèse de l’observateur se pose alors dans les termes suivants :
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4.3. Estimation d’état robuste vis-à-vis des incertitudesparamétriques

il s’agit d’ajuster le gainK̃ de façon à garantir une reconstruction de l’état du mul-
timodèle avec une certaine précision en présence des incertitudes paramétriques,
des perturbations et quelles que soient les conditions initiales du système et de l’ob-
servateur.

Autrement dit, le gaiñK doit limiter l’influence de la perturbation ¯w(t) sur l’erreur d’estimation.
A cet effet, lesignal objectif suivant, dépendant seulement de l’erreur d’estimatione(t), est
introduit :

ν(t) =
[
H 0

]
ea(t) , (4.76)

où H est une matrice de dimension appropriée. Le choix de cette matrice permet d’atténuer
l’impact des perturbations sur une partie ou sur la totalitédes composantes du vecteur d’erreur
ea(t) (c.f. remarque4.3). Les exigences robustes de l’erreur d’estimation sont formulées par les
conditions suivantes :

lim
t→∞

e(t) = 0 pour w̄(t) = 0 , (4.77a)

‖ν(t)‖2
2 ≤ γ2‖w̄(t)‖2

2 pour w̄(t) 6= 0 etea(0) = 0 , (4.77b)

où γ, le gainL2 entrew̄(t) etea(t), est à minimiser. La convergence de l’erreur d’estimation est
étudiée sous les deux hypothèses suivantes.

Hypothèse 4.2.Le multimodèle découplé(4.64) est stable pour des incertitudes∆Ã(t) admis-
sibles.

Hypothèse 4.3.L’entrée et la perturbation sont des signaux à énergie bornée au sens de la
normeL2, soit‖u(t)‖2

2 < ∞ et‖w(t)‖2
2 < ∞.

La première hypothèse découle directement de la remarque4.7 relative à la stabilité de la
matrice d’évolutionAobs(t).

Étudions la conception de l’observateur robuste à temps continu. On rappelle ci-dessous le
lemme dont le rôle lors de la phase de conception de l’observateur est particulièrement impor-
tant.

Lemme 4.1. Soit X et Y deux matrices réelles de taille appropriée et F(t) une fonction matri-
cielle bornée en norme, c.-à-d. FT(t)F(t)≤ I. L’inégalité suivante est toujours vraie pour toute
matrice Q > 0 :

XF(t)Y +YTFT(t)XT ≤ XQ−1XT +YTQY .

L’étude de la convergence de l’erreur d’estimation (4.73) s’effectue en considérant la fonc-
tion de Lyapunov suivante :

V(t) = eT(t)P1e(t)+xT(t)P2x(t) , (4.78)

oùP1 = PT
1 > 0 etP2 = PT

2 > 0.
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

Les objectifs de synthèse (4.77) sont garantis s’il existe une fonction de Lyapunov (4.78)
satisfaisant la condition :

V̇(t) < −νT(t)ν(t)+ γ2w̄T(t)w̄(t) . (4.79)

La dérivée de la fonction deV(t) le long de la trajectoire de l’erreur d’estimationea(t) a pour
expression :

V̇(t) = Ω(t)T
[
AT

obs(t)P+PAobs(t) PΦ(t)
ΦT(t)P 0

]

Ω(t) , (4.80)

P = diag
{

P1 P2
}

, (4.81)

Ω(t) =
[
ea(t) w̄(t)

]T
. (4.82)

Cette équation est directement obtenue en dérivantV(t) puis en substituant ˙ea(t) par son ex-
pression (4.74). La condition (4.79) peut s’écrire en remplaçantV̇(t) par (4.80) et compte tenu
de (4.76) :

ΩT(t)

[

AT
obs(t)P+PAobs(t)+

[

HTH 0
0 0

]

PΦ(t)

ΦT(t)P −γ2I

]

Ω(t) < 0 (4.83)

qui est une forme quadratique enΩ(t). En introduisant les définitions (4.75) deAobs(t) et deΦ,
l’inégalité (4.83) est satisfaite si :







Γ(t)+ΓT(t)+HTH P1∆Ã(t) Ψ P1∆B̃(t)
(∗) X1 +X2(t) P2Ẽ P2(B̃+∆B̃(t))
(∗) (∗) −γ2I 0
(∗) (∗) 0 −γ2I







< 0 , (4.84)

où

Γ(t) = P1(Ã− K̃C̃(t)) = P1

L

∑
i=1

µi(t)(Ã− K̃C̃i) , (4.85)

Ψ = P1(Ẽ− K̃Wc) , (4.86)

X1 = ÃTP2 +P2Ã , (4.87)

X2(t) = ∆ÃT(t)P2 +P2∆Ã(t) (4.88)

etC̃i est définie en (4.11).
Il est maintenant possible de dissocier les paramètres nominaux des paramètres incertains

dans l’inégalité (4.84) comme suit :







Γ(t)+ΓT(t)+HTH 0 Ψ 0
0 X1 P2Ẽ P2B̃

(∗) 0 −γ2I 0
0 (∗) 0 −γ2I







+Z(t)+ZT(t) < 0 , (4.89)
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4.3. Estimation d’état robuste vis-à-vis des incertitudesparamétriques

où

Z(t) =







0 P1∆Ã(t) 0 P1∆B̃(t)
0 P2∆Ã(t) 0 P2∆B̃(t)
0 0 0 0
0 0 0 0







. (4.90)

En remplaçant∆Ã(t) et ∆B̃(t) par leurs expressions respectives (4.65a) et (4.65b) alorsZ(t)+
ZT(t) peut s’expliciter sous la forme :

Z(t)+ZT(t) = X̃F(t)Ỹ +ỸTFT(t)X̃T , (4.91)

où

X̃ =







P1M̃ P1H̃
P2M̃ P2H̃

0 0
0 0







, F(t) =

[
F̃(t) 0

0 S̃(t)

]

et Ỹ =

[
0 Ñ 0 0
0 0 0 D̃

]

. (4.92)

La dépendance des termes inconnusF̃(t) etS̃(t) dans l’expression (4.91) peut être aisément sup-
primée en faisant appel au lemme4.1. On obtient de cette façon, en posantQ= diag

{
τ1I τ2I

}
,

la majoration suivante

Z(t)+ZT(t) ≤ X̃

[
τ1I 0
0 τ2I

]−1

X̃T +ỸT
[

τ1I 0
0 τ2I

]

Ỹ . (4.93)

L’inégalité (4.89) devient en introduisant la majoration (4.93) deZ+ZT :






Γ(t)+ΓT(t)+HTH 0 Ψ 0
0 Λ P2Ẽ P2B̃

(∗) (∗) −γ2I 0
0 (∗) 0 ϑ







+ X̃

[
τ1I 0
0 τ2I

]−1

X̃T < 0 , (4.94)

où

Λ = X1 + τ1ÑTÑ , (4.95)

ϑ = −γ2I + τ2D̃TD̃ . (4.96)

L’inégalité (4.94) n’est pas linéaire enP1 et P2. En effet, les produits entre les matricesX̃T et
X̃ introduisent des produits croisés entre les matricesP1 et P2. La présence de ces produits peut
être évitée en appliquant le complément de Schur (c.f. annexeC). L’inégalité (4.94) se met enfin
sous la forme :











Γ(t)+ΓT(t)+HTH 0 Ψ 0 P1M̃ P1H̃
0 Λ P2Ẽ P2B̃ P2M̃ P2H̃

(∗) (∗) −γ2I 0 0 0
0 (∗) 0 ϑ 0 0

(∗) (∗) 0 0 −τ1I 0
(∗) (∗) 0 0 0 −τ2I











< 0 . (4.97)
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

Une solution au problème (4.77) sous la forme du théorème suivant peut être enfin donnée,
compte tenu des propriétés de somme convexe des fonctions depondérationµi(t), en rempla-
çantX1 par sa définition (4.87) dans (4.95) et en posantG = P1K̃ et γ = γ2.

Théorème 4.5(MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodèle incertain à temps continu
(4.54) et l’observateur à gain proportionnel(4.72), sous les hypothèses4.2 et 4.3, satisfait
les exigences(4.77) s’il existe trois matrices P1 = PT

1 > 0, P2 = PT
2 > 0 et G de dimensions

appropriées et des scalairesγ > 0, τ1 > 0 et τ2 > 0, solutions du problème d’optimisation
convexe suivant :

minγ sous les contraintes










Γi +ΓT
i +HTH 0 Ψ 0 P1M̃ P1H̃
0 Λ P2Ẽ P2B̃ P2M̃ P2H̃

(∗) (∗) −γ I 0 0 0
0 (∗) 0 ϑ 0 0

(∗) (∗) 0 0 −τ1I 0
(∗) (∗) 0 0 0 −τ2I











< 0 , i = 1, · · · ,L , (4.98)

où

Γi = P1Ã−GC̃i , (4.99)

Ψ = P1Ẽ−GWc , (4.100)

Λ = P2Ã+ ÃTP2 + τ1ÑTÑ , (4.101)

ϑ = −γ I + τ2D̃TD̃ (4.102)

pour une matrice H donnée. Le gain de l’observateur est donnépar K̃ = P−1
1 G et le gainL2

dew̄(t) versν(t) par γ =
√

γ.

Remarque 4.8.La stabilité de l’observateur(4.72), en considérant le modèle nominal sans
perturbation, est assurée par la négativité du bloc(1,1) dans l’inégalité matricielle(4.98).

Théorème 4.6(MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodèle incertain à temps discret
(4.54) et l’observateur à gain proportionnel(4.72), sous les hypothèses4.2 et 4.3, satisfait
les exigences(4.77) s’il existe trois matrices P1 = PT

1 > 0, P2 = PT
2 > 0 et G de dimensions

appropriées et des scalairesγ > 0, τ1 > 0 et τ2 > 0, solutions du problème d’optimisation
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4.3. Estimation d’état robuste vis-à-vis des incertitudesparamétriques

convexe suivant :

minγ sous les contraintes














HTH −P1 0 0 0 ΓT
i 0 0 0

0 Λ 0 0 0 ÃTP2 0 0
0 0 −γI 0 ΨT ẼTP2 0 0
0 0 0 ϑ 0 B̃TP2 0 0

(∗) 0 (∗) 0 −P1 0 P1M̃ P1H̃
0 (∗) (∗) (∗) 0 −P2 P2M̃ P2H̃
0 0 0 0 (∗) (∗) −τ1I 0
0 0 0 0 (∗) (∗) 0 −τ2I















< 0 , i = 1, · · · ,L , (4.103)

où

Γi = P1Ã−GC̃i , (4.104)

Ψ = P1Ẽ−GWc , (4.105)

Λ = τ1ÑTÑ−P2 , (4.106)

ϑ = −γ I + τ2D̃TD̃ (4.107)

pour une matrice H donnée. Le gain de l’observateur est donnépar K̃ = P−1
1 G et le gainL2

dew̄(t) versν(t) par γ =
√

γ .

Une source de conservatisme dans la solution proposée provient des formes augmentées des
incertitudes∆Ã(t) et ∆B̃(t), données respectivement par (4.65a) et par (4.65b), introduites lors
de la synthèse de l’observateur. En effet, toutes les incertitudes des sous-modèles sont prises en
compte simultanément dans la condition LMI (4.98). Il peut être alors difficile d’atteindre un
faible niveau d’atténuationγ. Afin de contourner cette source de conservatisme, on propose de
modifier le modèle (4.55) des incertitudes paramétriques.

4.3.2.2 Deuxième forme de synthèse de l’observateur robuste

Les imprécisions de la modélisation du système sont représentées dans cette section par des
incertitudes structurées bornées en norme de la forme :

∆Ai(t) = µi(t)MiFi(t)Ni , (4.108a)

∆Bi(t) = µi(t)HiSi(t)Di . (4.108b)

Le raisonnement qui s’appuie sur l’idée d’introduire une pondérationµi(t) consiste à négliger
éventuellement les incertitudes des sous-modèles non mis àcontribution dans la sortie du mul-
timodèle. La forme augmentée du multimodèle proposée dans la section4.3.2reste inchangée

141

te
l-0

03
59

63
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Fe

b 
20

09



Chapitre 4. Estimation d’état robuste

excepté pour les matrices∆Ã(t) et ∆B̃(t) qui deviennent :

∆Ã(t) =
L

∑
i=1

µi(t)∆Ãi(t) , (4.109a)

∆B̃(t) =
L

∑
i=1

µi(t)∆B̃i(t) , (4.109b)

où

∆Ãi(t) = M̃iF̃i(t)Ñi , (4.110)

∆B̃i(t) = H̃iS̃i(t)Di , (4.111)

M̃i =
[
0 · · · Mi · · · 0

]
, (4.112)

Ñi =
[
0 · · · Ni · · · 0

]
, (4.113)

H̃i =
[
0 · · · Hi · · · 0

]
. (4.114)

Une démarche de synthèse similaire à celle exposée précédemment, appliquée en considé-
rant le nouveau modèle (4.108) des incertitudes, conduit à l’obtention des conditions d’existence
d’un observateur robuste. On cherche à satisfaire les mêmesexigences robustes (4.77). Tous les
calculs se déroulent d’une façon identique jusqu’à l’obtention de l’inégalité (4.89). A ce ni-
veau, les nouvelles formes des incertitudes∆Ã(t) et ∆B̃(t) interviennent dans la majoration du
termeZ(t)+ZT(t). En remplaçant∆Ã(t) et∆B̃(t) respectivement par (4.108b) et (4.108a) alors
l’expression deZ(t)+ZT(t) s’écrit :

Z(t)+ZT(t) =
L

∑
i=1

µi(t)
(
X̃iFi(t)Ỹi +ỸT

i FT
i (t)X̃T

i

)
, (4.115)

où

X̃i =







P1M̃i P1H̃i

P2M̃i P2H̃i

0 0
0 0







, Fi(t) =

[
F̃i(t) 0

0 S̃i(t)

]

et Ỹ =

[
0 Ñi 0 0
0 0 0 Di

]

. (4.116)

En faisant appel au lemme4.1, la majoration suivante peut être obtenue

Z(t)+ZT(t) ≤
L

∑
i=1

µi(t)

(

X̃i

[
τ i

1I 0
0 τ i

2I

]−1

X̃T
i +ỸT

i

[
τ i

1I 0
0 τ i

2I

]

Ỹi

)

, (4.117)

en considérantQi = diag
{

τ i
1I τ i

2I
}

.

Enfin, une solution au problème (4.77), basée sur le modèle des incertitudes (4.108), peut
être apportée sous la forme du théorème4.7. Ce théorème est obtenu en prenant en compte les
propriétés de somme convexe des fonctions de pondérationµi(t), en posantG = P1K̃ et γ = γ2

et en appliquant le complément de Schur.
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4.3. Estimation d’état robuste vis-à-vis des incertitudesparamétriques

Théorème 4.7(MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodèle incertain à temps continu
(4.54) dont les incertitudes sont données par(4.108) et l’observateur à gain proportionnel
(4.72), sous les hypothèses4.2 et 4.3, satisfait les exigences(4.77) s’il existe trois matrices
P1 = PT

1 > 0, P2 = PT
2 > 0 et G de dimensions appropriées et des scalairesγ > 0, τ i

1 > 0 et
τ i

2 > 0, solutions du problème d’optimisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes










Γi +ΓT
i +HTH 0 Ψ 0 P1M̃i P1H̃i

0 Λi P2Ẽ P2B̃ P2M̃i P2H̃i

(∗) (∗) −γ I 0 0 0
0 (∗) 0 ϑi 0 0

(∗) (∗) 0 0 −τ i
1I 0

(∗) (∗) 0 0 0 −τ i
2I











< 0 , i = 1, · · · ,L , (4.118)

où

Γi = P1Ã−GC̃i , (4.119)

Ψ = P1Ẽ−GWc , (4.120)

Λi = P2Ã+ ÃTP2 + τ i
1ÑT

i Ñi , (4.121)

ϑi = −γ I + τ i
2DT

i Di (4.122)

pour une matrice H donnée. Le gain de l’observateur est donnépar K̃ = P−1
1 G et le gainL2

dew̄(t) versν(t) est donné parγ =
√

γ.

Théorème 4.8(MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodèle incertain à temps discret
(4.54) dont les incertitudes sont données par(4.108) et l’observateur à gain proportionnel
(4.72), sous les hypothèses4.2 et 4.3, satisfait les exigences(4.77) s’il existe trois matrices
P1 = PT

1 > 0, P2 = PT
2 > 0 et G de dimensions appropriées et des scalairesγ > 0, τ i

1 > 0 et
τ i

2 > 0, solutions du problème d’optimisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes














HTH −P1 0 0 0 ΓT
i 0 0 0

0 Λi 0 0 0 ÃTP2 0 0
0 0 −γI 0 ΨT ẼTP2 0 0
0 0 0 ϑi 0 B̃TP2 0 0

(∗) 0 (∗) 0 −P1 0 P1M̃i P1H̃i

0 (∗) (∗) (∗) 0 −P2 P2M̃i P2H̃i

0 0 0 0 (∗) (∗) −τ i
1I 0

0 0 0 0 (∗) (∗) 0 −τ i
2I















< 0 , i = 1, · · · ,L , (4.123)
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

où

Γi = P1Ã−GC̃i , (4.124)

Ψ = P1Ẽ−GWc , (4.125)

Λi = τ i
1ÑT

i Ñi −P2 , (4.126)

ϑi = −γ I + τ i
2DT

i Di (4.127)

pour une matrice H donnée. Le gain de l’observateur est donnépar K̃ = P−1
1 G et le gainL2

dew̄(t) versν(t) par γ =
√

γ.

4.3.3 Conception d’un observateur à gain proportionnel-intégral

La démarche conduisant à la synthèse d’un observateur P, exposée précédemment, peut faci-
lement être étendue à la synthèse d’un observateur PI. Comme il a été montré dans la section
4.2.3, l’observateur PI présente d’excellentes propriétés de robustesse vis-à-vis des perturba-
tions. Il est tout à fait possible d’imaginer qu’il présenteégalement d’intéressantes propriétés
de robustesse vis-à-vis des incertitudes paramétriques.

La synthèse de l’observateur est basée sur la forme augmentée (4.64) du multimodèle dé-
couplé déjà utilisée lors de la synthèse de l’observateur à gain proportionnel (section4.3.2). Un
signal supplémentairez(t), issu de l’intégration de la sortie du multimodèle, doit cependant être
pris en compte. Le multimodèle découplé se présente alors sous la forme augmentée suivante

δ (x(t)) = (Ã+∆Ã(t))x(t)+(B̃+∆B̃(t))u(t)+ Ẽw , (4.128a)

δ (z(t)) = Mz(t)+C̃(t)x(t)+Wcw(t) , (4.128b)

y(t) = C̃(t)x(t)+Wcw(t) . (4.128c)

En fonction du modèle des incertitudes, les matrices∆Ã(t) et∆B̃(t) sont données soit par (4.55)
soit par (4.108). Dans les deux cas, les équations du multimodèle (4.128) peuvent se mettre sous
la forme compacte :

δ (xa(t)) = (Ãa(t)+C1∆Ã(t)C
T
1 )xa(t)+C1(B̃+∆B̃(t))u(t)+ Ẽaw(t) , (4.129a)

y(t) = C̃(t)C
T
1 xa(t)+Wcw(t) , (4.129b)

z(t) = C
T
2 xa(t) , (4.129c)

avecxa(t)∈R
(n+p), Ãa ∈R

(n+p)×(n+p), Ẽa ∈R
(n+p)×r ,C1 ∈R

(n+p)×n etC2 ∈R
(n+p)×p donnés

par

xa(t) =

[
x(t)
z(t)

]

, C1 =

[
In

0(p×n)

]

, C2 =

[
0(n×p)

Ip

]

, (4.130a)

Ẽa =

[
Ẽ
Wc

]

, Ãa(t) =
L

∑
i=1

µi(t)Ai , Ai =

[
Ã 0(n×p)

C̃i M

]

. (4.130b)
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4.3. Estimation d’état robuste vis-à-vis des incertitudesparamétriques

L’estimation d’état du multimodèle (4.129) est élaborée à l’aide d’un observateur PI de la forme

δ (x̂a(t)) = Ãa(t)x̂a(t)+C1B̃u(t)+KP(y(t)− ŷ(t))+KI (z(t)− ẑ(t)) , (4.131a)

ŷ(t) = C̃(t)C
T
1 x̂a(t) , (4.131b)

ẑ(t) = C
T
2 x̂a(t) . (4.131c)

L’erreur d’estimation d’état est donnée par

ea(t) = xa(t)− x̂a(t) (4.132)

et sa dynamique par

ėa(t) = (Ãa(t)−KPC̃(t)C
T
1 −KIC

T
2 )ea(t)+C1∆Ã(t)x(t)

+ C1∆B̃(t)u(t)+(Ẽa−KPW)w(t) . (4.133)

En concaténant l’équation (4.133) et l’équation d’état (4.128a) du multimodèle, il vient :

ε̇(t) = Aobs(t)ε(t)+Φ(t)w̄(t) , (4.134)

où

ε(t) =
[
eT

a (t) xT(t)
]T

, (4.135)

w̄(t) =
[
wT(t) uT(t)

]T
, (4.136)

Aobs(t) =

[

Ãa(t)−KPC(t)C
T
1 −KIC

T
2 C1∆Ã(t)

0 Ã+∆Ã(t)

]

, (4.137)

Φ(t) =

[
Ẽa−KPW C1∆B̃(t)

Ẽ B̃+∆B̃(t)

]

. (4.138)

Il est possible de remarquer, d’après (4.134) et (4.138), que l’impact de la perturbationw(t) sur
l’erreur d’estimationea(t) peut être modifié en ajustant le gainKP de l’observateur. Le gainKI

de l’observateur peut être mis à profit afin de garantir les performances dynamiques de l’obser-
vateur. On entrevoit dès lors clairement tout l’intérêt quel’action intégrale de l’observateur peut
susciter.

Le recours à la méthode Lyapunov mène à l’obtention de conditions capables d’assurer les
exigences dynamiques (4.77) de l’erreur d’estimationea(t). Il convient toutefois de remarquer
que le signal objectif est maintenant donné par

ν(t) =
[
H 0

]
ε(t) . (4.139)

Une démarche similaire à celle adoptée pour la synthèse de l’observateur P conduit aux théo-
rèmes suivants. Les théorèmes4.9 et 4.10présentent des conditions suffisantes garantissant la
convergence de l’erreur d’estimation quand le modèle des incertitudes est donné par (4.55).
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

Théorème 4.9(MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodèle incertain à temps continu
(4.129) et l’observateur à gain proportionnel-intégral(4.131), sous les hypothèses4.2et 4.3,
satisfait les exigences(4.77) s’il existe quatre matrices P1 = PT

1 > 0, P2 = PT
2 > 0, GP et GI

de dimensions appropriées et des scalairesγ > 0, τ1 > 0 et τ2 > 0, solutions du problème
d’optimisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes










Γi +ΓT
i +HTH 0 Ψ 0 P1C1M̃ P1C1H̃
0 Λ P2Ẽ P2B̃ P2M̃ P2H̃

(∗) (∗) −γ I 0 0 0
0 (∗) 0 ϑ 0 0

(∗) (∗) 0 0 −τ1I 0
(∗) (∗) 0 0 0 −τ2I











< 0 , i = 1, · · · ,L , (4.140)

où

Γi = P1Ai −GPC̃1C
T
1 −GIC

T
2 , (4.141)

Ψ = P1Ẽa−GPWc , (4.142)

Λ = P2Ã+ ÃTP2 + τ1ÑTÑ , (4.143)

ϑ = −γ I + τ2D̃TD̃ (4.144)

pour des matrices M et H données. Les gains de l’observateur sont donnés par KP = P−1
1 GP

et KI = P−1
1 GI . Le gainL2 dew̄(t) versν(t) est donné parγ =

√

γ.

Théorème 4.10(MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodèle incertain à temps discret
(4.129) et l’observateur à gain proportionnel-intégral(4.131), sous les hypothèses4.2et 4.3,
satisfait les exigences(4.77) s’il existe quatre matrices P1 = PT

1 > 0, P2 = PT
2 > 0, GP et GI

de dimensions appropriées et des scalairesγ > 0, τ1 > 0 et τ2 > 0, solutions du problème
d’optimisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes














HTH −P1 0 0 0 ΓT
i 0 0 0

0 Λ 0 0 0 ÃTP2 0 0
0 0 −γI 0 ΨT ẼTP2 0 0
0 0 0 ϑ 0 B̃TP2 0 0

(∗) 0 (∗) 0 −P1 0 P1C1M̃ P1C1H̃
0 (∗) (∗) (∗) 0 −P2 P2M̃ P2H̃
0 0 0 0 (∗) (∗) −τ1I 0
0 0 0 0 (∗) (∗) 0 −τ2I















< 0, i = 1, · · · ,L , (4.145)
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4.3. Estimation d’état robuste vis-à-vis des incertitudesparamétriques

où

Γi = P1Ai −GPC̃1C
T
1 −GIC

T
2 , (4.146)

Ψ = P1Ẽa−GPWc , (4.147)

Λ = τ1ÑTÑ−P2 , (4.148)

ϑ = −γ I + τ2D̃TD̃ (4.149)

pour des matrices M et H données. Les gains de l’observateur sont donnés par KP = P−1
1 GP

et KI = P−1
1 GI . Le gainL2 dew̄(t) versν(t) est donné parγ =

√

γ.

Les deux théorèmes suivants proposent des conditions suffisantes en mesure de garantir la
convergence de l’erreur d’estimation quand les incertitudes sont pondérées par les fonctions
poids (modèle des incertitudes donné par (4.109)).

Théorème 4.11(MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodèle incertain à temps continu
(4.129) dont les incertitudes sont données par(4.109) et l’observateur à gain proportionnel-
intégral (4.131), sous les hypothèses4.2et 4.3, satisfait les exigences(4.77) s’il existe quatre
matrices P1 = PT

1 > 0, P2 = PT
2 > 0, GP et GI de dimensions appropriées et des scalairesγ > 0,

τ i
1 > 0 et τ i

2 > 0, solutions du problème d’optimisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes










Γi +ΓT
i +HTH 0 Ψ 0 P1C1M̃i P1C1H̃i

0 Λi P2Ẽ P2B̃ P2M̃i P2H̃i

(∗) (∗) −γ I 0 0 0
0 (∗) 0 ϑi 0 0

(∗) (∗) 0 0 −τ i
1I 0

(∗) (∗) 0 0 0 −τ i
2I











< 0 , i = 1, · · · ,L , (4.150)

où

Γi = P1Ai −GPC̃1C
T
1 −GIC

T
2 , (4.151)

Ψ = P1Ẽa−GPWc , (4.152)

Λi = P2Ã+ ÃTP2 + τ i
1ÑT

i Ñi , (4.153)

ϑi = −γ I + τ i
2DT

i Di (4.154)

pour des matrices M et H données. Les gains de l’observateur sont donnés par KP = P−1
1 GP

et KI = P−1
1 GI . Le gainL2 dew̄(t) versν(t) est donné parγ =

√

γ.

Théorème 4.12(MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodèle incertain à temps discret
(4.129) dont les incertitudes sont données par(4.109) et l’observateur à gain proportionnel-
intégral (4.131), sous les hypothèses4.2et 4.3, satisfait les exigences(4.77) s’il existe quatre

147

te
l-0

03
59

63
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Fe

b 
20

09



Chapitre 4. Estimation d’état robuste

matrices P1 = PT
1 > 0, P2 = PT

2 > 0, GP et GI de dimensions appropriées et des scalairesγ > 0,
τ i

1 > 0 et τ i
2 > 0, solutions du problème d’optimisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes














HTH −P1 0 0 0 ΓT
i 0 0 0

0 Λi 0 0 0 ÃTP2 0 0
0 0 −γI 0 ΨT ẼTP2 0 0
0 0 0 ϑ 0 B̃TP2 0 0

(∗) 0 (∗) 0 −P1 0 P1C1M̃i P1C1H̃i

0 (∗) (∗) (∗) 0 −P2 P2M̃i P2H̃i

0 0 0 0 (∗) (∗) −τ i
1I 0

0 0 0 0 (∗) (∗) 0 −τ i
2I















< 0, i = 1, · · · ,L , (4.155)

où

Γi = P1Ai −GPC̃1C
T
1 −GIC

T
2 , (4.156)

Ψ = P1Ẽa−GPWc , (4.157)

Λi = τ i
1ÑT

i Ñi −P2 , (4.158)

ϑi = −γ I + τ i
2DT

i Di (4.159)

pour des matrices M et H données. Les gains de l’observateur sont donnés par KP = P−1
1 GP

et KI = P−1
1 GI . Le gainL2 dew̄(t) versν(t) est donné parγ =

√

γ.

Exemple 4.3(Exemple de synthèse d’un observateur PI robuste aux incertitudes)
Il s’agit d’estimer l’état d’un système à temps continu décrit par un multimodèle découplé
incertain constitué de L= 2 sous-modèles. Les valeurs numériques des différentes matrices du
multimodèle sont :

A1 =





−0.1 0.5 0.2
−0.3 −0.4 0.1
−0.1 0.2 −0.3



 , A2 =

[
−0.3 −0.1
0.4 −0.2

]

,

B1 =
[
0.3 0.5 0.6

]T
, B2 =

[
0.4 0.3

]T
,

C1 =

[
−0.5 0.3 0.5
0.5 0.3 0.4

]

, C2 =

[
0.4 −0.3
0.0 0.5

]

,

M1 =
[
0.1 0.1 0.1

]T
, M2 =

[
−0.2 0.1

]T
,

N1 =
[
0.2 −0.1 0.2

]
, N2 =

[
0.1 0.2

]
,

H1 =
[
0.3 −0.1 0.2

]T
, H2 =

[
−0.1 −0.2

]T
,

D1 = −0.2 , D2 = −0.3 ,
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4.3. Estimation d’état robuste vis-à-vis des incertitudesparamétriques

E1 =
[
0.1 −0.1 0.1

]T
, E2 =

[
−0.1 −0.1

]T
,

W =
[
0.1 −0.1

]
, H = I7 , M = 0 .

Remarquons qu’en présence des incertitudes∆Ai, les gains des transferts de l’entrée vers
les deux sorties du premier sous-modèle varient dans les intervalles G1

1 =
[
−0.80 −1.18

]
et

G2
1 =

[
1.31 1.69

]
. Quant aux variations du deuxième sous-modèle, elles se situent dans les

intervalles G1
2 =

[
−1.17 −0.78

]
et G2

2 =
[
1.41 1.13

]
. La figure4.7illustre les variations sur

les sorties entraînées par les incertitudes∆Ai prises en compte.
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Figure 4.7 – Réponses indicielles des sous-modèles nominauxet incertains. Sous-modèle 1 (à
gauche) et sous-modèle 2 (à droite)

La perturbation w(t) considérée est un bruit aléatoire normalement distribué demoyenne
nulle et de dispersion égale à un. La variable d’indexationξ est ici le signal de commande
u(t). Les fonctions de pondération sont obtenues par la normalisation des fonctions de type
gaussien :

µi(ξ (t)) = ωi(ξ (t))/
L

∑
j=1

ω j(ξ (t)) , (4.160)

ωi(ξ (t)) = exp
(

−(ξ (t)−ci)
2/σ2

)

(4.161)

de dispersionσ = 0.6 et de centres c1 = −0.3 et c2 = 0.3. L’entrée, les fonctions de pondéra-
tion et les sorties du multimodèle sont illustrées sur la figure 4.8. Sur cette même figure sont
tracées la perturbation w(t) et les fonctions Fi(t), Si(t) au cours du temps. Remarquons que
pour 0 < t < 120 aucune incertitude n’est prise en compte. Il est ainsi possible de vérifier la
convergence de l’erreur d’estimation pour le système nominal. La forme sinusoïdale du signal
d’entrée et des incertitudes a été choisie de façon à explorer, d’une part, tout l’espace de fonc-
tionnement du système et, d’autre part, tout le domaine de variation des incertitudes.
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Figure 4.8 – Entrée, fonctions de pondération et sorties (à gauche). Incertitudes paramétriques
Fi(t), Si(t) et perturbationw(t) (à droite)

Plusieurs observateurs de type P et de type PI ont été synthétisés à partir des conditions
proposées par les théorèmes4.5, 4.7, 4.9et4.11. Le tableau4.1présente les différents niveaux
d’atténuation obtenus pour chaque observateur. Comme prévu, le niveau le plus faible est ob-
tenu avec l’observateur PI synthétisé à partir des conditions proposées par le théorème4.11.

Théorème Niveaux d’atténuationγ
Théorème4.5Obs. P. Incertitudes (4.55) 1.5797
Théorème4.7Obs. P. Incertitudes (4.108) 0.9867
Théorème4.9Obs. PI. Incertitudes (4.55) 1.5797
Théorème4.11Obs. PI. Incertitudes (4.108) 0.9079

Tableau 4.1 – Niveaux d’atténuation obtenus pour les observateurs P et PI

Une solution satisfaisant les conditions proposées par le théorème4.11est donnée par :

KP =

[
−1.94 1.45 1.03 −1.06 3.29 0.63 0.83
−1.58 1.52 1.27 −0.70 3.11 −0.28 1.76

]T

, (4.162)

KI =

[
−0.30 −0.21 0.23 −0.00 0.34 2.78 3.74
−1.94 0.12 0.09 −0.02 −0.19 −3.25 1.84

]T

(4.163)

avec un niveau d’atténuation minimal donné parγ = 0.9079etτ1
1 = 0.48, τ1

2 = 0.96, τ2
1 = 4.42,

τ2
2 = 2.78.

La figure4.9 compare les états des sous-modèles à leurs estimés. Elle illustre également
l’évolution des états nominaux des sous-modèles. Il est possible de constater l’influence des in-
certitudes prises en compte, en particulier pour l’état x4(t). L’observateur proposé fournit une
très bonne estimation des états des sous-modèles en présence des incertitudes. Les conditions
initiales du multimodèle prises en compte lors de la simulation sont x(0)=

[
0.1 −0.1 0.1 −0.1 0.1

]T
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4.3. Estimation d’état robuste vis-à-vis des incertitudesparamétriques

et celles de l’observateur sont nulles.
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Figure 4.9 – Evolution des états des sous-modèles et de leursestimés

La figure4.10établit une comparaison entre les sorties nominales, incertaines du multimo-
dèle et leurs estimées. Il est possible d’apprécier sur ces figures la bonne capacité de l’obser-
vateur à reconstruire les sorties du multimodèle.
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Figure 4.10 – Evolution des sorties du multimodèle et de leurs estimées

Notons par ailleurs que l’interaction entre les sous-modèles est susceptible de générer des
phénomènes dits de compensation dans l’estimation d’état.Par exemple, si la sortie du multimo-
dèle 1 est la seule prise en compte (c.-à-d.µ1(t) ≈ 1) alors l’estimation d’état du sous-modèle
2 est naturellement dégradée. Cependant, l’estimation de lasortie du multimodèle n’est pas
affectée par cette mauvaise estimation. On ne cherche en effet à estimer avec précision que les
états des sous-modèles qui contribuent activement à l’élaboration de la sortie du multimodèle.
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

4.4 Estimation d’état robuste vis-à-vis des entrées inconnues

Dans ce paragraphe, un multimodèle découplé dont une partiedes entrées est inconnue est
considéré. Une entrée inconnue (unknown inputUI) est en mesure de modéliser un signal me-
surable ou non qui agit sur le système. Les entrées inconnuespeuvent représenter une partie
du signal de commande non accessible à la mesure ou bien un défaut dans un contexte de
diagnostic. Elles sont également en mesure de modéliser d’une certaine façon les incertitudes
paramétriques sous forme additive survenant lors de la phase de modélisation.

Ces entrées inconnues, si elles ne sont pas prises en compte lors de la synthèse, peuvent
considérablement dégrader l’estimation d’état fournie par l’un des observateurs proposés au
cours des sections précédentes. L’estimation simultanée de l’état et des entrées inconnues sou-
lève donc un problème important, largement étudié depuis une trentaine d’années. D’un point
de vue pratique, cette estimation peut avoir de nombreuses applications. Elle peut servir dans
un contexte de diagnostic à la génération de signaux indicateurs de défauts, indicateurs sen-
sibles aux défauts et insensibles aux perturbations. Dans une optique de commande tolérante
aux défauts, l’estimation des entrées inconnues peut être mise à profit afin de générer un nou-
veau signal de commande capable de reconfigurer le système.

Un observateur dit à entrées inconnues (Unknown Input ObserverUIO) est un moyen de
fournir une estimation de l’état du système et ce, en dépit dela présence d’entrées inconnues
agissant sur le système. Ces observateurs ont fait l’objet denombreux travaux de recherche et
sont parfaitement définis pour les systèmes linéaires. Ils font appel au même principe de re-
construction que celui utilisé par l’observateur de Luenberger avec cependant des conditions
structurelles supplémentaires. Deux catégories principales d’observateurs à entrées inconnues
sont fréquemment rencontrées.

La synthèse de la première catégorie porte sur la recherche d’un opérateur de projection ou
d’une transformation matricielle permettant de procéder àune élimination ou à un découplage
entre l’entrée inconnue et l’erreur d’estimation (voir [Yang et Wilde, 1988; Hou et Muller, 1992;
Gaddouna et al., 1994; Darouach et al., 1994; Corless et Tu, 1998; Hui et Zak, 2005] et les réfé-
rences qui s’y rapportent). Remarquons qu’à ce stade, l’estimation des entrées inconnues n’est
pas prise en compte. Cependant, l’estimation d’état ainsi réalisée peut servir à l’estimation des
entrées inconnues. Toutefois, les dérivées temporelles des sorties du système sont souvent né-
cessaires à l’obtention d’une telle estimation [Hou et Patton, 1998]. Or, la sortie d’un système
est inévitablement entachée de bruits de mesure. La dérivation sur un tel signal peut par consé-
quent s’avérer délicate et doit être évitée. L’extension dece type d’observateur à des systèmes
non linéaires caractérisés par un multimodèle de T.S. a été abordée simultanément parAkhenak
[2004] et Rodrigues[2005].

La stratégie de synthèse de la seconde catégorie d’observateurs diffère de la première dans
la mesure où le découplage des entrées inconnues sur l’erreur d’estimation n’est pas recherché.
Au contraire, l’erreur d’estimation des entrées inconnuesest directement prise en compte lors
de la reconstruction des variables d’état. Cette approche permet par conséquent d’opérer une
estimation simultanée de l’état et des entrées inconnues dusystème. Dans cette section, nous
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4.4. Estimation d’état robuste vis-à-vis des entrées inconnues

nous pencherons sur cette dernière catégorie d’observateurs à entrées inconnues.

L’observateur à gain proportionnel-intégral (PI) proposédans cette section appartient à cette
seconde famille d’observateurs à entrées inconnues. Il estimportant de remarquer à ce niveau et
ce, afin de lever toute ambiguïté, que la structure de l’observateur PI à entrées inconnues n’est
pas la même que celle de l’observateur PI exploité au cours des sections précédentes. Il a été
prêté à ces observateurs une appellation similaire en raison de l’action intégrale introduite dans
la structure de l’observateur. Leur différence provient cependant de la façon dont cette action
intégrale est mise à profit. Dans cette section, l’action intégrale est destinée à fournir une esti-
mation des entrées inconnues agissant sur le système.

Les premiers travaux portant sur la synthèse d’observateurs PI pour les systèmes LTI mono-
entrée mono-sortie datent de la fin des années 70 et sont attribués àWojciechowski[1978]. Ils
ont par la suite été étendus parKaczorek[1978] et parShafai et Carroll[1985] aux systèmes
linéaires multivariables variants dans le temps afin de réduire la sensibilité de l’observateur
vis-à-vis des faibles variations paramétriques. La synthèse des observateurs PI, basée sur un
modèle linéaire, a été largement utilisée en vue d’obtenir une estimation simultanée de l’état et
des entrées inconnues quand ces dernières sont caractérisées par un signal de basse fréquence
(constant ou variant lentement au cours du temps) [Söffker et al., 1995; Shafai et al., 2002;
Xiong et Saif, 2003; Marx et al., 2003; Söffker, 2005]. La question de la synthèse des observa-
teurs P ou PI, d’ordre plein ou réduit pour les systèmes linéaires, a été abordée dans [O’Reilly,
1983; Beale et Shafai, 1989; Weinmann, 1991]. Par la suite,Gaddouna[1995] et Schreier[1997]
ont analysé les conditions d’existence des gains proportionnels et intégraux des observateurs PI
d’ordre complet et d’ordre réduit. La paramétrisation et les conditions d’existence d’un obser-
vateur PI généralisé à une classe plus générale de systèmes linéaires, sous la forme de systèmes
singuliers, ont été proposées dans [Marx et al., 2003; Wu et Duan, 2006; Duan et Wu, 2006].
Plus récemment et dans un autre contexte, l’extension de la conception de l’observateur PI à
une classe de systèmes non linéaires respectant des contraintes de secteur borné a été présentée
parJung et al.[2007].

Van Schrick et Baspinar[1999] ont établi, dans une optique de diagnostic des systèmes,
une comparaison entre l’observateur à entrées inconnues (première catégorie) et l’observateur
PI (seconde catégorie). Ils ont également montré que l’observateur PI pouvait être utilisé au
même titre que l’observateur à entrées inconnues pour générer des signaux robustes indicateurs
de défauts. Remarquons toutefois que la principale limite del’observateur PI provient du type
d’entrées inconnues qu’il est en mesure de reconstruire (constantes ou variant lentement au
cours du temps).

Le principe de l’observateur PI, généralisé parJiang et al.[2000], a donné lieu à un ob-
servateur dit multi-integral (MI). La structure de l’observateur est modifiée en remplaçant la
seule action intégrale par une chaîne d’actions intégrales. Grâce à ces actions intégrales addi-
tionnelles, l’observateur MI devient capable de prendre encompte des formes plus générales
d’entrées inconnues. Il s’avère particulièrement bien adapté à l’estimation d’entrées inconnues
de forme polynomiale, un signal constant étant une forme particulière de polynôme de degré
zéro.Ibrir [2004] a proposé différentes structures capables d’introduire ces actions intégrales
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

dans la structure de l’observateur MI. Il a également proposé une extension de l’observateur
MI aux systèmes non linéaires lipschitziens. La synthèse d’un observateur MI pour un système
sous une représentation généralisée d’état (système singulier) a été présentée dans [Gao et Ho,
2004; Koenig, 2005]. Récemment,Gao et Ding[2005] ont étudié la synthèse d’observateurs
dits à actionproportionnelle, multi-intégrale et dérivéedans le but de concevoir une stratégie
de commande tolérante aux défauts.

Remarquons que les travaux relatifs à la synthèse d’observateurs PI ou MI ont, pour la plu-
part, été réalisés sur la base de modèles LTI à temps continu.A notre connaissance, seulsChang
[2006] et Gao et Ding[2007] se sont intéressés à la conception d’observateurs PI à temps dis-
cret. Quant à la synthèse d’observateurs MI, elle ne semble avoir été abordée ni dans un contexte
de modèles LTI à temps discret ni dans un contexte multimodèle. Ce constat nous a conduit à
effectuer l’analyse et la synthèse d’observateurs MI à partir d’un multimodèle découplé à temps
discret. Précisons toutefois que cette section n’omet pas de proposer des résultats de synthèse
pour l’observateur MI à temps continu.

4.4.1 Multimodèle découplé en présence d’entrées inconnues

La structure du multimodèle découplé, utilisée dans les sections précédentes, est modifiée
comme suit de façon à prendre en compte les entrées inconnueset les perturbations suscep-
tibles d’agir sur le système :

δ (xi(t)) = Aixi(t)+Biu(t)+Diη(t)+Eiw(t) , (4.164a)

yi(t) = Cixi(t)+Viη(t) , (4.164b)

y(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))yi(t)+Wcw(t) , (4.164c)

où xi ∈ R
ni etyi ∈ R

p sont respectivement l’état et la sortie duièmesous-modèle, oùu∈ R
m est

l’entrée,η ∈ R
l l’entrée inconnue,y ∈ R

p la sortie etw ∈ R
r une perturbation. Les matrices

Ai ∈ R
ni×ni , Bi ∈ R

ni×m, Di ∈ R
ni×l , Ei ∈ R

ni×r , Ci ∈ R
p×ni , Vi ∈ R

p×l et Wc ∈ R
p×r sont

connues.

Les entrées inconnuesη(t) sont considérées ici comme les signaux à estimer (par exemple
un défaut) etw(t) comme une perturbation (p. ex. bruits, erreurs de modélisation) à atténuer.
Par ailleurs, le modèle de l’entrée inconnueη(t) considéré dans notre étude prend la forme
polynomiale suivante :

η(t) = Q0 +Q1t +Q2t
2 + · · ·+Qqt

q . (4.165)

Il est important de remarquer que la seule information disponible sur l’entrée inconnue est le
degré du polynôme, les coefficientsQi du polynôme étant supposés inconnus. Dans un contexte
de diagnostic, un modèle polynomial permet de prendre en compte une grande variété de défauts
(c.-à-d. signal constant, rampe, etc.) affectant le système.

Remarque 4.9.Le choix d’une matrice commune V= Vi permet de modéliser l’incidence des
entrées inconnues sur la sortie du système. Cette entrée inconnue affecte en effet la sortie glo-
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4.4. Estimation d’état robuste vis-à-vis des entrées inconnues

bale du système et non les sorties des sous-modèles. Si des matrices Vi sont prises en compte
alors les entrées inconnues traduisent par exemple des perturbations internes au système.

Remarque 4.10.La même entrée inconnue apparaît dans l’équation dynamiqueet dans l’équa-
tion de sortie du multimodèle. Cependant, des entrées inconnues affectant l’entrée et la sortie du
système peuvent être prises en compte à partir d’un choix judicieux des structures des matrices
Di, Vi et η(t), par exemple, Di = [D̄i 0], Vi = [0 V̄] et η(t) = [ηa(t) ηs(t)]

T .

4.4.2 Structure de l’observateur à gain multi-intégral

Les équations (4.164) du multimodèle découplé peuvent s’écrire sous la forme compacte sui-
vante :

δ (x(t)) = Ãx(t)+ B̃u(t)+ D̃η(t)+ Ẽw(t) , (4.166a)

y(t) = C̃(t)x(t)+Ṽ(t)η(t)+Wcw(t) , (4.166b)

où x ∈ R
n est un vecteur d’état augmenté et oùÃ, B̃, C̃(t) et Ẽ ont déjà été définies dans les

sections précédentes par (3.8) et par (4.6). Les matrices̃D ∈ R
n×l etṼ(t) ∈ R

p×l sont données
par

D̃ =
[
D1

T · · · Di
T · · · DL

T
]T

, (4.167a)

Ṽ(t) =
L

∑
i=1

µi(t)Vi . (4.167b)

L’estimation simultanée de l’état et des entrées inconnuesdu multimodèle (4.166) est effec-
tuée à l’aide d’un observateur d’état de la forme :

δ (x̂(t)) = Ãx̂(t)+ B̃u(t)+ D̃η̂0(t)+Kp(y(t)− ŷ(t)) , (4.168a)

ŷ(t) = C̃(t)x̂(t)+Ṽ(t)η̂0(t) , (4.168b)

couplé à un observateur Multi-Intégral :

δ (η̂i(t)) = η̂i(t)+Ki(y(t)− ŷ(t))+ η̂i+1(t), i = 0, · · · ,q−1 , (4.169a)

δ (η̂q(t)) = η̂q(t)+Kq(y(t)− ŷ(t)) , (4.169b)

où x̂ est l’estimation du vecteur d’étatx(t), η̂0(t) l’estimation de l’entrée inconnueη(t) et où
K̃p ∈ R

n×p et K̃i ∈ R
l×p sont les gains de l’observateur à déterminer.

La structure des observateurs (4.168) et (4.169) est illustrée sur la figure4.11 . Sur cette
figure, l’opérateur retard est notéz−1. L’utilisation de ces multiples actions intégrales est à
l’origine de l’appellation “multi-intégral”. Il est possible de constater la structure récurrente de
l’observateur proposé. En effet, l’entrée du(i−1)èmebloc est à la fois l’erreur d’estimation de la
sortiey(t)− ŷ(t) et la sortie duièmebloc. La mise en œuvre de cette chaîne d’actions intégrales
fournit une estimation de l’entrée inconnue.
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste
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z−1

z−1

z−1

z−1

z−1

+

+

+

+

+

+

+
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D̃ C̃(k)

Ṽ(k)

z−1

ÃB̃
u(k)

y(k)

x̂(k)

ŷ(k)

ŷ(k)

Estimation de
l’entrée inconnue

Figure 4.11 – Architecture de l’observateur MI à temps discret

4.4.3 Définitions des erreurs d’estimation

Cette section établit les erreurs d’estimation de l’état et des entrées inconnues afin de permettre
par la suite l’étude de la convergence de ˆx(t) et η̂0(t) respectivement versx(t) et η(t). Remar-
quons que dans la suite de la section, notre attention se portera exclusivement sur la synthèse de
l’observateur multi-intégral à temps discret, d’où le besoin d’introduire l’opérateur différence
nécessaire à la définition des erreurs d’estimation à temps discret.

Définition 4.3 (Opérateur différence). La différence première d’une fonctionϕ(t) est une fonc-
tion définie par :

∆ϕ(t) , ϕ(t +1)−ϕ(t) . (4.170)

La qèmedifférence est obtenue à l’aide de l’opérateur :

∆(q)ϕ(t) = ∆(∆(q−1)ϕ(t)) . (4.171)

Par exemple, la différence seconde d’une fonctionϕ(t) est donnée par :

∆(2)ϕ(t) = ∆(ϕ(t +1)−ϕ(t)) ,

∆(2)ϕ(t) = ϕ(k+2)−2ϕ(k−1)+ϕ(t) .

Remarque 4.11.L’opérateur différence à temps continu est simplement donné par les dérivées
successives de la fonctionϕ(t).

Les erreurs d’estimation de l’état et des entrées inconnuessont définies par :

e(t) = x(t)− x̂(t) , (4.172)

εi(t) = ∆(i)η(t)− η̂i(t), i = 0, · · · ,q , (4.173)
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4.4. Estimation d’état robuste vis-à-vis des entrées inconnues

où∆(0)η(t) = η(t). D’après ces définitions, il est aisé de constater que l’architecture de l’obser-
vateur (4.168) et (4.169) fournit de par sa structure interne une estimation simultanée de l’état,
de l’entrée inconnue et de ses qèmesdifférences successives (les qèmesdérivées successives de
l’entrée inconnue en temps continu).

Les expressions caractérisant la dynamique des erreurs d’estimation doivent être détermi-
nées. La dynamique de l’erreur d’estimation d’état est donnée par

e(t +1) = (Ã−KpC̃(t))e(t)+(D̃−KpṼ(t))ε0(t)+(Ẽ−KpWc)w(t) . (4.174)

Cette équation est obtenue à l’aide des équations (4.166) du multimodèle, (4.168) de l’observa-
teur d’état, (4.172) et (4.173) de l’erreur d’estimation d’état et de l’entrée inconnue enconsidé-
rant i = 0. Il est possible de remarquer que l’erreur d’estimation d’état est directement affectée
par l’erreur d’estimation de l’entrée inconnueε0(t) et par les perturbations du systèmew(t).

Quant aux équations déterminant la dynamique des erreurs d’estimationεi(t) pour 0≤ i < q,
elles sont obtenues à l’aide de (4.173) et de (4.169a) :

εi(t +1) = εi(t)+ εi+1(t)−KiC̃(t)e(t)−KiṼ(t)ε0(t)−KiWcw(t), i = 0, · · · ,q−1 .

(4.175)

Enfin la dynamique deεq(t) est donnée par :

εq(t +1) = εq(t)−KqC̃(t)e(t)−KqṼ(t)ε0(t)−KqWcw(t)+∆(q+1)η(t) . (4.176)

Ecrivons sous une forme compacte les équations régissant les dynamiques de l’erreur d’es-
timation d’état, de l’erreur des entrées inconnues et de sesdifférences successives en utilisant
un vecteur augmenté de la forme :

Σ(t) =
[
eT(t) εT

0 (t) . . . εT
i (t) . . . εT

q (t)
]T

∈ R
s, s= n+ l(q+1) . (4.177)

Il vient finalement

Σ(t +1) = (Λ−KaΓ(t))Σ(t)+(Ea−KaWc)w(t)+Φ∆(q+1)η(t) , (4.178)

où Λ ∈ R
s×s, Ka ∈ R

s×p, Φ ∈ R
s×l , Ea ∈ R

s×r et Γ ∈ R
p×s sont données par

Λ =












Ã D̃ 0 0 0 . . . 0
0 Il I l 0 0 . . . 0
0 0 Il I l 0 . . . 0

...
0 0 0 0 0 Il I l

0 0 0 0 0 0 Il












, Ka =












Kp

K0
...

Ki
...

Kq












, Φ =












0
0
0
...
...
I l












, Ea =












Ẽ
0
0
...
...
0












,

(4.179)

Γ(t) =
[
C̃(t) Ṽ(t) 0 · · · · · · 0

]
.
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

A l’aide de la définition (4.11) deC̃(t) et de la définition (4.167b) deṼ(t), la matrice variant
dans le tempsΓ(t) peut s’écrire comme suit :

Γ(t) =
L

∑
i=1

µi(t)Ωi , (4.180)

où

Ωi =
[
C̃i Vi 0 . . . . . . 0

]
. (4.181)

Enfin, en prenant en compte la nouvelle forme deΓ(t), l’équation (4.178) régissant la dyna-
mique de l’erreur d’estimationΣ devient :

Σ(t +1) = Ψ(t)Σ(t)+(Ea−KaWc)w(t)+Φ∆(q+1)η(t) , (4.182)

Ψ(t) =
L

∑
i=1

µi(t)(Λ−KaΩi) . (4.183)

La synthèse de l’observateur consiste donc à déterminer le gain augmentéK ∈ R
s×p en mesure

de garantir une convergence asymptotique de l’erreur d’estimation Σ(t) vers zéro. La struc-
ture de l’observateur MI, contrairement aux structures classiques des observateurs à entrées
inconnues, permet d’inclure directement dans la chaîne d’estimation l’évolution des entrées
inconnues. Il convient de constater que la dynamique de l’erreur d’estimationΣ(t) régie par
l’équation (4.182) prend la même forme que celle de l’observateur à gain proportionnel déjà
synthétisé au cours des sections précédentes. Ce constat meten évidence l’un des avantages de
cet observateur.

4.4.4 Discussion sur le découplage de l’entrée inconnue

D’après (4.182), l’erreur d’estimation d’état estcomplètement découpléede l’entrée inconnue
(c.-à-d. l’influence de l’entrée inconnue sur l’erreur d’estimationΣ(t) disparaît) si et seulement
si les deux conditions suivantes sont satisfaites simultanément :

1. l’entrée inconnueη(t) est un polynôme de degréq en la variablet,

2. le nombre d’actions intégrales pris en compte est supérieur ou égal àq+1.

La première condition permet d’assurer queΦ∆( f )η(t) = 0 pour f > q+1 (la f èmedérivée
deη(t) en temps continu est nulleη( f )(t) = 0). Par conséquent, l’influence de la (q+1)èmedif-
férence deη(t) surΣ(t) disparaît complètement dans (4.182).

La deuxième condition fixe le nombre minimum d’actions intégrales à prendre en compte
pour faire apparaître le terme∆(q+1)η(t) dans (4.182). Ce nombre dépend donc du degré du
polynôme pris en compte pour modéliser l’entrée inconnue. Par exemple, une seule action in-
tégrale est nécessaire pour une entrée inconnue constante.En effet, un polynôme de degré zéro
η(t) = S0 vérifie ∆η(t) = 0. Pour une entrée inconnue de type rampe (polynôme d’ordre un)
deux actions intégrales sont nécessaires carη(t) = S1k+ S0 vérifie ∆(2)η(t) = 0, et ainsi de
suite.
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4.4. Estimation d’état robuste vis-à-vis des entrées inconnues

4.4.5 Formulation des problèmes

L’estimation simultanée de l’état et des entrées inconnuesdu système au moyen de l’observateur
MI soulève les trois problèmes énoncés ci-dessous :

1. Problème 1. Découplage d’entrées inconnues polynomiales.Obtenir des conditions
d’existence de l’observateur MI permettant d’assurer la convergence simultanée de l’er-
reur d’estimation d’état et de l’erreur d’estimation de l’entrée inconnue vers zéro, en
considérant un découplage parfait de l’entrée inconnue (c.-à-d. ∆(q+1)η(t) = 0) et une
perturbation nulle (c.-à-d.w(t) = 0).

2. Problème 2. Découplage d’entrées inconnues polynomiales et robustesse aux per-
turbations. Obtenir des conditions d’existence de l’observateur MI permettant d’assurer
la reconstruction simultanée de l’état et de l’entrée inconnue avec une certaine précision
malgré la présence d’une perturbation affectant le système(c.-à-d.w(t) 6= 0). Ce problème
revient à effectuer une conception robuste de l’observateur vis-à-vis des perturbations.

3. Problème 3. Découplage d’entrées inconnues non polynomiales et robustesse aux
perturbations. Obtenir des conditions d’existence de l’observateur MI permettant d’as-
surer la reconstruction simultanée de l’état et de l’entréeinconnue avec une certaine pré-
cision malgré la présence d’une perturbation affectant le système et quand le modèle de
l’entrée inconnue ne prend pas une forme polynomiale exacte(c.-à-d.∆(q+1)η(t) 6= 0).

4.4.6 Problème 1 : conditions de convergence de l’erreur d’estimation

Les conditions assurant la convergence de l’erreur quand aucune perturbation n’agit sur le sys-
tème sont établies sous l’hypothèse suivante :

Hypothèse 4.4.Aucune perturbation n’affecte le système w(t)= 0et∆(q+1)η(t)= 0 (η(q+1)(t)=
0 en temps continu).

Il est possible de noter que l’équation (4.182) régissant la dynamique de l’erreur d’esti-
mationΣ(t), sous l’hypothèse (4.4), prend une forme similaire à celle de l’erreur d’estimation
obtenue au cours de la section3.4.2pour un observateur à gain proportionnel. En effet, l’obser-
vateur à gain proportionnel traité dans la section3.4.2est une forme particulière de l’observateur
MI.

L’extension des théorèmes3.5et3.6permet de proposer une solution au problème1 sous la
forme des théorèmes suivants.

Théorème 4.13(MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodèle découplé à temps continu
(4.166) et l’observateur MI(4.168)–(4.169), sous l’hypothèse4.4, tend asymptotiquement vers
zéro s’il existe deux matrices P= PT > 0 et M de dimensions appropriées, solutions du pro-
blème d’optimisation convexe suivant :

ΛTP+PΛ− (MΩi)
T −MΩi < 0 , i = 1, · · · ,L , (4.184)
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

où Λ et Ωi sont définis en(4.179) et (4.181). Le gain de l’observateur est donné par
Ka = P−1M.

Théorème 4.14(MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodèle découplé à temps discret
(4.166) et l’observateur MI(4.168)–(4.169), sous l’hypothèse4.4, tend asymptotiquement vers
zéro s’il existe deux matrices P= PT > 0 et M de dimensions appropriées, solutions du pro-
blème d’optimisation convexe suivant :

[
P ΛTP−ΩT

i MT

PΛ−MΩi P

]

> 0 , i = 1, · · · ,L , (4.185)

où Λ et Ωi sont définis en(4.179) et (4.181). Le gain de l’observateur est donné par
Ka = P−1M.

4.4.7 Problème 2 : conditions de convergence de l’erreur d’estimation en
présence de perturbations

Dans cette section, une perturbation agissant sur le système est considérée. L’entrée inconnue
demeure néanmoins de forme polynomiale. L’étude est réalisée sous les hypothèses suivantes :

Hypothèse 4.5.La perturbation w(t) affectant le système est bornée en énergie au sens de la

normeL2, c.-à-d.‖w(t)‖2
2 < ∞ ou

∞
∑

k=0
w2(k) < ∞.

Hypothèse 4.6.La (q+1)èmedifférence de l’entrée inconnue est nulle, c.-à-d. que∆(q+1)η(t) =
0 (en temps continu, la dérivée deη à l’ordre q+1 est nulle, c.-à-d. queη(q+1)(t) = 0).

La synthèse vise à ajuster le gainKa de l’observateur de façon à garantir une reconstruction
de l’état du multimodèle avec une certaine précision et ce, malgré la présence de perturbations.
Un signal objectif

ν(t) = HΣ(t) (4.186)

est introduit à cet effet de façon à garantir les exigences suivantes :

lim
t→∞

Σ(t) = 0 pour w(t) = 0 , (4.187a)

‖ν(t)‖2
2 ≤ γ2‖w(t)‖2

2 pour w(t) 6= 0 etΣ(0) = 0 , (4.187b)

oùγ est le gainL2 dew(t) versν(t) etH une matrice de dimension appropriée. Enfin, la matrice
H dans (4.186) permet une prise en compte partielle ou totale des composantes de l’erreurΣ(t)
lors de la synthèse de l’observateur.
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4.4. Estimation d’état robuste vis-à-vis des entrées inconnues

Le problème de la synthèse de l’observateur MI peut être abordé sous un angle similaire à
celui du problème de la synthèse d’un observateur à gain proportionnel en présence de pertur-
bations (c.f. section4.2). L’extension des théorèmes4.1et 4.2permet de proposer une solution
au problème2 sous la forme des théorèmes suivants.

Théorème 4.15(MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodèle découplé à temps continu
(4.166) et l’observateur MI(4.168)–(4.169), sous les hypothèses4.5 et 4.6, satisfait les exi-
gences(4.187) et tend asymptotiquement vers zéro (lorsque w(t) = 0) s’il existe deux matrices
P = PT > 0 et M de dimensions appropriées et un scalaireγ > 0, solutions du problème
d’optimisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes
[

ΛTP+PΛ− (MΩi)
T −MΩi +HTH PEa−MWc

ET
a P− (MWc)

T −γ I

]

< 0 , i = 1, · · · ,L (4.188)

pour une matrice H donnée. Le gain de l’observateur est donnépar Ka = P−1M et le gain
L2 de w(t) versν(t) est donné parγ =

√

γ.

Théorème 4.16(MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodèle découplé à temps dis-
cret (4.166) et l’observateur MI(4.168)–(4.169), sous les hypothèses4.5 et 4.6, satisfait les
exigences(4.187) et tend asymptotiquement vers zéro (lorsque w(t) = 0) s’il existe deux ma-
trices P= PT > 0 et M de dimensions appropriées et un scalaireγ > 0, solutions du problème
d’optimisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes




HTH −P 0 (PΛ−MΩi)
T

0 −γI (PEa−MWc)
T

(∗) (∗) −P



 < 0 , i = 1, · · · ,L (4.189)

pour une matrice H donnée. Le gain de l’observateur est donnépar Ka = P−1M et le gain
L2 de w(t) versν(t) est donné parγ =

√

γ.

4.4.8 Problème 3 : conditions de convergence de l’erreur d’estimation en
présence de perturbations et pour une(q+1)èmedifférence de l’en-
trée inconnue non nulle

Dans cette section, une perturbation agissant sur le système est considérée. De plus, le dé-
couplage complet entre l’entrée inconnue et l’erreur d’estimation Σ(t) n’est pas parfaitement
accompli (l’hypothèse4.6 n’est pas vérifiée). En effet, la(q+ 1)ème différence de l’entrée in-
connue n’est pas nulle mais bornée par une fonction inconnue∆(q+1)η(t) ≤ δ (t). Remarquons
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

que la solution à ce problème peut être également mise à profitafin de réduire le nombre d’ac-
tions intégrales. L’étude est réalisée sous les hypothèsessuivantes :

Hypothèse 4.7.L’entrée inconnue satisfait∆(q+1)η(t) = σ(t) avec‖σ(t)‖2
2 < ∞ (en temps

continuη(q+1)(t) = σ(t)).

L’équation caractérisant l’erreur d’estimation (4.182) peut être réécrite comme suit :

Σ(t +1) = Ψ(t)Σ(t)+Πθ(t) , (4.190)

où

Π =
[
Ea−KaWc Φ

]
et θ(t) =

[
wT(t) σT(t)

]T
. (4.191)

La fonction inconnueσ(t) est alors incluse dans le vecteur caractérisant les perturbations du
système. La conception de l’observateur revient alors à obtenir un gain de l’observateurKa tel
que le signal objectifν(t) à atténuer et défini par

ν(t) = HΣ(t) , (4.192)

satisfasse les exigences

lim
k→∞

Σ(t) = 0 for w(t) = 0 , (4.193a)

‖ν(t)‖2
2 ≤ γ2‖θ(t)‖2

2,Q for θ(t) 6= 0 andΣ(0) = 0 , (4.193b)

où γ est le gainL2 deθ(t) versν(t). Remarquons que la normeL2 pondérée parQ est définie

par‖θ(t)‖2
2,Q =

∞
∑
0

θ T(t)Qθ(t) avecQ > 0. Cette norme est utilisée afin de pondérer l’impor-

tance relative donnée àw(t) et σ(t).
Ce problème peut être traité de la même manière que le problèmeprécédent, c’est-à-dire en
considérantθ(t) au lieu dew(t). Une solution au problème3 est donnée sous la forme des théo-
rèmes suivants.

Théorème 4.17(MDC). L’erreur d’estimation entre le multimodèle découplé à temps continu
(4.166) et l’observateur MI(4.168)–(4.169), sous les hypothèses4.6 et 4.7, satisfait les exi-
gences(4.193) et tend asymptotiquement vers zéro (lorsqueθ(t) = 0) s’il existe deux matrices
P = PT > 0 et M de dimensions appropriées et un scalaireγ > 0, solutions du problème
d’optimisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes
[

ΛTP+PΛ− (MΩi)
T −MΩi +HTH Π̃

Π̃T −γQ

]

< 0 , i = 1, · · · ,L , (4.194)

où

Π̃ =
[
PEa−MWc PΦ

]
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4.4. Estimation d’état robuste vis-à-vis des entrées inconnues

pour des matrices H et Q> 0 données. Le gain de l’observateur est donné par Ka = P−1M
et le gainL2 de w(t) versν(t) est donné parγ =

√

γ.

Théorème 4.18(MDD). L’erreur d’estimation entre le multimodèle découplé à temps dis-
cret (4.166) et l’observateur MI(4.168)–(4.169), sous les hypothèses4.6 et 4.7, satisfait les
exigences(4.193) et tend asymptotiquement vers zéro (lorsqueθ(t) = 0) s’il existe deux ma-
trices P= PT > 0 et M de dimensions appropriées et un scalaireγ > 0, solutions du problème
d’optimisation convexe suivant :

minγ sous les contraintes




HTH −P 0 (PΛ−MΩi)
T

0 −γQ Π̃T

(∗) (∗) −P



 < 0 , i = 1, · · · ,L , (4.195)

où

Π̃ =
[
PEa−MWc PΦ

]

pour des matrices H et Q> 0 données. Le gain de l’observateur est donné par Ka = P−1M
et le gainL2 de w(t) versν(t) est donné parγ =

√

γ.

Exemple 4.4(Exemple de synthèse d’un observateur MI : Problème 2)
Il s’agit d’estimer l’état d’un système à temps discret décrit par un multimodèle découplé de
la forme (4.164) constitué de L= 2 sous-modèles de dimensions différentes. Le multimodèle
comporte deux sorties mesurées et deux entrées inconnues. Les valeurs numériques des matrices
du multimodèle sont :

A1 =

[
−0.5 −0.7
0.4 0.1

]

, A2 =





−0.7 0.2 0.5
0.3 −0.4 −0.1
−0.2 −0.3 0.6



 ,

B1 =
[
1 −0.8

]T
, B2 =

[
0.2 0.3 0.4

]T
,

C1 =

[
0.7 0.4
−0.5 0.3

]

, C2 =

[
0.3 0.0 0.5
−0.6 −0.2 −0.4

]

,

D1 =

[
0.2 0.0
0.1 0.0

]

, D2 =





0.1 0.0
0.2 0.0
0.3 0.0



 ,

E1 =

[
0.2 0.3
0.1 −0.2

]

, E2 =





0.2 0.3
0.1 −0.2
−0.1 0.2



 ,
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

V1 = V2 =

[
0.0 0.4
0.0 0.5

]

, Wc =

[
−0.2 0.1
0.1 −0.2

]

.

La période d’échantillonnage est Ts = 0.01. Afin d’alléger l’écriture, tTs sera simplement
noté t. La variable d’indexationξ (t) est ici le signal de commande u(t) ∈ [0,1]. Les fonctions
de pondération sont obtenues par la normalisation des fonctions de type gaussien :

µi(ξ (t)) = ωi(ξ (t))/
L

∑
j=1

ω j(ξ (t)) , (4.196)

ωi(ξ (t)) = exp
(

−(ξ (t)−ci)
2/σ2

)

, (4.197)

de dispersionσ = 0.4 et de centres c1 = 0.25et c2 = 0.75.

La perturbation prend la forme

w(t) =

[
0.04sin(40t)
0.035sin(60t)

]

(4.198)

et l’entrée inconnue prend la forme

η(t) =

[
ηa(t)
ηs(t)

]

. (4.199)

0 2 4 6 8 10
0

0.5

1

 

 

0 2 4 6 8 10
0

0.5

1

 

 

0 2 4 6 8 10
−1

0

1

t

 

 

u(t)

µ1(t)
µ2(t))

y1(t)
y2(t)

Figure 4.12 – Entrée, sorties et fonctions de pondération dumultimodèle

Dans cet exemple, les entrées inconnues servent à modéliserles défauts affectant le système,
d’où la structure des matrices Di , Vi et η(t) permettant la prise en compte des défautsηa(t) et
ηs(t) agissant respectivement sur l’équation dynamique (p. ex. une défaillance d’un composant
interne du système) et sur l’équation statique (p. ex. un défaut de capteur) des sous-modèles.
Remarquons par ailleurs que les valeurs propres des matrices Ai des sous-modèles sont données
par

λ1 =
[
−0.2±0.43i

]
et λ2 =

[
−0.83 −0.16 0.50

]
.
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4.4. Estimation d’état robuste vis-à-vis des entrées inconnues

Les dynamique des sous-modèles sont différentes et le comportement du multimodèle peut
être qualifié de non linéaire. Sur la figure4.12 sont illustrées les évolutions temporelles de
l’entrée, des sorties et des fonctions de pondération quandaucun défaut n’agit sur le système.
Il est possible de voir que la prise en compte des contributions des deux sous-modèles intervient
constamment dans l’élaboration de la sortie du multimodèle.

Les défautsηa(t) et ηs(t) considérés sont de la forme

ηa(t) =







0 si 0≤ t ≤ 5,

0.1333t −0.6665 si 5≤ t ≤ 6.5,

0.2 si non,

(4.200)

ηs(t) =







0 si 0≤ t ≤ 5,

−0.35 si 5≤ t ≤ 8,

−0.15 si non.

(4.201)

Le défautηa est un signal polynomial par morceaux de degré maximum égal àun. Le défaut
ηs est un signal constant par morceaux. Compte tenu des formes des défauts, un découplage
complet de l’entrée inconnue peut être réalisé par le biais de deux actions intégrales.

Remarque 4.12.Le signal objectif z(t) à minimiser est l’erreur d’estimation des états des sous-
modèles H= [I5 0(5×4)]. L’impact de la perturbation sur l’erreur d’estimation desentrées
inconnues n’est pas pris en considération lors de la synthèse de l’observateur.

Le gain de l’observateur est obtenu en cherchant une solution satisfaisant les conditions du
théorème4.16. Les conditions de ce théorème sont vérifiées par :

Ka =

[
−0.286 0.420 0.076 0.373 0.912 2.143 1.007 0.084 0.321
−0.455 −0.332 −0.698 −0.484 −1.414 −2.937 1.211 −0.031 0.203

]T

,

pour un niveau d’atténuation minimal égal àγ = 3.1623.

Les erreurs d’estimation de l’état obtenues avec l’observateur MI ainsi synthétisé sont illus-
trées sur les figures4.13et4.14. La figure4.15illustre l’estimation des entrées inconnues four-
nie par l’observateur MI. Remarquons que lors de la simulation, les conditions initiales du
multimodèle diffèrent de celles de l’observateur.
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste
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Figure 4.13 – Etats et erreurs d’estimation d’état du sous-modèle 1
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Figure 4.14 – Etats et erreurs d’estimation d’état du sous-modèle 2
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Figure 4.15 – Défautsηa et ηs et leurs estimés

Ces figures permettent d’apprécier la bonne qualité de l’estimation fournie par l’observa-
teur MI proposé, les erreurs d’estimation d’état des sous-modèles étant admissibles compte tenu
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4.4. Estimation d’état robuste vis-à-vis des entrées inconnues

de l’amplitude des états des sous-modèles. L’examen de ces figures révèle que l’erreur d’esti-
mation de l’état n’est que localement affectée par les entrées inconnues, en particulier quand
se produit un changement brusque des entrées inconnues, parexemple à t= 5 et t = 8. En effet,
à ces instants, l’hypothèse∆(2)η(t) = 0 n’est pas vérifiée.

Il est possible de constater d’après la figure4.15l’importance de l’influence de la pertur-
bation sur l’estimation deηa(t). D’une part, rappelons que le niveau d’atténuation entre la
perturbation w(t) et l’erreur d’estimation de l’entrée inconnue n’a pas été pris en compte lors
de la synthèse de l’observateur (c.f. remarque4.12). D’autre part, constatons que d’après la
figure4.14les états du deuxième sous-modèle sont plus sensibles à la perturbation w(t). Ceci
explique en partie le niveau du bruit dans l’estimation deηa(t). Toutefois, cette estimation peut
être améliorée en considérant un ensemble d’observateurs dédiés à l’estimation des états et des
entrées inconnues. Il est également possible d’inclure uneétape de post-filtrage afin de réduire
l’influence du bruit sur cette estimation.

Il est particulièrement intéressant d’observer, dans une optique de diagnostic, que l’estima-
tion des entrées inconnues est possible même si les défauts apparaissent simultanément. Les
estimations des entrées inconnues peuvent être alors directement utilisées en tant que signaux
indicateurs de défauts (c.f. section5.6.2).

Exemple 4.5(Exemple de synthèse d’un observateur MI : Problème 3)
On considère dans cet exemple le même multimodèle que celui utilisé dans l’exemple4.4. En
revanche, les entrées inconnuesηa(t) et ηs(t) sont maintenant données par

ηa(t) =

{

0 si 0≤ t ≤ 2,

−0.1250t +0.25+0.2cos(4t) si non,
(4.202)

ηs(t) =







0 si 0≤ t ≤ 2.5,

0.2+0.1sin(3t) si 2.5≤ t ≤ 7.5,

0 si non.

(4.203)

L’observateur MI est composé de deux actions intégrales. Cependant, le découplage des en-
trées inconnues ne peut pas être réalisé et ce, en raison des formes non polynomiales prises en
compte.
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste
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Figure 4.16 – Etats et erreurs d’estimation d’état du sous-modèle 1
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Figure 4.17 – Etats et erreurs d’estimation d’état du sous-modèle 2
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Figure 4.18 – Défautsηa et ηs et leurs estimés

Le signal objectif z(t) que l’on cherche à atténuer est l’erreur d’estimation des états des
sous-modèles, ainsi H= [I5 0(5×4)] et la matrice Q= I(4). Une solution satisfaisant les condi-
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4.5. Conclusion et contributions

tions du théorème4.18est donnée par :

Ka =

[
0.308 0.566 0.675 0.6485 1.659 4.686 1.108 0.757 0.475
−0.265 −0.423 −0.556 −0.502 −1.322 −3.595 1.439 −0.536 0.393

]T

,

pour un niveau d’atténuation minimal égal àγ = 5.4772.

Les erreurs d’estimation des états des sous-modèles obtenues dans ce cas de figure sont
illustrées sur les figures4.16et 4.17. Les erreurs d’estimation demeurent globalement bornées
et proches de zéro. La figure4.18propose une comparaison entre les entrées inconnues et leurs
estimées. Il est possible d’apprécier la qualité de l’estimation obtenue et ce, en dépit d’un
découplage imparfait de l’entrée inconnue.

4.5 Conclusion et contributions

Nous avons abordé dans ce chapitre le problème relatif à l’estimation d’état robuste d’un sys-
tème représenté par un multimodèle découplé. Il est entendupar robustesse la capacité de l’ob-
servateur à assurer une reconstruction d’état avec un certain degré de précision et ce, en dépit
par exemple de la présence de perturbations, d’imprécisions de modélisation ou d’entrées in-
connues.

La première partie de ce chapitre a été consacrée à la reconstruction de l’état d’un système
soumis à des perturbations ou comportant des incertitudes de modélisation. Des conditions suf-
fisantes conduisant à la synthèse d’un observateur à gain proportionnel (P) ont dans un premier
temps été établies à l’aide de la théorie de Lyapunov et sous forme LMI.

Le gain de cet observateur doit être calculé de façon à atténuer l’impact des perturbations
et des incertitudes paramétriques sur l’erreur d’estimation tout en garantissant lesbonnesper-
formances dynamiques de l’observateur. Ces deux objectifs antagonistes de synthèse se ré-
vèlent difficiles à atteindre à l’aide de l’observateur P dans la mesure où ce dernier n’offre au
concepteur qu’un seul degré de liberté pour régler le niveaud’atténuation et les performances
dynamiques. Une autre sorte d’observateur, dit à gain proportionnel-intégral, a donc dans un
deuxième temps été introduite. L’observateur PI introduit, grâce à son action intégrale, un de-
gré de liberté supplémentaire susceptible d’être mis à profit lors de la synthèse pour obtenir un
niveau d’atténuation intéressant et sans dégrader pour autant les performances dynamiques de
l’observateur.

La seconde partie du chapitre a été dédiée au problème de l’estimation simultanée de l’état
du système et des entrées inconnues influençant sa dynamique. A cet effet, un observateur à gain
multi-intégral a été présenté et ses conditions d’existence, sous la forme de LMI, proposées.
Ce type d’observateur utilise une chaîne d’actions intégrales qui permet d’estimer les entrées
inconnues sous forme polynomiale. Il présente dans un contexte de diagnostic de systèmes un
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Chapitre 4. Estimation d’état robuste

indéniable intérêt dans la mesure où il permet de générer, par exemple, des résidus robustes
capables de fournir des signaux indicateurs de défauts.
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Etude de cas : identification, estimation et

diagnostic d’un bioréacteur
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Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur

5.1 Introduction

Le premier chapitre de ce mémoire a exposé les principes fondamentaux de l’approche multi-
modèle. Il a mis en avant deux structures fondamentales de multimodèles, à savoir le multimo-
dèle de T.S. et le multimodèle découplé. Notre intérêt s’estprécisément porté sur ce dernier,
encore peu étudié dans un contexte d’estimation d’état. Le second chapitre a proposé une pro-
cédure d’identification paramétrique de type boîte noire visant à caractériser le comportement
dynamique d’un système à l’aide d’un multimodèle découplé.La capacité de ce multimodèle
à appréhender des comportements de nature non linéaire a étémise en évidence. Les troisième
et quatrième chapitres ont abordé le problème soulevé par l’estimation d’état d’un système en
explorant les possibilités offertes par le multimodèle découplé. Une première stratégie d’esti-
mation d’état basée sur l’extension de l’observateur de Luenberger a été mise en œuvre au cours
du troisième chapitre. Dans le quatrième chapitre, cette stratégie a été améliorée puis étendue
à des observateurs à gain proportionnel-intégral et à gain multi-intégral de façon à obtenir une
estimation robuste vis-à-vis des perturbations (bruits, incertitudes et entrées inconnues) suscep-
tibles d’affecter le comportement du système.

L’objectif du présent chapitre est d’illustrer, à travers un exemple académique, la mise en
œuvre des techniques d’identification et d’estimation d’état présentées au cours des chapitres
précédents. Dans cette optique, il est fait appel au modèle simplifié d’un bioréacteur, un procédé
largement répandu dans divers secteurs industriels connexes au génie chimique. En raison de
leur nature non linéaire, les bioréacteurs constituent d’excellentsbenchmarksparticulièrement
bien adaptés à l’évaluation des techniques d’automatique non linéaire. Ce chapitre permet donc
d’évaluer les performances et les limites de l’approche proposée de la phase d’identification jus-
qu’à la phase de mise en œuvre d’une stratégie de diagnostic àbase d’observateurs, en passant
par la synthèse d’observateurs P, PI et MI.

5.2 Présentation du modèle du bioréacteur

Le terme bioréacteur désigne un récipient dans lequel se déroule une réaction bio-chimique.
Une bioréaction fait en principe intervenir trois sortes devariables : la biomasse (p. ex. les
micro-organismes), le substrat (p. ex. les sources de carbone dans l’alimentation) et les produits
de la biomasse (p. ex. les enzymes).

Le comportement dynamique d’un bioréacteur continu homogène (infiniment mélangé) et
limité par un seul substrat, réaction de typeS(t)→ X(t), peut être décrit à l’aide du modèle non
linéaire suivant [Guillaume et Rouchon, 1997; Lamnabhi-Lagarrigue et Rouchon, 2002; Dunn
et al., 2005] :

Ṡ(t) = D(t)(Sin(t)−S(t))−kr(t) , (5.1a)

Ẋ(t) = −D(t)X(t)+ r(t) , (5.1b)

où S(t) et X(t) sont respectivement le taux de concentration du substrat carboné et celui de la
biomasse, oùD(t) > 0 est le taux de dilution,k un coefficient de rendement,Sin(t) le taux de
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5.3. Représentation multimodèle du bioréacteur dans le cas SIMO

concentration d’alimentation en substrat etr(t) la vitesse de réaction (c.-à-d. la production de
biomasse par unité de volume). La vitesse de réactionr(t) peut être caractérisée par l’expression

r(t) =
µmaxS(t)
Ks+S(t)

X(t) , (5.2)

où µmax et Ks sont deux constantes qui représentent respectivement la vitesse spécifique maxi-
mum de croissance et une constante de saturation.
Les paramètres utilisés lors de la simulation sont les suivants :

µmax= 0.33h−1, Ks = 5gl−1, k = 20 . (5.3)

Le taux de concentration d’alimentation en substrat est considéré constantSin = 20gl−1 et le
taux de dilution variable dans la plageD ∈

[
0.0 0.22

]
h−1.
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Figure 5.1 – Caractéristiques en régime statique du substratcarboné (à droite) et du taux de
biomasse (à gauche)

Le test de non-linéarité du système proposé au cours de la section 1.2.2peut s’effectuer
directement en exploitant les caractéristiques en régime statique du bioréacteur illustrées sur la
figure5.1. Les indices obtenus en évaluant la relation (1.8) sont donnés par

ηX = 0.7686 et ηS = 0.7686 . (5.4)

Il est possible de conclure sur le caractère non linéaire du bioréacteur dans la plage de fonc-
tionnement considérée, ces indices étant différents de zéro. Remarquons par ailleurs que les
conditions initiales du taux de concentration de biomasse doivent être différentes de zéro puis-
qu’il ne peut y avoir de réaction spontanée dans le bioréacteur, un état d’équilibre du système
étant atteint siX(0) = 0.

5.3 Représentation multimodèle du bioréacteur dans le cas
SIMO

Notre premier objectif est de représenter le comportement dynamique du bioréacteur (5.1) par
un multimodèle découplé. Cette représentation multimodèlepeut entraîner par exemple une ré-

173

te
l-0

03
59

63
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
Fe

b 
20

09



Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur

duction de la complexité du modèle de départ, favorisant ainsi la mise en place d’un algorithme
d’estimation d’état.

Deux séquences de pseudo-mesures (c.-à-d. de mesures générées par simulation) du taux de
substrat carbonéS(t) et du taux de biomasseX(t) sont disponibles pour les besoins de l’iden-
tification et de la validation du modèle. Chaque séquence de données comporte 2400 points et
correspond à un enregistrement de 3000 heures. Elles sont générées en considérant un taux de
dilution (signal d’excitation) composé de créneaux d’amplitudes variables comprises dans l’in-
tervalle de variation admissible.

Deux stratégies de modélisation peuvent être envisagées pour aboutir à une représentation
multimodèle. Dans la première, les outils d’identificationproposés au cours du chapitre2, bien
que développés dans un contexte MISO, sont directement mis àprofit pour l’identification d’un
système de type SIMO. Pour ce faire, un multimodèle différent pour chaque sortie du système
est élaboré. La seconde stratégie de modélisation consisteà étendre les outils d’identification
proposés au cours du chapitre2 au cas SIMO afin d’obtenir un seul multimodèle capable de
fournir une caractérisation du taux de biomasse et du taux desubstrat carboné. Ces deux ap-
proches de modélisation seront traitées dans la suite de cette section.

Remarque 5.1.L’identification paramétrique du multimodèle sera effectuée dans cette section
en l’absence d’un bruit de mesure. Ce choix est motivé par le souci de montrer clairement
l’adéquation entre la sortie du système et celle du multimodèle, objectif difficilement atteint
lorsque un bruit de mesure apparaît sur les mesures du système. En effet, un bruit de mesure
peut masquer l’écart existant entre les mesures du système et la sortie du multimodèle. Toutefois
et comme il a été montré au cours du chapitre2 dédié à l’identification, les résultats présen-
tés dans cette section peuvent être facilement étendus au cas où un bruit de mesure affecte le
système.

5.3.1 Première approche de modélisation

On cherche à caractériser chaque sortie du système par un multimodèle différent comme le
montre la figure5.2. Cette stratégie indépendante d’identification permet de réduire le nombre
de paramètres à identifier lors de la procédure d’optimisation de chaque multimodèle. Cette
simplification peut néanmoins entraîner une non prise en compte des couplages entre les va-
riables internes et les sorties du système.

Chacun des deux multimodèles (j = 1,2) comporte 3 sous-modèles (i = 1,2,3) du premier
ordre :

yi
j(k+1) = ai

jy
i
j(k)+bi

jD(k)+di
j , j = 1,2 i = 1,2,3 (5.5)

plus un filtre du premier ordre :

ξ j(k+1) = α jξ j(k)+(1−α j)D(k) , j = 1,2 (5.6)

associé à la variable de décision, iciD(k).
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5.3. Représentation multimodèle du bioréacteur dans le cas SIMO

u(t) ≡ D(t)

MULTIMODÈLE 1

D(t) → S(t)

MULTIMODÈLE 2

D(t) → X(t)

y1(t) ≡ S(t)

y2(t) ≡ X(t)

Figure 5.2 – Représentation multimodèle du bioréacteur. Première approche de modélisation

Les fonctions de pondération sont obtenues par normalisation des fonctions de type gaus-
sien. Pour les deux multimodèles, les centres des fonctionsde pondération sont fixés àC1 = 0.0,
C2 = 0.105 etC3 = 0.21 (distribution homogène sur l’espace de fonctionnement du système).
Quant aux dispersions, elles sont introduites dans la procédure d’estimation paramétrique du
multimodèle et sont données parσ1 = 0.0855 et parσ2 = 0.1875. Les paramètres identifiés des
deux multimodèles sont présentés dans le tableau5.1.

ai
1 bi

1 di
1

1 -0.3094 13.9792 0.1049
2 0.3396 20.0000 -0.0478
3 0.7351 22.2398 -2.2780

α1 = 0.8459

ai
2 bi

2 di
2

1 -0.1171 -4.9556 0.9792
2 0.0136 4.6640 1.2265
3 0.3898 -3.7646 0.5088

α2 = 0.8116

Tableau 5.1 – Récapitulatif des paramètres du multimodèle dusubstrat carboné (à droite) et du
multimodèle du taux de biomasse (à gauche)
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Figure 5.3 – Première approche de modélisation. Représentation multimodèle du substrat car-
boné, séquence d’identification (à gauche) et séquence de validation (à droite)

D’après les figures5.3et5.4, les deux multimodèles identifiés parviennent à capturer globa-
lement le comportement non linéaire du bioréacteur. L’adéquation entre les sorties du système
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Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur

et celles des multimodèles peut être quantifiée au moyen des indices de performance MSE et
VAF définis par (2.51) et par (2.52). Les valeurs obtenues pour la séquence d’identification sont
MSE1 = 0.0163 et VAF1 = 99.7506% pour le premier multimodèle. Pour le deuxième multimo-
dèle, ces indices sont MSE2 = 4.3980×10−5 et VAF2 = 99.7313%. Les indices obtenus pour
la séquence de validation sont MSE1 = 0.0137, VAF1 = 99.7129% et MSE2 = 3.9073×10−5,
VAF2 = 99.6714%. Il convient cependant de remarquer qu’un écart entrele comportement du
système et celui du multimodèle apparaît dans les régimes transitoires. En effet, le multimodèle
ne parvient pas à suivre parfaitement le comportement transitoire du système. Toutefois, les
valeurs numériques des indices permettent de confirmer la qualité du modèle obtenu.
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Figure 5.4 – Première approche de modélisation. Représentation multimodèle du taux de bio-
masse, séquence d’identification (à gauche) et séquence de validation (à droite)

5.3.2 Deuxième approche de modélisation

L’objectif de cette deuxième approche de modélisation est de caractériser les deux sorties du
système à l’aide d’un seul multimodèle. La démarche d’identification du multimodèle dans le
cas SIMO est tout à fait semblable à celle du cas SISO. Cependant, les calculs du vecteur gra-
dient et de la matrice hessienne deviennent plus complexes dans la mesure où il est nécessaire
de procéder au calcul des fonctions de sensibilité de chaquesortie par rapport aux paramètres
des sous-modèles (calcul de la matrice jacobienne).

Le multimodèle est composé de deux sous-modèles comportantchacun deux états. Les va-
leurs numériques des matricesAi, Bi, Di etCi sont les suivantes :

A1 =

[
0.7827 −0.0951
−0.2039 0.1831

]

, B1 =

[
−4.2981
31.9569

]

, D1 =

[
7.0251
20.4594

]

, C1 =

[
0.2234 0

0 0.1048

]

,

A2 =

[
0.4732 −0.1090
−0.7485 0.2807

]

, B2 =

[
62.5997
71.1842

]

, D2 =

[
−3.4264
12.3769

]

, C2 =

[
0.7524 0

0 −0.0305

]

.
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5.3. Représentation multimodèle du bioréacteur dans le cas SIMO

Un filtre passe-bas, de la forme (5.6), est également utilisé pour filtrer la variable de décision.
La constante de temps de ce filtre estα = 0.6764. Enfin, les centres et la dispersion des fonctions
poids sont donnés respectivement parc1 = 0.02,c2 = 0.20 etσ = 0.247.

D’après les figures5.5 et 5.6, le multimodèle identifié parvient à capturer globalement le
comportement non linéaire du bioréacteur. Les indices de performance MSE et VAF obtenus
pour la séquence d’identification sont MSES = 0.0177, VAFS = 99.45% et MSEX = 5.14×
10−4, VAFX = 93.61%. Pour la séquence de validation, ils sont donnés par MSES = 0.0173,
VAFS = 99.4871% et MSEX = 5.86×10−4, VAFX = 93.0483%. Ces indices montrent que la
caractérisation obtenue avec ce multimodèle est relativement moins bonne que celle obtenue
avec le multimodèle issu de la première approche. Il subsiste en effet des zones, en particulier
pour les valeurs de l’entrée proches de 0.22, qui ne sont pas correctement modélisées. Toutefois,
ce multimodèle comporte seulement deux sous-modèles qui doivent représenter les couplages
entre les variables internes.
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Figure 5.5 – Deuxième approche de modélisation. Représentation multimodèle du substrat car-
boné, séquence d’identification (à gauche) et séquence de validation (à droite)
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Figure 5.6 – Deuxième approche de modélisation. Représentation multimodèle du taux de bio-
masse, séquence d’identification (à gauche) et séquence de validation (à droite)
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Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur

5.4 Représentation multimodèle du taux de substrat carboné
Sdans le cas multi-entrées

Le bioréacteur, décrit par les expressions (5.1) avec la même plage de variation du taux de
dilution D ∈

[
0.0 0.22

]
h−1, est considéré dans cette section. Toutefois, le taux de concen-

tration d’alimentation en substratSin n’est plus constant mais varie dans l’intervalleSin ∈
[
10 20

]
gl−1. Les entrées du bioréacteur sont alors le taux de dilutionD et le taux de concen-

tration d’alimentation en substratSin. La caractéristique en régime statique du taux de substrat
carbonéSdans la plage de variation des entrées est illustrée sur la figure5.7.
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Figure 5.7 – Caractéristique en régime statique du taux de substrat carbonéS

Cette section a pour objectif la modélisation du taux de substrat carbonéS à partir de la
première approche de modélisation. Deux séquences de pseudo-mesures du taux de substrat
carbonéS(t) sont disponibles pour les besoins de l’identification et de la validation du mo-
dèle. Chaque séquence de données comporte 2100 points et correspond à un enregistrement de
3500 heures. Elles sont générées en considérant un taux de dilution et un taux de concentration
d’alimentation en substrat composés de créneaux d’amplitudes variables.

Les variables de décisionξ1 et ξ2 des fonctions de pondération sont les signaux d’entrée du
bioréacteur filtrés :

ξ1(k+1) = α1ξ1(k)+(1−α1)D(k) , (5.7)

ξ2(k+1) = α2ξ2(k)+(1−α2)Sin(k) . (5.8)

L’espace de fonctionnement du système est partitionné de façon homogène en quatre zones
(voir figure5.8). Les fonctions de pondération associées à chaque zone de fonctionnement sont
obtenues par évaluation des expressions (1.20) et (1.21) en considérant les centresc1,1 = c2,1 =
−0.1, c1,2 = c3,2 = 13,c2,2 = c4,2 = 17 etc3,1 = c4,1 = 0.32. Quant aux valeurs des dispersions,
elles sont initialement fixées àσ1 = 0.15 etσ2 = 2 puis introduites dans la procédure d’optimi-
sation. Les valeurs finalement obtenues sont données parσ1 = 0.24 etσ2 = 5.48. Les fonctions
de pondération avant et après optimisation sont présentéessur la figure5.8.
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5.4. Représentation multimodèle du taux de substrat carbonéSdans le cas multi-entrées
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Figure 5.8 – Décomposition de l’espace de fonctionnement. Fonctions poids avant (à gauche)
et après optimisation (à droite)

Les sous-modèles, sous une forme canonique d’observation,sont donnés par :

xi(k+1) =

[
0 ai

0
1 ai

1

]

xi(k)+

[
bi

0 di
0

bi
1 di

1

][
D(k)
Sin(k)

]

+

[
ci

0

]

, i = 1, · · · ,4 , (5.9a)

yi(k) =
[
0 1

]
xi(k) . (5.9b)

Il y a donc un total de trente deux paramètres à estimer. Les paramètres issus de la procédure
d’optimisation sont présentés dans le tableau5.2.

ai
0 ai

1 bi
0 bi

1 di
0 di

1 ci

1 -0.6862 1.5847 -0.6813 0.6869 -0.0042 -0.0289 0.2828
2 -0.4790 1.4456 -28.5062 31.9049 0.3969 -0.4039 0.4016
3 -0.8143 1.8070 -5.9241 6.2393 -0.0511 0.0520 -0.0106
4 -0.7490 1.7300 -16.6615 19.9321 -0.3644 0.3622 -0.5745

α1 = 0.9 α2 = 0.25

Tableau 5.2 – Récapitulatif des paramètres des sous-modèlesdans le cas MISO

La figure5.9établit, à partir des séquences d’identification et de validation, une comparai-
son entre la réponse du multimodèle et celle du bioréacteur.Les indices de performance obtenus
pour ces deux séquences sont donnés respectivement par MSEid = 0.0078, VAFid = 99.8120%
et par MSEval = 0.0446, VAFval = 99.3765%. On remarquera, pour la séquence de validation,
une zone dans l’intervalle de temps 600–700 où l’identification est moins bonne et pour la-
quelle le multimodèle devrait être mieux adapté. Cette zone correspond en particulier à de très
fortes variations des signaux d’entrée à l’origine de brusques changements dans les modes de
fonctionnement du système.
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Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

0

5

10

 

 

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
−1

0

1

t (h)

 

 

Bio

M.M.

erreur

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

0

5

10

 

 

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
−3

−2

−1

0

1

t (h)

 

 

Bio

M.M.

erreur

Figure 5.9 – Représentation multimodèle du taux de substrat carboné dans le cas multi-entrées.
Résultats avec la séquence d’identification (à gauche) et avec la séquence de validation (à droite)

Vers une réduction de la complexité du multimodèle

La représentation multimodèle du taux de substrat carboné obtenue dans la section précédente
a été élaborée en considérant deux variables de décision. Or, un examen de la caractéristique en
régime d’équilibre du taux de substrat carboné (figure5.7) permet de constater que le taux de
dilution D est en réalité la seule variable caractéristique du système. En effet, le taux de concen-
tration en alimentationSin n’introduit pas de non-linéarité dans le comportement dynamique du
substrat carboné. Ce constat invite à envisager une étape de simplification du multimodèle.

10

15

20

0

0.1

0.2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ξ
2

ξ
1

µi

10

15

20

0

0.1

0.2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ξ
2

ξ
1

µi

Figure 5.10 – Nouvelles fonctions poids avant (à gauche) et après optimisation (à droite)

Un nouveau partitionnement de l’espace de fonctionnement du système en trois régions est
effectué en ne considérant que le taux de dilution filtré comme variable de décision du multimo-
dèle. La valeur de la dispersionσ des fonctions de pondération est initialement fixée àσ = 0.04
puis optimisée pour parvenir à sa valeur finale donnée parσ = 0.0764. Les nouvelles fonctions
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5.4. Représentation multimodèle du taux de substrat carbonéSdans le cas multi-entrées

de pondération ainsi obtenues sont présentées sur la figure5.10.

Il convient de remarquer que les paramètres du multimodèle sont identifiés à partir de la
même séquence d’identification que celle employée au cours de la section précédente. Les pa-
ramètres du multimodèle sont présentés dans le tableau5.3.

ai
0 ai

1 bi
0 bi

1 di
0 di

1 ci

1 0.4078 0.5454 -8.4304 8.7937 -0.0052 0.0056 -0.0107
2 -0.6242 1.6004 -8.4320 8.9126 -0.0456 0.0460 0.0167
3 -0.7446 1.7265 -7.8230 9.1282 -0.2291 0.2290 -0.1073

α1 = 0.8

Tableau 5.3 – Récapitulatif des paramètres des sous-modèlesdans le cas MISO

La figure5.11présente une comparaison entre la réponse du multimodèle etcelle du bio-
réacteur. Le multimodèle parvient bien à capturer le comportement non linéaire du taux de
substrat carboné. Toutefois, il est possible de constater que les performances du nouveau mul-
timodèle sont moins bonnes que celles obtenues précédemment. En effet, les indices de per-
formance obtenus pour ces deux séquences sont donnés respectivement par MSEid = 0.0144,
VAF id = 99.6532% et par MSEval = 0.0809, VAFval = 98.8119%. En revanche, une réduction
du nombre des paramètres à identifier (23 paramètres au lieu de 32) a pu être réalisée tout en
assurant un recouvrement judicieux de l’espace de fonctionnement du système. Un compromis
entre la précision et la complexité du multimodèle doit êtreétabli en fonction des objectifs de
modélisation initialement proposés. Cet exemple illustre le délicat problème posé par le choix
des variables caractéristiques du système à modéliser.
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Figure 5.11 – Représentation du multimodèle réduit du taux desubstrat carboné dans le cas
multi-entrées. Résultats avec la séquence d’identification(à gauche) et avec la séquence de
validation (à droite)
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Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur

Conclusion partielle sur la modélisation

Le problème de la modélisation d’un système, ici d’un bioréacteur, par un multimodèle découplé
vient d’être abordé. Deux stratégies de modélisation ont été mises en œuvre afin de parvenir à la
représentation multimodèle du bioréacteur. Les résultatsmontrent la capacité du multimodèle
découplé à approcher le comportement de nature non linéairedu bioréacteur. La représentation
multimodèle du système ainsi obtenue peut s’avérer plus aisée à manipuler que le modèle non
linéaire proposé au départ.

Il a été souligné l’importance que revêt une partition judicieuse de l’espace de fonctionne-
ment du système. En effet, la qualité et la complexité du multimodèle dépendent fortement du
nombre et de la dimension des sous-modèles pris en compte mais également du partitionnement
de l’espace de fonctionnement du système. L’enjeu est de parvenir à un compromis entre qualité
et complexité du multimodèle.

5.5 Reconstruction d’état à l’aide du multimodèle

Les représentations multimodèles obtenues au cours des sections précédentes peuvent être à
présent exploitées en vue d’effectuer l’estimation de l’état du système. Il est important de re-
marquer à ce niveau que les états des sous-modèles identifiésne représentent en aucun cas les
variables internes du système. Aucun sens physique ne doit donc être donné à leur évolution
dans la mesure où ils ne constituent que des variables intermédiaires permettant d’aboutir à une
caractérisation multimodèle des grandeurs du système accessibles à la mesure et de reproduire
le comportement entrée-sortie du système réel.

5.5.1 Reconstruction des sorties du bioréacteur à l’aide du multimodèle

Dans cette section, le multimodèle établi à l’aide de la première approche (section5.3.1) est
utilisé afin d’obtenir une estimation des deux sorties du système. A cet effet, deux observateurs
à gain proportionnel sont conçus en résolvant les conditions LMI proposées par le théorème4.2.
Ces conditions permettent de prendre en compte l’effet d’uneperturbation sur le système lors de
la synthèse de l’observateur. La perturbation considérée prend la forme d’un bruit aléatoirement
distribué suivant une loi normale de moyenne nulle et de dispersion égale à un.

Les conditions du théorème4.2sont vérifiées, pour un taux de décroissanceα1 = 0.1 et pour
un niveau d’atténuationγ1 = 0.2723, par :

K̃1 =





0.2946
0.4452
0.4977



 , P1 =





11.6834 −5.1545 −2.9611
−5.1545 15.4455 −4.3996
−2.9611 −4.3996 15.0002



 , Ẽ =





0.1
0.1
0.1



 ,

Wc,1 = 0.15 , H = I3

pour l’observateur destiné à l’estimation du substrat carboné.
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5.5. Reconstruction d’état à l’aide du multimodèle

Pour l’observateur destiné à l’estimation du taux de biomasse, les conditions du théorème
4.2sont vérifiées par :

K̃2 =





−0.0896
0.0126
0.3141



 , P2 =





21.4216 −8.0401 −5.6452
−8.0401 22.4276 −6.7961
−5.6452 −6.7961 17.8934



 , Ẽ =





0.1
0.1
0.1



 ,

Wc,2 = 0.015 , H = I3

pour un taux de décroissanceα2 = 0.35 et pour un niveau d’atténuationγ2 = 0.5259.
La figure5.12illustre les évolutions temporelles du substrat carbonéS(t), du taux de bio-

masseX(t) et celles de leurs estiméŝS(t) et X̂(t) . Il est possible de constater que l’erreur
d’estimation de ces deux grandeurs demeure bornée et prochede zéro.
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Figure 5.12 – Comparaison entre le substrat carboné et son estimé (à gauche) et comparaison
entre le taux de biomasse et son estimé (à droite)

5.5.2 Estimation du substrat carboné dans le cas MISO

Cette section fait appel au multimodèle, établi au cours de lasection5.4, qui caractérise le
comportement dynamique du substrat carboné en fonction du taux de dilution et du taux de
concentration d’alimentation en substrat.

La reconstruction du substrat carboné est réalisée à l’aided’un observateur à gain proportionnel-
intégral. Il est synthétisé à partir des conditions proposées par le théorème4.4. Les gains de
l’observateur obtenu, pour un taux de décroissanceα = 0.05 et pour un niveau d’atténuation
γ = 0.2883, sont donnés par :

KP =
[
−0.02 0.01 −0.14 0.17 −0.88 2.08 −0.44 0.49 99.99

]T
×10−2 ,

KI =
[
−5.12 22.45 −2.48 17.91 42.55 −29.25 0.89 15.98 −1.17

]T
×10−2 .
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Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur
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Figure 5.13 – Fonctions de pondération (à gauche) et comparaison entre le substrat carboné et
son estimé (à droite)

Une perturbation de la formew(t) = 3sin(0.05πt) est ajoutée sur les mesures du substrat
carbonéS(t) (l’influence de cette perturbation sur la sortie est caractérisée parWc = 0.1). La fi-
gure5.13présente l’évolution des fonctions de pondération et l’estimé du substrat carboné. Il est
possible de constater que les contributions respectives des quatre sous-modèles sont constam-
ment prises en compte et que l’observateur proposé atténue correctement les effets de la pertur-
bation.

5.5.3 Estimation de l’évolution de la biomasse

Dans cette section, il est supposé que le taux en substrat carboné est la seule grandeur accessible
à la mesure. On cherche à obtenir une estimation de l’évolution du taux de biomasse à l’aide
d’un observateur PI. La synthèse de l’observateur PI est basée sur le multimodèle établi au cours
de la section5.3.2(deuxième approche de modélisation) en ne considérant que la première ligne
des matricesCi.

Les conditions proposées par le théorème4.4sont satisfaites, pour un taux de décroissance
α = 0.16 et un niveau d’atténuationγ = 0.0275, par :

KP =









0.99
0.99
0.99
0.99
0.99









, KI =









−0.034
−0.069
−0.069
−0.140
0.003









, P =









56.04 −8.03 −43.22 8.36 −0.63
−8.03 3.60 5.79 −1.48 −0.21
−43.22 5.79 53.65 −7.49 −0.42

8.36 −1.48 −7.49 3.76 −0.19
−0.63 −0.21 −0.42 −0.19 2.78









.

Un bruit aléatoirement distribué suivant une loi normale demoyenne nulle et de dispersion
égale à un est ajouté sur la mesure du taux en substrat carboné. Sur la figure5.14, sont illustrées
les évolutions temporelles du taux du substrat carboné, du taux de biomasse et celles de leurs
estimés.
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5.6. Application de l’estimation d’état au diagnostic

L’observateur PI proposé fournit une bonne estimation du taux en substrat carboné (le signal
mesuré). L’estimation d’état ainsi obtenue est utilisée afin de reconstruire le taux de biomasse
(le signal non mesuré). Il est cependant possible de constater que dans l’intervalle de temps 350–
550 l’estimation est dégradée en raison d’une mauvaise caractérisation du multimodèle pour les
taux de dilution proches de 0.22h−1. Une meilleure adéquation du multimodèle dans cette zone
de fonctionnement pourrait améliorer l’estimation du tauxde biomasse. Il serait possible par
ailleurs d’introduire une étape de post-filtrage de l’estimation du taux de biomasse de façon à
parvenir à une estimation moins bruitée.
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Figure 5.14 – Comparaison entre le substrat carboné et son estimé (à gauche) et comparaison
entre la biomasse et son estimée (à droite)

5.6 Application de l’estimation d’état au diagnostic

Le diagnostic et la surveillance des systèmes non linéairesà base d’observateurs sont un des
champs applicatifs directs des algorithmes d’estimation d’état proposés dans ce mémoire de
thèse.

La surveillance d’un système est souvent confiée à unmodule de diagnostic. Il exploite
toute information livrée par les mesures du système et/ou par le comportement attendu du sys-
tème fourni par un modèle en vue de détecter tout comportement anormal du système dû, par
exemple, à l’apparition soudaine d’undéfaut. Le terme défaut désigne tout écart non permis de
la valeur acceptable ou nominale d’au moins un composant (paramètre ou propriété) caractéris-
tique du système [Isermann, 2006].

Un module de diagnostic peut être considéré comme un dispositif performant de détec-
tion des défauts. Il est tenu d’accomplir trois tâches principales : la détection, l’isolation et
l’identification du défaut. La tâche de détection du défaut,comme son nom l’indique, consiste
à déterminer le plus rapidement possible l’instant d’apparition d’un défaut et son intervalle de
durée. Pour ce faire, dessymptômesou desindicateurs de défautsdu système sont générés grâce
au principe dit deredondance. A l’issue de l’étape de détection vient l’étape de localisation ou
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Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur

d’isolation qui détermine à partir de l’analyse des indicateurs de défauts l’origine et la nature du
défaut. Enfin, l’étape d’identification cherche à estimer l’évolution du défaut afin d’expliquer
au mieux le comportement du système. Une étape additionnelle dereconfigurationpeut être
envisagée dans le but d’introduire une stratégie de rectification du comportement du système
destinée à réduire l’impact du défaut sur le fonctionnementdu système.

Dans une stratégie de surveillance des systèmes, le principe de redondance revêt une impor-
tance fondamentale. La redondance est la capacité à disposer de deux ou de plusieurs moyens de
détermination d’une grandeur caractéristique du système (variable, paramètre, signal). L’inco-
hérence entre les différentes déterminations est révélatrice d’un dysfonctionnement du système.
De nombreuses méthodes et techniques de diagnostic, faisant appel à différentes formes de re-
dondance (matérielle ou analytique), ont été développées.Parmi elles, figurent les techniques
d’estimation d’état à base d’observateurs d’état qui permettent d’obtenir une redondance analy-
tique du système.

Dans ce contexte, le diagnostic du système est opéré en testant la cohérence entre les signaux
de sortie mesurés et les signaux de sortie estimés à l’aide d’un observateur. La comparaison
entre les mesures et leurs estimées donne naissance à un indicateur de défaut appelé également
résidu. Un résidu est, en théorie, nul dans des conditions normalesde fonctionnement, les sor-
ties du système et celles estimées par l’observateur devantcoïncider. En effet, étant donné que
l’observateur utilise les mêmes signaux d’entrée que ceux appliqués au système, il est en mesure
de fournir les mêmes signaux de sortie à condition toutefoisque le modèle employé reproduise
avec précision le comportement du système à surveiller. Lesmultimodèles, dans la mesure où
ils sont capables de prendre en compte les changements dans le mode de fonctionnement du
système et de reproduire son comportement avec précision dans une large plage de fonctionne-
ment, présentent un intérêt certain dans un contexte de diagnostic.

L’objectif des sections suivantes est de présenter deux moyens de génération de résidus d’un
système non linéaire caractérisé par un multimodèle découplé.

5.6.1 Génération des résidus à l’aide d’un banc d’observateurs

La génération des résidus, c.-à-d. des indicateurs de défauts, est une étape fondamentale dans
la conception d’un module de diagnostic à base de modèle. La génération des résidus à base
d’observateurs consiste tout d’abord à reconstruire les sorties du système à partir des mesures
et du modèle du système puis à comparer les signaux mesurés à leurs estimés et enfin à utiliser
l’erreur d’estimation comme résidu.

En théorie, un résidu doit être nul en l’absence de défaut et significativement différent de
zéro dans le cas contraire. En pratique cependant, cette condition n’est pas tout à fait satisfaite
car les signaux mesurés sont entachés de bruits et affectés par des perturbations. Il est alors né-
cessaire d’introduire des seuils de détection afin d’éviterde fausses alarmes. Ces seuils peuvent
être fixés par l’utilisateur à partir d’une étude statistique des résidus et en prenant en compte les
incertitudes de modélisation.
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5.6. Application de l’estimation d’état au diagnostic

Une structuration des résidus permet d’accomplir correctement les tâches de localisation
et d’isolation des défauts. La structuration consiste à construire les résidus de façon à ce que
chacun soit sensible à un sous-ensemble connu de défauts et insensible aux autres (sensibles
à un seul défaut, tous sauf un, etc.). Du choix des sous-ensembles dépend la bonne conduite
de la tâche de localisation. Un moyen de parvenir à cette structuration consiste à remplacer
l’utilisation d’un seul observateur par l’utilisation d’un ensemble d’observateurs (un banc d’ob-
servateurs), chacun d’entre eux n’étant piloté que par une partie des informations disponibles.
Différents bancs d’observateurs ont été proposés dans la littérature selon le type de défauts à
isoler (les principes du banc d’observateurs n’étant pas développés ici, le lecteur peut consulter
[Frank, 1990]).

Une structuration des résidus, en vue de détecter les défauts de capteur, peut se faire à l’aide
d’observateurs dédiés (Dedicated Observer SchemeDOS) pour lesquels leièmeobservateur est
piloté par laièmesortie du système et toutes les entrées. La figure5.15illustre l’architecture du
banc d’observateurs suivant un schéma DOS.

u(t) = D(t)

r1,1(t)

r2,1(t)

r1,2(t)

r2,2(t)

r1,3(t)

r2,3(t)

y1(t) = S(t)

y2(t) = X(t)

δ1 δ2 = défauts

BIO
REACTEUR

OBSERVATEUR3

OBSERVATEUR2

OBSERVATEUR1

Figure 5.15 – Banc d’observateurs suivant un schéma DOS

Pour le diagnostic des défauts de capteur du bioréacteur, l’observateur 1 est piloté par la
sortie y1, l’observateur 2 par la sortiey2 et l’observateur 3 par le vecteur complet de sortie
y = [y1 y2]

T . On notera par la suiter i, j le signal indicateur de défaut (résidu) calculé à partir
de la différence entre laièmesortie du système et laièmesortie estimée avec l’observateurj.

La phase de localisation ou d’isolation d’un défaut est réalisée par le biais d’une analyse de
l’évolution des différents résidus basée sur une logique dedécision. Une table des signatures
théoriques (tableau5.4) est dressée afin de caractériser l’évolution des résidusr i, j en présence
d’un défautδi affectant le système. Sur la table des signatures théoriques proposée, un “1” tra-
duit qu’il est certain que le défautδi affecte le résidur i, j , un “0” qu’il est certain que le défaut
δi n’affecte pas le résidur i, j et un “ ?” qu’il est impossible de se prononcer. Cette table des
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Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur

signatures, associée à une logique de décision, permet de prendre la meilleure décision.

La table des signatures est élaborée à partir des considérations suivantes :

1. L’observateur 1 reconstruit la sortie du multimodèle en utilisant seulement la sortiey1 et
toutes les entrées du système. Si cette sortie présente un défaut alors il y a une mauvaise
estimation de l’état et les résidusr i,1 peuvent être affectés. Il convient cependant de souli-
gner qu’il est difficile de prédire l’évolution de l’estimation d’état en présence d’un défaut
sur la sortiey1 en raison de la non-linéarité de l’observateur. En effet, des phénomènes
dits de compensation peuvent apparaître et les défauts s’entrouver masqués (les résidus
r i,1 pouvant rester nuls). Par conséquent, il est dangereux de seprononcer affirmativement
sur l’absence de défaut sur la sortiey1 en analysant la nullité des résidus (un “ ?” apparaît
sur la table des signatures).

2. Si la sortiey1 ne présente pas de défaut alors l’estimation d’état est correctement effec-
tuée. Par conséquent, en présence d’un défaut sur la sortiey2 le résidur2,1 est éloigné
de zéro (sensibilité au défautδ2) alors que le résidur1,1 demeure insensible à ce même
défaut. Il est alors possible de tirer une conclusion positive sur la présence d’un défautδ2

si les résidusr i,1 présentent simultanément la signature :r1,1 = 0 etr2,1 = 1.

Une démarche similaire est adoptée afin d’élaborer les signatures de l’observateur 2. Fi-
nalement, l’observateur 3 génère une mauvaise estimation d’état en présence d’un défaut de
capteurδi sur n’importe quelle sortie. La signature de cet observateur est difficile à déterminer
car l’évolution des résidusr i,3 est difficile à établir. Les résidus obtenus avec cet observateur
servent donc à confirmer (et non à prendre) une décision. Il convient de remarquer que si un
défaut apparaît simultanément sur les deux sorties alors ilest possible de les détecter mais non
de les localiser.

r1,1 r2,1 r1,2 r2,2 r1,3 r2,3

δ1 ? ? 1 0 ? ?
δ2 0 1 ? ? ? ?

Tableau 5.4 – Table des signatures théoriques

Comme illustré sur la figure5.15, le banc d’observateurs comporte trois observateurs P
conçus à partir du multimodèle établi au cours de la section5.3.2. Les gains des trois observa-
teurs sont respectivement donnés par :

K1 =







0.335
0.335
0.336
0.329







, K2 =







4.769
4.958
5.026
4.855







, K3 =







0.409 −1.109
0.163 2.578
0.354 −0.252
0.141 2.839







.

Un défaut est injecté sur chacune des sorties du bioréacteur. Le défaut injecté sur la sortie
y2(t) intervient àt = 625 et disparaît àt = 1240. Un autre défaut apparaît sur la sortiey1(t) à
t = 1880 et disparaît àt = 2380. Dans les deux cas, ils sont constitués d’un créneau d’ampli-
tude constante égale à 10% de l’amplitude maximale de chaquesortie. La figure5.16 illustre
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5.6. Application de l’estimation d’état au diagnostic

l’évolution des résidus générés par le banc d’observateurs.

La détection et la localisation des défauts de capteur sont effectuées grâce à l’analyse de
la configuration des résidusr i,1 et r i,2. En l’absence d’un défaut les résidus sont statiquement
nuls. Entre les instants 625≤ t ≤ 1240, les résidusr1,1 et r2,1 correspondent à la configura-
tion d’un défaut sur la sortiey2. Cette information est confirmée par les résidus générés avec
les deux autres observateurs. En appliquant un raisonnement similaire à la configuration des
résidusr1,2 et r2,2, il est possible de conclure qu’un défaut sur la sortiey1 apparaît entre les
instants 1880≤ t ≤ 2380. Les résidus évoluent conformément à la table des signatures qui per-
met d’accomplir correctement les tâches de détection et d’isolation des défauts de capteur du
bioréacteur. Toutefois, cette stratégie de diagnostic ne permet pas d’envisager la tâche d’identi-
fication du défaut, c.-à-d. l’estimation de l’évolution desdéfauts. Afin de répondre à cet objectif,
un observateur multi-intégral peut alors être utilisé.
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Figure 5.16 – Évolution des résidusr i, j

5.6.2 Génération des résidus à l’aide d’un observateur multi-intégral

Un banc d’observateurs suivant un schéma DOS a permis d’obtenir une structuration des résidus
et de procéder à la détection et à la localisation des défautsde capteur affectant le bioréacteur.

Un autre moyen de générer des résidus consiste à synthétiserun observateur à entrées in-
connues (c.f. section4.4), les défauts de capteur pouvant être considérés comme des entrées
inconnues du système que l’on cherche à reconstruire. Le recours à un observateur à entrées
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Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur

inconnues basé sur un principe multi-intégral permet une structuration des résidus sans faire
appel à un banc d’observateurs. En effet, l’observateur multi-intégral permet une estimation
simultanée de l’état du système et des entrées inconnues. Ilest alors possible d’utiliser directe-
ment l’estimation des entrées inconnues comme signal indicateur de défauts car en l’absence de
défaut (après convergence vers zéro du transitoire correspondant aux conditions initiales) leur
estimation est nulle et vice versa. Les défauts de capteurs agissant sur la mesure deS(t) etX(t)
sont notés respectivementη1(t) et η2(t).

L’observateur multi-intégral est conçu à partir des conditions LMI exposées dans le théo-
rème4.16. Il est ainsi possible de prendre en compte les effets d’un bruit sur l’erreur d’esti-
mation. Le bruit affecte seulement les sorties du système. Les matricesWc et Ẽ permettant de
caractériser l’influence de ce bruit respectivement sur lesmesures et sur l’état du multimodèle
sont données par :

Wc =
[
0.10 0.01

]T
, Ẽ = 0(4×1) . (5.10)

Les matricesV etD̃ permettant de caractériser l’influence des défauts respectivement sur les
mesures et sur l’état du multimodèle sont données par :

V =

[
1.0 0.0
0.0 1.0

]

, D̃ = 0(4×2) . (5.11)

Les défauts n’affectent que les sorties du système.

L’observateur multi-intégral synthétisé comporte deux actions intégrales. Les conditions du
théorème4.16sont satisfaites par

Ka =

[
−0.0077 0.0030 0.0076 −0.0102 1.3521 −0.0019 0.4013 −0.0023
0.0010 0.0011 −0.0012 −0.0013 −0.0040 1.5207 −0.0030 0.5295

]

,

P =















1.98 0.07 −0.16 −0.01 0.15 −0.01 −0.25 0.00
0.07 1.67 0.00 0.01 −0.02 0.05 0.01 −0.08
−0.16 0.00 3.50 0.04 0.36 0.00 −0.88 −0.01
−0.01 0.01 0.04 1.19 −0.17 −0.02 0.09 0.02
0.15 −0.02 0.36 −0.17 1.89 −0.00 −1.45 −0.00
−0.01 0.05 0.00 −0.02 −0.00 2.33 0.00 −1.50
−0.25 0.01 −0.88 0.09 −1.45 0.00 3.44 0.01
0.00 −0.08 −0.01 0.02 −0.00 −1.50 0.01 2.82















pour un niveau d’atténuation deγ = 0.60. Ce niveau d’atténuation est obtenu en considérant
une matriceH = [0(4×2) I(2×2) 0(2×2)]. La minimisation de l’influence du bruit ne porte que sur
l’erreur d’estimation des entrées inconnues, c’est-à-dire sur les résidus.

Sur la figure5.17 sont tracés les défauts injectés, de formes et de durées différentes, sur
les sorties du bioréacteur et leurs estimées. Ces derniers peuvent être considérés, dans une pro-
cédure de diagnostic, comme des indicateurs de défauts (c.-à-d. des résidus). Il convient de
remarquer que les résidus obtenus évoluent conformément aux évolutions des défauts de cap-
teur injectés et ce, en dépit d’une apparition simultanée des deux défauts àt = 620 (localisation
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5.6. Application de l’estimation d’état au diagnostic

possible des défauts simultanés). La tâche de surveillance(détection, localisation et identifica-
tion) peut être alors menée à partir d’une logique de décision simple basée sur l’évolution de
ces résidus.

Les sorties du bioréacteur et leurs estimées sont illustrées sur la figure5.18. Il est possible
d’apprécier sur cette figure la bonne qualité de la reconstruction obtenue en dépit des défauts af-
fectant les sorties du système. La robustesse de l’observateur proposé est ainsi mise en évidence.
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Figure 5.17 – Résidus générés par l’observateur multi-intégral
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Figure 5.18 – Comparaison entre le substrat carboné et son estimé (à gauche) et comparaison
entre la biomasse et son estimée (à droite)

Conclusion partielle et discussion

Dans cette section, il a été montré dans quelle mesure les outils d’estimation d’état proposés
peuvent répondre aux besoins de la surveillance d’un système. Deux stratégies de génération de
résidus ont été proposées : la première basée sur un banc d’observateurs et la deuxième sur un
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Chapitre 5. Etude de cas : identification, estimation et diagnostic d’un bioréacteur

observateur multi-intégral.

Il convient toutefois de remarquer que l’utilisation des multimodèles, peu importe leur struc-
ture, peut présenter certaines limites dans un contexte de détection des défauts de capteur ou
d’actionneur dans la mesure où les entrées et/ou les sortiesmesurables du système interviennent
directement dans les fonctions d’activation. Il s’avère alors impossible de supprimer l’une des
entrées ou l’une des sorties lors de l’élaboration des bancsd’observateurs. Il faut par conséquent
élaborer des multimodèles différents en fonction des défauts de capteur ou d’actionneur à traiter.
Pour répondre à ce problème, le recours à des multimodèles dont les fonctions d’activation dé-
pendent de l’évolution d’une grandeur interne du modèle (variables de décision non mesurables)
peut être envisagé. Toutefois, la manipulation mathématique de cette classe de multimodèles se
révèle bien plus complexe dans la mesure où l’observateur doit effectuer une estimation des
variables de décision (voirIchalal et al.[2008a,b]).

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, les différentes méthodes d’identification paramétrique et d’estimation d’état
proposées au cours des chapitres2, 3 et 4 ont été mises en œuvre à travers l’exemple d’un bio-
réacteur.

Différentes approches de modélisation ont permis, dans un premier temps, de caractériser
par un multimodèle découplé le comportement non linéaire dubioréacteur. Dans un deuxième
temps, des observateurs d’état ont été conçus à partir des modèles ainsi obtenus. L’exploitation
de ces algorithmes d’estimation d’état dans un contexte de surveillance des défauts de capteur
du bioréacteur a été illustrée. La faisabilité de ces méthodes a pu être mise en évidence et les
difficultés potentielles ont été signalées. Les résultats encourageants font de ce champ applicatif
une voie intéressante à explorer. Il est possible par exemple, sur la base des outils développés,
d’envisager l’analyse de la génération des résidus et la mise en place d’une logique de détection
à partir d’un seuil fixé, par exemple, par le niveau minimal d’atténuation garanti par l’observa-
teur dans le cas d’entrées inconnues bornées.

Comparer l’estimation d’état obtenue avec l’approche proposée aux estimations d’état ob-
tenues avec les techniques classiquement utilisées pour les bioréacteurs semble également une
perspective intéressante. Il convient néanmoins de préciser que la principale difficulté d’une
telle comparaison réside dans la définition de critères d’évaluation appropriés capables de prendre
en compte à la fois la qualité de l’estimation d’état et la perte de précision éventuellement in-
troduite lors de l’identification paramétrique du multimodèle.
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Chapitre 6. Perspectives

6.1 Introduction

Les perspectives ouvertes par les travaux présentés dans cemémoire de thèse sont nombreuses.
Le placement des valeurs propres de l’observateur dans une région du plan complexe (c.f. sec-
tion 3.4.3.1) soulève sans aucun doute un problème délicat et doit faire l’objet d’une attention
particulière. Une nouvelle écriture de la forme augmentée du multimodèle en mesure de ré-
pondre à ces difficultés est proposée dans ce chapitre.

Bien que dépassant le strict cadre des techniques d’estimation d’état, une solution au pro-
blème de l’estimation du mode actif du système est égalementproposée. En effet, de nombreux
systèmes peuvent être caractérisés par plusieurs régimes de fonctionnement. Il convient alors
de déterminer les changements de mode quand ils ne sont pas complètement maîtrisables afin
de connaître le régime de fonctionnement dans lequel le système évolue.

6.2 Nouvelles conditions de convergence exponentielle de l’er-
reur d’estimation

Le problème lié au placement des valeurs propres de la matriceAobs(t) définissant la dynamique
de l’erreur d’estimation, abordé au cours de la section3.4.3.1, trouve son origine dans la forme
augmentée du multimodèle. Plus précisément, ce problème provient de la forme particulière
adoptée par les matrices augmentéesÃetC̃i, définies en (3.8) et (3.23), qui interviennent dans les
conditions LMI proposées. En effet, la paire(Ã,C̃i) ne satisfait pas la propriété d’observabilité
en raison de la forme particulière des matricesÃ etC̃i :

Ã =











A1 0 0 0 0

0
... 0 0 0

0 0 Ai 0 0

0 0 0
... 0

0 0 0 0 AL











C̃i =
[
0 · · · Ci · · · 0

]
.

La perte de la propriété d’observabilité nuit au placement des valeurs propres de la matrice
Aobs(t). Afin de pallier ces difficultés, de nouvelles conditions de convergence de l’erreur d’es-
timation sont établies dans cette section.

L’idée repose sur une nouvelle écriture des matrices augmentées associées au multimodèle
découplé. Pour ce faire, on introduit une nouvelle matriceC̃0 de la forme :

C̃0 =
1
L

L

∑
i=1

C̃i , (6.1)

=
1
L

[
C1 C2 · · · CL

]
. (6.2)

En posant

C̃i = C̃i +C̃0−C̃0 , (6.3)

= C̄i +C̃0 , (6.4)
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6.2. Nouvelles conditions de convergence exponentielle del’erreur d’estimation

la matriceAobs(t) régissant la dynamique de l’erreur d’estimation s’écrit

Aobs(t) = Ã− K̃C̃(t) , (6.5)

= Ã−
L

∑
i=1

µi(t)K̃C̃i , (6.6)

= Ã− K̃C̃0−
L

∑
i=1

µi(t)K̃C̄i , (6.7)

où C̄i = C̃i − C̃0. Tous calculs faits, la convergence exponentielle de l’erreur d’estimation est
assurée si :

PAobs(t)+AT
obs(t)P+2αP < 0 , (6.8)

soit encore compte tenu de la nouvelle définition (6.7) deAobs(t)

PÃ−GC̃0−
L

∑
i=1

µi(t)GC̄i + ÃTP− (GC̃0)
T −

L

∑
i=1

µi(t)(GC̄i)
T +2αP < 0 , (6.9)

oùG = PK̃. Inégalité qui peut s’expliciter comme suit :

PÃ+ ÃTP−GC̃0− (GC̃0)
T − Ḡ∆(t) ¯̄C− (Ḡ∆(t) ¯̄C)T +2αP < 0 , (6.10)

où

Ḡ =
[
G· · ·G· · ·G

]
, ∆(t) =








µ1(t)I 0 · · · 0
0 µ2(t)I · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 µL(t)I








et ¯̄C =








C̄1

C̄2
...

C̄L








. (6.11)

Remarquons tout d’abord que∆T(t)∆(t) ≤ I dans (6.10). Il devient alors possible de faire appel
au lemme4.1, utilisé lors de la synthèse de l’observateur robuste vis-à-vis des incertitudes
paramétriques, afin de majorer les fonctions de pondérationapparaissant dans∆(t). Il découle
alors que

PÃ+ ÃTP−GC̃0− (GC̃0)
T +2αP+ ḠQ−1ḠT + ¯̄CTQ ¯̄C≤ 0 (6.12)

implique (6.10). Il est possible d’énoncer le théorème suivant en appliquant deux fois le com-
plément de Schur sur (6.12).

Théorème 6.1(MDC). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodèle découplé à temps
continu (3.7) et l’observateur à gain proportionnel(3.18), converge exponentiellement vers
zéro s’il existe deux matrices symétriques et définies positives P et Q et une matrice G vérifiant
la LMI suivante :





P(Ã+αI)+(Ã +αI)TP−GC̃0− (GC̃0)
T Ḡ ¯̄CTQ

ḠT −Q 0
Q ¯̄C 0 −Q



< 0 (6.13)

pour un taux de décroissanceα > 0 donné. Le gain de l’observateur est donné par K= P−1G.
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Chapitre 6. Perspectives

Il convient de remarquer que la paire(Ã,C̃0) intervenant dans le placement des valeurs
propres, bloc(1,1) dans (6.13), est maintenant observable à condition toutefois que les paires
(Ai ,Ci) associées à chaque sous-modèle le soient aussi. On entrevoit alors clairement l’intérêt
de l’introduction de la matricẽC0. En effet, le fait que la matricẽC0 soit de rang supérieur au
rang de la matricẽCi permet d’introduire des degrés supplémentaires de libertéparticulièrement
utiles au placement des valeurs propres de la matriceAobs(t). Un placement des valeurs propres
de la matriceAobs(t) dans une zone plus large du plan complexe devient dans ces conditions
possible et permet par exemple d’assurer une dynamique supérieure à celle du système.

Extension au placement des valeurs propres dans une région

La démarche exposée précédemment peut être aisément généralisée au placement des valeurs
propres dans une autre région du plan complexe. Il est par exemple possible de placer les valeurs
propres de la matriceAobs(t) à l’intérieur d’un cercle de rayonr. Tous calculs faits, la matrice
Aobs(t) estD-stable dans la régionD définie par un disque de rayonr et de centre(0,0) si et
seulement s’il existe une matrice symétrique et définie positive P satisfaisant la LMI suivante :

[
−rP PAobs(t)

AT
obs(t)P −rP

]

< 0 , P = PT > 0 (6.14)

qui compte tenu de la nouvelle définition deAobs(t) s’écrit
[
−rP PÃ−GC̃0

(∗) −rP

]

−

[

0 Ḡ∆(t) ¯̄C
(∗) 0

]

< 0 , P = PT > 0 (6.15)

ou encore
[
−rP PÃ−GC̃0

(∗) −rP

]

−

[
Ḡ
0

]

∆
[

0 ¯̄C
]

−

[
0
¯̄CT

]

∆T [ḠT 0
]
< 0 . (6.16)

A l’aide du lemme4.1, on montre que (6.17) implique (6.16) :
[
−rP PÃ−GC̃0

(∗) −rP

]

−

[
Ḡ
0

]

Q−1[ḠT 0
]
−

[
0
¯̄CT

]

Q
[

0 ¯̄C
]

< 0 . (6.17)

Puis en appliquant deux fois le complément de Schur, on obtient le théorème suivant.

Théorème 6.2(MDC). Les valeurs propres du système(3.26) à temps continu générant l’er-
reur d’estimation d’état entre le multimodèle découplé(3.7) et l’observateur(3.18) sont pla-
cées dans la régionD(r) := {z∈ C, |z| < r} du plan complexe s’il existe deux matrices symé-
triques et définies positives P et Q et une matrice G vérifiant la LMI suivante :







−rP PÃ−GC̃0 Ḡ 0
(∗) −rP 0 ¯̄CTQ
(∗) (∗) −Q 0
(∗) (∗) 0 −Q







< 0 (6.18)

pour un scalaire positif r donné. Le gain de l’observateur est donné parK̃ = P−1G.
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6.2. Nouvelles conditions de convergence exponentielle del’erreur d’estimation

Exemple 6.1(Exemple d’estimation d’état)
Dans l’exemple3.2, un observateur P a été conçu à partir des conditions LMI proposées par le
théorème3.7. Les valeurs propres de l’observateur sont placées dans un cercle centré à l’ori-
gine du plan complexe et de rayon r= 1.1 pour un taux de décroissance de l’erreur d’estimation
α = 0.15. Dans cet exemple, les performances dynamiques de l’erreurd’estimation ne peuvent
être améliorées dans la mesure où aucune solution capable desatisfaire l’ensemble des LMI
n’est trouvée pour un taux de décroissanceα > 0.15et/ou un rayon r< 1.1.

Il s’agit, à travers cet exemple, de montrer dans quelle mesure les conditions proposées
précédemment permettent d’améliorer les performances dynamiques de l’erreur d’estimation
lors de la synthèse de l’observateur. Une solution satisfaisant simultanément les conditions des
théorèmes6.1 et 6.2, pour un taux de décroissanceα = 0.19 et un rayon r= 0.9, est donnée
par :

P =













0.293 −0.423 0.003 −0.058 −0.054 0.030 −0.148
−0.423 1.527 0.095 −0.288 −0.127 0.198 −0.416
0.003 0.095 0.467 −1.006 −0.328 0.005 0.149
−0.058 −0.288 −1.006 2.471 0.986 0.024 −0.154
−0.054 −0.127 −0.328 0.986 0.758 0.054 0.041
0.030 0.198 0.005 0.024 0.054 0.378 −0.770
−0.148 −0.416 0.149 −0.154 0.041 −0.770 3.141













, (6.19)

Q =











1.275 −0.467 0.984 −0.631 0.821 −0.684
−0.467 1.347 −0.619 1.209 −0.696 1.148
0.984 −0.619 1.176 −0.449 0.919 −0.713
−0.631 1.209 −0.449 1.382 −0.701 1.113
0.821 −0.696 0.919 −0.701 1.339 −0.385
−0.684 1.148 −0.713 1.113 −0.385 1.443











, (6.20)

K̃ =

[
0.093 −0.018 0.054 0.213 −0.643 −0.070 −0.033
−0.178 −0.152 −0.697 −0.529 0.765 0.247 0.066

]T

. (6.21)

Comparées aux conditions d’existence3.7de l’observateur proposé dans l’exemple3.2, les
nouvelles conditions d’existence de l’observateur permettent :

1. d’améliorer la dynamique de l’observateur (taux de décroissance de l’erreur supérieur),

2. d’obtenir un degré d’amortissement plus faible (un rayonplus faible).

Il convient de remarquer que des taux supérieurs de décroissance de l’erreur peuvent être obte-
nus. Néanmoins, un taux de décroissance trop important entraîne inévitablement un grand gain
de l’observateur et accroît la sensibilité de l’erreur d’estimation aux bruits.

Autre condition de convergence basée sur le même principe

Il est possible de décliner la démarche de synthèse proposéedans la section précédente en vue
d’obtenir de nouvelles conditions de synthèse.
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Chapitre 6. Perspectives

Par exemple, une autre condition peut être obtenue en multipliant à droite et à gauche l’iné-
galité (6.9) par deux vecteursx1 etx2 puis en appliquant le changement de variables suivant :

pi = µi(t)Cix1 et qi = µi(t)Cix2 . (6.22)

L’inégalité (6.9) devient compte tenu du changement de variables :


















x1

x2

p1

q1

p2

q2
...

pL

qL


















T 
















Γ 0 −G 0 −G 0 . . . −G 0
0 Γ 0 −G 0 −G . . . 0 −G

−GT 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0

0 −GT ...
...

...
...

...
...

...
−GT 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0

0 −GT 0 . . . 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

−GT 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0
0 −GT 0 . . . 0 0 . . . 0 0



































x1

x2

p1

q1

p2

q2
...

pL

qL


















< 0, (6.23)

avec

Γ = P(Ã+αI)+(Ã +αI)TP−GC̃0− (GC̃0)
T . (6.24)

Maintenant les conditionsµT
i (t)µi(t)≤ 1 peuvent être remplacées par les conditions d’existence

deei
1, ei

2 etei
3 telles que

[
pi

qi

]T [
ei

1I ei
3I

ei
3I ei

2I

][
pi

qi

]

=

[
µi(t)C̄ix1

µi(t)C̄ix2

]T [
ei

1I ei
3I

ei
3I ei

2I

][
µi(t)C̄ix1

µi(t)C̄ix2

]

, (6.25)

≤

[
C̄ix1

C̄ix2

]T [
ei

1I ei
3I

ei
3I ei

2I

][
C̄ix1

C̄ix2

]

. (6.26)

La contrainteµT
i (t)µi(t) ≤ 1 pouri = 1, · · · ,L peut être à présent ajoutée dans (6.23) en faisant

appel à la S-procédure (voir l’annexeC). En appliquant la S-procédure sur (6.23) et (6.26), il
vient que


















x1

x2

p1

q1

p2

q2
...

pL

qL


















T 
















Γ1 Φ −G 0 −G 0 . . . −G 0
Φ Γ2 0 −G 0 −G . . . 0 −G

−GT 0 −e1
1I −e1

3I 0 0 . . . 0 0
0 −GT −ei

3I −ei
2I 0 0 . . . 0 0

−GT 0 0 0 −e2
1I −e2

3I . . . 0 0
0 −GT 0 0 −e2

1I −e2
3I . . . 0 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
−GT 0 0 0 0 0 . . . −eL

1I −eL
3I

0 −GT 0 0 0 0 . . . −eL
1I −eL

3I



































x1

x2

p1

q1

p2

q2
...

pL

qL


















< 0, (6.27)
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6.2. Nouvelles conditions de convergence exponentielle del’erreur d’estimation

avec

Φ =
L

∑
1

ei
3C̄

T
i C̄i , (6.28a)

Γ1 = P(Ã+αI)+(Ã +αI)TP−GC̃0− (GC̃0)
T +

L

∑
1

ei
1C̄T

i C̄i , (6.28b)

Γ2 = P(Ã+αI)+(Ã +αI)TP−GC̃0− (GC̃0)
T +

L

∑
1

ei
2C̄T

i C̄i . (6.28c)

Théorème 6.3(MDC). L’erreur d’estimation d’état, entre le multimodèle découplé à temps
continu (3.7) et l’observateur à gain proportionnel(3.18), converge exponentiellement vers
zéro s’il existe une matrice symétrique et définie positive P, une matrice G et des scalaires
ei

1,e
i
2,e

i
3 pour i = 1...L et un scalaire positifα vérifiant la LMI suivante :


















Γ1 Φ −G 0 −G 0 . . . −G 0
Φ Γ2 0 −G 0 −G . . . 0 −G

−GT 0 −e1
1I −e1

3I 0 0 . . . 0 0
0 −GT −ei

3I −ei
2I 0 0 . . . 0 0

−GT 0 0 0 −e2
1I −e2

3I . . . 0 0
0 −GT 0 0 −e2

1I −e2
3I . . . 0 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
−GT 0 0 0 0 0 . . . −eL

1I −eL
3I

0 −GT 0 0 0 0 . . . −eL
1I −eL

3I


















< 0 , (6.29)

où Φ, Γ1 et Γ2 sont définies en(6.28). Le gain de l’observateur est donné par K= P−1G.

Commentaires et conclusion partielle

Les nouvelles écritures semblent apporter une solution au problème du placement des valeurs
propres de l’observateur dans une région du plan complexe plus large. Une étude du conser-
vatisme des solutions obtenues à partir des conditions proposées par les théorèmes6.1 et 6.3
ouvre une perspective intéressante permettant d’évaluer l’intérêt de chaque condition. Il pour-
rait s’avérer particulièrement pertinent d’évaluer dans quelle mesure ces conditions introduisent
des degrés de liberté supplémentaires.

Il est par ailleurs possible d’envisager d’autres stratégies de synthèse en mesure d’assurer la
convergence vers zéro de l’erreur d’estimation. A titre d’exemple, l’idée qui consiste à concevoir
un observateur pour chaque sous-modèle à l’aide d’outils standards en considérant l’apport des
autres sous-modèles comme une perturbation à atténuer ou une entrée inconnue à découpler
semble une voie à explorer.
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Chapitre 6. Perspectives

6.3 Reconnaissance du mode actif

Dans le cadre de la représentation multimodèle destinée au diagnostic des systèmes, deux ten-
dances ressortent : la première où chaque sous-modèle représente le comportement du système
dans une zone de fonctionnement et la seconde où chaque sous-modèle représente un mode
défaillant du système.

Dans ce dernier contexte, la stratégie de diagnostic consiste à déterminer précisément le
passage d’un sous-modèle vers un autre et ce, afin de connaître l’instant où le système aban-
donne son comportement normal. Sur un plan pratique, cela revient donc à estimer l’évolution
temporelle des fonctions poids en supposant que l’ensembledes modes (sous-modèles) de fonc-
tionnement du système est parfaitement répertorié et modélisé.

Bon nombre de travaux réalisés dans le cadre de systèmes à commutation comportant un
vecteur d’état unique portent sur ce problème (voir par exemple la thèse deDomlan[2006]).
Or, un comportement défaillant du système peut entraîner une modification de la dimension
de ses vecteurs d’état. Il semble alors intéressant de recourir à un multimodèle découplé pour
modéliser ce type de comportement. Une solution à ce problème en temps discret a été récem-
ment proposée parKanev et Verhaegen[2006]. Leur approche consiste à considérer un horizon
d’observation fini[k,k+ h] et à obtenir une matrice de projection afin d’éliminer les états in-
connus de chaque sous-modèle et de ne conserver que les relations entre l’entrée et la sortie du
multimodèle.

Nous adoptons une démarche différente qui semble en mesure d’apporter une solution rela-
tivement simple et satisfaisante à ce problème. Considéronsun multimodèle MISO pour lequel
la sortie globale est donnée par

y(t) =
L

∑
i=1

µi(t)yi(t) , (6.30)

où µi(t) sont les fonctions de pondération qui respectent les propriétés de somme convexe et
yi(t) les sorties des sous-modèles. Les différents modes de fonctionnement du système sont
bien répertoriés et leurs modèles parfaitement connus. De ce fait, les sorties des sous-modèles
peuvent être obtenues par simulation de leur modèle en utilisant le signal d’entrée appliqué au
système. L’équation (6.30) peut alors s’écrire sous la forme :

y(t) =
[
µ1(t) · · · µL(t)

]






y1(t)
...

yL(t)




= θ T(t)ϕ(t) , (6.31)

où θ ∈ R
L est le vecteur contenant les paramètres inconnus (les fonctions poids) etϕ ∈ R

L le
vecteur régresseur. Il est alors possible d’obtenir une estimation des fonctions poids à l’aide par
exemple de l’algorithme des moindres carrés. Il convient toutefois de remarquer que l’estima-
tion doit se faireen ligneen faisant appel à un algorithme de moindres carrés récursifs. Les
différentes versions de cet algorithme rencontrées dans lalittérature lui confèrent différentes
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6.3. Reconnaissance du mode actif

propriétés de stabilité. La version la plus classique étant:

e(t) = y(k)− θ̂(k−1)Tϕ(k) , (6.32a)

F(k) = λ−1
{

F(k−1)−
F(k−1)ϕ(k)ϕT(k)F(k−1)

λ +ϕT(k)F(k−1)ϕ(k)

}

, (6.32b)

θ̂(k) = θ̂(k−1)+
F(k)ϕ(k)e(t)

λ +ϕT(k)F(k−1)ϕ(k)
, (6.32c)

oùF(k) est une matrice symétrique et définie positive avecF(0) = F0 = FT
0 > 0 et 0.9 < λ ≤ 1

un facteur d’oubli qui permet d’accorder plus ou moins d’importance aux mesures récentes et
passées.

Cet algorithme des moindres carrés récursifs est optimal au sens de la minimisation de
l’écart quadratique entre les mesures et le modèle. De ce fait, aucune contrainte n’est introduite
lors de la phase d’optimisation. Toutefois, les estimées des fonctions de pondération doivent
respecter les propriétés de somme convexe :

L

∑
i=1

µi(ξ (k)) = 1 et 0≤ µi(ξ (k)) ≤ 1, ∀i = 1, · · · ,L, ∀k . (6.33)

Il est possible de constater que, compte tenu des propriétésdes fonctions poids, seulementL−1
paramètres doivent être estimés. En effet, une fonction de pondération peut être obtenue à partir
desL−1 autres estimations des fonctions poids :µ1(t) = 1−µ2(t) · · ·−µL(t). Il est également
possible de remplacer la recherche directe des paramètresθ par la recherche d’une fonction
f (θ) en mesure de garantir la recherche des fonctions poids dans l’intervalle [01].

Exemple 6.2(Exemple de reconnaissance du mode actif)
Soit un système à temps discret comportant un mode de fonctionnement normal décrit par

An =

[
−0.1 0.5
0.8 −0.1

]

, Bn =

[
1.0
3.0

]

, Cn =
[
1.0 2.0

]
(6.34)

et un mode défaillant décrit par

An = 0.1, Bn = 5.0, Cn = 2.0. (6.35)

Il s’agit alors d’obtenir une estimation du mode actif du système. Il convient de remarquer que
seul un paramètre doit être estimé. En effet, compte tenu despropriétés de somme convexe des
fonctions poids alorsµ1(t) = 1− µ2(t). Il suffit d’estimer par exempleµ2(t) pour obtenir une
estimée deµ1(t).

Les figures6.1 et 6.2 illustrent la reconnaissance du mode actif dans deux situations dif-
férentes. Dans la première situation, le changement entre les deux modes de fonctionnement
est opéré brusquement (commutation entre les modes). Dans la seconde, le passage entre les
modes se fait progressivement. Il est possible de constaterqu’en l’absence d’un bruit de mesure
la reconnaissance du mode actif est bien effectuée dans les deux situations. En revanche, si un
bruit est présent sur la sortie du système l’estimation du mode actif est plus ou moins dégradée
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Chapitre 6. Perspectives

selon le facteur d’oubli utilisé. En effet, un facteur d’oubli proche de 1 permet d’obtenir une
estimation plus robuste au bruit, en dépit cependant d’une adaptation plus lente du paramètre à
estimer. Un compromis entre la sensibilité au bruit et le suivi du paramètre à estimer doit donc
être établi.
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Figure 6.1 – Reconnaissance du mode actif lors d’un changement brusque sans bruit de mesure
(à gauche) et avec bruit de mesure (à droite)
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Figure 6.2 – Reconnaissance du mode actif lors d’un changement progressif sans bruit de me-
sure (à gauche) et avec bruit de mesure (à droite)

Commentaires et conclusion partielle

La recherche du mode actif d’un système pose un problème délicat. Elle ouvre néanmoins
d’intéressantes perspectives dans un contexte de surveillance des systèmes. En effet, le recours
au multimodèle découplé revêt dans ce contexte deux avantages principaux :

1. les modes du système peuvent comporter un nombre d’états différents,
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6.3. Reconnaissance du mode actif

2. le multimodèle est linéaire par rapport aux paramètres à estimer (les fonctions poids).

Grâce à ce deuxième avantage, l’algorithme des moindres carrés récursifs peut servir à estimer
l’évolution des fonctions poids associées aux différents modes de fonctionnement du système.

Par la suite, l’étude de la reconnaissance du mode actif à l’aide d’un multimodèle découplé
est susceptible de porter sur l’analyse de la sensibilité del’algorithme vis-à-vis des bruits de
mesure et des incertitudes paramétriques du système. Le recours au filtre de Kalman peut être
une solution en mesure de fournir une estimation des fonctions poids. L’estimation simultanée
de l’état et des fonctions poids constitue également une piste à explorer à l’aide, par exemple,
des techniques dites des sous-espaces.
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Conclusion générale

Les résultats proposés à l’issue de ce travail de recherche apportent une contribution aux mé-
thodes d’estimation d’état et à leur application au diagnostic des systèmes (a priori non li-
néaires) représentés par des multimodèles. Dans ce contexte de modélisation, pleinement re-
connu aujourd’hui, deux structures essentielles de multimodèles peuvent être distinguées selon
que les sous-modèles partagent ou non le même vecteur d’état. La première structure, à savoir
le multimodèle de Takagi-Sugeno, a été à l’origine de nombreux développements dans divers
domaines de l’automatique tels que l’identification, la commande ou l’estimation d’état. En re-
vanche, peu d’études théoriques portant sur l’estimation d’état à partir de la seconde structure
de multimodèle, à savoir le multimodèle découplé, semblentavoir été menées. Ce constat nous
a conduit à privilégier l’étude de ce multimodèle dans le cadre de la synthèse d’observateurs
d’état. Le principal intérêt d’un observateur élaboré à partir d’un multimodèle découplé réside
dans le fait qu’il permet, contrairement à un observateur conçu à partir d’un modèle de Takagi-
Sugeno, le recours à un vecteur d’état de dimension différente pour chaque sous-modèle. Il
devient ainsi possible d’adapter, lors de la phase d’identification, la complexité de chaque sous-
modèle à la complexité du comportement dynamique du systèmedans ses différentes zones
de fonctionnement. L’introduction d’un tel degré de flexibilité favorise la généralité du mul-
timodèle découplé, en particulier lors de la modélisation de systèmes dont la structure peut
comporter des changements.

Avant de nous pencher sur le problème posé par l’estimation d’état, nous avons présenté
au cours du premier chapitre les principes de l’approche multimodèle et les deux structures
de multimodèles classiquement utilisées. Le second chapitre a exposéune approche paramé-
trique d’identification de type boîte noire basée sur le multimodèle découplé [Orjuela et al.,
2006a,b]. Un phénomène dit de “décrochage” susceptible de nuire à laqualité de l’approxima-
tion du multimodèle a été mis en évidence. Son origine a été établie et une solution, basée sur
l’introduction de trois filtres passe-bas dans la structuredu multimodèle, a été suggérée afin de
l’éliminer.

La principale contribution de ce travail de recherche apparaît au cours des troisième et qua-
trième chapitres, tous deux portant sur lasynthèse d’observateurs d’étatd’un système repré-
senté par un multimodèle découplé. L’approche proposée estintéressante en ce sens qu’elle se
démarque, par l’utilisation de cette structure, des approches multimodèles employées jusqu’à
présent. Le travail réalisé fournit une preuve théorique dela convergence de l’erreur d’estima-
tion d’état pour des observateurs à temps continu et à temps discret. Cet aspect constitue un
point original qui permet de se démarquer d’autres travaux relatifs à l’estimation d’état des sys-
tèmes représentés par un multimodèle découplé.
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Conclusion générale

Au cours du troisième chapitre, le problème lié à l’estimation d’état a été initialement abordé
en considérant unobservateur à gain proportionneldont les conditions d’existence, dans le
cas continu [Orjuela et al., 2007c, 2008e] et dans le cas discret [Orjuela et al., 2007e], ont été
proposées sous la forme d’un ensemble d’inégalités linéaires matricielles. Une extension de
cette approche aux multimodèles comportant un retard sur lasortie a également été proposée
[Orjuela et al., 2007b].

Ces résultats ont été, dans le quatrième chapitre, généralisés dans un contexte d’estimation
d’état robustevis-à-vis des perturbations [Orjuela et al., 2008b], des incertitudes paramétriques
[Orjuela et al., 2008a] et des entrées inconnues. Toutefois, il a été constaté que le réglage du gain
de l’observateur à gain proportionnel réalisé de manière à obtenir un bon niveau d’atténuation
des perturbations sans dégrader les performances dynamiques de l’observateur pouvait s’avérer
délicat. Afin de surmonter cette difficulté, le recours à unobservateur à gain proportionnel-
intégral a été suggéré [Orjuela et al., 2007a,d, 2008d]. Cette forme d’observateur se révèle
intéressante dans la mesure où elle offre au concepteur des degrés de liberté supplémentaires
permettant de parvenir à un bon compromis entre les performances et le niveau d’atténuation
de l’observateur. Enfin, le problème soulevé par l’estimation simultanée de l’état et des en-
trées inconnuesa été abordé au moyen d’unobservateur multi-intégral, une généralisation
de l’observateur PI proposé dans [Orjuela et al., 2008c]. Il permet d’apporter une solution à
ce problème lorsque les entrées inconnues prennent une forme polynomiale (échelon, rampe,
etc.). Par ailleurs, la synthèse de ce type d’observateur nesemble pas avoir été proposée dans
un contexte multimodèle.

Dans le dernier chapitre, l’exemple académique d’un bioréacteur a permis d’illustrer la mise
en pratique des résultats obtenus, depuis la phase d’identification jusqu’à la phase de diagnostic
à base d’observateurs.

Les résultats proposés dans cette thèse ouvrent de multiples perspectives :

⋄ Le problème de l’identification paramétrique des systèmes non linéaires demeure un do-
maine à explorer à l’appui de la structure multimodèle proposée. L’analyse du partition-
nement optimal de l’espace de fonctionnement du système et l’obtention des dimensions
des sous-modèles pourraient constituer deux points importants à approfondir.

⋄⋄ Une réécriture du multimodèle découplé permettrait de surmonter le problème lié au pla-
cement des valeurs propres de l’observateur dans un domainedu plan complexe plus
large. Ce placement serait par exemple en mesure d’améliorerla dynamique de l’obser-
vateur vis-à-vis de celle du système. La nouvelle écriture présentée dans le chapitre6
semblerait en ce sens offrir d’intéressantes perspectives.

⋄ Les résultats obtenus dans un contexte de diagnostic des systèmes mériteraient d’être da-
vantage exploités. L’étude en particulier de la sensibilité de la reconstruction de l’état
vis-à-vis des incertitudes paramétriques, des perturbations et des défauts permettrait d’in-
diquer les défauts auxquels les résidus générés seraient sensibles.

⋄ La conception de l’observateur à gain multi-intégral, proposée dans la section4.4, pour-
rait être modifiée en remplaçant les actions intégrales pures par des filtres de structures
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plus générales. Ces extensions favoriseraient sans doute laprise en compte de nouvelles
formes d’entrées inconnues plus générales que les formes polynomiales déjà utilisées.
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A
Calcul des fonctions de sensibilité pour le

multimodèle modifié

La structure modifiée du multimodèle, illustrée sur la figure2.9, est donnée par :

û(t) = F2(q
−1)u(t) , (A.1a)

ũ(t) = F1(q
−1)u(t) , (A.1b)

xi(t +1) = Ai(θi)xi(t)+Bi(θi)ũ(t)+Di(θi) , (A.1c)

yi(t) = Ci(θi)xi(t) , (A.1d)

ỹ(t) =
L

∑
i=1

µi(ξ (t))yi(t) avec ξ (t) = û(t) , (A.1e)

y(t) = F3(q
−1)ỹ(t) , (A.1f)

où y(t) est la nouvelle sortie du multimodèle. Les trois filtres sontdonnés, dans le cas SISO,
respectivement par :

F1 =
AF1(q

−1)

BF1(q
−1)

, F2 =
AF2(q

−1)

BF2(q
−1)

et F3 =
AF3(q

−1)

BF3(q
−1)

, (A.2)

où q−1 est l’opérateur retard etAF1, BF1, AF2, BF2, AF3 et BF3 sont des polynômes enq−1. Re-
marquons que la représentation entrée/sortie des trois filtres peut être facilement remplacée par
une représentation d’état. Les filtresF1, F2 et F3 seront désignés respectivement parfiltre de
l’entrée, filtre de la variable de décisionetfiltre de la sortie.

Le nouveau vecteurθ contenant les paramètres du multimodèle à estimer est définipar :

θ̃ =
[
θ θF1 θF2 θF3

]T
, (A.3)
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Annexe A. Calcul des fonctions de sensibilité pour le multimodèle modifié

où θ , défini en (2.6), est le vecteur contenant les paramètres des sous-modèleset θF1, θF2 et θF3

sont les vecteurs contenant les paramètres scalairesθFi ,q relatifs aux trois filtres :

θFi =
[
θFi ,1 · · · θFi ,q · · · θFi ,qFi

]T
, i = 1,2,3 . (A.4)

Dans un souci de simplicité, une représentation multimodèle SISO est considérée. Les fonc-
tions de sensibilité sont calculées à partir du critère global défini par :

JG =
1
2

N

∑
k=1

(y(t)−ys(t))
2 . (A.5)

Remarquons que tous les résultats peuvent être facilement généralisés au cas multivariable et
au critère local ou mixte.

Calcul des fonctions de sensibilité

Le vecteur gradient GG s’obtient en dérivant le critère global par rapport aux paramètresθ , soit :

GG =
∂JG

∂θ
=

N

∑
k=1

ε(t)
∂y(t)
∂θ

, (A.6)

avec

∂y(t)
∂θ

=
∂F3(q−1)

∂θ
ỹ(t)+F3(q

−1)
∂ ỹ(t)
∂θ

. (A.7)

Le découplage entre les différents paramètres du multimodèle permet de distinguer quatre
grandes familles de fonctions de sensibilité. Les trois premières concernent les fonctions de
sensibilité par rapport aux paramètres des trois filtres. Laquatrième concerne les fonctions de
sensibilité par rapport aux paramètres des sous-modèles.

Le calcul du premier terme de gauche de (A.7) peut alors se faire indépendamment du calcul
du deuxième terme. En effet, les paramètresθF3 du filtre F3 sont complètement découplés des
autres paramètres du multimodèle.

Calcul des fonctions de sensibilité par rapport aux paramètres du filtre F3

Cette section ne porte que sur le calcul du premier terme de gauche de (A.7) par rapport àθF3 (le
calcul du deuxième terme de gauche de (A.7) fera l’objet des sections suivantes). Il est possible
en effet de dissocier le calcul de ces fonctions de sensibilité du calcul des autres fonctions de
sensibilité compte tenu du découplage entre les paramètresθF3 du filtre F3 et les autres para-
mètres du multimodèle.

La fonction de sensibilité du filtreF3 par rapport aux paramètres inconnusθF3 est donnée
par :

∂y(t)
∂θF3

=
∂F3(q−1)

∂θF3

ỹ(t) . (A.8)
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Le calcul de∂F3(q−1)
∂θF3

s’obtient par dérivation partielle des équations décrivant le comporte-

ment dynamique du filtreF3.

Calcul des fonctions de sensibilité par rapport aux paramètres du filtre F2

On ne s’intéresse ici qu’au calcul du deuxième terme de gauche de (A.7) en considérant le
nouveau vecteur de paramètres :

θ̃1 =
[
θ θF1 θF2

]T
. (A.9)

Les fonctions de sensibilité de la sortie du multimodèley(t) par rapport aux paramètresθ̃1 sont
données par :

∂y(t)

∂ θ̃1
= F3(q

−1)
∂ ỹ(t)

∂ θ̃1
, (A.10)

= F3(q
−1)

L

∑
i=1

∂ µi(û(t))

∂ θ̃1
yi(t)+F3(q

−1)
L

∑
i=1

µi(û(t))
∂yi(t)

∂ θ̃1
. (A.11)

Il est également possible, afin de réduire la complexité des calculs, de dissocier le calcul des
fonctions de sensibilité relatives au filtre de la variable de décisionF2 du calcul de celles rela-
tives aux autres paramètres du multimodèle. En ne considérant que les paramètresθF2 associés
au filtreF2, l’expression (A.11) devient alors :

∂y(t)
∂θF2

= F3(q
−1)

L

∑
i=1

∂ µi(û(t))
∂θF2

yi(t) . (A.12)

Si les fonctions de pondérationµi(.) sont obtenues à partir de :

µi(û(t)) = ωi(û(t))/
L

∑
j=1

ω j(û(t)) , (A.13)

ωi(û(t)) = exp
(

−(û(t)−ci)
2/σ2

)

(A.14)

alors les fonctions de sensibilité∂ µi(û(t))
∂θF2

dans (A.12) peuvent s’expliciter comme suit :

∂ µi(û(t))
∂θF2,q

=
∂ωi(û(t))

∂θF2,q

1
L
∑
j=1

ω j(û(t))
−

ωi(û(t))

{
L
∑
j=1

ω j(û(t))}2

L

∑
j=1

∂ω j(û(t))

∂θF2,q
, i = 1, · · · ,L , (A.15)

où

∂ωi(û(t))
∂θF2,q

= −2

(
û(t)−ci

σ2

)

ωi(û(t))
∂ û(t)
∂θF2,q

. (A.16)

Le calcul de ∂ û(t)
∂θF2,q

s’obtient par dérivation partielle des équations décrivant le comportement

dynamique du filtreF2.
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Annexe A. Calcul des fonctions de sensibilité pour le multimodèle modifié

Calcul des fonctions de sensibilité par rapport aux paramètres du filtre F1

On ne s’intéresse ici qu’au calcul du deuxième terme de gauche de (A.11) en considérant le
nouveau vecteur de paramètres :

θ̃2 =
[
θ θF1

]T
. (A.17)

Les fonctions de sensibilité de la sortie du multimodèley(t) par rapport aux paramètresθ̃2 sont
données par :

∂y(t)

∂ θ̃2
= F3(q

−1)
L

∑
i=1

µi(û(t))
∂yi(t)

∂ θ̃2
. (A.18)

Les fonctions de sensibilité∂yi(t)
∂ θ̃2

dans (A.18) peuvent être dissociées en appliquant le même
principe de découplage. Les fonctions de sensibilité par rapport aux paramètresθF1 du filtre F1

sont données par

∂yi(t)
∂θF1,q

= Ci(θi)
∂xi(t)
∂θF1,q

, (A.19)

avec

∂xi(t +1)

∂θF1,q
= Ai

∂xi(t)
∂θF1,q

+Bi
∂ ũ(t)
∂θF1,q

. (A.20)

Le calcul de ∂ ũ(t)
∂θF1,q

s’obtient par dérivation partielle des équations décrivant le comportement

dynamique du filtreF1.

Calcul des fonctions de sensibilité par rapport aux paramètres des sous-modèles

Les fonctions de sensibilité par rapport aux paramètresθ des sous-modèles sont données
par

∂yi(t)
∂θp,q

=
∂Ci

∂θp,q
xi(t)+Ci

∂xi(t)
∂θp,q

, p = 1, · · · ,L, q = 1, · · · ,qp , (A.21)

avec

∂xi(t +1)

∂θp,q
=

∂Ai

∂θp,q
xi(t)+Ai

∂ x̂i(t)
∂θp,q

+
∂Bi

∂θp,q
ũ(t)+

∂Di

∂θp,q
. (A.22)
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B
Théorie de Lyapunov

Cette annexe s’inspire de la présentation proposée parChadli[2002].
Soit un système non linéaire autonome décrit par

ẋ(t) = f (x(t)) , (B.1)

avec f (x(t)) ∈ C1 : R
n → R

n.
Ce système est dit en équilibre autour dex0 si, en l’absence d’influence externe, son état ne

varie pas au cours du temps ;x0 est alors appelé point d’équilibre.

Si f (x0) = 0, ∀t alorsx0 est appelé point d’équilibre du système.

Différentes définitions de la stabilité du système (B.1) peuvent être établies. Ces définitions
utilisent la notion de fonctions de classeκ et κ∞. Une fonction continueα(r) : [0,a) → [0,∞)
est dite de classeκ si elle est strictement croissante et nulle à l’origineα(0) = 0. Si a = ∞ et
limr→∞α(r) = ∞ alors la fonctionα est dite de classeκ∞.

Soit une fonction scalaireV(x(t)) ∈C1 telle que

α1(x(t)) ≤V(x(t)) ≤ α2(x(t)), ∀‖x‖ < d (B.2)

où α1(.) et α2(.) sont des fonctions de classeκ définies sur[0,d) ,d ∈ R
+.

• Si ∂V(x)
∂x f (x) ≤ 0, ‖x‖ < d alors le point d’équilibre(x0 = 0) du système (B.1) est loca-

lement stable (il est globalement stable si, de plus,d = ∞ et les fonctionsα1(.) et α2(.)
sont des fonctions de classeκ∞).

• Si ∂V(x)
∂x f (x) ≤ −α0(‖x‖), ‖x‖ < d avecα0(.) fonction de classeκ définie sur[0,d),

alors le point d’équilibre du système (B.1) est localement asymptotiquement stable.
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Annexe B. Théorie de Lyapunov

• Si ∂V(x)
∂x f (x) ≤−α0(‖x‖), ‖x‖(d = ∞) et les fonctionsα1(.) et α2(.) sont des fonctions

de classeκ∞ alors le point d’équilibre du système (B.1) est globalement asymptotique-
ment stable.

• Si ∂V(x)
∂x f (x) ≤−α0(‖x‖), ‖x‖(d = ∞) et les fonctionsα1(.) et α2(.) sont des fonctions

de classeκ∞ de la forme

α1(‖x‖) = a‖x‖p , α2(‖x‖) = b‖x‖p , α3(‖x‖) = c‖x‖p , (B.3)

telles quea,b,c≥ 0, p≥ 1, alors le point d’équilibre du système (B.1) est globalement
exponentiellement stable.
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C
Outils LMI

Outils LMI

Les méthodes LMI reposent sur la formulation d’un problème donné sous la forme d’un pro-
blème d’optimisation avec un objectif linéaire et des contraintes sous la forme d’Inégalités
Linéaires Matricielles (LMI). Une contrainte LMI en un vecteurx∈ R

m est de la forme

F(x) = F0 +
m

∑
i=1

xiFi ≥ 0 , (C.1)

où les matrices symétriquesFi = FT
i ∈ R

N×N, i = 1, · · · ,m, sont données.

Complément de Schur

Soient trois matricesR(x) = RT(x), Q(x) = QT(x) etS(x) affines par rapport à la variablex.
Les LMI suivantes sont équivalentes :

1.

[
Q(x) S(x)
ST(x) R(x)

]

> 0 ,

2. R(x) > 0, Q(x)−S(x)R−1(x)ST(x) > 0 ,

3. Q(x) > 0, R(x)−ST(x)Q−1(x)S(x) > 0 .

S-procédure

Cette procédure permet d’approcher un ensemble de contraintes convexes ou non par une
contrainte convexe.

Lemme C.1 (S-procédure). Soient g0, · · · ,gp des fonctions quadratiques dépendantes des va-
riablesξ ∈ R

m :

gi(ξ ) =

[
ξ
1

]T

Fi

[
ξ
1

]

, i = 0, · · · , p , (C.2)
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Annexe C. Outils LMI

où Fi = FT
i . La condition suivante en g0, · · · ,gp

g0(ξ ) ≥ 0, pour tout ξ tel que gi(ξ ) ≥ 0 , i = 0, · · · , p , (C.3)

est vérifiée s’il existe des scalairesτi ≥ 0, i = 0, · · · , p, tels que

F(τ) = F0 +
p

∑
i=1

τiFi ≥ 0 . (C.4)

Si p= 1 alors la réciproque est également vraie étant donné qu’il y aun ξ0 tel que g1(ξ0) > 0.
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Résumé : Nombreux sont les problèmes classiquement rencontrés dans les sciences de l’ingé-
nieur dont la résolution fait appel à l’estimation d’état d’un système par le biais d’un observateur.
La synthèse d’un observateur n’est envisageable qu’à la condition de disposer d’un modèle àla fois
exploitable et représentatif du comportement dynamique du système. Or, la modélisation du système
et la synthèse de l’observateur deviennent des tâches difficiles à accomplir dès lors que le compor-
tement dynamique du système doit être représenté par un modèle de nature non linéaire.Face à ces
difficultés,l’approche multimodèlepeut être mise à profit.
Les travaux présentés dans cette thèse portent sur les problèmes soulevés par l’identification, l’esti-
mation d’état et le diagnostic de systèmes non linéaires représentés à l’aide d’unmultimodèle décou-
plé. Ce dernier, composé de sous-modèles qui peuvent être de dimensions différentes, estdoté d’un
haut degré de généralité et de flexibilité et s’adapte particulièrement bien à la modélisation des sys-
tèmes complexes à structure variable. Cette caractéristique le démarque des approches multimodèles
plus conventionnelles qui ont recours à des sous-modèles de même dimension.
Après une brève introduction à l’approche multimodèle, le problème de l’estimationparamétrique
du multimodèle découplé est abordé. Puis sont présentés des algorithmes de synthèse d’observateurs
d’état robustes vis-à-vis des perturbations, des incertitudes paramétriques et des entrées inconnues
affectant le système. Ces algorithmes sont élaborés à partir de trois types d’observateurs dits à gain
proportionnel, à gain proportionnel-intégral et à gain multi-intégral. Enfin, les différentes phases
d’identification, de synthèse d’observateurs et de génération d’indicateurs de défauts sont illustrées
au moyen d’un exemple académique de diagnostic du fonctionnement d’un bioréacteur.

Mots-clés :Systèmes non linéaires, approche multimodèle, multimodèle découplé, estimation d’état
robuste, observateurs d’état, entrées inconnues, identification paramétrique, diagnostic

Abstract: The state estimation of a system, with the help of an observer, is largely used in
many practical situations in order to cope with many classic problems arising in control engineering.
The observer design needs an exploitable model able to give an accurate descriptionof the dynamic
behaviour of the system. However, system modelling and observer design can not easily be accom-
plished when the dynamic behaviour of the system must be described by non linear models. The
multiple model approachcan be used to tackle these difficulties.
This thesis deals with black box modelling, state estimation and fault diagnosisof nonlinear systems
represented by adecoupled multiple model. This kind of multiple model provides a high degree of
generality and flexibility in the modelling stage. Indeed, the decoupled multiple model is composed
of submodels which dimensions can be different. Thus, this feature is a significant difference between
the decoupled multiple model and the classical used multiple model where all the submodels have
the same dimension.
After a brief introduction to the multiple model approach, the parametric identification problem of a
decoupled multiple model is explored. Algorithms for robust observers synthesis withrespect to per-
turbations, modelling uncertainties and unknown inputs are afterwards presented. These algorithms
are based on three kinds of observers called proportional, proportional-integral and multiple-integral.
Lastly, identification, observers synthesis and fault sensitivity signals generation are illustrated via a
simulation example of a bioreactor.

Keywords: Non linear systems, multiple model approach, decoupled multiple model, robust state
estimation, observers, unknown inputs, black box modelling, faults diagnosis
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