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X>0 MatriceX symétrique, définie positive
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X1 Inverse deX

Amin(X) (Amax(X)) Valeur propre minimale (resp. maximale) Xe
{S*u 2122] Matrice symétrique dont le symboleeprésent«é‘{2
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Introduction générale

"Un homme estla somme de ses actes, de ce qu'il fait, de ce qu'il peutRé@n d’'autre.”
“La condition humaine” - André Malraux

1 Présentation générale

La maitrise des processus technologiques est trés sowmie difficile en raison d’'un
nombre important de perturbations difficile a caractéretea prévoir. En dépit de ces pertur-
bations, les performances des processus doivent étretigaramsi que le respect des missions
qui ont été assignées a ces processus. Les enjeux actuésitdenbtiques sont donc essen-
tiellement I'optimisation de performances et la surveitla des processus qui répondent res-
pectivement aux demandes croissantes en termes de rertadBexpioitation et de sécurité des
installations et des opérateurs. Ces objectifs se tradumane besoin de loi de commande
plus efficaces et par I'intégration de modules de survaibasophistiqués. L'un comme l'autre
requierent la collecte d’une information précise et congptpiant a I'état du processus a com-
mander et surveiller.

Les solutions apportées a ces problémes passent pghase de modélisatiorisant a ob-
tenir une représentation fidéle du comportement du systemsderé. Un modéle non linéaire
s’avere plus adapté a offrir une bonne représentation Eoplupart des processus réels, par
rapport a un modeéle linéaire qui reste valable sur une zasezasstreinte de I'espace de fonc-
tionnement. Malheureusement, I'utilisation d’'un modéba tinéaire dans différents contextes
(identification, estimation, commande et diagnostic) eet/plus difficile et plus délicate que
celle d'un modéle linéaire. Une technique de modélisationpgrmet de représenter un sys-
teme non linéaire et qui permet l'utilisation des techngjadaptées aux modeéles linéaires est
I'approche multimodeéle. Son principe est basé sur la detsen du fonctionnement du systeme
dans différentes parties de I'espace de fonctionnememt sigtéme non linéaire a l'aide de
modeles simples souvent linéaires, appelés sous-modela@s contributions relatives dans la
description du modele global se réalise grace a une intipolqui fait appel aux fonctions de
pondérations associées a chacun d’entre eux.

L'étape de modélisation est réalisée en se basant prieaiadt sur deux catégories de tech-
niques : la premiére a partir des données expérimentalessecbnde basée sur des modéles
mathématiques provenant d’'une description phénoménplegiu systéme a étudier. Le pro-
cessus de modélisation constitue une étape préliminasengslle afin de pouvoir aborder la
phase d’estimationles variables d’état, qui fournit une connaissance det ldgegonctionne-
ment du systeme et éventuellement des perturbations ésntméonnues, défauts, erreurs de
modélisation, etc.). Lphase de surveillancsuit naturellement celle d’estimation d’état, car
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cette derniére permet de générer des symptébmes de défaitiansysteme a partir d'une com-
paraison entre des signaux extraits du systéme (donnamtfdemations sur le comportement
réel) et des signaux estimés (donnant des informationg rhportement attendu). Des éven-
tuels écarts entre ces signaux soulignent la présence dfantdians le systéme qu’il convient
ensuite de localiser. Plusieurs aspects dans la phasewgllamce sont a mentionneideétec-
tion, qui consiste a déterminer I'apparition et I'instant deetarrence d’un défaukpcalisation

ou isolation qui consiste a situer exactement le composant du systdewéapar un défaut,
estimation qui consiste a fournir a chaque instant la valeur d’'un défau

Généralement, la phase de modélisation et celle de syritwsservateur pour I'estimation
d’état doivent étre réalisées de fagon coordonnée afin deetlame solution adaptée aux pro-
bléemes de surveillance des systemes. Ainsi, il faut trolevereilleur compromis entre la com-
plexité du modele utilisé (tenant compte d’une plage tregelae fonctionnement du systéeme)
et la possibilité de l'utiliser pour I'estimation d’étatafforisant la synthése d’'un observateur),
en effet plus un modele sera fidéle et donc complexe plus théya d’observateur risque d’étre
problématique. Cette derniére remarque met en lumiére urt pdéressant, a savoir que lors-
gu’on parle du modéle d’'un systéme il faudrait préciser ddisation. Plusieurs modeles d’'un
méme processus (de complexité differente ou pas) peuvesteert le choix de 'un d’entre
eux dépend du probleme a traiter (simulation, commandea&sbn, diagnostic).

2 Contributions et plan du manuscrit

Bien que la structure multimodele a déja constituée un pdintédét et d’étude dans
de nombreuses publications récentes, il subsiste encerenuttitude de problemes ouverts
concernant le procédé d’obtention d’une telle structwes téchniques de synthése de lois de
commande, les techniques d’estimation d’'état et de didignos

Concernant la modélisation d’'un systéme non linéaire ad'didne structure multimodéle,
le probléme essentiel se trouve au niveau des techniquietedtoon d’une telle structure. Deux
possibilités existent : proposer directement la consonat’une forme multimodeéle qui repré-
sente le comportement d’'un systéme réel ou transformer welamon linéaire déja existant
sous une forme multimodele. Nos travaux se positionneriagiguxieme classe de techniques
pour laguelle le modéle mathématique existant provienegample d’une description phéno-
ménologique du systéme a étudier.

On peut énoncer quelques inconvénients de la majorité dbaitpies existantes d’obten-
tion d’'un multimodeéle. Le principal inconvénient est lateed’information due par exemple a
la linéarisation, la difficulté du choix du nombre et de laipos des différents points de fonc-
tionnement utilisés pour la linéarisation. Seule la méghatilisant I'approche par secteur non
linéaire, évoquée de facon succincte daasaka et Wan001], permet d’obtenir une forme
multimodéle équivalente au modele non linéaire initiaitadut ainsi une perte d’'information par
rapport a ce dernier. Toutefois, cette méthode est soupetiaée sur des exemples simples et
ne propose pas une facon générale de réaliser cette tnawagion sur un modele non linéaire
guelconque. De plus, un autre point délicat réside dansdix cles variables de prémisses re-
présentant les non-linéarités du systéme. La contribwteohétude présentée dans cette thése
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2. Contributions et plan du manuscrit

réside dans la proposition d’'une méthodologie généralgsedimatique d’obtention d’un multi-
modele équivalent au systéme non linéaire qui puisse stampla un systéme quelconque. De
plus, le choix de variables de prémisse est réalisé de fagé@rsatique en proposant quelques
criteres guidant cette démarche, basés sur une analysahiiétde commandabilité et/ou
d’observabilité.

Les études existantes concernant l'utilisation de I'appeomultimodéle traitent les sys-
temes représentés sous la forme d’état, or un nombre inmpalaprocessus sont représentés
par des modeles a base de blocs structurés de type Hammetsbei Wiener. Quelques études
ont été proposées récemment portant sur l'identificatiosydtémes de type Hammerstein-
Wiener Voros 2007 Wang et Ding 2008 Yeh, 2007 et sur le contrdle prédictifJurado
2004 de systémes représentés par des modeles flous de type HsteimeCependant, il n'y
a pas de démarche générale d’obtention d’'un multimodeleqeotype de représentation. Pour
cette raison ce type de représentation a été analysé daravai, n proposant une transfor-
mation sous une forme multimodele. Une démarche de gésatialh aux modéles a base de
blocs structurés dynamiques ou statiques, distribuésran ea paralléle ou de fagon mixte sera
proposée.

Certains processus réels peuvent étre caractérisés partaieg de temps multiples. C'est
le cas des processus chimiques et/ou biologiques. Lesoradanathématiques liant les diffé-
rentes variables d’un tel processus peuvent étre soit dgis, soit purement statiques. Une
telle représentation est couramment appelée forme a patioins singulieres. Ce type de sys-
téeme peut étre considéré comme une généralisation desrmgsidynamiques non linéaires
usuels. Les difficultés dans ce contexte sont l'identifizatet la séparation des échelles de
temps et I'obtention de la forme a perturbations singuiie@es points délicats, abordés jusqu’a
présent seulement pour une classe particuliere de sys{@muegssus bio-chimiques), seront
traités en détail au cours de ce mémoire pour des systemesumgastructure plus générale.

Parmi les études concernant I'estimation des multimodédeslupart de ces travaux sont
dédiés a I'estimation d’état des multimodeles a variabteprémisse mesurables, et plus par-
ticulierement représentés par les variables d’entrée sbdi du systeme. Malheureusement,
dans beaucoup de situations, ces variables de prémisséesoatriables d’état, dont les me-
sures ne sont pas toujours ou toutes disponibles. Seulemuelyues résultatddhalal 2009
Yoneyama 2009 sont dédiés a I'exploitation de ces modeéles pour 'estiomatCes résultats
ont été obtenus uniquement pour des systémes non linéaines seule échelle de temps et
non pour des systemes a perturbations singuliéres. Cecianogivé pour étudier ce dernier
type de systemes, quelques résultats étant proposés audmuette thése. Un observateur a
entrées inconnues est proposé dans le but de minimiseuémie des entrées inconnues sur
I'estimation.

De méme, on propose la conception d’un observateur pourydeEnses sous forme multi-
modele a variables de prémisse non mesurables affectésepanttées inconnues, en considé-
rant en plus la présence d'incertitudes dues aux erreursodéligation. L'observateur de type
proportionnel-intégral utilisé permet d’opérer une estiilon simultanée de 'état et des entrées
inconnues du systéme, I'action intégrale améliorant btersient I'estimation d’état. A notre
connaissance, cette méthode de synthése n’a pas encoraitét dans la littérature et repreé-
sente un intérét d’un point de vue applicatif, comme cela pegsenté au cours de ce mémoire.

7
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L'organisation de ce mémoire reconstitue les différentapas qui viennent d’étre énon-
cées, c’est-a-dire la phase de modélisation qui compatédhtion et le choix d’une structure
multimodéle adéquate, la phase de reconstruction d’éfategaux différentes techniques de
synthése d’observateurs et finalement leur application@gracessus réel de traitement d’eaux
usees.

Le premier chapitreprésente les principes généraux de la structure multirepdéisi que
les différentes structures multimodeles existantes. Dg pbmme un des points essentiels abor-
dés dans ces travaux est la reconstruction d’état, un étartisur la synthese d’observateurs
est ensuite réalisé. lsecond chapitr@ropose une méthodologie générale de passage d’un sys-
teme non linéaire au multimodele, abordant les deux reptétens d’'un systeme non linéaire :
la représentation sous forme d’état et la représentati@sa@ e blocs structurés. Quelques cri-
teres de choix des variables de prémisse, et implicitemeta dtructure multimodele, seront
proposes. Léroisieme chapitréraite des systéme a plusieurs échelles de temps et abqnde le
bleme d’identification et de séparation des différenteskef de temps, ainsi que I'obtention
de la forme classiquement utilisée pour ce type de processstsa-dire la forme singuliére. Le
passage d’'un systeme non linéaire donné sous forme egicitine forme singuliére est réa-
lisé. Lequatrieme chapitr@propose la synthése de trois types d’observateurs d’ésgtsdemes
a partir de leurs représentations multimodeles. Le precaiecerne les systémes non linéaires
caractérisés par une échelle de temps, affectés par dés®mconnues et en tenant compte de
la présence d’incertitudes de modeélisation. Le deuxiempe tjobservateur est dédié aux sys-
temes singuliers affectés par des entrées inconnues anlieidgapplique aux multimodéles a
deux échelles de temps en évitant la résolution du systégébraue correspondant aux dyna-
miques rapides. Enfin, leinquiéme chapitrdlustre I'efficacité des approches de modélisation
et d’estimation d’état grace a I'application sur un modadesthtion d’épuration. Une structure
multimodéle adaptée a ce processus est proposée, la sydiesbservateurs évoqués préecé-
demment est réalisée et une application de I'estimatiotat& diagnostic de fonctionnement
de ce systéme est ensuite achevée.

3 Reéférences personnelles
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Chapitre 1. Présentation de la structure multimodeéle

“En cet Empire, I'art de la cartographie fut poussé a une telle perfectioa ta carte

d’une seule province occupait toute une ville et la carte de I'Empire touéepuovince.

Avec le temps, ces cartes démesurées cesserent de donner satigfadtio colleges
de cartographes levérent une carte de 'Empire, qui avait le formatEtapire et qui

coincidait avec lui, point par point. Moins passionnées pour |'étude dattographie,

les générations suivantes réfléchirent que cette carte dilatée était inutil®retsans
impiété, elles 'abandonnérent a I'inclémence du soleil et des hivérs.”

@ Suarez Miranda, Viajes de Varones Prudentes (1658), irdggan Jorge Luis Borges dans
“Histoire universelle de I'infamie/Histoire de I'étergit, Union générale d’éditions, collection
10/18, Paris.

1.1 Introduction

Le modele d’'un systeme est 'image d’une réalité, il ne dtunsipas cette réalité, comme
I’énonce un aphorisme “Il ne faut pas confondre la carte tdrigétoire”. Dans un sens large, le
modéle synthétise les deux sens symétriques et opposénatila de représentation. En effet,
il est utilisé : soit pour un concept ou objet qui est la repnéation d’un autre a construire ou
déja existant (lenodeéle réeduibu maquette, lenodeledu scientifique), soit pour un objet réel
dont on souhaite donner une représentation et que I'on lsberémiter (lemodeledu peintre,
le modeleque constitue le maitre pour le disciple). Le second senigedde la pratique des
architectes, ingénieurs et scientifiques consistant amroresd’abord un prototype, concret ou
conceptuel, qui servira de modele a une construction réédlenodéle est ainsi devenu l'as-
semblage de concepts représentant de maniere simplifié@hose réelle déja existante (objet,
phénomene, etc.), en vue d’interpréter son fonctionnendéeti prédire le comportement, etc.
En sciences, le mahodeleest utilisé dans plusieurs contextes différents :

1. la maquette,

2. le modéle conceptuel, visant a l'interprétation du fartement et au diagnostic, une
“vue de I'esprit” analytique ou algorithmique représentdes phénomenes et leurs rela-
tions,

3. la simulation de nature prédictive ou diagnostic, sotim@ee en ceuvre par ordinateur (a
I'aide des modeles statistiques, stochastiques, nunesigu analytiques, etc.).

Dans de nombreux domaines et disciplines scientifiquesr(ses physiques et de la nature,
economie, sciences de l'ingénieur, etc.) une étape esHerdst celle de la caractérisation du
comportement dynamique d’'un phénomene, qui se concretragnamodele mathématique. Un
modeéle mathématiquest une traduction de la réalité ; a ce modele on peut appligs®utils,
les techniques et les théories mathématiques. Inverselegnésultats mathématiques obtenus
au moyen du modeéle sont ensuite appliqués a I'objet réel. batefe se présente généralement
sous la forme d’'un ensemble de variables, d’équations etrions. Une définition formelle
d’'un modéle mathématique dynamique est la suivante :

f(X(n),-",X,U(m),"',U) = 0 (11)
g(X,U) =Y (12)
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oux représente les variables d’état décrivant I'état interngygtémeyl ety sont respectivement
les grandeurs d’entrée et de sortie du systénfeeeg représentent des fonctions linéaires et/ou
non linéaires.
Quelques aspects fondamentaux sont a respecter dans teuctbos d’'un modele mathéma-
tique :
1. connaitre ou fixer le domaine de validité du modéle, entfoncles hypotheses de travail
émises et en tenant compte des aspects physiques du systevdéléser

2. assurer une certaine précision au modele, en décrivgitisefidelement possible les
phénomeénes caractéristiques du systeme physique dotliiresye

3. faciliter son utilisation, en simplifiant et en adaptad butils théoriques impliqués dans
la construction du modele.

Les deux derniers aspects sont des objectifs de modélisgtiposés, car I'obtention d’un mo-
dele précis implique en général I'utilisation d’outils tigues complexes. Un compromis entre
ces deux aspects s’avere nécessaire tout en garantissiorhaime de validité le plus large pos-
sible.

En fonction du processus a modéliser, ce compromis se d@edans le choix de la structure
du modele adaptée au comportement dynamique du systens, éinpeut distinguer deux
types de structures :

— modeles de type linéaire

— modeles de type non linéaire
Le premier type de structure, tieodéle linéaireest un modele trés facile a manipuler grace a sa
structure simple. Le nombre et la maturité des nombreuatraiondateurs dans les domaines
d’identification, d’analyse et de commande des systéme&sliri@s a Temps Invariant (LTI) en
sont la preuveKailath, 1980 Dai, 1989 Maquin et Ragqt200Q Weinmann 1991].

Cependant, la nécessité de réaliser une image fidéle et ¢ixeailes la réalité d'un phéno-
meéne réel, afin de pouvoir I'étudier completement, condiat @énération de modeles de plus
en plus complexes. Dans ce cas, un modéle linéaire ne peutatactériser le processus phy-
sique sur un large domaine de fonctionnement et le recoues@aldeles non linéaireayant
une représentation plus sophistiqué est nécessaire. Biga somplexité mathématique n’est
pas un critere suffisant pour juger si un modele est pertioemon, la pertinence devrait étre
appréciée en fonction de l'utilisation ultérieure du medel

Le caractere de multiplicité de la modélisation constitngaint important. Il peut exister
plusieurs modeles pour un méme processus. Le choix d’unlmodéd’'un autre peut se faire
en proposant un ensemble de critéres pour guider ce choixeAdtexemple, tenant compte
des aspects discutés précédemment, les critéres de siénglide précision peuvent faire partie
de cet ensemble.

Dans le domaine de I'automatique, la prévision, la commandéa surveillance consti-
tuent des themes de recherche qui nécessitent I'élaborddianodéles ayant des structures
particuliéres. Différentes structures de modéles noraiieé sont souvent utilisées, comme par
exemple : les modeles a blocs structurés (Hammerstein etéNpar exemple), les réseaux de
neurones, les modeles flous, les séries temporelles, derigletc. Chacune de ces structures
de modeles présente des avantages et des inconvénientgpadaité d’adapter des outils théo-
riques d’analyse et de synthése afin d’obtenir une théoigengénérale et exhaustive s’avere
limitée pour chacune des structures.
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Néanmoins, les outils existants pour I'étude pratique dedéaies non linéaires complexes
sont eux aussi limités. En conséquence, le compromis eeweectitude d’'un modéle utilisé et sa
simplicité de manipulation dans la pratique a toujours é@gtache assez difficile a accomplir.
Le concept ayant le nom générique meltimodele (MM)permet de répondre en large partie
a cette demande. En effet, ce concept est basé sur le priokeigeision d’un phénomene afin
de pouvoir l'utiliser et I'interpréter plus facilement. pplé “diviser pour régner” dans gith
et al, 2003, le principe de I'approches MM est largement répandu davessldomaines tels
que I'’économie, la statistique, la physique, etc.

Dans le domaine de I'automatique, I'approche MMLjrray-Smith et Johanseh997, Leith
et Leithead 1999 constitue une alternative trés intéressante et un oéd titilisé actuelle-
ment pour la modélisation des systemes non linéaires. Rditt®tature sont utilisées plusieurs
terminologies équivalentes pour définir ce type de modehasitimodele Murray-Smith et
Johansenl997, modele flou de Takagi-Sugenddkagi et Sugend 983, modéle linéaire po-
lytopique (PLM) [Angelis, 200]. Parmi les premieres publications offrant une présemtati
compléte et générale des approches MMs on peut citer lediurray-Smith et Johansen
[1997. Dans le contrble des systémes non linéaires, 'approaiémodéle a également recu
une certaine attentiomgnaka et Wang003, Boulkroune et al.2008 20104.

Dans la suite on va préciser les caractéristiques de cett®e®e en présentant les diffé-
rentes structures et approches connexes qui font réféaencencept de MM.

1.2 Différentes structures de multimodeles

Définissons quelques notions utiles dans la description bl :

— Un espace de fonctionnememst un espace vectoriel a I'intérieur duquel les variables
d’un systéme évoluent (tenant éventuellement compte degbagur les variables).

— Unezone de fonctionnemergst un domaine issu du partitionnement de I'espace de fonc-
tionnement du systeme.

— Unsous-modeléou sous-systemeest un modele généralement simple de structure quel-
conque, mais souvent linéaire et/ou affine, qui représenteinportement du systeme
non linéaire dans une zone de fonctionnement spécifique.

— Une autre notion liée a ces fonctions est la notiorvdeable de prémiss€ou déci-
sion). Ce nom est attribué & la variatdg) intervenant dans les fonctions de pondération
Hi(z(t)). Cette variable peut englober une ou plusieurs variablesries ou externes du
systéme. Ces variables peuvent étre soit accessibles a laaras temps réel (des si-
gnaux d’entrée du systéme ou méme des variables d’état aldss), soit inaccessibles
a la mesure (des variables d’état non-mesurables). Retepens variable de prémisse
z est une variable vectoriellez:c RP.

— Unefonction de pondératiorest une fonction, notée en généaz(t)) : RP — R, qui
dépend des variables internes et/ou externes du systerdiéaine (variables de preé-
misse). Ces fonctions sont choisies en général de fagconféevéaipropriété de somme
convexe :

YuED) - L 0<p@E) <1 Vi-lor (3
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Au cours du temps, ces fonctions on été construites de eliffés facons : en utilisant des
fonctions de type booléen, des fonctions a dérivées disugag (fonctions triangulaires)
ou des fonctions a dérivés continues (fonctions gauss&@nbans le cas continu la loi
exponentielle est souvent utilisée, et s’applique auxebiffites variables de prémisse,
en effectuant une normalisation afin de respecter la prigpdé somme convexd.Q).
Une autre facon de construire les fonctions de pondérasod’atiliser les bornes des
variables de prémisse si celle-ci sont disponibl&gujig et al. 1996 Tanaka et Wang
2001.

Le MM est basé sur la décomposition du comportement dynamiqugstiénse en plusieurs
zones de fonctionnement, chaque zone étant caractériséa paus-systéeme. En fonction de
la zone ou le systeme évolue, chague sous-systeme corpiileieu moins a I'approximation
du comportement global du systeme. En général, le syste@semie un comportement dyna-
mique homogene a l'intérieur d’'une zone de fonctionnem&inisi, la contribution de chaque
sous-systeme au modele global, qui est une combinaisoexedes sous-systemes, est définie
par une fonction de pondération.

La représentation MM d’un systéme non linéaire peut étrerake a partir de différentes struc-
tures. En général, la représentation d’'état est utiliséelte permet de mettre facilement en
évidence les sous-modéles. Cette représentation est sitnules générale que la présentation
sous forme d’une équation de régression entrée/sortie gbnauat cette derniere représentation,
plus de précisions sur la forme MM et le passage d’une repta$en d’'état a une représenta-
tion entrée/sortie (et vice versa) seront présentés pldsitms ce chapitre. De plus, la descrip-
tion sous forme d’état se releve une forme bien adaptée paaristruction d’observateurs ou
de lois de commande.

1.2.1 Multimodéle de Takagi-Sugeno
Modéle flou de Takagi-Sugeno

Ce type de modele=uzzy T-S modglproposé parTakagi et Sugendl984, est basé sur
des régles du type :
S| prémisseALORS congquence

ou les prémisses sont obtenues a partir des propositiogisisiiues permettant I'évaluation

des fonctions de pondératiqn et ou les conséquences correspondent aux sous-modéles. Un

des multiples intéréts de ce modele est qu’il permet d’thiie des connaissances a priori sur
les systémes dans I'étape de modélisation en fournissamantition floue initiale de I'espace
de fonctionnement. Ce modele a été largement étudié des gamitagn, faisant I'objet de
nombreux développements et extensions des outils classidgl I'automatique aux modeles
flous.

La représentation d’état du MM de Takagi-Sugeiakjagi et Sugenal985 est donnée par
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(voir figurel.1) :
) = _gumz(t))(mx(twsiu(t)) (1.42)
W = 3 HEDGK (1.40)

les matrices;, B; etC; caractérisant un fonctionnement local particulier. Avette structure,
apparait uniquement I'état globakt la sortie globalg. On peut faire apparaitre un état local
X; en écrivant I'équation(49 sous la forme :

Xi(t) = AX(t)+Bju(t) (1.5a)
KO = 3 w0 (1.5b)

La forme (L.5) reste une écriture non linéaire de ce type de modéle sapetaflou.

Z(t) @\ NORMALISATION
R =
-t
u(t) 1

Agx(t) + Byu(t) (m)

Ha(t) Ha(t)

¥ : |
| C2 >
AZX(t)—i_?ZU(t) ﬂ@—@—> J '2 @—@—E(t)

() L m
C O

y

Yy

y

Yy

Figure 1.1 — Architecture du multimodéle Takagi-Sugeno

Présentons aussi quelques modeles qui sont apparus awladerps et qui ont une struc-
ture pouvant se rapprocher de celle présentée ici. Lesgpuamimuns, ainsi que les différences
seront énoncés brievement pour chague modeéle évoqué.

Modele affine par morceaux

Ce type de modelP(WA - PieceWise Affine mojlekt caractérisé par des fonctions de pon-
dération de type booléeBpntag 1981 Rewienskj2003. Ce choix est une conséquence du fait
gue les zones de fonctionnement obtenues apres le parétizent de I'espace de fonctionne-
ment sont disjointes, ce qui peut provoquer des phénomeadésirables dis aux discontinuités
existantes lors des commutations.
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Modéle linéaire a parameétres variants

Ce type de modeleShamma et Cloutied 993 représente une classe assez large de systemes
non-linéaires constituant une forme intermédiaire entre forme non linéaire générale et la
forme MM :

X(t) = A({t)x(t)+Bzt))u(t) (1.6a)
y{t) = Clzt)x(t)+D(zt))ult) (1.6b)

Ainsi, toute forme LPV (inear Parameter Varyinga paramétres bornést) est équivalent

a une forme MM (plus de détails sur cette transformation\édeinte seront donnés dans le
chapitre2). Dans I'approche LPV, les conditions de fonctionnemensgstéme sont décrites
directement par les variables de prémigde, alors que dans la structure MM celles-ci sont
délivrées par les fonctions de pondération.

Modéles linéaires a incertitudes polytopiques

Dans cette classe de model&aiig et al, 2005 Wang 2009, les matrices représentant le
systéme ne sont pas parfaitement connues, mais on possedenmaissance des bornes d’'un
intervalle a I'intérieur duquel ces matrices sont. Les@sale modélisation sont représentées
par un ensemble de matrices sommets qui définissent un pelyfeocomportement du systéme
étant exprimé comme une combinaison barycentrique de cegesa Si les matrices sommets
sont considérées comme des matrices de sous-modéledealkpport avec une structure MM
est évident.

Soit le systéme incertalb(A) dont la représentation d’état est :

X(t) = A(Q)X(t)+B(A)u(t) (1.7a)
y(t) = C(A)x(t)+D(A)u(t) (1.7b)

r . r
ouM(A) = S Ml avecy; > 0 et S U = 1.1l s'agit alors d’un cas particulier de MM ou les
i=1 i=1
fonctions d'activation sont constantes et ol les sous-teed®nt définis par(’!, B!, Clil, D))
les sommets du polytope.

Les modéles incertains de type intervalle se définisseramimnée de deux systemes LTI
extrémauxz et ayant les mémes dimensions de vecteurs sorties/entréésatt des matrices
incertaines du modelE(A) sont telles que tous leurs éléments sont indépendants $edasn
autres et bornés par les valeurs des éléments correspsidasE et S :

Aj <AGD) <A .. (1.8)

Cette modélisation est trivialement un sous cas de la madiéispolytopique et elle comprend
2" sommets ol est le nombre d’éléments distincts erfret 3.
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Multimodeéle

La terminologie de MM ICocal Model NetworKs utilisée dans les travaux déurray-Smith
et Johansefil997, et celle évoquée précédemment de modéle flous TakagirSudgEsignent
des notions tres proches. La seule différence se trouveveawnide 'obtention des fonctions
de pondération et au niveau de l'interprétation. Pour le&tetlou le partitionnement de I'es-
pace de fonctionnement se fait a I'aide de propositionaiistgjues, alors que pour le MM ce
partitionnement est réalisé a I'aide de techniques d’dpation.

Réseaux de fonctions a base radiale

L'équivalence entre un MM de Takagi-Sugeno et les réseaufomigtions a base radiale
(RBF Radial basis function netwopksst réalisée si les sous-modeéles sont considérés d’ordre
Zéro, en se réduisant a une constante, et si les fonctionsramtion sont de type gaussien
[Jang et Sun1993. Un modele ou réseau RBF calcule une combinaison linéairemdibns
radiales de centres :

) = 3 () el (1.9)

ou les fonctions sont considérées gaussiennes

H(IX®) —cill) = exp—=BlIxt) —a®) (1.10)

et ou la norme euclidienne est utilisée. Ce type d’approchaatiélisation peut étre considéré
comme un approximateur universel, tout systéme non liegaiuvant étre représenté par cette
structure. Cependant, un nombre important de sous-modsiegeessaire pour obtenir une
bonne approximation du systeme non linéaire, ce qui pewgredrgr des difficultés ultérieures
de manipulation du modele obtenu.

Multimodéle T-S & structure hiérarchique

Le MM a structure hiérarchiqueHfS - hierarchical fuzzy systgrKikuchi et al, 1988
Raju et Zho,1991, Wang 1999 est un MM ayant une structure pyramidale et qui est coréstitu
d’autres structures MMs. Cette structure a été créée powr fiate au nombre important de
regles d’'un modeéle flou de Takagi-Sugeno, qui augmente de faxponentielle avec le nombre
des variables d’entrée.ju et Li, 2009. Dans la structure hiérarchique, le nombre de regles
augmente linéairement avec le nombre des entrées. CepeKdanthi et al. [1989 montre
gu’il est impossible d’utiliser ce type de structure pounsiouire une expression exacte d’'une
fonction non linéaire quelconque. De plilgang[1999 montre I'approximation arbitrairement
proche d’une fonction par le MM hiérarchique.

Multimodéle T-S découplé

Ce type de structure apparait dans la littérature sous eliffés appellations : MMs locaux,
réseaux de modéles locaux a états locaux, MMs sans état aoméseaux des modeéles locaux
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par mélange de sortie. Cette structure, proposéé-imr [199] est issue d’une interpolation
de sous-modeles a états découplés. Le modele global esérpal la somme pondérée des
sorties de chaque sous-modéle. En conséquence, chagumasdéke est caractérisé par un
espace d’état propre a l'intérieur duquel il évolue indéj@@nment des autres sous-modeles. La
représentation d’état du MM découplé est donnée par :

() = AX(t)+Biu(t) (1.11a)
W(t) = Gxi(t) (1.11b)
yt) = _;Ui(z(t)))’i(t) (1.11c)

Cette structure a fait I'objet des nombreux étudesth et Leitheagd1999 Kanev et Verhaegen
2006 Uppal et al, 2006 Orjuela et al. 200§. Il faut souligner que les sortieg(t) des sous-
modeles représentent des signaux artificiels de modélisattilisés seulement pour décrire le
comportement non linéaire du systeme réel. Ces signaux rigpasraccessibles a la mesure
et n'ont pas de sens physique. Cette structure peut s’avéeimtéressantedrjuela 2009
dans le contexte d’identification des parametres, car eltept d’ajuster les dimensions des
sous-modeles a la complexité des différents comportendémsprocessus.

Z(t) P NORMALISATION
% a(t)
. :

u(t) |
> Axa(t) +Byu(t) ) - Xl(t)> C (M)
r Xl(t)
| H(t)
. 3 v y(t)
Ao+t |2V ] et

C2 —>@*>@*’

r Xo(t) . 4

Figure 1.2 — Architecture du MM découplé

Réseaux multimodéles a base de vitesse

Supposons que I'on dispose d’un modeéle non linéaire d’utesys sous forme analytique.
Une des techniques d’obtention d’'un MM est la linéarisatoour de différents points de
fonctionnement du modéle du systéme. Apres cette lindemisdes sous-modeéles obtenus sont
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affines en I'état et en la commande et peuvent contenir ureteanstant additionney :
X(t) = AX({t)+Bju(t)+y (1.12)

De ce fait, des phénoménes indésirables peuvent apparaguese de ce terme pour des valeurs
dey pouvant masquer I'effet d& etB; dans la dynamique du MMIphansen et a00(d. Afin

de prévenir cet effet, une stratégie de linéarisation baget vitesse est proposée pheith

et Leithead 1999 McLoong 2004, en dérivant les équations des sous-modéles pour éliminer
les termes constantg. Des réseaux MMs a base de vites¥eldcity-based multiple model
network$ sont obtenus.

Multimodéle avec une structure en fleche

Les travaux deBorne et Benrejel2009 étudient la de stabilité des systémes non linéaires
de grande dimension, pouvant étre ramenés sous une foreufi@re caractérisée par des
matrices avec une structure en fleche. Cette forme partieytiérmet d’isoler les éléments
non linéaires de la matrice d’état dans la derniére ligneguigpermet d’établir des criteres
de stabilité pour le systeme non linéaire présenté sousarnefMM Takagi-Sugeno. Cette
approche est basée sur un changement de coordorft¢es Tx7(t) afin d’obtenir la forme
particuliere en fleche, caractérisée par des matrices denteef:

ai B
AIT() N | an-1 Bnl—l
Vi) - Yn-1() ¥a()

Le systéme non linéaire dans les nouvelles coordonnéesrgstatis une forme MM en utilisant
ces matrices ayant une structure en fleche :

(1) = _Zui ()AL (¢ (1) (1.13)

ou L; est le degré d’appartenance du modeéle Iinéaife)xT au modele global et ou, pour
r
i=1,..,r,ona0<(x(t) <lety pi(x(t)) =1
i=1

Multimodéle a base de fonctions orthonormales (MM Orthonormd Basis Function)

Le concept de modéles a base de fonctions orthonormales (€BBrgement etudié dans
le cadre de I'identification et de la modélisation des systmill [Heuberger et al.2003.
Les OBFs sont définies comme des fonctions de transfert athwales dang{, qui forment
une base. Ces fonctions peuvent ainsi représenter de fagoteales fonctions de transfert, en
construisant une combinaison linéaire de ces fonctions.

La fonction de transfeif € H, d’un modeéle LTI associé a la paire entrée softig/) peut étre
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définie par :
F(s)=wo+ Z\Wi Li(s) (1.14)
i=

ol {L;};~, forment une base dartg; etw; sont des parametres de pondération. Les fonctions
Li(s) peuvent étre définies par :

Li(s) = (sl —A) 1B ﬁa (s), i>0 (1.15)
|=

La structure des modeéles a base de fonctions orthonornstlélstrée a la figurd.3. Notons
que dans cette figure les signa{m};- ;, xi = Li(s)u, représentent les variables d’état dans
I'espace d'état (SS) dfG;}|- ;.

> Gi(s) Gas) | ——» Gufs) — -

X1 X2 Xn
wi w2 Wn
+ + +

Figure 1.3 — Modeéles basés sur des fonctions a base orthateorm

Equivalence entre les représentations des systémes

Récemment, le passage d’une représentation d’état (SSurerseprésentation entrée /
sortie (10) -et inversement- dans le cadre des structures lMuscité un certain nombre de
développementsTpth, 2008 Toth et al, 20093b]. Ces travaux s’inscrivent dans une procé-
dure d’obtention des systémes LPV (linéaires a parameamanis) et nécessitent la sélection
d’une structure du modele (SS, 10, etc.). Dans ces étudesdtueture MM est utilisée pour
I'obtention des parametres de la représentation souhaiteers le passage équivalent. Pour
présenter cette méthode, considérons un systéme dynadiaqdee trois, la technique pouvant
étre étendue a I'ordne.

1. Soit le systéme non linéaire représenté dans I'espace gatan MM :

xq(t) r 0 0 —ag; bo,i
X2(t) = Zlui(z(t)) 1 0 —agi |X(t)+ | by |u(t) (1.16)
X3(t) = 0 1 —a; o

y(t) = [0 0 Ix(t) (1.17)
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Oou sous une forme LPV :

{00()] [bo(t)]
X(t) = |1 0 —a(t) [ x(t)+ | ba(t) [u(t)
0 1 —at) ba(t)
alt) = iui(z(t))ak, k=0,1,2

be(t) = Z\M b k=0,1,2

y(t) = [0 0 Ix(t)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

Réalisant un calcul d’élimination de la variable d’état, dnient une relation entrée/sortie de

la forme :

y3(t) + a2(D)y(t) + [au(t) +282(t)] y(t) + [ao(t) +au(t) +&(1)] y(t) =
= [bo(t) +by(t) +bo(t)] u(t) + [ba(t)+ 2bs(t)] u(t) + bo(t) ii(t)

2. En considérant I'expression entrée/sortie sous une forivie M

<%w+imw oyt +ZM

ZM )) Bz, Gt +ZIJ|

on peut écrire plus simplement :

Naziy(t) + Zu. ))ao,y(t)

))Bui u(t +ZIJ| ))Bo,i u(t)

Y (1) + a2(t)(t) + as(t)Y(t) + ao(t)y(t) = Ba(t)ti(t) + Bu(t)u(t) + Bo(t)u(t)

en utilisant les définitions suivantes pour les parametreables dans le temps :

r r r

axt) = 3 wt)oz, )= 3 w)au,  aot)= 5 plzt)ao

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

BoD) = 5 ()i Bl = 3 @B BolD) = 5 (2o,
Pour que les deux formulations multimodele D22 et SS (.24) soient équivalentes, on doit
choisir :
ax(t) = ap(t)
ai(t) = ag(t)+2a8x(t)
ao(t) = ao(t)+au(t)+ax(t)
Ba(t) = ba(t)
Bu(t) = bu(t)+2ba(t)
Bo(t) bo(t) + b1 (t) + ba(t)
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ce qui entraine la construction des fonctions de pondématidférentes de celles existantes dans
la représentatioril(16). Si on considére les expressions des paramagfesetb;(t) déduits des
égalités .26 on peut remarquer que dans le cas général ces contraintesingas facilement
vérifiées et nécessitent la synthese de fonctions de pdraiéparticuliéres.

Cet exemple, quoique trés particulier, montre que le pasbage forme MM a une autre forme
MM est délicat ; c’est un probléme peu abordé actuellememhigas travaux cités.

1.2.2 Obtention d’un multimodele

De facon générale, il existe deux facons d’aborder la msdalitin des systemes non li-
néaires en utilisant I'approche MM :

1. construire directement un MM qui représente le compagterd’un systeme réel
2. transformer un modéle non linéaire déja existant sousarne MM

Différentes techniques proposées dans la littérature pbtemir un MM correspondent a ces
facons de traiter le probleme de la modélisation. Ainsi, presmiére catégorie de méthodes
d’obtention d’'un MM est relative aux méthodes d’identifioatet d’estimation des paramétres
a partir des données expérimentalebdgnyi et al, 2003, [Mourot et al, 1999. Dans ce cas, la
qualité du MM (c’est-a-dire son pouvoir de représentatibépend fortement de la qualité des
données disponibles. Quelques facteurs conditionneapiaaité du MM a représenter de facon
générale le comportement du processus : le niveau du bfedtant les mesures, le nombre de
mesures disponibles et le taux de variations des données’dapace entrée/sortie. L'obten-
tion de la forme MM consiste en trois étapes. La premiére’ eirtificationde la structure
(déterminer le nombre de modéles locaux, choisir les viasathe prémisse et réaliser le parti-
tionnement de I'espace de fonctionnement). La secondestertans lealcul des paramétres
inconnusdu systeme. La troisieme concernevalidation, sur un autre ensemble de données,
du MM obtenu.

Dans une deuxiéme catégorie, on trouve les techniquesdasedes modeles mathéma-
tiques existants provenant par exemple d’une descripti@m@ménologique du systeme a étu-
dier. Dans ce cas sont proposeées des linéarisations attwuowl plusieurs points de fonction-
nement, ainsi que des linéarisations suivant des trajestairbitrairesJohansen et al200Q
Ge 2001, Harris et al, 1999 Jia et al, 2005 Koskag, 1994 Labiod et Guerra2007.

Nos études sont focalisées sur la deuxieme catégorie dadqeels, c’est-a-dire celles basées
sur un modele non linéaire déja existant. Dans la plupartrelesux réalisés, la perte d’informa-
tion (due par exemple a la linéarisation) constitue le pp@cnconvénient de ces techniques.
De méme, le choix du nombre et de la position des différenistpde fonctionnement reste
assez délicat a réaliser. Seule la méthode utilisant leagimpar secteur non linéairgévoquée
de facon succincte dafi@naka et Wan§2001], permet d’obtenir une forme MM équivalente
au modele non linéaire initial, évitant ainsi une perte fdimation par rapport a ce dernier.
Dans la référence indiquée, cette méthode est seulemesitéie sur un exemple et ne propose
pas une facon générale de réaliser cette transformatiamsmodele non linéaire quelconque.
De plus, le choix des variables de prémisse, qui représdetenon-linéarités du systeme, n’est
pas réalisé de facon systématique (ce qui est aussi le caséllesdes d’obtention des MMs a
partir des mesures expérimentales). Ces points délicatstdesités en détail dans le prochain
chapitre, qui propose une méthodologie générale pourftnaner, de facon équivalente, un
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modéle non linéaire en une forme MM. En patrticulier, le chd@s variables de prémisse est
guidé par un ensemble de critéres construits suivant destifbjd’analyse de stabilité, de com-
mandabilité et/ou d’observabilité. Un aspect qui méritdt€ntion a ce stade est le fait qu'un
méme systeme non linéaire peut étre équivalent a plusielts, lgrace a cette méthodologie.

1.3 Etat de 'art sur la synthése d’observateurs

Les travaux de these, exposé dans le présent mémoire, nenten grande partie la syn-
these d’observateurs par MMs et leur application au didgndsine station d’épuration. Il est
donc utile de donner en introduction un état de 'art sur fs§se d’observateur pour les MMs.
Rappelons toutefois quelques travaux réalisés dans ledtemtes systemes non linéairési{
dori, 1995 M’Saad et al. 1990 M'Saad et Hejda1994 Isidori, 200Q Tanaka et Wang2001;
Zinober et Oweng2001; Guerra et a].2009.

Dans ce qui suit, nous présentons les principaux travadiségaconcernant la synthese d’ob-
servateurs pour les systémes non linéaires afin de justidiee iwhoix d’utiliser la structure
MM.

1.3.1 Généralités sur les observateurs non linéaires

La nécessité d’obtenir un modele précis du comportementpfacessus réel exige souvent
I'utilisation du formalisme non linéaire. Les modéles nim&hires obtenus permettent une des-
cription exhaustive sur un large espace de fonctionnerentrairement aux modeles linéaires
qui ont un caractere local.

Dans la pratique, I'étude des systemes réels suppose $'@arpevariables décrivant I'état
du systéme pour la surveillance ou le contrdle des systevtelheureusement, on dispose ra-
rement de mesures directes de ces variables d’'état pouaidess techniques, financiéres ou
autres. C’est la raison pour laquelle une estimation fialdevdgables non mesurées est néces-
saire, particuliérement quand ces variables sont utdipéar la surveillance du processus réel,
pour une synthese des lois de commande ou pour un diagnedtacies.

Pour réaliser la tache de reconstruction des variables ispomibles, des solutions théo-
riques performantes ont été développées, généralemedtdaar un modéle mathématique
représentant le comportement du systeme réel en fonctiemtesain. Ainsi, la construction
d’un “capteur logiciel” souvent appelé observateur ediséa afin de reconstruire les variables
gui ne sont pas accessibles a la mesure.

D’une facon générale, les systémes non linéaires dynasapresidérés peuvent étre décrits
par une représentation d’état de la forme :

X(t) = f(x(t),u(t)) (1.27a)

yt) = g(x(t),u(t)) (1.27b)
ou x représente le vecteur d’étatle vecteur d’entrée et représente le vecteur de sortie du
systeme. Les fonctionketg sont généralement non linéaires.

Conformément aux descriptions précédentes, un observateun reconstructeur d’'état
est un systéme dynamique qui permet d’obtenir une estimadtda valeur courante de I'état
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non mesuré du systéema.R7) a partir des informations disponibles : sortiest entréesi du
systéme :

(z(t),u(t), y(t)) (1.28a)
(z(t), u(t),y(t)) (1.28b)
yt) = g(X(t),u(t)) (1.28¢)

L'observateur {.28 est un observateur global si I'erreur d’estimation d'&@aj = x(t) — X(t)
tend asymptotiquement vers z€ro :

Jim [jx(t) —x(®)[| =0

quelles que soient les conditions initiald®) du systéme non linéaire et de I'observatai@).

L'objectif dans la conception d’un observateur est de aéiteer les fonctiong (z, u, y) et
y(z, u,y) qui assurent la convergence de I'erreur d’estimation tliétes zéro.

Dans la pratique, la forme de I'observateur se résume soavane forme similaire a celle
du systéme, a laquelle est rajoutée un terme de correctsindom |'écart entre la sortie mesurée
y et la sortie estimég du systeme. Donc, un observateur correspond en généralysigme
d’ordre supérieur ou égal a celui du systeme observé.

La construction d'un observateur exige la propriété d’olesailite, initialement formalisée
parHerman et Krenef1977. Cette propriété se traduit par la capacité de reconstiétat a
partir des entrées et des sorties du systeme. Cette propaatétre définie d’une facon gé-
nérale en se basant sur la notion d’indistinguabilité (ondiscernabilité) d’'une paire d’'états,
qui est présentée en détail datsrman et Krenefl977, ou plus récemment dans d’autres pu-
blications qui portent sur I'observabilité des systemes ln@2aires, comme par exemple dans
Besancorj2007.

Dans le cas linéaire, la propriété d’observabilité est urmpeté de rang de la paird\,(
C) et ne dépend pas de I'entrée du systeme. De plus, cettadigopuffit pour assurer I'exis-
tence d’'un observateur, a vitesse de convergence expeleri arbitrairement rapide. Des
résultats classiques concernant I'observabilité deesyest linéaires, ainsi que la synthese des
principaux observateurs pour systemes linéaires, Lugebet de type Kalman, existent dans
[Kailath, 198Q, [Luenberger1971] et [Kalman et Bucy196(.

Dans le cas des systémes non linéaires, les propriétésetaidité mentionnées précé-
demment ne sont plus valables. En général, les systemesnéairés ont des entrées singu-
lieres qui les rendent non observables. Ainsi, 'obsellitéld’'un systéme non linéaire dépend
de I'entrée appliguée. Une synthése élaborée est donnégRtanard et al.1993.

1.3.2 Synthese d’observateurs des systemes non linéaires

Cette section a pour but de présenter une vue d’ensemble desdas de conception d’ob-
servateurs pour des systemes non linéaires. La classficadalisée de ces approches n’est
pas unique, la liste n’étant bien sOr pas exhaustive puidggecombinaisons des différentes
approches ont aussi été réalisées.
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Le filtre de Kalman étendu

Parmi les premiers travaux réalisés dans le cadre de laésmtiiobservateur d’état pour
des systémes non linéaires se trouve I'extension des ttdbamés sur des techniques linéaires.
Le filtre de Kalman, concu initialement pour les systemegdires stochastiques, a constitué un
point de départ dans cette direction. Ainsi, pour un systeomdinéaire décrit par une équation
différentielle dans I'espace d’état, une linéarisatiotoau d’'une trajectoire de référence est
possible. La conception du filtre de Kalman étendlazfvinskj 1970 est alors basée sur cette
linéarisation ayant un caractere local.

La classe des systémes considérés est :

X(t) = f(x(t))+nt) (1.29a)
y(t) = g(x(t))+n2(t) (1.29b)

ou n1 et nz sont des bruits gaussiens de moyenne nulle et de matricevdeameQ; (t) et
Q2(t). Le filtre de Kalman est donné par :

X(t) = f(R(t)+2GX1) QL OY(E) —g(R(t)] (1.30a)
2(t) = FX(1)z(t) +2Z)F (X)) +Qu(t) —2(t) GR(t))TQ, (t) G(R(t))(t) (1.30b)

ouF(x) = Wetgx) = 29X,

Cette approche a suscité longtemps beaucoup d’intéréntedksment en raison d’une rela-
tive simplicité (grande ressemblance avec le filtre de Kaltireéaire) de mise en ceuvre méme
pour des systémes de taille importante. Cette approche pdergaiter le cas des bruits dont
on est capable de caractériser les propriétés statistiqieggendant, quelques inconvénients
peuvent étre évoqués : le manque de preuve de convergenttejiefivitesse de reconstruction
n'est pas garantie, le caractere local de I'approche valaliour d’'une trajectoire nominale, le
grand nombre de calculs en ligne di a la mise a jour des esgtimsal’état et des matrices de
covariance.

Observateurs basés sur les conditions de stabilité de Lyapov

Dans les années 1970, I'approche proposée par LyapunoV aoalyse de stabilité de sys-
teme commence a susciter un grand intérét. Les premie@uttazoncernant la construction
d’observateurs non linéaires sont réalisesTgaau[1973 qui propose I'utilisation de ces tech-
nigues pour des systemes non linéaires de la forme :

X(t) = AX(t)+ f(x(t),u(t)) (1.31a)
y(t) = Cx{) (1.31b)

ou la fonction non linéaird (x,u) € R" satisfait la condition de Lipschitz :
[fxu)—fxul < Ajx=X| (1.32)
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L'observateur proposé pahau[1973 constitue, comme I'approche proposée a la secti8r?,
une extension du cas linéaire ; cette fois-ci I'extensidrréslisée a partir de I'observateur de
LuenbergerlLuenbergerl977, I'observateur du systéeme non linéaire ayant la forme :

K(t) = AR(t)+ f(R(t),u(t)) +L[yt) —y(t)] (1.33a)
y(t) = CX(t) (1.33b)

La dynamique de I'erreur d’estimation d’é&t X — X satisfait :

x>

élt) = (A—LC)e(t)+ f(x(t),u(t))— f(x(t) —e(t),u(t)) (1.34)

L'objectif est alors d’assurer la convergence vers zérdatecur d’estimation d’état. Comme
les matricesA et C sont connues et fixes, il reste a déterminer la matricpii assure cette
convergence vers zéro de Le résultat deThau[1973 donne des conditions basées sur la
résolution de I'équation de Lyapunov :

(A—LC)TP+P(A—LC) = —Q (1.35)

Quelle que soifQ symétrique et définie positive, s'il existe une matiicet une matrice symeé-
trique et définie positiv® satisfaisant la propriété suivante :

A < 2mn(Q (1.36)

2Amax(P)
et qui vérifient I'équation de Lyapunow (35, alors I'erreur converge asymptotiguement vers
I'origine.

Ce premier résultat donne une condition de stabilité de lanhjrgue de I'erreur d’estimation
d’état en fonction du choix de la matrite Un algorithme de recherche du gainle fagon plus
systématique est donné dafaphavan et Hedrick994. Il est basé sur la recherche itérative
d’'un parametree > 0 et des matriceP et Q symétriques et définies positives qui vérifient
I’équation de Ricatti suivante :

1
ATP+PA+P(/\2I—ECTC) P+I+Q = 0 (1.37)

Le gain de I'observateur qui stabilise la dynamique de ¢ere pour une fonctionf avec une
constante de Lipschitk est donné pat = %PCT.

Avec le méme objectif de déterminer le gairde I'observateur).28, un autre algorithme
est proposé dan&®pjamani 1999. Il est basé sur I'évaluation des valeurs propres et duieond
tionnementK,(T) de la matrice des vecteurs propres de la matheeL C. Le but de 'algo-
rithme est de_réduire au rpi_nimum le rappéﬁ%. L'inconvénient de cet algorithme est
gu’il ne produit que des minima locaux.

La liste des techniques, en vue de réduire le conservatignde’existence d’'une solution
des équations de type Lyapunov et Ricatti est importanenssgimplementRajamani et Cho
1999, [Aboki et al, 2003, [Pertew et a].2009, [Pertew et a].2004. Les principaux inconve-
nients de ces approches résident dans la majoration deutedfestimation d’état en utilisant
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la condition de Lipschitz. De plus, pour des constantes gedhiitz tres grandes il se peut que
la résolution des équations de Ricatti soit impossible owlom® a des gains trop importants
qui rendent I'observateur trés sensible aux bruits de neesur

Arcak et Kokotovic[200] proposent une approche qui relaxe I'hypothese Lipschigvie
I'obtention de grands gains. Cependant, deux autres hypetrsont utilisées pour que I'erreur
d’estimation d’état tende vers zéro :

1. une inégalité matricielle linéaire (LMI) a respecter plaupartie linéaire de I'observateur

2. une condition de monotonie a satisfaire pour la partie livgFaire représentée par la
fonction f

Une extension des travaux précédemtechk et Kokotovig 200]] pour le cas discret est pro-
posée dandlprir, 2007. L'approche utilise des injections multiples de la sodans les non-
linéarités et ne nécessite plus la condition de monotomiagonctionf.

Toutes les méthodes présentées précédemment chercheang ob gain d’observateur
constant. L'idée d'utiliser un gain variable dans le tempgaaait dang sinias[1989, qui pro-
pose de le rendre dépendant de I'entriée=L (u(t)). Une généralisation au cas= L(X(t), u(t))
et ensuite proposée dansinias[199(. Cependant, la construction de la fonction de Lyapunov
proposée dans ces approches reste assez difficile a réaliser

En conclusion, ce type d’observateur a 'avantage de lal&itgpde la mise en ceuvre quand
une matrice de gaih garantissant la stabilité de la dynamique de I'erreur diegion existe.
Un des inconvénients réside dans la structure particuiérgysteme non linéaire. Le choix du
gainL satisfaisant la conditioriL(36) résulte d’un processus d’essai qui peut devenir difficile,
voire impossible, a réaliser pour des systéemes d’ordreéélev

Observateurs sous forme canonique

En paralléle avec les travaux mentionnés préecédemmenpdiereuses méthodes de concep-
tion d’observateurs pour les systemes non linéaires onpréfgsées, beaucoup d’entre elles
s’inspirant des méthodes issues des travaux sur les systamaires. C’est le cas de la tech-
nigue présentée dans la suite qui se base sur un changenwaatrdennées afin de transformer
le systéme non linéaire sous une forme particuliére répurade conditions de synthese, appelé
forme canoniqueCette forme est basée sur une structure linéaire modulctimjed’Entrées-
Sorties et de leurs dérivedddstle et Zeitz1983 Krener et Isidorj 1983 Keller, 1987 Plestan
1995.

Pour le systeme non linéaire :

x(t) = f(x()) (1.38a)
yt) = a(xt) (1.38b)

oux e R"ety € R, cette approche vise a déterminer la transformation péamtede le mettre
sous la forme canonique d’observabilité :

2(t) = Azt)+d(y(t)) (1.393)
yit) = Cxt) (1.39b)
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ou

A= {Oﬁ:l 8}» ®y) = [@iy) - @a(y)]T, C = [0 - 0 1] (1.40)

L'observateur s’écrit sous la forme :

A1) = AR(t)+DY() +Ly(t) ()] (141a)
y(t) = C2t) (1.41b)

et la dynamique de 'erreur d’estimation d’état est donrege p
et) = (A—LC)e(t) (1.42)

Cette transformation assure I'’équivalence entre les deuxds (L.39 et (1.39), et permet d’ob-
tenir une forme linéaire de la dynamique de I'erreur d’eation d’état. Ainsi, pour une paire
(A,C) observable, il est possible de placer les valeurs proprésmatrice(A— LC) afin d’as-
surer une stabilité asymptotique ou exponentielle du Bysi@.42).

Ce résultat a été étendu aux systemes a plusieurs sortie§ktansr et Isidori 1983 en
proposant la transformatiazit) = T(x(t)). L'état du systéme initial est estimé en appliquant
la transformation inversex(t) = T~1(2(t)).

Une extension aux systémes non autonomes est considére¢kadar, 1987, pour les-
quels on considere la dépendance de la dynamique du systéné&@eu et a ses premieres
dérivées par rapport au temps. Cette dépendance est présestéa fonctiord(y(t),U (1)),
avecU =[u U --- u],

Des conditions nécessaires et suffisantes d’existences dransformation ont été propo-
sées dans le cas des systemes mono-s@tisrjineau et a).1994, et pour les systemes multi-
sorties Birk et Zeitz, 1989, ainsi que pour les systemes autononf@isdlps 1991]. Toutes les
approches mentionnées supposent que la sortie est lipéairapport a I'état. Dan&pzantzis
et Kravaris 1999 I'observateur pour un systeme autonome est congu par ansftrmation de
coordonnées appropriée sans exigence de la linéarité deikagar rapport a I'état.

L'avantage de ces approches est qu'apres application dansférmation, la synthése de
I'observateur est simple, ce dernier étant réduit a un sropbkervateur linéaire. Les inconve-
nients de ces méthodes résident dans le fait qu’il est difft@ caractériser les systémes ayant
la forme canonique d’observabilité demandée. En plusestipas toujours possible de trouver
une telle transformation, la classe des systemes pouvartt@&isformés étant limitée.

Dans le cas ou les conditions d’existence de la transfoomatus une forme canonique ne
sont pas satisfaites, des méthodes alternatives exib@s#es sur une transformation du sys-
teme non linéaire initial sous une forme qui permet d’obtlerfiorme canonique d’observabilité
[Nicosia et al.1989 Nam 1997 Lynch et Bortoff 2001].

Il existe aussi des techniqudselvine et Maring 1986 Ticlea 2006 Besan¢gon2007 qui
sont basées sur 'immersion de I'espace d’état initial danétat de dimension supérieure.
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Observateurs “a grand gain”

Comme déja précisé, I'observabilité des systemes non tesedepend en général de I'en-
trée. Toutefois, il existe des systemes qualifiés d’unifrmant observables, qui sont obser-
vables quelle que soit I'entrée. Ainsi, dargduthier et Bornardl98] est proposé un chan-
gement de coordonnées dans une forme canonique, composéepdirtie observable linéaire
et d’'une partie commandée non linéaire possédant unewsteuciangulaire, pour la classe des
systemes a une sortie et affines en la commande :

Xt) = Fx®)+h(x®)u(t)
yt) = g(x(t)

(1.43a)
(1.43b)

-
pour lesquels est défini un diffomorphise= [g(x) Ltg(X) ... L?‘lg(x) qui transforme
le systemeX.43 sous la forme :

(1.44a)

yt) = Cxt)

oUC=[10... 0, % = (X3,...,x)T, ou les fonctionsy (i = 1,...,n) sont globalement Lipschitz
et ¢ est une fonction globalement Lipschitz de cla€8esurR". Dans [Gauthier et al.1997,
il est supposé que le systenie44) est uniformément observable et un observateur de la forme

X(t) = f(R(t)+h(&(t))u(t) - S, 'CT(CX() — (1)) (1.45)

est proposé, o0&, est la solution de I'équation

(1.44b)

0 = —0S,—ATS,—S,A+C'C (1.46)

la matriceA étant définie par :

[ 0 0 07

0

A = :
1
0 - 0

Le parametréd permet d’ajuster la vitesse de convergence de I'erreutidiaion vers zéro.
Le gain de I'observateur est seulement basé sur la paraiti du systéeme et I'effet de la
non-linéarité est rendu négligeable en choisissant ureurauffisamment importante po@r
d’ou le nom d’'observateur “a grand gain”.

Une transformation triangulaire similaire est proposéasdBornard et Hammouyil997
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pour des systémes du type :

X(t) = f(x(t)+9(x(t),u(t)) (1.47a)
y(t) = Cx{) (1.47b)

Dans [Gauthier et Kupkal994, la synthése d’un observateur a “grand gain” est présentée
pour des systémes non linéaires de la forme générale :

X(t) = f(x(t),u(t)) (1.48a)
yt) = g(x(t)) (1.48b)

Ce type d'observateurs a I'avantage de générer une errestindaion d’état a convergence
exponentielle aussi rapide que souhaitée en augmett&ependant, pour un gain choisi trop
grand, la sensibilité au bruit de mesure constitue un inéoient. De plus, I'obtention de la
structure triangulaire peut s’avérer difficile, méme siottiduement une transformation de co-
ordonnées est accessible.

Observateurs adaptatifs

Il est souvent intéressant de combiner la connaissancem @in systeme physique avec
des données expérimentales mesurables pour fournir uhgagoa en ligne des états et des
parameétres du systeme. Cette nécessité a permis de coraevabservateurs adaptatifs pour
I'estimation simultanée des états et des paramétres.

Les premiers travaux concernant ce type d’observateurgesisystemes linéaires a temps
invariant ont été proposés damggisselmeierl977 Luders et Narendrd 973. Ensuite, un tel
observateur pour des systémes non linéaires mono-entmgenetsortie, basé sur une transfor-
mation sous une forme canonique a été concu daastin et Geversl98g. Des observateurs
adaptatifs utilisant la forme canonique d’observabiliééfgurnissent une convergence asymp-
totiqgue Marino et Tomej 1999, exponentielle [Marino et Tomei 1995 ou qui prennent en
compte de facon explicite des perturbatioMgfino et al, 200]] ont été synthétisés. Cepen-
dant, tous ces résultats sont limités aux systemes nonrisédont la dynamique peut étre
linéarisée par un changement de coordonnées avec injelgisartie.

Un résultat qui traite une classe de systemes qui ne peusasrétpe linéarisés par change-
ment de coordonnées et injection de sortie est présentd daasg et X, 200]. La méthode
proposée par I'auteur se base sur I'observateur adaméiite et les observateurs a grand gain.
Tous ces travaux traitent le cas des systemes linéairerasngtrisés. Toutefois, la plupart des
systémes réels sont représentés par des modéles dontdesepras connus et/ou inconnus in-
terviennent de fagon non linéaire. Des observateurs aifagiaur une classe de systémes non
linéaires multi-entrées multi-sorties uniformément atables et avec paramétrisation non li-
néaire ont été proposés plus recemment daaszp et al.2009.

Les avantages sont liés a I'estimation simultanée desedtdes parametres, ce type d’observa-
teur offrant une robustesse vis-a-vis des variations patrapies par rapport a un observateur
d’état qui utilise des valeurs fixes des parametres. Lesnird@uents sont similaires a ceux
mentionnés a la sectidn3.2pour les observateurs canoniques.
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Observateurs basés sur une linéarisation étendue

Cette approche développée pBaimann1989, utilise des techniques linéaires, et en par-
ticulier des méthodes de type séquencement des gains €ga@uuling”). Plus précisément,
les gains de I'observateur sont calculés de telle sorteagaealeurs propres de I'équation linéa-
risée de I'erreur soient placées a des valeurs spécifiqaeaement invariantes par rapport au
point de fonctionnement du systeme. La classe des systéntéseest donnée pat.48 avec
f(0,0) = 0 etg(0) = 0. L'observateur a la forme :

X(t) = f(X(),u(t)+h(y(t) —h(g(t)) (1.49a)
yt) = g(x(t)) (1.49b)

ou la fonctionh : RP — R" est analytique et satisfait la condititi0) = 0. La dynamique de
I'erreur d’estimation d’étaé = x — X est donnée par :

et) = f(x(t),u(t)) — F(x(t) —e(t),u(t)) —h(y(t)) +h(y(t)) (1.50)

En effectuant une linéarisation de.%0 autour d’'un point d’équilibre défini par= ¢, x = x¢
du systeme.50, on obtient I'équation linéarisée de 'erreur :
e (1.51)
Xe

o [oru| (o] ) (o
(¥e.€) 9y ly, oy

ox
Le but de la synthése de cet observateur est de trouver ladnrictelle que I'équationX.57)
posséde des valeurs propres invariantes par rapgoRa@ur plus de détails sur cette procédure,
le lecteur peut consulteBRpumann et RughL98q et [Baumann1989.
Les inconvénients de cette approche résident d’une pastlda@alcul analytique assez lourd
di aux intégrations par rapporteaqui devient encore plus compliqué dans le cas d’entrées
multiples, et d'autre part dans la recherche des pointsudibeg.

Observateurs a modes glissants

Ce type d'approche a pour but de considérer les incertitudes erreurs de modélisation
qui n’ont pas été prises en compte dans les approches préesdeapproche utilise la théorie
des modes glissant#tiis, 1976 Utkin, 1977 Sloting 1984 Walcott et al, 1987 Spurgeon
2008. Afin de compenser les incertitudes de modélisation, lertacsynthese de cet observa-
teur, on utilise un terme complémentaire dépendant deelieie sortie. Ce terme se comporte
comme un gain variable qui dépend de I'erreur de sortie ecgmimute a la valeur zéro si
cette erreur est nulle. La discontinuité qui résulte deecetimmutation peut s’avérer étre un
inconvénient majeur car elle déclenche un phénomene taigms de haute fréquence, appelé
“chattering”. Des solutions ont été proposées pour éviggsiienomeéne au prix de I'obtention
d’une erreur d’estimation qui ne tend pas vers z&avwson et al.1997. Cependant, une hy-
pothése structurelle sur la fonction non linéafte, u) est nécessaireCloreless et Leitmann
1981], ce qui constitue une condition assez restrictive danfulagot des cas.
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Observateurs basés sur I'optimisation de I'erreur d’estirmation

Les difficultés rencontrées pour la synthése d’observaidues aux structures particulieres
des systémes, aux transformations de coordonnées ou tedhesques énonceées précédem-
ment, ont invité a implémenter une autre approche d’obseuvs, cette approche étant basée
sur I'optimisation de la normé&, de 'erreur de prédiction de sortie. La classe des systemes
étudiés est].49).

Dans ce type de méthodes, une fonction colt est définie commerineL, de la diffé-
rence entre la sortie mesureée et la sortie estimée qui sesbabestimation courante de I'état.
L'estimation d’état est donc basée sur la minimisation gndide la fonction codt.

Le probleme d’optimisation posé par ce type d’observatestsouvent traité en utilisant
des méthodes de gradiedifnmer, 1994 qui malheureusement demandent un temps de calcul
important surtout qu’il doit étre résolu a chaque pas d'éthannage Michalska et Mayng
1995. Cependant, l'avantage de cette approche est qu’elle peguplguer a une classe tres
générale des systemes non linéaires.

L'état de I'art des techniques existantes de synthese dfaateurs a permis de donner des
éléments d’appréciation des avantages et des inconvemiechaque approche. En conclusion,
certaines approches sont trés liées a une structure pigricdu systeme non linéaire, comme
les observateurs a grand gain et ceux baseés sur les techdigugapunov. D’autres ne prennent
pas en comptes les incertitudes et les erreurs de modafisatimme le filtre de Kalman étendu,
les observateurs par linéarisation étendue, a grand gatewusous forme canonique. Enfin,
certaines approches, comme par exemple celles baséesmimisation, & modes glissants ou
les observateurs adaptatifs, nécessitent un nombre ddschtes élevé.

1.3.3 Observateurs basés sur la structure MM

La structure d’observateur -basée sur la structure mudtétes la plus utilisée dans la lit-
térature est une extension de celle de I'observateur dedewgar proposée pour les systemes
linéaires Luenbergerl971. Ce choix s’avere naturel sachant que la structure multéteoest
une combinaison linéaire de sous-modéles linéaires :

r
ORI WHCONCEURETD) (1.52a)
i=
y(t) = CX{) (1.52b)
On consideére ici que la sortie est une fonction linéaire é&t, mais cela ne constitue pas une

réduction majeure.
L'observateur proposé est inspiré de celui construit pewak linéaire et a la forme suivante :

X(t) = _iui(i(t))(Ai X(t) +Biu(t) + Li(y(t) —¥(t))) (1.53a)
yt) = CX(t) (1.53b)
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Pour déterminer les gais de I'observateurl.53, une étude de stabilité du systeme générant
I'erreur d’estimation d'étae(t) = x(t) —X(t) doit étre réalisée. La dynamique de I'erreur
d’estimation d’état est gouvernée par une équation diftégkle qui dépend des variables de
prémisse(t) via les fonctions de pondératiqn(z(t)).

Tenant compte de la définition de I'erreur d’estimatidng)( et des dynamiques de I'état
(1.529 et de son estimél(533, ce systeme s’explicite :

ZlM t) + Biu( Ziul t) 4+ Bju(t) +LiCe(t)) (1.54)

La dynamique de I'erreur dépend de la connaissance deblexide prémisse

2(t) = [za) z(t) .. zp(1)]

intervenant dans les fonctions de pondéragipnll existe deux possibilités selon quét) est
mesurable ou non.

Remarque 1.1.Le systéme générant I'erreur d’estimation d’é{at54) est obtenu dans un
cadre général en considérant que les variables de prémigs@e sont pas mesurables. Dans
ce cas I'observateufl.53 contient une estimatiof(t) de ces variables.

La plupart des travaux concernant la conception de muteolateurs d'état suppose que
les variables de prémisse sont connugs (= z(t)) [Akhenak et al.2004 Rodrigues2003.
Dans ce cas, le multi-observateur utilise les mémes vasate prémisse que le modele. Ainsi,
une factorisation par les fonctions de pondération estiples$ans I'évaluation de la dynamique
de l'erreur et le systemd.(54) devient :

Zlu. )(A —LiC)e(t) (1.55)

En utilisant la méthode de Lyapunov et une fonction quaguati/ (x(t)) = x" (t)Px(t) avec
P=PT > 0, Patton et al[1999 propose I'analyse de stabilité suivante :

Théoréme 1.1.L’erreur d’estimation d’état converge asymptotiquemesrsvzéro s'il existe
une matrice P= PT € R™" > 0 et des matrices ke R"* telles gue les conditions suivantes
soient satisfaites :

PA+ATP—KC-C'K' <0, i=1,.r (1.56)
Les gains de I'observateur sont obtenus a partir de I'écurati

L = P71K; (1.57)

Cependant, pour un nombre élevé de sous-modeless conditions1.56) peuvent étre
conservatrices dans le sens ou il est difficile de trouvermatriceP unique respectant I'en-
semble des conditiond 66). Dans le cadre de I'analyse de stabilité, d’autres teclesmnt été
proposées ensuite afin de réduire le conservatisme de dmté&twonsistent a utiliser d'autres
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fonctions de Lyapunov, poly-quadratiqueShiadl, 2002 Fang et al. 2009 ou non quadra-
tiques Boyd et al, 1994 Johanssonl999 Kruszewskj 2006 Tanaka et a).2003. Ce dernier
type de fonction fournit des conditions de stabilité exgra® en terme d’'inégalités matricielles
bilinéaires (BMI) qui sont en général plus difficiles a réeseugue les LMI.

Dans la suite, les travaux présentés dans ce mémoire saptaiceipalement dans le cadre
plus général et plus complexe des variables de décision msunables, cette situation se re-
trouvant souvent dans les processus réels. Elle n'a étédraue récemment dans les travaux
deBergsten et Palrf200(; Bergsten et a[.2001, 2007 et de fagon plus élaborée damstalal
2009.

En analysant I'équation dynamique de I'erreur d’estinratietat (L.54) on remarque que les
résultats obtenus pour les variables de prémisse messinablsont plus applicables du fait
qgue la forme de ce systeme est Iégerement différente etecdidis estimés des variables de
prémisse. Les résultats 8ergsten et al.200] proposent des conditions de convergence d’es-
timation d’état vers zéro en se basant sur I'observateuthd&-Luenbergerllhay 1973 :

Théoréme 1.2.L'erreur d’estimation d’état entre le modele Takagi-Suge I'observateur
converge asymptotiquement vers zéro, s'il existe des erat?PQ € R"™" > 0, des matrice
Ki € R™¢ et un scalaire positif/ > 0 tels que :

°2)

PA+ATP-KC-C'K' < Q i=1..r (1.58)
{_Q;Vz' 5} <0 (1.59)

La démonstration de ce résultat figure d&esgsten et al[l200]1). Une extension de ce ré-
sultat, afin de prendre en compte des incertitudes de matiéhisa été réalisée dariBdrgsten
et al, 2004 ou un observateur a mode glissant a été congu.

Les travaux dechalal[2009 traitent le probléme d’estimation d’état des systemes sotme
multimodéle avec des variables de prémisse non mesurabldseechant de réduire le conser-
vatisme des résultats précédents. Deux principales apgscsont utilisées : I'approche Lip-
schitz et I'approcheC,. Danslichalal et al.[2009¢ 201Q I'approche Lipschitz est proposée
prenant en compte des incertitudes de modélisation. Deserasiteurs, proportionnel intégral
et proportionnel multi-intégral a entrées inconnues oatpébposes darshalal et al[20094

et représentent une extension de ce type d’observateuesdinéaire au cas non linéaire. Dans
Ichalal et al[20094 I'estimation est réalisée par une approdhepar incertitudes bornées.

1.4 Conclusion

Le MM est une structure particulierement bien adaptée a @éfigation des systemes non
linéaires sur une large plage de fonctionnement. Il pernoétenir un modéle doté d’une struc-
ture mathématiquement attractive et capable d’apprénende précision donnée la complexité
d’'un systeme. Le MM vient répondre aux difficultés dues a laglexité des modeles non li-
néaires, par des techniques proches de celles développéekedadre linéaire.

Grace a la méthode de transformation proposée dans le ghppithain, les études d’observa-
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bilité et de commandabilité développées pour les systemes forme MM s’adressent a une
large classe de systemes non linéaires. La forme MM réunévantages :

— des modeles linéaires du point de vue de la structure, gtissoples a utiliser, et

— des modeles non linéaires, qui permettent d’avoir une éogprésentation d’'un systeme

réel.

Ainsi, la forme MM permet de décrire un systéme non linéaireusie large plage de fonction-
nement, contrairement aux modeles linéaires qui ont giamest un caractere local et qui sont
valides autour de points de fonctionnement particuliers.
Finalement, ce type d’approche permet de prendre en coreptmdertitudes et des erreurs de
modélisation, fournissant une technique de reconstmctés variables bien adaptée aux pro-
cessus réels.

Il faut noter que la facilité d'utilisation d’'un MM dépend dihoix de la structure, cette der-

niere étant caractérisée par le nombre de sous-modelefmnietions de pondération et les

sous-modeles. Des fonctions de pondération possédantal@sgpes de convexité, ainsi que

des sous-modeéles linéaires permettent d'utiliser desrigtés mathématiques dont les qualités
seront mises en évidence au cours des prochains chapitres.

Ce premier chapitre a permis la présentation de plusieurststes MMs qui ont été dévelop-

pées ces derniéres années. De plus, les différentes taelregistantes d’obtention des MMs
ont été présentées. Un panorama des méthodes de synthieserddeurs pour systemes non
linéaires a été realisé, suivi par une comparaison entiffésentes approches.

Comme nos études se focalisent sur des processus pour kaquabdéle non linéaire existe
déja, le prochain chapitre propose une méthodologie giergtraystématique d’obtention d’une
forme MM a partir d’'un systéme non linéaire. La transformatiournit un modele équivalent,
ce qui constitue un des avantages de cette méthode.
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“Dans le domaine de la science, on essaie d'expliquer aux gens, da taétre com-
pris de tout le monde, quelque chose que personne ne connaissaibeaipia Dans le
domaine de la poésie, c’est exactement le contrairePaul Dirac

2.1 Introduction

Le probleme de la complexité des systémes dynamiques néailes apparait dans de nom-
breux domaines scientifiques et en ingénierie. De nombsaesbniques de décomposition et
de simplification ont été développées au cours de ces desnémées, en vue de réduire la
complexité, en fonction d’objectifs d’'identification, deramande et d’analyse de stabilité.

La réduction de la complexité repose, dans la plupart defestréalisées, sur une réduction de
I'ordre du systéme avec malheureusement une perte d’ilmftbom Cette réduction de I'ordre
est réalisée de différentes manieres :

— une réduction du nombre de paramétres du modéle mathématigartir d'une analyse
de sensibilité de la réponse du systéme vis-a-vis des p&esred d’une comparaison du
modele réduit avec le modéle initidbplgin et Zeheb2005 Hetherington et al20049,

— la non prise en compte de certains phénomenes (réactionsespeces dans le cas d’'un
mécanisme chimique complexe), dont le pouvoir explicadif faible dans le systéme
initial [ Petzold et Zhp1999,

— une élimination de parties du modele (parametres et/dablas) qui n'ont pas une im-
portance significative dans la dynamique du systébag¢sel et Barla2004q,

— une simplification basée sur une troncature d’un dévelogpé en série ou d’'un déve-
loppement sur une base de fonctions et sur une approxinadigperturbation singuliere
[Andersson et al199§ Steffens et a).1997.

Une autre facon de résoudre le probleme de la complexité yd#enses dynamiques non-
linéaires est de réécrire le systéeme non-linéaire d’'undémaplus facile a étudier, en utilisant
un changement de variable ou en le décomposant en unitésipipkes et maitrisables, sans
perdre d’information.

Le multimodéle Murray-Smith et Johanset997 constitue une alternative intéressante et un
outil largement utilisé actuellement pour la modélisatitas systemes non-linéaires, comme
déja illustré au cours du chapitte

L'intérét de réaliser une décomposition du systéme ersatili ce type de modeles est que des
propriétés importantes comme la stabilité, la contréiahil' observabilité ayant été largement
étudiées dans le cadre des systemes linéaires a tempsmv@iil), peuvent étre utilisées, au
moins partiellement, sur les multimodeles car les souByss qui les constituent sont de type
linéaire JAkhenak et al.2004, [Chadli 2003, [ Tanaka et Wang2001].

Dans la suite, on va présenter une procédure systématiquandgormation d’un systeme
non-linéaire en le récrivant sous une forme multimodeletedutthode évite les inconvénients
majeurs des autres méthodes : la transformation est réals®s perte d’'information, le choix
de différents points de fonctionnement n’est plus nécesdaichoix des variables de prémisse
est réalisé d’'une fagon systématique.
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En partant d’'une forme générale du systeme non-linéaie@présentation d’état quasi-linéaire
a parametres variables (quasi-LPV) est réalisée. En dgémeraombre important de formes
quasi-LPV peuvent étre associées au systeme non-linéidtiad ;i chaque forme est associée
a un ensemble particulier de variables de prémisse. Chaifirine quasi-LPV est équivalent
a choisir I'ensemble des variables de prémisse. Cette muedon quasi-LPV constitue une
forme polytopique, car les matrices a parametres variajplgs constituent sont des combinai-
sons convexes des matrices a coefficients constants adculgartir des sommets du polytope.
Ceux-ci sont obtenus en utilisant la transformation poligoe convexe (TPC)Wang et al.
1994. Chaque sommet du polytope définit un sous-modéle lindairgn-linéarité du systeme
global étant rejetée dans les fonctions de pondérationalesmaodeles.

En conséquence, la forme multimodéle obtenue par cetteoaétiiest pas unique, elle dépend
du choix des variables de prémisse et du choix des grandaeudgfinissent la transformation
polytopique convexe.

La plupart des travaux réalisés pour les systémes quasiddPdernant I'analyse de sta-
bilité ou la synthése des contrdleurs / observateurs sadsbseulement sur les matrices qui
définissent les sommets. En conséquence, méme si les diféf®rmes quasi-LPV associées
au systeme non linéaire sont formellement équivalentesgkultats obtenus dépendent forte-
ment du choix de la réalisation. Le choix de 'ensemble deisbbes de prémisse est important,
car il influe sur le nombre de sous-modeles et sur la struaturenodéle global. Ce degré
de liberté sera utilisé pour faciliter les études de coatiiité, d’observabilité et d’'analyse de
stabilité. Il est donc possible de choisir parmi différenséructures MM celle qui assure, par
exemple, I'existence d’un multi-observateur basée sutriectire MM. En général, les condi-
tions d’existence d’'un observateur pour MM sont des coniitisuffisantes de convergence de
I'erreur d’estimation d’état vers zéro. Ces conditions aiétre exprimées dans le formalisme
LMI (Inégalités Matricielles Linéaires) et sont issuesmBuanalyse de stabilité de type Lyapu-
nov [Ichalal et al, 20094 ; elles sont essentielles dans la définition et I'élaboraties critéres
de choix du multimodeéle.

La méthode proposée généralise la méthode par secteuméaiirdi, utilisée quand on fait
référence aux modeles de type Takagi-Sug@tddke et al.2007]], [ Tanaka et Wang001]]. La
contribution de cette méthode est de donner une procédsténsgtique pour choisir la forme
quasi-LPV, et par conséquent I'ensemble des variables émipse, la plus adaptée, tenant
compte de I'objectif de I'étude (analyse de stabilité ef@enance, synthese d’un contrdleur /
observateur).

A la section2.2 sera présentée la méthodologie générale de transfornditiorsystéme
non-linéaire sous une forme multimodéle. La secfoBprésente quelques limites de la mé-
thode proposée ainsi que des solutions possibles a ces/érients. Une extension de la mé-
thode est de méme proposée, a la secidnaux modeéles de systémes a base de blocs struc-
turés. Des discutions et conclusions sur I'ensemble de thodé seront proposées a la section
2.5.

39



tel-00555081, version 1 - 12 Jan 2011

Chapitre 2. Méthode générale de passage d’un systeme nairdieéd multimodele

2.2 Présentation de la méthode de réduction d'un SNL

Cette section est consacrée a la méthodologie analytiqégajémle construction d’un mul-
timodele a partir d'un systeme non-linéaire existant, gmés sous forme générale d’équation
d’état. Des sous-modeles linéaires et de dimensions e&tkdint définis et des fonctions d’agré-
gation appropriées sont définies afin de réunir ces sousiasopeéur constituer le modeéle glo-
bal. Le multimodéle obtenu est strictement équivalent atesye non-linéaire initial.

On commence par énoncer un lemme concernant la notion dddraration polytopique convexe,
a la sectiorR.2.1 Ensuite, en s’appuyant sur un exemple illustratif, a ldise®.2.2 quelques
caractéristiques de la méthode générale seront mises @enéei. Cela permettra, en donnant
guelques points essentiels ainsi que le schéma a suivracititef la compréhension de la mé-
thodologie générale, qui sera développée apres.

Dans un premier temps, on va donner la représentation digtatsysteme non linéaire, qui
constitue une forme générale pour ce type de systemes, étilars2 2.3 Cette forme constitue

le point de départ de la méthodologie.

Dans un deuxiéme temps, on introduit la notion de forme glirggaire a parametres variables
(quasi-LPV), a la sectiof.2.4 A chaque représentation quasi-LPV correspond un ensemble
particulier de variables de prémisse, qui est défini a la@me@t2.5 En général, pour un sys-
teme dynamique non-linéaire, la représentation quasi-hlést pas unigue et, en conséquence,
I'ensemble des variables de prémisse change en fonctica @iésentation quasi-LPV choi-
sie. De ce fait, il faut définir des criteres de choix d’unerésgntation quasi-LPV, i.e. de choix
de I'ensemble des variables de prémisse, correspondaiigestifs de I'étude. Pour conclure
cette présentation générale, I'équivalence entre la fonitiale du systeme non-linéaire et le
multimodéle obtenu est réalisée a la secoh 7. Quelques criteres de choix de ces variables
de prémisse sont proposés a la secAch8

2.2.1 Transformation polytopique convexe (TPC)
Enonce

Lemme 2.1. Soit h(x(t),u(t)) une fonction continue et bornée sur le do@D C R" x R™ a
valeurs dan®, avec x€ R", ue R™
Alors il existe deux fonctions € 1,2)

F:D—[0,1]
(x(t),u(t)) — F(x(t),u(t))
avec R (x(t),u(t)) +Fa(x(t),u(t)) = 1telles que:
h(x(t),u(t)) = Fo(x(t),u(t)) - hy + Fa(x(t), u(t)) - h2

pour tout h > max{h(x,u)} et b < min {h(x,u)}
x,ueD x,ueD

)
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Les fonctions Fet F, sont définies par :

h(x(t),u(t)) —hz
hy —hy

Fal(0),u(t) = ")

Notons que cette décomposition n’est pas unique.

Fi(x(t),u(t)) =

En particulier, on peut choisir :

hy = rrxlzl;}x{h(x, u)}

e = min{n(u)}

On peut remarquer que plus on cholsitgrand eth; petit, plus 'ensemble des valeurs prises
par les fonctiong=; et F, se restreint, & I'intérieur de l'intervall®, 1]. Plus de détails sur cet
aspect, ainsi que des moyens pour contrecarrer les effgédifsequi peuvent survenir, seront
présentés a la secti@n3.

Deux exemples présentant une réécriture équivalente some fMM sont donnés a la suite.
Le premier traite le cas d'une fonction affine par morceaudrgaquelle la transformation
polytopique convexe ne peut pas étre appliquée. Le deuxoamsidere le cas de la fonction
d’hystérésis et utilise le lemniz1

Exemple 2.1(Fonction affine par morceauy
Considérons un gain non linéaire exprimé par une fonctiomaffiar morceaux, comme preé-
senté a la figur@.1 et donné par :

vty = f(u(t) (2.1)
ou la fonction f: R — R est définie par :

fu) = %{[1— dy (W] f1(u) + [d1(u) — dz(u)] f2(u) + [1+da(u)] f3(u) } (2.2)
ou

d(u) = sgu—a) =1,2 (2.3)
fi(uy = aju+p; j=1,2,3 (2.4)
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AT

ai az

Figure 2.1 — Fonction affine par morceaux

On consideére les fonctions :

) = Y (2.50)
o) = UGl (2.5)
poy) = TR (2.50)

Ainsi on peut déduire la forme multimodele suivante :

3
vt) =Y pj(u) (aju+B;) (2.6)
=1
la particularité étant ici que les fonctions de pondératimmprennent que les valeudou 1.

Remarque 2.1.Pour rendre les fonctiong; continues, les fonctions & sgnu—a;) i =1,2
peuvent étre approximées par la fonction tangente hypipbel:

~ ai

d tanh“;p' i—12 @2.7)

avec le parametre p choisi aussi petit que I'on veut.

L’expression du multimodél.6) obtenue pour une fonction affine a trois morceaux, avec
les fonctions de pondération définies déa$), peut étre aisément généralisable a une fonction
continue avec un nombre de morceaux quelconque.

Pour n morceaux caractérisés par :

fi(uy = aju+p; j=1---,n (2.8)
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la fonction f(u) est définie par :

) = 5 mlau ) 2.9
avec
() = %l—dl(u) (2.10)
wi(u) — %di_l(u)—di(u), i—2,..n-1 (2.11)
(W) = 21+dy 1(0) (2.12)
et
du) = sgru—a) (2.13)

Exemple 2.2(Hystérésig

Le phénomeéne d’hystérésis peut apparaitre dans des dostésedivers : sciences physiques
ou sociales (I'’hystérésis de I'habitus présent dans unerteéléveloppée en sociologie par

Pierre Bourdieu et qui désigne le phénomene par lequel Isgaditions acquises par la so-

cialisation d’un individu dans un espace social défini peetht dans le temps), médecine (la
mesure de I'hystérése de la cornée qui permet d’évaluenites propriétés biomécaniques

de la cornée, dans le cadre du dépistage et le suivi des pgatsnuffrant de glaucome), éco-

nomie (I'hystérése désigne la persistance d’'un phénomemsoénique, comme le chémage ou
I'inflation, alors que sa cause principale a disparu), thiodes jeux, mécanique a travers des
phénomenes de frictioiMihaylova et al, 2001].

Figure 2.2 — Hystérésis
Dans sa forme la plus simple, ce phénoméne d’hystérésialeistibllement présenté comme
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a la figure2.2 et formulé mathématiqguement comme suit :

Si u< —a alors v = —M
Si—a<u<aetu>0 alors v = —M
Si—a<u<aetu<O alors v = M
Si u>a alors v =M

En appliquant le résultat obtenu précédemment pour unetifimaffine par morceaux, on
obtient :

v(u) = ul(u)-(—M)+H2(U)'%[(1—0'(0))'\/'—(1+d(U))M]+u3(U)-M (2.14)

ou d(u) = sgnu) et ou les fonctions de pondération sont définies par :

1—-sgnu+a)

p(u) = — (2.15a)
() = sgr(u+a);sgr(u—a) (2.15b)
po(y) = 1HSONU=8) (2.15¢)

Dans I'équation (2.14 le deuxiéme terme de la somme dépend de la variable

d(u) = sgn(u), on considére cette variable comme une variable de prém&sehant que la
fonction sgn prend les valeurs numériqué, O et 1 on peut déduire que(d) est bornée et on
peut réaliser la transformation suivante :

du) — sgr(l';)jtl.l_i_ 1—s§r(U) (~1)
= Hg,2(u) -1+ Hg2(U)- (—1) (2.16)

En remplacant I'expression obtenue pour la variable d 216 dans I'équation(2.14) on
obtient :

wim = p1(u) - (=M) + pi(u) - [pg,2(U) - 1+ Hg 2(u) - (=1)] (—=M) + pz(u) - M
= Ha(u)- (=M) + p2(U) kg 1 (1) - (—M) + Li2(U) g 2(U) - M + pig(u) - M (2.17)

ce qui permet de définir les fonctions de pondération :

fau(u) = pa(u), AL = -M
fio(u,u) = po(WHg1(v), A = —-M
fla(u,u) = Mo(upgo(t), Az = M (2.18)
fla(u) = ps(u), Ay = M
Ainsi, on obtient la forme multimodéle :
4 ~
VMM = fi (u, U)A; (2.19)
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de I'hystérésis qui fournit la sortie v en fonction de I'edgru et de sa dérivae

Application de la TPC aux opérations de base
On considéere deux fonctions non linéaires bornée&sur

f:R" - R g:R" — R (2.20)
X — f(x) X — g(x) (2.21)

On peut appliquer la transformation polytopiques convexésentée au Lemntl, pour les
deux fonctionsf etg qui s’écrivent :

f(x) = Hra(x) fr+ pe2(x) f2 (2.22)
9(X) = Hg1(X)01+ Hg2(X)02 (2.23)

Cette transformation polytopique peut étre utilisée dansieurs contextes afin d’obtenir une
structure de type multimodéle. Trois cas sont représeatés i

1. Somme de deux fonctior®x) = f(x)+9(x):

S(x) = [Hf.1(X) f1+ Hr2(X) f2] [Hg1(X) + Hg2(X)]
+  [Hg1(X) 91+ Hg2(X) 92] [Hr,1(X) + pr 2(X)]

2 2
= Z z IJf,kl (X) I’lg,kz (X)( fk]_ + gkz)
ki—lkp=1
4
= Hi (X) h (2.24)
5
ou les fonctions de pondeératiQi(x) = s k, (X)Hgk,(X) (K1,ko = 1,2) et les coefficients
constantdy = fi, +0«, (ki,ko=1,2) etou lindicei estdonné par :
i = 1+2%ko—1)+2(ks — 1) (2.25)

2. Produit de deux fonctior®(x) = f(x)-g(x) :

P(x) = [mr.1(X) f1+pr2(X) f2] [Hg1(X) 91+ Hg2(X) 92
2 2

= > D Hik(Hgk(X) fiuGk,
K=1k=1

= i Hi (X) h (2.26)

ou les fonctions de pondératign(x) sont calculées de la méme facon que pour le cas
précédent et les coefficients constamts= fy, -0k, (ki,k2 =1,2 eti donné parZ%.25).
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3. VecteuV (x) = [;&ﬂ ;

V(X

[ (pr,1(X) f1 4 pr2(%) f2) - (Hg,1(X) + Ilgz(X))]
(Nf 1(X) + Ut 2(X)) - (Mg .1(X) 91+ Hg 2(X) O2)
2

= Z Zkal ) Ug ko ( )Btj

kl lk=1
= Zl Hi (X)V; (2.27)

ou les fonctions de pondération sont calculées de la mémereajue préecédemment et
les vecteury; sont définis pa¥; = ;';1 (k1, ko = 1,2 eti donné parZ.25).

2
La méme procédure reste valable pour des vecteurs de dionemsélconque, ainsi que
pour des matrice8[a; j] i, j € 1,...,na de dimension quelcongqu® contenant parmi les
composantes, j les deux non- Ilnearitéfs(x) etg(x).

Dans tous les cas considérés, la transformation polytepigavexe donne une somme de 2
termes. En général, poprfonctions non linéaire$;(x) : R" — R, j=1,...,p, ces transforma-
tions restent valables et la somme obtenue contiérer2nes.

Dans ce qui suit, on va appliquer les transformations ptéssra un systeme dynamique
non linéaire, de fagcon a mettre en évidence les points esksede la méthode et ses étapes
principales.

2.2.2 Exemple introductif

Soit le systeme :

X1 = cogxq)X+xu (2.28a)
: 1
Xo = ﬁxl —x%xz (2.28b)

Dans une premiére étape, on représente le syst2@ éous forme quasi-LPV :
X = A(p(xw)x + B(p(x,u))u (2.29)

ol p(x,u) € CL(R™M) est formé d’'une partie des états et des entrées. Dans la tdassque
LPV, p = p(t) est un vecteur qui varie dans le temps. Ainsi, la difféeremteeda représentation
guasi-LPV d’'un systéme non linéaire et la forme classiqu¥ EBt que le vecteur des para-
metres dépend dans le premier cas des variables d’étattéte

En effectuant cette transformation on peut obtenir plusieeprésentations quasi-LPV, car il
existe plusieurs facons de faire apparaitre une forme affil&tat et en la commande.

Pour la premiere composante de I'équation d’état, cettaraépn est claire dans le produit
cogX1)Xz, car on a un produit entre la fonction ¢gg) et la deuxieme variable d’étas. Pour
le deuxieéme termegu, on peut soit affecter la non-linéarit€ a la matrice de commande
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(représentation(30), soit dans la matrice d’état (représentatiar8()) :

Ap(x.u)) = [i C"_‘sz”] Bpxu) — |5 | (2.30)
7% 1
2

Alp(x ) = [Xi“ C‘iﬁ”] Blp(xu) = | o] (2:31)
o) 1

On pourrait également utiliser les deux possibilités egpesprécédemment en méme temps
en écrivant le termeSu comme étant égal 5x3u) x; + (3x3) u, en affectant les non-linéarités
respectives dans les matrices d’état et de commande.

Pour la deuxieme composante de I'équation d’état, on pendmguer deux décompositions pos-
sibles. La plus évidente consiste a attribuer aux deux iagad’état des termes non-linéaires

multiplicatifs (décomposition4.30). Plus précisément, le terme non-linéa{% est attribué

a la variable d’'étak; et le terme—x% est attribué a la deuxiéme variable d’'éat Une autre
possibilité est d’attribuer a la variable d’éiatle terme non-linéairg/—lxz — X1X2 (décomposition
(2.32).

Alp(x,u)) = socu) = | 5] e

L _xix, O

[ 0 COSX1) ]
2

Toute combinaison linéaire convexe de ces deux possiégéegalement valable.

En choisissant une des trois formes quasi-LPV présentég2.i80, (2.31) ou (2.32), confor-
mément a des critéres de choix qui seront discutés plus ail déhs le développement de la
méthodologie générale, on montre maintenant le passaderria multimodele.

En retenant la représentatioB.§2, on construit tout d’abord I'ensemble de variabliés=

{z1,22,73} :

z1(X) = cogx1) (2.33a)
Z(X) = X (2.33b)
z(x) = \/ix_z — X1 X2 (2.33c)

Le choix de ces variables, 2, z3, appelées variables de prémisse, est lié directement enhe fo
quasi-LPV choisie.

Dans une deuxieme étape, on applique la transformatioriquifjue convexe, présentée a la
section2.2.1, & chaque variable de prémisgéx(t)) (j = 1,...,3) pourxy € [—27, 21 etx; €
[0.1;12. On réalise alors pour chaque variable de prémisse un¢igamn deux zones et on
obtient :

Z]_(X) = Fl’l(Z]_(X» 211+ F172(Z]_(X)) 712 (2.348.)
(X)) = Ri1(2X)z21+F2(2(X) 22 (2.34b)
3(x) = R1(z(X)z31+F2(z3(X)) 73,2 (2.34c)
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ou, compte tenu des définition.83) :

Fli(z() = (30291():1_);12212

Fia(z(x) = lellziozsl()z(l)

Fa(z(x) = ijl—_ZZZZZZ

Rala) - 24

Fa(z() = \/1722;;12—2232

o) = o vE T (2.39)

231—232

Les deux partition$; 1(zj(x)) etFj 2(zj(x)) de chaque variable de prémisgéx) (j =1,...,3)
vont contribuer, a leur tour, a la construction de chaquetfon de pondération correspondant
a un des sous-systemes du multimodele.

Les fonctionsgFj 1(zj(x)) etF; 2(zj(x)) représentent respectivement la premiere et la deuxieme
partition de chaque variable de prémisse. Pour des raisclade, on va écrir&;j 1(x) etF;j »(x)
au lieu deFj 1(zj(x(t))) etF;j 2(zj(x(t))). Les scalaireg; 1 etz > (j=1,...,3) vont contribuer a la
construction de chaque sous-systeme du multimodele. AsiGhpar exemple :

7i1 — :
o m?X{ZJ ] Vi=1..3 (2.36)

zi2 = min{zj(x)}

Il faut noter queA(p(x,u)) fait intervenir les variables de prémiszgx) et z3(x), alors que
B(x,u) fait intervenir la variable de prémissg(x); ainsi, on va évaluer les matricéset B

a partir des matrices sommets du polytope défini par lestipagides variables de prémisse
intervenant dans ces matrices.

Pour cela on part de I'expression Aeléfinie en .32 que I'on écrit explicitement en fonction

desz;(x) définien @.33 :

Am.20) = | 00 58] 237)

Puis, compte tenu de I'expressionzi¢x) (2.34), on peut écrire :

Az1(¥).23(x)) = Fg’l(x){zgl zl(()x)] N F3’2<X)[ 0 zléx)] (2.38)

232

i
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Puis, afin de faire apparaitre les fonctions de partiEgn(x) et »(x), on multiplie le résultat
par la somme de ces deux fonctions, qui est égalea 1 :

Azi(X),23(X) = [571(x)+572(x)]{F371(x){ 0 zléX)] + Fs,z(x)[ 0 zl(()x) ]}

231 Z32
+ F32(X) F21(X) [ 222 zléx) ] b Fa2(X) FZ,Z(X)[ 0 zléx) ]

232

Enfin, compte tenu de I'expression dgx) (2.34) et multipliant le résultat par la somme des
fonctions de partitiorfry 1(X) 4+ F12(X), on obtient :

Az (x),z3(x)) = Fza(x) F21(X) Fra(x) 221 281 +Fa1(X) F21(X) Fra(X) 2:21 ZB 2
+ F3a(X) R2(X) Fra(x) 221 Zgl +F31(X) R22(X) Fr2(%) Zgl 282

P2l Rald Rual¥ zg 2 281 +F.2() F21(%) Fr2(X) 222 ZBZ

+ R0 el Fa() | 0 %t |+ a0 Read Rzt | 0, %2
(2.39)

De fagon semblable, pour la matrice de commald@a(x)), on peut écrire :
Bz9) = | 25|
— R % | Rea0 | %]

— [Fa0+ Faa] Fas+ Faet){ a0 | %5 [+ oot | %2 ||

(2.40)
On obtient alors :
8
AZ(9.200) = 3 HIA (2.41)
8
Bz(0) = 3 H0OB (2.42)
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ol les fonctions de pondératipn(x) sont des combinaisons de fonctidig(x) (j =1,2,3
etk=1 2) et ou les matrices constant&set B; sont données par :

~ O z -
oA | O oz
A2 - A4 - -23’2 O |
~ 0 z -
A | O za2]
AG - A8 - -23’2 0 ]
_ _ _ _ | 21
Bi = By =B =B = { 5 }

Apres cette démarche manuelle, on peut noter qu’il y a searieuatre matrices sommat
et deux matrices sommBt. C’est donc de facon artificielle que les expressi@él et (2.42
en font apparaitre huit et ceci afin de pouvoir factorisesda&guation d’état les termgg(x).

Il est intéressant de présenter une fagcon systématiquendereioe les matrices; etB;. Tout
d’abord, on a regroupé dans le tabl@atles différentes matrice& etB; ainsi que les fonctions
de pondératiom;(x). Par exemple, pour déterminer les matrices a coefficiemistantsA; et B;
pour le troisieme sous-systénie<( 3), on procéde de la maniére suivante. On retient le triplet
correspondant a la troisieme ligiog = (1,2,1). La valeurag{, qui peut prendre les valeurs 1
ou 2, représente l'indice qui se trouve af&¢position dans le troisiéeme triplet; = (1,2,1).
(,Jompte: Fe.nu de32, Az = A(Zl,a317237o§,) e,t Bs = B(Zz_,ag)’ les Scalairegll,a?}’ % o2 et 23 g3
etant définis dan2(36). De facon plus général§ etB; (i=1,...,8) sont notées :

A = A(Zl,oilazs,oﬁ)
B = B<22,ai2)

Ces notations sont en concordance avec les équattofd.(Tenant compte de2(39 et du
triplet associé au troisieme sous-modele, la fonction ael@mtionus(x) peut étre déduite :

(%) = Fy51(X)F; 52(X)F3 53(X)
= F171(X)F272(X)F371(X) (2.44)

Le tableaw?.1 détaille la construction des matrices des sous-modelessefiotictions de pon-
dération d’'un multimodele caractérisé par trois variatlesprémisse;(x) (j = 1,...,3). Le
nombre de sous-modéles est égalfa’R chaque sous-modélecorrespond un triplet; qui
code les partitions des variablgsintervenant dans la fonction de pondération correspondant
au sous-modéle. En multipliant les fonctions qui décriver® partitions on obtient la fonction
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Sous-modeélé Oj A Bi Hi (X)
1 (1,11)  Az1,21) B(z,1) Fr1(z1) F21(22) F31(z3)
2 (1,1,2) Az1,%32) B(z.1) F11(z1) F21(22) F32(23)
3 (12,1)  Az1,z31) B(z2) Fr1(z1) F22(22) F31(23)
4 (1.2,2) Azw1,232) B(z.2) F1.1(z1) F22(22) F32(23)
5 211)  Az221) B(z,1) Fir2(z1) F21(22) F31(23)
6 212)  Az2.22) B(z,1) Fir2(z1) F21(22) F32(z3)
7 (22,1)  Alz2z1) B(z:2) Fr2(z1) F22(22) F31(23)
8 (22,2) Alz2232) B(z2) F12(21) F22(22) F32(23)

Tableau 2.1 — Tableau de partitionnement des variablesérigge pour un multimodéle a 3
variables de prémisse et deux partitions pour chaque Variab

de pondératiom; (x) correspondant au sous-model&n connaissant la valeur du vecteur d'in-
dicesg; = (ail, aiz, ai3) on peut facilement trouver la correspondance avec l'indicdiquant
le numéro du sous-modeéle :

i = 1+2%(6t-1)+240?-1)+ 203 - 1) (2.45)

Quelques fonctions de pondératigiix) -calculées conformément au tabléaliet aux expres-
sions @.39 des fonctionss (z(x)) - sont représentees a la figuir e,

1 T T T T T T 7

. — 1, )
0.8, -
\ - - -1,®)

0.6r \

0.4 \

0.2 A

14

Figure 2.3 — Quelques fonctions de pondération du systéésepté dans I'exemple introductif

Pour exprimer les matrices a coefficients constAngtB; caractérisant chaque sous-systeme
i (i=1,...,8), on utilise la forme quasi-LPV2(32 du systemeZ.28), les matriceA\(p(x,u))
etB(p(x,u)) ayant été définies e2 (32).

Dans ce qui suit, d2.2.3a 2.2.7, la méthodologie présentée dans cet exemple introduc-
tif pour réaliser le passage d’un systeme non linéaire a utimoadéle est généralisée a des
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systemes non linéaires de dimensions quelconques.

2.2.3 Représentation d’état d’un systeme non linéaire

Une large catégorie de systemes non-linéaires dynamigqua£pre représentée par un mo-
dele d’'état, représentant une relation entre les variabédat et les variables d’entrée ou de
commande. Ce modele est constitué par un systeme d’équdtftérentielles ordinaires por-
tant sur I'état 2.469 et par une équation de sortie ou d’observati®4§h :

x(t) = f(x(t),u(t) (2.46a)
y(t) = g(x(t),u(t)) (2.46b)

ou les non linéarités sont exprimées par les fonctibpisu) € R" etg(x,u) € R'.
Comme déja précisé dans le chapitre 1 (secti@), le multimodéle est une combinaison
convexe de sous-modeles :

Xt) = __ilumx(t),u(t))w X(t) + B; u(t)] (2.472)
vt = __ilui<x<t>,u<t>>[q- X(t) + Dy ut) (2.47)

Les sections d&.2.4a2.2.7décrivent étape par étape comment réaliser le passageydigmse
non linéaire de la forme2(46) a la forme multimodeleZ.47). Ainsi, on cherche a trouver le
nombre de modeéles linéairesonstituant le multimodele, les matrices a coefficientstamts
A, Bj, G et D; et les expressions des fonctions de pondérgtidr(t),u(t)), pour touti =
]_’ R

2.2.4 Forme Quasi-Linéaire a Parameétres Variables

La premiére étape consiste a transformer le modéle noridgngaus une forme d’'état ini-
tial (2.46 en un modele “quasi-linéaire a parametres variables’gliasi-LPV”. Cette forme
représente une forme affine en I'état et en I'entrée du systéon linéaire Z.46) et elle est
donnée par:

Cp(x(t),u(t))) D(p(x(t),u(t)))

oUA(p(x,u)) € R™" B(p(x,u)) € R™M C(p(x,u)) € RN etD (p(x,u)) € R*™M, Le vecteur
p(x,u) € CL{R™M+M) avecn; 4+ my < n+m, est une fonction de composantes d’état et d’entrée.
Il estimportant de noter que le vecteur des paramgtfesi) peut étre différent pour chaque
matriceA, B, C ou D de la forme quasi-LPV. Ainsi, dans la forme quasi-LPA/32) présen-
tée dans I'exemple introductif, la matride dépend des deux variables d'état (x1,x2) :
p(x,u) =X, alors que la matricB ne dépend que de la premiére variable d'gfatp(x, u) = x;.
Cependant, pour des raisons de simplicité concernant laiowg, une notation unique corres-
pondant a I'union des ensembles de paramétres est utibsédles quatre matrices de la forme

[xm] B {A(p(x(t»u(t))) B<p<x<t>,u<t>>>Hx<t>] (2.48)
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quasi-LPV.

La forme quasi-LPV est légérement différente de la formssitpue linéaire a parametres
variables (LPV). En effet, dans la forme classique LP\ést un vecteur des paramétres qui
varie en fonction du temps :

p = pt) (2.49)

alors que dans la forme quasi-LPV ce vecteur de parametdépend des variables d’'étaet
d’entréeu, comme présenté dandjang et Jadbabgi#999 :

p = pXx(),u)) (2.50)

Remarque 2.2.La forme quasi-LP\(2.48) est intéressante pour notre étude, car elle contient
des informations utiles sur les non-linéarités du systénheue distribution dans les matrices a

parametres variables Ao (x(t),u(t))), B (p(x(t),u(t))), C (p(x(t),u(t))) et D (p(x(t),u(t))).

Sous I'hypothése que les fonctiohéx(t), u(t)) etg(x(t), u(t)) soient continues et bornées
sur un ensemblg C R™ ™ avecf(0,-) = Oetg(0,-) = 0, le systémeZ.46) peut étre repré-
senté sous la forme quasi-LPY.48.

Comme déja mentionné dans I'exemple introductif, 'obtemtile la forme quasi-LPV peut
introduire des quotients dépendant de différentes vasablll systéme et notamment des va-
riables d’état. En conséquence, des conditions supplé@inesitsur ces variables sont néces-
saires : les variables impliquées doivent étre non nulléis. de respecter cette condition, plu-
sieurs solutions sont possibles :

1. Premierement, une translation des variables impligpéetétre réalisée. Notonsa, 3]
le domaine de variation de I'une de ces variabigsou a, 8 > 0. On peut réaliser la
translation suivante :

Xd =Xd+0+€, >0 (2.51)

Ainsixg € [e, B+ a + €], € > 0. En remplacanty = x4 — a — €, conformément a.57),
dans le systeme(46), on peut construire la forme quasi-LPV souhaitée. Pouraiesns
de simplicité on va garder la méme notation pour le vectewgachant qu’il contient
eventuellement les translations préalablement effestuée

2. Deuxiemement, une somme pondérée des états du systetrddrpauilisée pour former
ces quotients. Pour obtenir une décomposition affine erxdétiaen entréel, la fonction
f(x,u) est décomposée comme suit :

f(x,u) = fA(x,u) + FB(x,u) (2.52)

ot fA(X,u) = [fA(X,U),..., TR u)]T € R et fB(x,u) = [fB(x,u),..., fB(x,u)]T € R".

La fonction fA(x, u) correspond au term&(p(x,u)) x de la forme quasi-LPV. De méme,
la fonction fB(x, u) correspond au term@(p(x,u)) u de la forme quasi-LPV.

Il existe une infinité de possibilités d’établir cette déqmsition relativement a la struc-
ture de la fonction non linéairg(x, u). Le choix de la décomposition sera motivé dans la
section2.2.8dédiée a ce propos.

Pour écrirefA(x,u) comme un produit entra&(p(x,u)) et le vecteur d'état, on introduit
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les paramétres arbitraire@s = [aj1 ;2 ... Qjn] pour construire la somme pondérée
desn états. Le vecteur des parametogest associé€ a I'équation dynamique de I'é¢at
i.e. & lai®Mecomposantd(x, u) de la fonctionfA(x, u). L'idée est de multiplier et diviser

n

chaque composanti\(x,u) (i = 1,...n) avec la sommey Qi kX, supposee differente
k=1

de 0, comme suit :

fA n
fiA(X7 uy = M Z ai kX, i=1,...n (2.53)

z a; ka k=1

On définit les variables de prémisse :

fA(p(x,u Blexw) 1 4 (2.54)

z(p(x,u) = -5
Z i kXk

La matriceA est alors définie en utilisant les paramétres arbitraires :
al,lzl(p(xa U)) e al’nZ]_(p(X, U))
Alp(x,u)) = : : (2.55)
Onaza(P(XU)) -+ OnnZa(P(X,U))

Remarque 2.3.Nous pouvons utiliser une transformation analogue pour laxiEme
partie correspondant a I'entréeBfx, u), en introduisant d’autres paramétres arbitraires

B =1[Bi1 B2 ... Biml pourconstruire une somme pondérée des entrées :
fB al .
fBx,u) = M > BikUk, i=1...n (2.56)
Z Bikuk k=1

On applique la méme procédure a la fonction non linégfseu) correspondant a I'équation
de sortie du systeme (461 en introduisant les parametres arbitraiygget oqx (Q=1,--- 1,
j=1,---,n,k=1,---,m). Ainsi, on obtient la forme quasi-LPV du systéme non-line&.46).

Il faut remarquer que les matricégp(x,u)), B(p(x,u)), C(p(x,u)) et D(p(x,u)) de la
forme quasi-LPV obtenue de cette fagon dépendent des paesm®uveaux introduitsa( j,
B« Yq,j €tdqk)- En conclusion, choisir un ensemble spécifique des parasvient a choisir
une forme quasi-LPV particuliere du systeme non liné&réqj, une infinité de solutions étant
possible.

Cette technique d’obtention de la forme quasi-LPV pour utésge non linéaire peut sem-
bler difficile & mettre en ceuvre, mais le point important es¢llp met en évidence différentes
formes quasi-LPV qui sont caractérisées par des matAcd; C et D pleines, si les para-
metres introduits sont non nuls. Ces structures quasi-LRW tsés générales, mais ne seront
pas nécessairement utilisées dans la pratique, car sdegetstemes non linéaires réels sont
de dimension élevée. Une simplification de structure peatréalisée, tenant compte de I'ob-
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jectif de I'étude, i.e. de la conception d’un observatewntoleur. Etant données les structures
pleines des matrices, B, C etD, il est possible de déduire d’autres structures plus sisnele
supposant tout simplement que certains des parametresits a; j, ik, ¥g,j, Ok PUissent
étre fixés a zéro. De cette fagon, on obtient des structus-§§f*V plus simples qui tiennent
compte en méme temps des objectifs de I'étude.

Revenant aux variables données dénh§4) on va examiner comment elles sont définies de
maniere générale et comment elles sont attribuées a la fquas-LPV.

2.2.5 \Variables de prémisse : mesurables et non-mesurables

A partir de la représentation quasi-LPV issue du syst&md) et donnée sous forme ex-
plicite dans 2.48, on définit un ensemble qui réunit les composantes nonitggasues des
matricesA(p), B(p), C(p), D(p), qu'on appelle ensemble des variables de prémisseue
I'on noteV,, de la maniére suivante :

vV, = {ai,j (p(x,u)) |alj7éconst|: n, J:]—_}U
U {bik(p(x,u))|bix#consti=1n, k=1 m}u
U { Coj(p(cW)| oy £ constq=TI, j=T}u
U { dgk(p(x,u))| dgi # constq=1,I, k=1,m} (2.57)

ou a; j désigne la composante Aesituee sur la ligneet la colonnej et de méme pou j, G; |
et di,j.
Dans la suite cet ensemble est noté plus simplement :

Vo = {alp(xu), ..., (p(xw) | p< (n+1)(n+m) } (2.58)

ou p représente la dimension de I'ensemble des variables dags€¥h et otz (p(x,u)), ...,
Zp(p(x,u)) sont les variables de premisse, représentant les norritéealentifiées a partir de
la forme quasi-LPV du system&.46).

Remarque 2.4.Le nombre(n+1) x (n+m) représente le nombre maximal de variables de
prémisse. Cette situation correspond a une forme quasi LWterespectivement toutes les
composantes;g(p(x,u)), b k(p(x,u)), cqj(P ) et dyk(p ) des matrices A, B,C et D
non linéaires.

Comme on a remarqué dans I'exemple introductif, présentésadton2.2.2 le nombre
de variables de prémisse joue un réle important conceraatdille du multimodéle, et plus
précisément en ce qui concerne le nombre des sous-modeélsticant le multimodéle. Dans
cet exemple, les trois variables de prémisse considéréegéterminé un nombre égal & 2
sous-modeles.

Remarque 2.5.Pour p variables de prémisse= 2P sous-modeéles sont obtenues.

Conformément a la définition de I'ensemble des variables émigse 2.59, ces variables
peuvent dépendre dequi est généralement non mesurable, ou gai est mesurable. Ces deux
situations engendrent des approches différentes comtdiaaalyse de stabilité et la synthése
d’observateur/contréleur et seront discutées plus eril @éétahapitre 4.
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2.2.6 Obtention des matrices et des fonctions de pondération

Les matrices a paramétres variables qui interviennentldaiosme quasi-LPV du systeme
(2.46 sont des combinaisons linéaires de matrices a coefficentstants.4;, Bj, Cj, Dj) ; par
exemple, la matric&(p(x,u)) peut étre exprimée comme suit :

A(p(x,u)) = Ao+ Zj (p(x,u))- Aj (2.59)

JEZA

L'ensembleZp contient les indices correspondants aux variables de ps&ngjui interviennent
dans la matricé\. La matriceAp, ayant la méme dimension que la matriecorrespond aux
éventuels termes constants qui peuvent intervenir danstaa®A(p(x,u)). Les matricesA
sont des matrices de méme dimension Auont la composante correspondantg (@ (X, u))
est fixée a 1, et toutes les autres a zéro :

"0 .- 0 --- 0]
Aj = O ---1 ---0 i (2.60)
| 0 0 0 |

Les matrice8(p(x,u)),C(p(x,u)), D(p(x,u)) sont exprimées de la méme fagon @yp(x, u)),

en introduisant respectivement les matriggsC; et D;.

Par exemple, la forme quasi-LP¥.82 choisie dans I'exemple introductif est caractérisée par
les ensembles d'indicé& = {1,3} etZg = {2} et les matricesA;, A3 et B, définies par :

A = {8 (ﬂ Az = [2 8} B, — [é] (2.61)

De plus, comme il N’y a pas de termes constants non nuls dansmagricesA(p(x,u)) et
B(p(x,u)), les matricesdg = 022 et Bp = Op1.

En généralisant la technique présentée dans I'exempledinttif, on génére lesP2sous-
modeles d’'un multimodéle caractérisé parpegriables de prémisse qui sont partitionnées en
deux, a l'aide de la transformation polytopique convexe :

zi(p(x,u)) = Fja(zj(p(x,u))zj1+Fj2(zj(p(x,U)) Z 2 (2.62)
ou les scalaireg; ; etzj > sont définis comme dang.86), pourtoutj =1,...,p:
zj1 = rr)z:l;}x{zj(p(x, u))} (2.63a)

zj, = rQiun{zj (p(x,u))} (2.63b)
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etou
zi(p(x,u)) —z;
Fa(zi(p(x u) = ’(pzil_)ijz L2 (2.64a)
zi1—zj(p(x,u
Fia(zj(p(xu) = ”1Zj 1J£pz(,~2 ) (2.64b)

A chaque sous-modélereprésenté dans le tablea par la lignei, correspond ump-uplet
0; qui code les partitions des variables de prémisse intentetaas la fonction de pondération
correspondant a ce sous-modéle. On peut ainsi constroimgne dans I'exemple précédent,
un tableau regroupant I'ensemble des partitions des ‘asate prémisse. En multipliant les
fonctions qui décrivent ces partitions, on obtient la famrctde pondératiop;(z) correspondant
au sous-modele(i=1,...,r):

(@) = 1 F, (230000 (2.65)

ol o/ représente l'indice & l€Meposition dans lep-upleta;.

Remarque 2.6.De maniére générale, le vecteur d’indicgis= (o7, ..., aip) (contenant les va-
leurs 1 ou 2) donne la valeur de l'indice i représentant le numéro du sousléle obtenu en
utilisant les partitions correspondantes a ce vecteurdi@es. L'indice i est donné par :

i = 1+(6P—1)- 24 ("' -1)- 2+ .. + (gt —1)-2P !
-1 _
= 1+ Z}(qp‘l—l).zl (2.66)
i=

Compte tenu des définition2.64) et (2.65), les fonctions de pondérations respectent les
propriétés de convexité :

iiui(z) =1 (2.67)
u(z > 0 (2.68)

pour touti=1,...,r, car:
Fiaz(p(xw)) +Fa(zi(pxu)) = 1, Vi=1..p (2.69)

Notons respectivemefii, Zg, Zc, Zp les ensembles des indices des variables de prémisse
qui interviennent dans les matrica&p(x,u)), B(p(x,u)), C(p(x,u)) etD(p(x,u)). On va ainsi
évaluer les matrice4, B, C etD aux sommets du polytope définis par les partitions des Magab
de prémisse intervenant dans ces matrices. Cette évaldiationt les matriceg\, B;, C; et D;
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Sous-modeéle Oj A Bi Li(2)
p
1 1.1,...1) Az1,21,-.2p1) B(z1,221,..-,2p1) _|‘|le alj(zj)
J: b
p
2 (111112) A(Zl,1722717 ~~->Zp,2) B(Zl,1722717 ~~7Zp72) |_|1FJ sz (ZJ)
J: b
1,2,...1)
p
op-1 (1,2,...,2) A(Z]_’l,Zz’z,...,Zp’z) B(Z]_,]_,Zz?z,...,zp’z) .I_lle Gjp 1(2])
J: 9 2 —
p
2p—1+1 (2,1,...,1) A(Z]_’Z’Zg’l,...,zp’l) B(Zl’2,2271,...,2p71) M Fj ol (Zj)
j=1 721y
p
(2,1,...,2) A(Z]_?z,Zz’]_,...,Zp’z) B(Z]_72,2271,...,Zp72) |_| Fj ol (Zj)
j=1 T72p-1lio
2,2,...,1)
p
2p (2,2,...,2) A(Zl72,2272,...,2p72) B(lez,Zzyz,...,sz) .l_lle asz (ZJ')
J: b

Tableau 2.2 — Tableau de décomposition des variables deigg@&mour un multimodéle p
variables de prémisse et deux partitions pour chaque Variab

(i=1,...,r) a coefficients constants et qui sont relatives a chaquersodgle :

A = Ao+ z Zj,aij'Aj (2.70)

J€LA

Les matricesB;, C; et D; s’écrivent de facon semblable. Ces résultats sont détaitiés la
démonstration du résultat suivant.

2.2.7 Equivalence systéme non linéaire - multimodéle

Théoréme 2.1.Compte tenu des équatio(& 65 et (2.70), le multimodéleZ.47), qui repré-
sente une combinaison convexe de sous-modeles lingéke®;, G, Di)} (i = 1,...,r), est
équivalent au systema.¢46).

Démonstration. Comme déja précisé darz.$9
A(z) = Ao+ z Zi(p(x,u))A; (2.71)

ou 4 sont des matrices de méme dimension Aug@ x n) et qui contiennent des zéros sur
toutes les composantes sauf celle correspondant a la kadalprémisse;, comme indique
dans I'équationZ.60).

On utilise une écriture simplifiée des variables et des fonstintervenant dans le calcul,
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sans préciser leur dépendance vis-a-vis du vecteur des@aesp(x, u). On retient que pour
toutj=1,---,pona:

zj = zj(p(xu))
Fii = Fa(p(xu))
l:j,2 = Fj72(p(x,u))

En remplacant,, (2.62 dans I'égalité 2.71) et en particularisant le tern#g,, on obtient :
p—1
Al2) = Aot ) ZAj+(2paFpa+2p2Fp2)Ap
=1

En multipliant les termes d’indice différent queparFp 1 +Fp > = 1, on obtient :

p—1
A2 = Ao(Fpr+Fp2)+ ) zjAj(Fpa+Fp2) + (ZpaFpa+2p2Fp2) Ap
=1
En regroupant les termes qui contiennépi et Fp >, on obtient :
p—1 p—1
Alz) = Fp1 <A0+ Z Zj Aj +Zp71¢4p> +Fp2 <A0+ Z Zj Aj —i—Zp,zAp)
j=1 =1

On répéte les transformations precédentes, en remplagantcomme donné dang 62 pour
j = p—1) et en multipliant les autres termes de la sommeat 1 +Fp 12, =1:

p—2
A(Z) = Fp71 [(Fp_Ll + Fp_1’2)./4.0+ Z Zj (Fp_]_’]_ + Fp—l,Z)-Aj
=1

+ (Zp-11Fp-1,1+Zp-1.2Fp-12)Ap-1 +2p1(Fp-1,1+Fp-12)Ap]
p—2

+ Fp2[(Fp-11+Fp-12) Aot Y Zj(Fp-1.1+Fp-12)A]
=1

+ (Zp-1aFp-11+2p12Fp-12)Ap-1+2p2(Fp-11+Fp-12)Ap]

En regroupant les termes qui contiennggnty ; etF,_1 >, dans chaque expression délimitée par
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des crochets, on obtient :

p—2 |

AlZ) = FpaFp-11| Ao+ ) ZjAj+2Zp11Ap-1+2Zpa1Ap
=1

S .
+ FpiFp12 [Aot+ ) ZjAj+2p-124p-1+2p1Ap
=1

p—2
+ Fp2Fp-11 | Ao+ ) ZjAj+Zp-11Ap-1+Zp2Ap
=1

p—2
+ FpaFpoa12 | Ao+ )y ZzjAj+2p-12Ap-1+Zp2Ap
=

En itérant cette factorisation, en remplacant a chaqueséapcalculz; grace a I'expression
(2.62, jusqu’a ce qu’on ait remplacé toutes les variables de {gsamon obtient :
2P

p p
A(Z) = iZ{Dle’oij‘ Ao+ glzm,--Aj]}

On a réussi a exprimer les matric@s(i = 1,...,r) en utilisant les matrices sommet§ du
polytope définis par les partitions des variables de préamiss

p
A = AO_I_.zlzj,Uij'Aj (2.72)
i=

En appliquant le méme raisonnement pour la partie commandesertie, on a ainsi démontré
I'équivalence entre le systemg.46) et le multimodele2.47).

La méthode de passage d’'un systéme non linéaire quelcongaaise forme multimodéle
a été réalisée. Finalement, pour rendre la méthode extausti va présenter, a la section
suivante, quelques criteres permettant de choisir leshas de prémisse a partir de la forme
quasi-LPV.

2.2.8 Critéres de choix des variables de prémisse

Les résultats existants concernant d’'une part 'analysetalilité et de performance et
d’autre part la synthése d’observateur / controleur paisystemes présentés sous une forme
multimodéle Wang et al. 1996 Bergsten et Palp200Q Bergsten et al.2001; Chadli et al,
2001, Tanaka et Wang2001, Akhenak et al.2004 Tanaka et a).2007% Ichalal et al, 2009¢
Guerra et al.2009 Boulkroune et al.2010H sont basés sur la résolution d’'inégalités ma-
tricielles linéaires (LMI). Grace a la propriété de contéxies fonctions d’interpolation des
sous-modeles, les LMIs sont vérifiées pour les matride8() associées aux sommets du poly-
tope issu du modeéle LPV, les fonctions de pondérationsarnenant pas dans la résolution de
ces LMI. Il est important de noter que la formulation LMI igée pour construire un observa-
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teur / contrdleur a base de multimodeles traduit seulementdnditions suffisantes, mais non
nécessaires. C'est une des raisons pour laquelle il esttetskenproposer des criteres de choix
pour la conception de la structure multimodéle.

En général, la représentation quasi-LFPA2/4Q pour un systeme non-linéaire de la forme
(2.46) n’est pas unique. A chaque représentation quasi-LPV spored un ensemble particu-
lier de variables de prémisse et choisir une représentgtiasi-LPV est équivalent a choisir
un ensemble de variables de prémisse. Le choix de I'ensedebleariables de prémisse est
important, car il influe sur le nombre de sous-modeles etssatructure du modele global. Ce
degré de liberté sera utilisé pour faciliter les études aerotabilité, d’'observabilité, d’analyse
de stabilité.

Pour assurer I'observabilité / controlabilité du systénabal, représenté sous une forme
multimodeéle, et par voie de conséquence pour assurertéexie d’'une solution aux LMI as-
sociées au multimodéle, I'observabilité / controlabilie chaque sous-modele est nécessaire
[Guerra et a].2009. Ainsi, les formes quasi-LPV qui produisent des sous-nexigae possé-
dant pas ces propriétés ne sont pas a retenir. Il faut remagye ceci ne constitue pas une
condition suffisante pour assurer I'observabilité / cdatdité du multimodele Murphey et
Burdick, 2003. Par exemple, les différentes formes quasi-LPV du sysgnésenté a la section
2.2.2dans I'exemple introductif ne partagent pas la méme strectia forme 2.31) est carac-
térisée par une matridg(z) nulle, donc le systéme ne peut pas étre controlé, alors que da
(2.30 et (2.32 la matriceB(z) n’est pas nulle, ce qui est une condition nécessaire pouteque
systéme soit controlable.

Comme signalé précédemment, les conditions de stabilitélsesvateurs sont données en
termes d’'inégalités matricielles linéaires. Différertshniques ont été proposées pour réduire
le nombre des conditions LMI, ce qui réduit le volume de ddal@danaka et a).2007 et peut
faciliter I'existence d’une solutiorgergsten et al.2001. Comme le nombre des LMI & satis-
faire est linéaire ou polynomial vis-a-vis du nombre de smasléles Tanaka et Wang2001],
un multimodele composé d’'un nombre minimal de sous-modiésétre choisi. Ce hombre
est lié au nombre de variables de prémisse, il sera doncrénéfée forme quasi-LPV qui asso-
cie un ensemble minimal de variables de prémisse. Par egetaplformes quasi-LP\2(30
et (2.31) associent quatre variables de prémisse qui produironb@g-sodeéles, alors que la
forme (.32 implique trois variables de prémisse qui produiront 8 smuasléles. De plus, la
complexité des conditions LMI augmente avec le nombre diabias d’état impliquées dans
les variables de prémisse. En conséquence, pour assuistdiece d’'une solution, un multi-
modéle avec des variables de prémisse dépendant d’'un nomntireal de variables d’état est
préférable Bergsten et Palpn200(. Pour augmenter la probabilité d’existence d’une sohytio
le nombre de variables d’état intervenant dans ces vasaldeprémisse doit étre le plus petit
possible Bergsten et a]2001)].

Tenant compte des remarques précedentes, les reglestssjvasues d’'une recherche de
structure la plus simple possible, peuvent guider le choix :

— Eliminer toutes les formes quasi-LPV qui sont caractégsgar des matricé&ayant des
colonnes nulles et des matric@sayant des lignes nulles, car ces matrices ne respectent
pas les conditions de rang d’observabilité / de contrélgbiA contrario, retenir toutes
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les formes quasi-LPV ayant des matrices qui satisfont laditions :

G
GA
rang(0i) = rang E =n (2.73)
CiAin_l
rang(Ci) = rang[ B AB - AMB | =n Vi=1..r

— Identifier les décompositions contenant des variables@®ipse communes aux diffé-
rentes équations de I'état et/ou de sortie, da&nég, de facon a réduire ainsi le nombre
de variables de prémisse.

— Parmi les décompositions quasi-LPV pour lesquelles Igables de prémisse
zj(p(x,u)) (j =1,---,p) dependent du méme nombre de variables d’'état, choisir la dé-
composition quasi-LPV qui contient le nombre minimal deafales de prémisse.

— Parmi les décompositions quasi-LPV qui ont le méme noméreadables de prémisse
zj(p(x,u)) (i=1,---,p), choisir la décomposition quasi-LPV pour laquelle lesalales
de prémisse;j(p(x,u)) dépendent du nombre minimal de variables d’état.

Exemple 2.3(lllustration des critéres de choix sur le systéme de trois cte9

On consideére le systeme de trois cuves décrit a la fi@udegqui est un systéme non linéaire
multi-entrées et multi-sorties comportant deux entrées€ti,) et deux sorties (les niveaux
d'eau x et % dans les cuves et 2). Le systeme comporte trois cuves cylindrigues de méme
section S, liées entre elles par des tubes cylindriques d®seS,. Les débits @, Qs» et Qr3
représentent des deébits de fuite éventuelle au niveau des cBour cet exemple on considere
nuls les débits de fuite : Q = Qs2 = Q3 = 0. Les paramétres;, i = 1,2, 3 représentent les
coefficients d’écoulement et-g9.82/m/s? 'accélération gravitationnelle.

Ce systéme est représenté par les équations suivadbess et al.2007 Li et al., 2007 :

lt) = <Qut) - Wis()y/Zga) 0]

X(t) = éQz(t) +Ws2(X) /29 [X3(t) — Xa(t)[ — éazsn\/ 20%(t) (2.74)
x3(t) = Wi3(X)y/29xe(t) —x3(t)] —Wa2(X)\/2g]x3(t) — X2(t)]

yt) = Cxt)
ou pour des raisons de simplicité des notations on définit :
— g Degrix -
W k(x) = a.gsgr{x.(t)—xk(t)], i £k (2.75)
Définissons
X1
X = X2 ,u:[Ql],y:[xl} (2.76)
X3 Q2 X2

les vecteurs respectifs d’état, d’entrée et de sortie.
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Hypothése 2.1.0n suppose que les trois cuves ne sont jamais simultanéidest v

L'hypothése2.1 peut étre faite car les niveaux xx; et x3 sont contrdlables en utilisant les
débits d’entrée Qet Q. Dans ce cas, les niveaux dans les trois cuves sont bornéeﬂ%ix

1 .

X1

X3

X2

a, a; a,

=< g =< 05

i i i
ofi ofs or:
Cuve 1 Cuve 3 Cuve 2

Figure 2.4 — Le systeme de trois cuves

Transformation des équations sous forme multimodele
Pour écrire le systeme des trois cuves sous forme multimeédglivalente ; on utilise une somme
pondérée des états, grace aux scalaires réglst y (i = 1,...,n). Le choix de ces scalaires
donne la possibilité de mettre en évidence plusieurs foguesi-LPV et ainsi d’obtenir plu-
sieurs formes multimodéles Padiret yi non nuls et en utilisant I'hypothége1 on déduit que

les sommesz Aixi(t) et Z yiXi(t) sont non nulles.

Defmlssons en fonctlon de ces sommes pondéreées, lesleariBbprémisse suivantes :

W13

200 = 23U a0 %) (2.77a)
il
2(X) = % Xzzg) (2.77b)
200 = 292U /gt )] 2.770)
iglvm()
Le system¢€2.74) prend la forme quasi-LPV :
X(t) = A(z1,2,23)X(t) +Bu(t) (2.78)
y(t) = Cx(t) (2.79)
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Les matrices Az, 2,73), B et C sont définies comme suit :

—)\121(X) —/\221(X) —)\321(X)
Az1,2,23) = ¥12Z3(X) ¥2Z3(X) — 22(X) ¥523(X) (2.80)
Mzi(X) = y1z3(X)  A22a(X) — y2z3(X)  Asza(X) — y523(X)

., C = [o . 0] (2.81)

O O Wk
owmlk—,r O

En utilisant la transformation polytopique convexe, lesalales 7z peuvent s’écrire :
zj(x) = Fja(zj(¥)zj1+ Fj2(z(X)z 2 (2.82)

ou les scalaires iz et z » sont définis par :

zj1 = max{zj(x)
’ X 1700 Vi=1,..3 (2.83)
22 = min{z(x)}
et les fonctions f et F » sont données par :
Zj1—2Zj(x Zj(X) — zj 2
Fii(zj(x) = 11—1()7 Fi2(zj(x) = J()—J (2.84)
Zj1—122 Zj1—2j2

Ainsi, le multimodéle est composé de 22 sous-modéles. Les fonctions de pondération sont
calculées comme suit :

) = Fpoi(2100) Fy p2(22(X)) Fy g3(z3(¥)) (2.85)

ou le vecteur d'indicesi = (ai%, ..., o) (contenant les valeursou 2) fournit la valeur de I'in-

dice i représentant le numéro du sous-modele obtenu egatrtilies partitions correspondantes
a ce vecteur d'indices (voir la remarque6). Les matrices constantes de chaque sous-modéles
sont données par :

A = A<Zl,0il’22,0i2’2370i3) i=1,..8 (2.86)
ou la matrice Az1,2,,z3) est donnée er2(80. Compte tenu des définition2.81), ona B =B
etG =C pour tout(i = 1,...,8).

Finalement, le systen{@.78 est réécrit sous la forme MM :

_ 8

XO) = 3 () () + Bult) (2.87)
1=
Cx(t) (2.88)
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Il faut remarquer que conformément(a.77) et (2.80 les fonctions de pondératiom (x) et

les matrices Adépendent des scalairds et v (i = 1,2,3). Pour différents choix de ces sca-
laires, différents MM seront obtenus. Toutes ces strustti®l (excluant les cas dégénérés
A1 =22 =A3=0et/ouy; = y» = y3 = 0) sont analytiquement équivalentes au systeme de trois
cuves initial(2.74).

A la suite seront discutées les conditions & respecter poehbix des scalaires réels et y;
(i=1,2,3) (c’est-a-dire le choix de la structure MM) afin de pouvoinghétiser un observateur
pour le systéme de trois cuves.

Critéres d’observabilité pour le choix de la forme multimolée
Pour construire un observateur basé sur un multimodelerdpmeté d’observabilité doit étre
assurée. Comme précisé en chapitre 2, 'observabilité dewhaous-modeéle est nécessaire
pour assurer I'observabilité du multimodele global. La ddion géométrique suivante est uti-
lisée :
C
CA
rang(O;) = rang , =n, Vi=1,..,8 (2.89)
CA‘.n—l

Conformément §2.86) les matrices A(i = 1, ...,8) ont la méme structure que celle de la ma-
trice A donnée e(R.80), la différence au niveau numérique étant quezzet z sont remplacées
par les constantes représentant les maxima et les minimasl&ais variables. En supposant
exclus les cas dégénérés €x X3, xo = X3 et X, = Xo = X3 = 0), les maxima et les minima des
variables de prémisse sont non nuls. En conséquence, peuesghuit conditions.89 soient
vérifiées, il faut que la méme condition le soit par la matrce
Compte tenu de la définitigf2.81) de la matrice d’observabilité est donnée par :

tel-00555081, version 1 - 12 Jan 2011

1 0 0
0 1 0
o — —AZ3 A2 A3 (2.90)
YiZ3 VoZzz—2p  V3Z3
MZ(A—A3)+ViAszizs (x)1 (%)2
I (%)3 ()a ()5

ou les(x); représentent les termes non nuls suivants :

(¥)1 = z[A2z1(A1—A3) — yozz3(A2 — A3) + A2

(*)2 = AZ(A1—A3) — Yszazg(A2 — Ag)

(¥)3 = Mzazn(B—y)—naz—2z(s— ) (2.91)
(a = (pzz—22)?— yys7

(*)s = B2~ ¥)BB—22+Az1] — Asyrz123

Dans ce cas les multimodéles avec= y3 = 0 doivent étre évitées car la condition d’observa-
bilité (2.89 n’est pas respectée.
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Synthése d’un observateur a base de multimodéle
La méthode utilisée ici pour la synthése d’'un observatetibasée sur le MM2.87).
Considérons les matricegA&t A; définies par :

A
—Ao

Ag =

=l
I -
LM

(2.92)

Z|

>

En substituant 4 et Aj dans I'équation d’état du MM2.87), I'observateur proposé pour le
systeme de trois cuves a la forme suivante :

K(t) = Agk(t) (t) + Bu(t) +L(y(t) — y(t
(t) (%) [AX( (y(t) = 9(1))] (2.93)
y(t) = CX(t)
ou L est une matrice a déterminer.
L’erreur d’estimation d’état est donnée par :
e(t) = x(t) —X(t) (2.94)

Sa dynamique est obtenue en utiliséhB7) et (2.93 :

é(t) = (Ag— LC)e(t) + A(x,X) (2.95)

ou:
A(X,X) = él LA (i (X(1)) X() — K (X(1) R(1)) + Bi(pi (X(t)) — K (X(t)))u(t)] (2.96)

peut étre considérée comme une petite perturbatidrtends vers x. Conformémentlaalal
et al, 20084 on suppose que les conditions suivantes sont respectées :

[ (X(1)) — ki (X(1))] < Ti [x(t) = X(t)]
[Hi(X(1) X(t) — pi (X()) X(V)] < @ [x(t) = X(t)] (2.97)
ut)l < ¢
Sachant que les fonctions de pondératipgy(x) appartiennent a l'intervallg0, 1], sont conti-
nues et dérivables, et que I'état x est borné, les condif{@r®s) sont facilement respectées. La

premiére condition dan2(97) est vérifiée, car les fonctiong(x) sont globalement Lipschitz.
Pour une fonction f de classe®n a :

(2.98)

—
—~
x
SN—
|
—
—~
x>
SN—
I
X)\x
—h.
S
—
N—
o
o~
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En appliquant cette propriété pour les huit fonctigmson obtient :

o0 - ) < [ 1i()]dE
< ;|x—>“<|, i=1..8 (2.99)

Les scalaireg; peuvent étre facilement trouvés, connaissant les extr@sdahctiongy; (i =
1,...,8). En appliquant le méme principe pou(x) = (X)X, la deuxieme condition est vérifiée
de facon similaire, en utilisant le fait qug(x) est globalement Lipschitz et que x est borné et
continu.

Dans ce cas, le term#(x, X) est bornée par :

A(X,R) < Y[x(t) — X(t)| (2.100)

ou

Y= Z A+ (B)Ti¢) (2.101)

et oua(M) représente la plus grande valeur singuliére de M.

Conformément au théoréme de convergence de l'erreur d'astimprésenté dansi¢halal
etal, 20084 (Lemme 1), I'erreur d’estimation d’état entre le M{2.87) et 'observateur2.93
converge asymptotiquement vers zéro, s'il existe des eeatP=P" >0, Q=Q" > 0etK
telles que les conditions suivantes soient respectees :

T
AJP+PA—CTKT —KC+y?Q P <0 (2.102)
P -Q

Le gain de I'observateur93 est donné par : |= P~1K.

Il faut remarquer que le nombre des LMIs ne dépend pas du r@deésous-modeles. Il dépend
seulement de@la moyenne de matrices des sous-modeles. NéanmoingefA partagent la
méme structure, donc le choix du MM est important afin de déter le gain L. Les résultats
de simulation sont illustrés par la figu5pour A1 = —0.7, Ao =5, A3 =17, 1 =0, b =
-3, 5 = —1 et = 0.506. Ces parametres ont été choisis afin de respecter les conslitio
d’observabilité discutées au point précédent. en conaiatadies conditions initiales différentes
pour le MM ( = [1.8; 1.7; 5.5]) et pour I'observateurXp = [4.8; 5; 21]), une convergence
rapide de I'erreur d’estimation d’état vers zéro est obtenu

Les résultats d’estimation sont corrects (fig@:€), bien qu’un bruit de mesure ait été ajouté
aux deux sorties. La condition LM2 (102 est vérifiée et le gain de I'observateur est :

1.42 0
L= 0 0.97
—0.08-102 0.12-10°2
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Figure 2.5 — Estimation d’état du systeme de trois cuves

2.3 Limites de la méthodologie proposée

Cette méthode de passage d’un systéme non linéaire vers timoudéle a des limites
dues aux différentes hypothéses de travail utilisées. Bitpker, I'hypothese de variables de
prémisse bornées -nécessaire au calcul de leurs maximanebhawnipréte a discussion. Cette
limitation est discutée plus en détail dans la suite et ner@pas sans solution.

2.3.1 Meéconnaissance des bornes des variables de prémisse

La transformation polytopique convexe, présentée au aiblatsectior?2.2.1lavec le lemme
2.1, assure les propriétés de convexité des fonctions de patatéde la structure multimodéle,
mais souleve le question de I'existence et du calcul desdsosnpérieures et inférieures des
non-linéarités. Néanmoins la connaissance précise dearasdn’est pas toujours possible,
car souvent les non-linéarités, dont dépendent les vagatd prémisse sont fonction de va-
riables inconnues a priori, comme les variables d’étatpgisont pas directement mesurées. Le
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calcul des maxima et des minima de ces non-linéarités ntast gas directement réalisable.
Ce probleme a des solutions, qui seront discutées a I'aideeXemple.

Reprenons I'exemple introductif présenté a la secii@n?2:

X1 = cogxi)x+x5u (2.103a)

: 1 5

Xo = ——X1—X{X 2.103b

2 T ( )
Les variables de prémisse qui ont été identifiées sont :

z1(X) = cogx1) (2.104a)

(X) = X (2.104b)

1

z3(X) = — —X1X 2.104c

3(X) G e ( )
Supposons que ces variables appartiennent aux interj@|lg8] (j = 1,...,3), avec

aj = rQLn{zj(x, u)} (2.105)

B = rQEX{ZJ' (x,u)} (2.106)

dont les valeurs numériques ne peuvent pas étre déterminées
Ainsi, les fonctions de partition définies par

Zi (X, U) — Z;

Fii(zj(x,u)) = w (2.107a)
Zj1—122
Zi1—Zj(X, U

Fi2(zj(x,u) = Jlfj() (2.107b)
Zj1—7Zj2

sont calculées a partir des scalairgs et zj» (j = 1,...,3) dont les valeurs seront différentes
des valeurs réelles des borreset 3j. Trois possibilités existent dans le calcul des fonctions
de pondération et des matrices de sous-modeles. Les ssatainsidérés peuvent étre :

1. aj < zj (voir figure2.6 (a)
2. zj» = aj (voir figure2.6 (b)
3. zj» < aj (voir figure2.6 (c)

D’autres cas dérivent de ces trois possibilites combinés s trois possibilités entfg etz; 1.
Neuf cas existent, mais tous ne seront pas étudiés.

Eneffet,zj» = ajetzj; < Bj produitle méme effet que la premiere situation, et ainsiite s
Dans le cagj > aj, les fonctions d’activation faisant apparaikig, dépasseront l'intervalle
[0;1]. Dans le cag; » < aj, les fonctions d’activation ne décriront pas tout I'intalte [0; 1].
Donc, tous les choix possibles de ces scalaires produsetrolis situations différentes présen-
tées a la figure.6, dans laquelle sont illustrées les fonctions de pondératiomultimodele
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associé a I'exemple précédeft103 :
KO = 3 HWIAXD +Bu() (2.108)

On remarque que la premiére situation (fig@ré (a) correspond a une structure multimo-
déle avec des fonctions de pondératipyni, u), i = 1,...,r qui ne possedent plus la propriété
suivante :

0 < p(xu < 1 (2.109)

o Zj,2‘ = O 5 zjg < o4
1.5 1.5
B () e
1 1
0.5
ol
-0.5 ‘ ‘ -0.5 ‘ ‘
0 5 10 0 5 10
% %

Figure 2.6 — Variations des fonctions de pondérafipix) (i =1,...,r) déterminées par les
bornes des variables de prémisse

Afin de retrouver cette propriété, qui est importante dasttedes d’analyse et de syn-
these du contrdleur/observateur, une normalisation ebsée, en définissant les fonctions de
pondération suivantes :

_ i(X,u) — pmin
Hi(x,u) = %

u u.min ) =1
i i

N ¢ (2.110)

Les scalaireg™" et uM* utilisés pour cette normalisation sont obtenus en utitiemnscalaires
zj 1 etzj > et non les valeuraj et 3j les maxima et les minima dg qu’on ne connait pas.

Ces nouvelles fonctions de pondération possedent les ptéprile convexité souhaitées. La
structure du multimodéle est modifiée conformément aux eles fonctionsy;(x,u) de la
facon suivante :

=

X = 3 [ G0 (P ™) ] [AX() + B ut)] (2.111)
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Notons :
AP = (- ™) A (2.112)
BiD _ (“imax_ uimin) B; (2.113)
Le multimodele 2.117) est écrit :
) = iu{“‘”wxm T Bu()] +_iu‘i<x, WX +BPUM)]  (2.114)

Fonctions de pondération non convexes Fonctions de pondération convexes

b ()

0.51

Figure 2.7 — Comparaison de fonctions de pondération avaat épres (b) la normalisation

r —_— . Ve . Ve .
En utilisant la propriét€s pi(x,u) = 1 des fonctions de pondération, on peut écrire :
i=1

X(t) = iﬁi(x, u)- ilujmi” [Ajx(t) +Bju(t)] + _iﬁi(x, u)[AP x(t) 4+ BP u(t)] (2.115)
1= = 1=

Finalement, en réalisant une factorisation, on obtientrlecgire multimodéle suivante :

r —_—

Xt) = Zﬁ(x, u) [Ax(t) + Biu(t)] (2.116)
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ou les matrices des sous-modeles sont données par :

J— r .

A= AP+ A (2.117)
=1

B = BP+Zujm'”Bj, i=1,..r (2.118)
=1

et ol les fonctions de pondératign(x,u) respectent les propriétés de convexité souhaitées.
Les fonctions de pondération du multimodele avant et apopgiation de normalisation sont
représentées a la figueer.

En conclusion, la limite de la méthode concernant la médssaace des bornes des va-
riables de prémissg(x,u) (j = 1,...,p) trouve une solution dans une opération de normali-
sation effectuée sur les fonctions de pondération, sisell@e respectent pas la propriété de
convexité en raison du mauvais choix initial de ces bornes.

2.3.2 Non respect de la propriété de localité des sous-modéeles

Un autre inconvénient de la méthode proposée pour obtefuriae multimodele concerne
I'interprétation physique du multimodele. Cet inconvéniest que chaque sous-modéle perd
son sens local (comme dans le cas d’'un MM obtenu par lindiamsautour des points de fonc-
tionnement). Cet effet est couramment cité comme “réaaivates modes” dans la littérature
et il peut étre remarqué dans I'exemple précédent (voirdigRu6 et 2.7). Si on souhaite avoir
une structure multimodéle possédant la propriété de técadis sous-modéles, alors des solu-
tions alternatives doivent étre proposées.

On va considérer un modéle statique afin de faciliter la ptésien d’une solution alterna-
tive possible a la structure multimodéle non locale. Consiagle modéle suivant :

y(x) = x*—2x—1, xe[-2;25 (2.119)
10
7]
/]
d y(x) // //
1]
1/
/// - 1/ /
0 Y T~ /
. ~ _ N W
/i B —
s
-5 s s s s
-2 -1 0 1 2

Figure 2.8 — Choix intuitive de la structure multimodele ay@es sous-modeles locales
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Ce modéle est illustré a la figuBe8. Une premiere approche intuitive propose la construc-
tion d’un multimodele a trois sous-modeles linéaires dgfitans les zones délimitées par les
ellipses. Cependant, en appliquant la méthode analytiqymopée précédemment, la structure
multimodéle est composée seulement de deux sous-modedesdis. En effet, ceci est réalisé
en définissant la variable de prémisse :

zZ(x) = x2-2 (2.120)
On peut écrire la forme LPV :
y(x) = z(x)x—1 (2.121)

qui contient un terme constant par la suite assimilé dartsuatare des sous-modéles linéaires.
En utilisant la transformation polytopique convexe, ontgéaliser la décomposition suivante :

Z(X) — Zmin Zmax— Z(X)
—_— +———""Zni 2.122
Zmax— Zmin Zmax Zmax— Zmin Zmin ( )

OU Zmin = —2 etZnax= 4.25. Les fonctions de pondération sont définies par :

2
X — 2 — Zmin
1X) = ——m— 2.123
Ha(x) Zmax— Zmin ( )
2
Zmax— X“+2
2(X) = — 2.124
H2(X) Zmax— Zmin ( )
10
5 y(x)
0
-5
-2 -1 0 1 2
2 2
0 0 p2(x)
-1 -1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
10 10
0 0
-10 -10
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figure 2.9 — Structure multimodéle non locale
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Les fonctions de pondération construites possedent I@siptés de convexité. On peut donc
réécrire le terme constant d& {21 comme 1= 3 (X) + U2(X). Le modéle est écrit comme suit :

Y(X) = [H1(X)Zmax+ H2(X)Zmin) X — [H1(X) + H2(X)] (2.125)
= H1(X)(ZmaX— 1) + p2(X) (ZminX — 1) (2.126)

Finalement, la structure multimodéle équivalente au neliledaire statique; 119 est donnée
par :

2
y(x) = .leli(x)(aiX‘Fbi) (2.127)

ou les modeéles linéaires sont
yi = aiX+ by, i=12

avec les définitions :
A =Zmax, & =2Zmin, b1=bp=-1

La figure 2.9 permet de visualiser la structure multimodéle équivalentenodéle statique
(2.119. Il faut remarquer que cette structure est caractériséal@ax modeéles linéaires de
pentes opposées et que le premier modele est majorit@irgy(i> 0.5) dans deux intervalles :
[—2;—1.8] et [2;25]. Ainsi, le phénoméne de la réactivation de mode est préseaveérs le
premier modéle linéaire.

Afin d’obtenir un multimodéle qui respecte la propriété dealdé des sous-modeles on va
procéder de fagon inverse en fixant tout d’abord les soustesdinéaires, et en déterminant
ensuite les fonctions de pondération correspondanteso@idere toujours deux sous-modeles
linéaires définis comme suit :

°°(x) = ax+bPe (2.128a)
Pox) = aP°x+Dbs° (2.128b)
Les parametresl°, bl°¢, i = 1,2 sont choisis au départ de fagon & ce que le mogghe

représente le modéle non linéaire statigwre) sur l'intervalle [-2;0] et le modéley»(x) sur
I'intervalle [1;2.5]. Les paramétres des deux modéles linéa2ek2g sont déterminés locale-
ment dans les deux intervalles indiquées en utilisaniitesteur des moindres carré@¢ = 10,
blo¢ = 15,al0¢ = 14.5, blP° = —26.75). Entre ces deux intervalles, la description du modéliees
résultat de I'interpolation des deux modéles linéairesh&at que la structure du multimodele
a construire est définie par :

YX) = POV + pPe(X)ySC (2.129)
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et quep®(x) = 1-— ui°(x) on peut déduire les fonctions de pondération du multimodéle

y(x) — @ — by*
(alloc . aI20c>X + blloc . b|20C
EP(x) = 1— (%) (2.131)

(%) (2.130)

Cette nouvelle structure posséde la propriété de localgésadeas-modéeles, comme le montre la
figure2.1Q De plus, chaque fonction de pondération est active danstervalle particulier.

10
5 y(x)
0
-5
s 0 2
10 10
0 Yo () 0 yhe ()
-10 -10
=2 0 2 =2 0 2
1 1
05 pAe () 05
ps ()
0 0
-2 0 2 -2 0 2

Figure 2.10 — Structure multimodéle ayant la propriété dallté

En général, pour des systémes non linéaires quelconqupsy@&dé peut étre appliqué en
définissant des modéles linéaires qui représentent le abempent du systeme dans des zones
de fonctionnement choisies sur des critéres physiques.

2.4 Extension aux modeles a base de blocs structurés

2.4.1 Introduction

Un nombre important de processus peuvent étre représdrapprechés par des modéles
de type Hammerstein (H) ou Wiener (Wygh, 2007 ou un mélange de ces deux types de
modeles (Hammerstein-Wiener (HW) et Wiener-Hammerstein )MPes études sur I'identi-
fication des systemes de type Hammerstein-Wiener ont gp@geées recemmenifpros, 2007,
Wang et Ding 2008 Yeh, 2007). De méme, quelques travaux portant sur I'identificatidia [
et al, 2009 ou le contréle prédictif Juradg 2009 de systémes représentés par des modéles
flous de type Hammerstein ont été réalisés, la partie n@ailie de la structure Hammerstein
étant approchée par un modéle flou.
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Par la suite on va traiter ce type de modeles, en essayard ttamsformer sous une forme
multimodéle. Ensuite, une démarche de généralisation agéles a base de blocs structurés
dynamiques ou statiques est proposée. Tout d’abord, deefomultimodéles sont proposées
pour les modéles de type Hammerstein et Wiener aux se@idiidet 2.4.3 Comme tous ces
modéeles représentent des structures de type série, urogpeetent semblable pour différentes
structures en paralléle est proposé ensuite a la seztibfs Un exemple est présenté a la sec-
tion 2.4.5afin d'illustrer ces points théoriques.

En se basant sur les développements réalisés au courselsamion, la généralisation présen-
tée a la sectiod.4.6contient quelques éléments pour construire une forme maoitéle.

Afin d’englober toutes les situations possibles, on proglesgaiter la situation ou deux blocs,

représentés chacun par un MM, sont disposés respectivemaegtie et en paralléle. Pour cha-
cune de situations, une structure MM globale est obtenue.

Structure en parallele

Soit la structure en paralléle présentée a la figufie, ou deux blocs non-linéaires sont
représentés par des multimodeéles :

(MMy): Xq(t) = _iuﬁ(xl,u) [Axa(t) +Bu(t)] (2.132a)
) = 3 Hou [Chat) + Dhu() (2.132b)
(MM):  X%o(t) = JZzllujz(xz,u) [Axa(t) + Bu(t)] (2.133a)
Valt) = jﬁluﬂm,w [Cxo(t) + D2u(t)] (2.133b)

ST

u(t) (1)
> MM2
(1)

Figure 2.11 — Schéma d’une structure en paralléle
Soit I'état augmenté
x = [Xl} (2.134)
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et les matrices :

1 1

Al 0 B

A= lo AZ]’ Bi = {BIZ}’ Cj = [G Cf], Dyj = D+Djf
| J

La sortie du MM global est donnée par :
yt) = ya(t)+y2(t) (2.135)

Un MM unique représentant le systeme constitué par les dieas kbn paralléle est donné par :

iy ra

X(t) = > 1O u)pf (%, u) [Ax(t) + Biju(t)] (2.136a)
==
O = 33 HO W) [Cix(t) +Dyult) (2.136)

=

Dans le cas particulier ou les variables de prémisse somuesnaux deux MM on pourra
obtenir un MM global dont le nombre de sous-modeles estigiéar; - ro.

Structure en série

Soit la structure en série présentée a la figuie, ou deux blocs non-linéaires sont repre-
sentés par des multimodéles comme dan$3? et (2.133, avec les propriétés suivantes : la
sortie du(MM1) constitue I'entrée ddMMy) et la sortiey, de ce dernier constitue la sortje
du MM global, ce qui nous permet d’écrire :

(MM): %o(t) = 5 Hi(xe,u) [ASx(t) +Byu(t)] (2.137a)
=1
y(t) = Zzujz(xz,u) [Coxa(t) + D3y (1)] (2.137b)
=1
u(1) MM+ yi@ MM2 @)

Figure 2.12 — Schéma d’une structure en série

En utilisant .132 et le vecteur d’état augmenté défini comme déh34 on obtient la
forme MM du systéme constitué par les deux blocs en série :

X(t) = lezz pt(x, u)ujz(x, u) [Aijx(t) + Biju(t)] (2.138a)
i=1j=1
YO = 33 HcUREXU) [Cx(D + Dyu)] (2.138b)

=
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ou les matrices constantes caractérisant les sous-maabgledéfinies par :

A0 B clp? 2 12
Aj = B A2) Bij = B2D} |- Gj = [CGDf Cf], Dij = DiDj

2.4.2 Modeles de type Hammerstein

Ce type de modéle fait partie des modéles a base de blocausésictl est constitué par un
élément non linéaire statique suivi par un élément dynaeligéaire (figure2.13).

u(®) x(t)

NE) v

G(s)

Figure 2.13 — Structure de type Hammerstein

On considére le cas des systemes Hammerstein multi-vesidtbir figure2.14), ou les
vecteurs de variables sane R",ue R™ y c R! et ouN : R™ — R" est une fonction matricielle
non-linéaire statique. Ce modele peut étre représenté de fgnérale comme suit :

x(t) = N(u(t))
{Y(S) = G(s)X(s) (2.139)

ou N est une fonction non-linéaire statiqud’opérateur de Laplace et db(s) est une fonction
matricielle dont la forme d’état est donné fa(s) = C(sl — A) B+ D.

ui Uz - __ . Um

X1 Vi

Ni T
\\\ ///
,

X2 W V2

b
LN ~
.
N> AR
N ’ 7
.
I I

YV

YYY

c
9y \

Xn N \ M

| Nn | - *

YYY

Figure 2.14 — Structure Hammerstein MIMO

En utilisant une des formes canoniques d’état, on peutirédersystemeZ.139 comme

suit :
X(t) = N(u(t))
E(t) = A&(t)+Bxt) (2.140)
y(t) = CE&(t)+Dx(t)
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On peut écrire :

Ny (u) Ny (u)
X1 mu;  MUm U1
X No(W) . Na(u)| fy

On définit les variables de prémisse suivantes :

N; (u) . ,
Z|J(u) = |:17"'an7 lev"'am
m.uj

On applique la TPC pour décomposer les variables de prémisse
2 K
Zj(ut) =y ulu)E
k=1

ou les fonctions de pondératiqq’;(u) et u?(u) (i=1,---,netj=1,
comme suit :
zj(u(t)) —Z;

1 _ 2

474

2 iy — BT EiD)
b2, (u(t)) —

uhi(ut) =

zij = maxz,j(u)
2 = minz,;(u)

(2.141)

(2.142)

(2.143)

---,m) sont definies

(2.144)

(2.145)

Conformément aux définitions et transformations réaliséegeut écrire le term8x(t) sous

une forme MM :

Um

bi1 - bin| |ze1(u) - zZzm(u)| [ug
Bx(t) = : . : . : (2.146)
br1 - ban| [Z0a(U) - Zam(U)| |Um
- Uy
— iZLZi’j(U)bk’i] 1n (2.147)
- j=21-,m

En substituant ce terme dans le systeth&40 on obtient la forme MM de la structure de type
Hammerstein. En effet, un modéle LTI est un MM (avee 1) et deux MM en série définissent

un MM.
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2.4.3 Modeles de type Wiener

Ce type de modele est également a base de blocs structurgtscdinstitué par un élément
dynamiqgue linéaire suivi par un élément non-linéaritéete (figure2.15).

u(1) G(S) v(t) N() (@)

Figure 2.15 — Structure de type Wiener

Ce modéle peut étre représenté par les équations suivantes :

V(s) = G(s)U(s)
{ y{t) = N(v(t)) (2.148)

La transformation du bloc non linéaire en MM est analogueauHammerstein : on réécrit la
sortiey(t) sous la formeZ.145. On réécrit la sortie du systém2.{48 sous la forme :

Ny (V) Ny(v)
Vi ﬁ pl_vp Vi
N (V) N (V)
4 P Py ve
On supposant que les non-linéarités statiqugs) (j = 1,---,l) sont bornees, on peut appli-
quer la TPC2.143, (2.1449, (2.145 pour décomposer les variables de prémisse suivantes :
N . :
zj(v) = I(V)7 i=1---,I, j=1---,p (2.150)
p.vj

et obtenir finalement une représentation MMy = N(v(t)). La fonction de transfer®(s)
étant un MM avece = 1, on a bien un MM global.

2.4.4 Systemes dynamiques non linéaires basés sur des structures@mes
ou en parallele

Les modéles de type Wiener (W) et Hammerstein (H) représedessystemes non li-
néaires baseés sur des structures en série des blocs Isméairen linéaires. Un MM pour ce
type de modele a pu étre déduit. On a vu qu’il est possible @ese¢ la méme extension pour
des systemes composeés de blocs linéaire et/ou non linéairssnt en série ou en parallele. Par
exemple, les systémes de type Hammerstein-Wiener (H-W)¢figil), Wiener-Hammerstein
(WH) (figure A.2) qui sont des exemples de structures dont les blocs sorasdispen série,
ou bien des systémes dynamiques non linéaires en cascade £ig) dont les blocs sont dis-
posés en paralléle. D’autres structures constituant debioaisons en série et/ou en paralléle
des modeles de type H, W, H-W, W-H peuvent exister (voir figétel, A.5, A.6). Toutes ces

structures sont illustrées en annéxeTous ces cas ne seront pas traités en détail dans la suite,

car le procédé d’'obtention de la forme MM est similaire dansstles cas et il est facilement
déduit des structures série et paralléle présentées atdiEbatte section.
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Dans ce qui suit on va présenter un exemple pour illustre¢maziiche de généralisation de
la méthode aux systémes a base de blocs structurés.

2.4.5 Exemple illustratif

Soit le systeme a temps discret non-linéaire a deux enttéesig sorties :

_ qb q.bp sin(uy(t))
yi(k) = 1—q.f1u1<k)+K1{1—q.f2u (k)} (2.151a)
b b
) = 122l e[ PRk @151

ouKj, Ko, by, by, f1, f2 sont constantes etreprésente I'opérateur retard des systemes a temps
discret.

q.b, x1(k)

wui(k) 1-q.f, \ ()
- a x4(k)
)

/Y

)4 (k )
L
y2(k)
uz(k) ab, | x:(k) _— :

1-q.1,

Figure 2.16 — Schéma exemple

Ce modéle peut étre représenté par le schéma donné a laZigéet défini par 'ensemble
des équations

yi(k+1) = xi(k+1)+Kixa(k+1) (2.152a)
Yo(k+1) = xa(k+ 1)+ Koxa(k+1) (2.152b)
X]_(k—i— l) = blul( ) + flxl(k) (2.152c)
X2(k+1) = boux(k)+ foxo(k) (2.152d)
x3(k+1) = xi(k+1)log(ya(k+1)) (2.152¢€)
xa(k+1) = [xp(k+ 1)]sntalk) (2.152f)

En remplacant les variables d’état dans les expressiondalessorties Z.1523-(2.1520) et
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ensuite I'expression dg (k+ 1) de 2.1523 dans I'équation d’état(; 1528, on obtient :

ya(k+1) = bus(K)+ fxa(K) + Ky [(batia(K) + fxa(k)) [ 1)

Yo(k+1) = boup(k) + faxo(k) + Kz [(brus (k) + f1xq(k)) log(y1(k+1))]

x1(k+1) brus (K) + fixa (k)

X2(kK+1) bouz (K) + fox2(K) (2.153)
x3(k+1) = [byui(k)+ fixi(k)]log {blul(k) + fixq (K) + Kq [bauz(K) + f2X2(k)]Sin(Ul(k))}
Xa(k+1) = [boua(K)+ faxa(k)] [boua(K) + fzxz(k>]5in(ul(k))—1

On veut écrire le systeme.(L53 sous une forme multimodele, ayant la forme suivante :

{x<k+1> 3 () (Ax()+ Bu() 150
y(k) = Cx(k)
Pour réaliser cette transformation, on réécrit le systé&ibg) sous la forme :
x(k+1) = A(u(k),x(k))x(k) + B(u(k),x(k))u(k)
U = oo (2159)
ou:
Xlgkg (k) (k)
x2(k up (k ya(k
K9 = | 2 | =] ] =] 2]
X4(K)

et ou les matriced(u,x) € R4, B(u,x) € R**? etC € R?*4,
L'examen des équationg.(L529 permet d’identifier deux variables de prémisse :

21(u(k),x(K) = log{baus(K)+ fuxa(K) + [baua(K) + fax ("™ | (2.156a)
22(u(k),x(K)) = [batp(K) + Faxp(k)|SM k)2 (2.156b)

Les matriceA(u,x), B(u,x) etC de 2.159 ont la forme :

Alux) = (2.157a)

B(u,x) = (2.157b)

C = (2.157¢)
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Il faut remarquer que; dépend dauy, Up, X1 et xp, alors quez, dépend dau, Uy et Xp. En
supposant que; € (0,a), uz € (0,b), x; € (0,c) etxz € (0,d), aveca > 2m, b,c,d > 0 des
constantes, on peut calculer les maxima et les minima @exj, x2) et zx(u,X2), qu’on note
z1 etz pouri = 1,2. En utilisant la transformation polytopique convexe, omstruit les
fonctions de partitiort 1 etF » (i = 1,2). Le multimodéele comporte quatre sous-modeles et les

fonctions de pondératior2 (154 sont :

(2.158)

Les matrice®\ et Bj sont calculées en utilisant les maxima et les minima et 25 :

f1 0

| 0 f

Al o f12171 0
| 0 oz

[ f1 0

o0 h

Ao = fizzy O
0 fazp

[ f1 0

o0 h

Ao = fizip O
| 0 fzs

[ f 0

o 1

As = f12172 0
| 0 fzp

[eNeoNeNe]

OO0 OO0 OooOoo

[eNeoNeNe]

OC OO0 OO0 Oooo

© by 0
0 b
B = b12171 0
| 0 bz
C b 0
o0 b
B2 = bizzy O
| 0 bz
[ by 0
o0 b
Bs = b1zzo, O
| 0 bz
[ b 0
o0 b
Ba = P1z1, O
| 0 bz |

On peut noter que la matric&(u,x), dans la forme quasi-LPV choisie, contient deux co-
lonnes nulles, ce qui peut engendrer des difficultés uliéee dans les études d’observabi-
lité/contrblabilité. Comme alternative, on peut conseuleux nouvelles variables de prémisse :

z3(u,X)

(U, X)

X1

—27(U,X) (2.159)
X4

X2 (2.160)
X3 '
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Avec ces variables de prémisse, la matAga, x) a une nouvelle structure :

f1 0 0 0
B 0 0 f2z4(u,X) 0

A(u,x) = 0 0 0 f123(u,X) (2.161)
0 fZZQ(U, X2) 0 0

Les matricesB et C restent identiques a celles définies2hb7h et (2.1579. Dans ce cas,
ayant quatre variables de prémisse on obtient un multinecalédc 2 sous-modeles.

En conclusion, si la structure initiale du multimodéle, gst la plus évidente et qui est
congue a partir des variables de prémigsg = 1,2) de €.159 est convenable, alors le choix
de ces variables de prémisse se reléve tout a fait adéqnan,®in cherche une autre structure
gui convient aux objectifs, mais qui contiendra peut étus ple sous-modeles que celle choisie
initialement.

A partir de cet exemple et du formalisme de passage en muléteale différents types de
systemes a base de blocs structurés (Hammerstein, Wiprésgntés dans les section2dé 2
a2.4.4 on propose dans ce qui suit une généralisation aux modékeseade blocs structurées
guelconques.

2.4.6 Généralisation aux modeéles a base de blocs structurés quelcongue

On considére un systeme dynamique quelconque caractériséeptréesi € R™ etl sorties
y € R'. On suppose que ce systéme assodinctions de transfett; (i € /,) auxq gains non-
linéairesNL; (j € Zy), comme présente a la figuPel 7.

NotonsZ; I'ensemble de dimension qui contient les indices correspondants aux blocs
linéaires, ainsi que 'ensemhfg, de dimensiory, qui représente I'ensemble des indices cor-
respondants aux blocs non-linéaires. Les deux ensemhiéssquropriétés suivantes :

TLUIne = {1,2,..b} (2.162)
TLNIye = © (2.163)

oub est le nombre total des blocs qui constituent le schéma globa
Les fonctions de transfert associées aux sous-ensemidesrés peuvent étre exprimees par :

_ X(t) = Ax(t)+Bial(t)
(L) {s(t) ~ Cxi(t) ieT (2.164)

ou g ets (i €Z.) sont respectivement les entrées et les sorties interimgslides “sous-
ensembles” dynamiques qui composent le systeme globa], (e€ Z,) les variables d’état
du systeme. Les matricég, B; etC; sont des matrices connues de dimensions appropriées.
Les non-linearités du systeme sont représentées par lesdias fj (j € Zn2) qui lient les
entréesej aux sortiess; intermediaires des “sous-ensembles” statiques noniesa

(NLj) sp = fj(&)) J€Ine (2.165)
La figure2.17présente un schéma général d'un systéme comportant desgaitinéaires. Ce
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2.4. Extension aux modeéles a base de blocs structurés
u Systéeme a gains y
) non linéaires
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Figure 2.17 — Représentation générique d’'un systéeme dyn@migains non-linéaires

schéma réunit quelques éléments essentiels du systembyseana

On veut transformer ce systeme sous une forme multimodes hon-linéaritésf; (j € Zyz)
contenues dans le systéme a gains non-linéaires vont deégria structure multimodéle.
Tenant compte de toutes les relations linéaires dynami(fu&64 et non-linéaires statiques
(2.165 définissant le systeme, il faut le réécrire en fonction desables d’étak et des va-
riables d’entrée et de sortie globalegty. Si on considére la numérotation des blocs comme
présentée a la figuz17, on a les relations suivantes :

= Alxl(t)+81$8(t)
= C]_X]_(t)
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ss(t) = Cexs(t)
X7(t) = Azx7(t) + Byum(t
W o Z oy
(NLg) @ ss(t) = fa(sr(t))
(NLp) S(t) = fu(ss(t))
sit) = sa(t)
S(t) = so(t) +so(t) (2.166)

Par substitution on obtient :

) = Aa(t) + Bifa(Crxr(t))
Xo(t) = Agxa(t) + Bouy(t)
Xa(t) = Aaxa(t) + Baf3(Coxa(t))
ot) = Asts(t) + Bfs(Coxalt)
x7(t) = Ayxz(t) + B7um(t)

yi(t) = Caxa(t)

yg(t) = C6X6(t) + be(fg(C7X7(t))) (2.167)

De facon générale on est capable d’écrire :
X(t) = F(x(t),u(t))
{y(t) = G(x(t),u(t)) (2.168)

En conclusion, on peut obtenir I'écriture générale d’'untésye a gains non-linéaires quel-
conque, comme dan&.(L69, ouF etG sont déterminés en fonction des différents blocs fonc-
tionnels constituant le systéme. Ainsi, on a obtenu la sepration d’état du systéme considéré
et on peut appliquer la méthode systématique de transfanmptoposée précédemment afin
d’obtenir une structure multimodéle.

Remarque 2.7.La décomposition des variables de prémisse, en utilisanniaxima et les mi-
nima de ces variables, peut se faire seulement si tous Ies blon linéaires sont caractérisés
par des non-linéarités bornées. Il existe des cas partesjicomme I'hystérésis ou des fonc-
tions affines par morceaux, pour lesquelles on ne peut pgsopey une telle décomposition.

2.5 Conclusion

Ce chapitre se veut étre la présentation d’'une méthode anadyt générale de décomposi-
tion d’'un systeme non linéaire sous la forme multimodéletraasformation proposée conduit
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a un systeme parfaitement équivalent au systéme initigycétait I'objectif fixé au départ. Ce
n'est pas une réduction de modele classique, qui impliqugesral une réduction d’ordre ou
une perte de signification des différents parametres pbhgsignais une réduction de complexité
de modele. Ainsi, cette décomposition permet d’étudiersysgemes non linéaires complexes
pour les études de commande et de diagnostic grace a laepfatsn de ces systemes sous
forme multimodéle.

Cette méthode peut étre considérée comme une généralisatianméthode par secteur
non linéaire, car elle propose de facon systématique leagasgrs un multimodele équivalent
au systeme initial -passant par le choix de la forme quasi-Lentification des variables de
prémisse, la décomposition de ces variables et finalemhtehtion des matrices et des fonc-
tions de pondération.

Pour résumer, les points essentiels de ce chapitre sontilests :

— Quelques criteres de choix des variables de prémisseéadapx études de stabilité, de
stabilisation, de reconstruction d’état et de diagnosticédé proposés.

— L'équivalence entre le systeme non linéaire et le multied@e été démontré dans le cas
général des systémes représentés sous la forme d’état.

— Comme toute méthode, quelques limitations sont apparasiloidéveloppement et de
I'utilisation de I'approche multimodéle : I'aspect physilocal qui n'est pas toujours
respecté par les sous-modeéles linéaires du multimodéleatdessibilité des bornes des
variables de prémisse. Des solutions ont été proposéesgmmurdre ces difficultés.

— Finalement, afin de rendre plus compléte la présentatiaette méthode, une extension
aux modeles a base de blocs structurés a été proposée. Lesirets de base ont été
présentées en premier : la structure de type Wiener et deHgpenerstein. Par la suite
il a été montré que par agrégation successives des blocgieroséen paralléle, tout
systeme a base de blocs linéaires et/ou non-linéaire pauetee sous forme MM en
utilisant la méthode de passage d’'un systéme non linéainardultimodele.
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Chapitre 3. Systemes a échelles de temps multiples

"La science comporte des savoirs jamais définitivement acquis et ésannements
incessants sur chaque parcelle d’inconnu et de connu. Le bon &sigjn’'un ramassis
de préjugés" Albert Einstein

3.1 Introduction

En général, dans I'étude des systemes non-linéaires dgaoasjion est confronté a des pro-
blémes trés variés d’estimation d’état, d’analyse de k&’ observation, de commande et de
diagnostic. Pour ces problémes, les difficultés majeunesliges a la nature du modéle mathé-
matique qui décrit le comportement réel du systeme, ce raguelvant devenir de plus en plus
complexe si on souhaite avoir une représentation tres fitlesysteme réel.

Si une représentation minutieuse du systeme est souhaitéenserve la forme initiale
du modele, en la transformant sous une forme équivalentegacessible aux études envisa-
gées. La méthode analytique d’obtention d’'un multimod@le,permet de modifier la forme
d’'un systeme non-linéaire dynamique en un multimodélet pgaondre a cette demande. Si,
en revanche, une représentation exhaustive n’est passafreggour les études envisagées, une
réduction du modele mathématique peut étre réalisée.

La modeélisation d’un processus physique complexe commgécéralement par le choix
des variables a utiliser pour sa description et par le chesxgtandeurs permettant d’agir sur
son évolution. Ces variables, appelées variables d’étaé eéochmande, sont choisies, dans
la mesure du possible, pour avoir une signification physigasition, température, pression,
force, puissance etc). Une fois les variables choisiesglations mathématiques les liant sont
dictées par les lois de comportement du systéme considé&é@éfaut par des lois statistiques.

Dans le contexte de la modélisation d’un processus physitiérentes théories ont été
développées, suivant le type et les caractéristiques ddéles Un cas bien connu est celui des
procédés contenant des échelles de temps différentes; estqassez souvent rencontré lors
de I'étude de processus réels. Parmi les relations matigtreatliant les différentes variables
du processus considéré, certaines peuvent étre dynanmatdigsitres statiques. De plus, si un
systeme est décrit uniquement par des relations de typardgne, ces derniéres peuvent tra-
duire des dynamiques lentes ou des dynamiques rapides. syisteme réel est décrit par les
deux types de relations, alors on a ce qu'on appelle un sgséeéchelles de temps multiples.
Par exemple, dans la forme standard des systemes a padnsisihgulieéres a deux échelles de
temps, ces variables sont explicitement séparées a |'aidepdrametree, appelé paramétre
de perturbation singuliére qui affecte la dérivée par rapport au temps du vecteur tis éa-
pides. Pour des systémes a plusieurs échelles de temgsedtf parametres définissent les
échelles de temps caractérisant le systeme. Pourtangsil pas toujours évident de modéliser
un procédé sous forme singuliere standard a deux ou plgstéehelles de temps. Si pour cer-
tains processus on a des connaissaacesori sur les dynamiques lentes et rapides, on peut
utiliser directement la forme standard, mais cette sibuateste un cas particulier. En effet, de
nombreux systemes sont caractérisés par des échelles g auttiples sans étre directement
modélisés sous forme singuliere standard.

Un procédé chimique constitue un exemple typique pour mettr évidence le caractére
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multi-échelle. Pour étudier de tels systémes, la théosegdeturbations singuliere®[Malley

et Robert 1997 [Kumar et al, 1999 fournit des outils souvent utilisés pour mettre en évi-
dence la décomposition systématique d’'un systéme en plsséehelles de temps. Il existe de
nombreuses études sur I'application de cette théorie @otgduction de modeles, I'analyse
et le contrdle des systemes a deux échelles de te@gmief et al.2004, [Dong et al, 2007,
[O’'Malley et Robert1997], [ Van Breusegem et Bastith991], [Vora et al, 2004.

La premiere difficulté dans I'étude de ce type de systémda eéparation en modes lents et
rapides des différentes dynamiques du systeme. D&amsBreusegem et Bastihi991], [Dong
et al, 2007 cette séparation est réalisée en comparant les parancététgjues du processus
biologique étudié. Toutefois, dans le cadre plus génémabkgistémes non linéaires, cette com-
paraison n’est pas possible. Ainsi, des méthodes plus giését’identification de différentes
échelles de temps ont été proposées dans la littérdtateeftson1997. Ces méthodes, prin-
cipalement basées sur I'évaluation des valeurs propreaatilpien correspondant au systeme
linéarise, seront utilisées et adaptées a nos études dahapuitre.

La séparation des échelles de temps multiples permet dinliéeforme standard des sys-
temes a perturbation singuliére. Dans le cas limite, quapdiamétre de perturbation singuliere
€ tend vers zéro, le systeme réduit obtenu est composé d'utie ganamique exprimée par un
systeme d’équations différentielles et d’'une partie gtegtj exprimée par un systeme d’équa-
tions algébrique. En conséquence, un deuxiéme point tifesit |a résolution du systeme algé-
brigue. Une méthode couramment utilisée pour contrecagateinconvénient est basée sur un
changement de coordonné&ai Breusegem et Bastihi997] et Vora et al.[2004, nécessitant
de trouver une transformation linéaire pour éliminer lesmiposantes a dynamiques rapides. Il
est important de noter que les nouvelles coordonnées densgsians la forme standard ob-
tenue peuvent ne pas conserver la signification physiqueategbles initiales. De plus, pour
pouvoir appliquer cette technique, le systéme non linédoierespecter quelques contraintes
d’ordre structurel. Cependant, comme tous les systemesméaires ne peuvent pas étre mis
sous cette forme particuliére, ces techniques ne s’appiipas a toutes les situations.

L'un des objectifs de ce chapitre est de proposer une métherdexploitant I'idée du chan-
gement de coordonnées - qui soit capable d’éliminer cesaiatds structurelles limitant son
utilisation pour des systémes ayant une structure plusrgiénd.a séparation des échelles de
temps est ainsi possible, et dans certains cas lorsque0 la forme standard a perturbation
singuliere est obtenue.

Ensuite, une représentation multimodéle pour les systé&ngsiliers est proposeée, en se
basant sur la technique développée en chapitre 2. Cettesegppadion sera utilisée dans le cha-
pitre 4 pour I'estimation d’état des systémes singuliers repitésesous forme multimodéle.

Ce chapitre est structuré comme suit. En seclid@sont présentés quelques éléments sur
la théorie des perturbations singuliéres, la secBid@propose une technique de passage d’un
systéme non linéaire classique a forme explicite, sous amaef a perturbations singulieres,
dans le cas ou le systéme considéré est caractérisé parddieg€de temps multiples. Grace a
la méthode d’homotopie, présentée en secli@3 l'identification des différentes échelles de
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temps est possible. En sectidnt est illustrée la représentation multimodéle pour les syste
singuliers. Quelques conclusions sont présentées ens8chi

3.2 Théorie des perturbations singulieres

Les relations mathématiques liant les différentes vaembdEcrivant le comportement d’un
systeme sont dictées par les lois de comportement du systamsiléré et elles peuvent étre de
deux types : soit dynamique, soit purement statique. Ce tgpeldtions mettent en évidence
des modeles comportant des échelles de temps différentégp€de systéme est appelgs-
teme singuliefDai, 1989. Cette forme est plus générale que la forme explicite, quéaléja
prise en compte dans le cadre de la transformation sous ume famultimodele de maniere
systématique, en chapitpe

0 = f(x(t),x(t),u(t))
{y(t) = g(x(t),u(t)) (3.1)

oux(t) € R" représente le vecteur d’étatf) représente sa dérivée par rapport au tem$,c
R™ représente le vecteur de commandg(et € R représente le vecteur de sorties mesurées.

3.2.1 Forme standard des systémes singuliers

La forme standard des systemes singuliers a échelles des temifiples peut étre exprimée
comme sulit :

gxij(t) = F (6(t),xr1(0), ... xrp(t),ut),8),  j=1,.,P (3.2a)
XS(U = FS(XS(t)axf,l(t)v"-7Xf,P(t)7u(t>7£) (32b)

ol xs € R™ etx¢ j € R™.i sont respectivement les variables d’état lentes et rapideR"™ le

vecteur des entréel§jf € RPi, F® € R™ sont des fonctions vectorielles&t= [¢1, ..., €p] est un
vecteur de parameétres petits et positifs, connus soustartelogieparametres de perturbation
P

singuliereet 3 n¢ j+ns=n.

j=1
Dans ce qui suit, on va considérer seulement les systemasté&asés par deux échelles de
temps. AinsiP =1 et on a un seul paramétecalaire, ainsi qu’une seule équation dynamique
correspondant aux variables d’état rapides. On déduitédgidition 8.2) la forme standard des
systemes singuliers a deux échelles de temps :

exi(t) = F(xs(t),x¢(t),u(t),e) (3.32)
Xs(t) = F3(xs(t),xs (1), u(t), ) (3.3b)

ouxs € R,
Dans le cas limite og — 0, I'ordre du systeme différentieB(3) dégénere da = ns+ n; an,
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et le systeme devient :

0= F (xs(t), Xt (1), u(t), 0) (3.42)
Xs(t) = G<XS(t)7Xf (t),u(t),O) (34b)

En résolvant 'ensemble des équations algébriq@ekg(on obtient la solution :
Xi (t) = o(xs(t), u(t)) (3.5)
En remplacant3.5 dans I'’équation correspondante aux variables ler&ed)( on obtient :
%s(t) = F3(xs(t), 0 (xs(t), u(t)), u(t), 0) (3.6)

Le systeme 3.6) est le modele réduit du system&.3), qui est représenté dans I'échelle de
temps lente. Le systeme complet s’écrit :

Xs(t) = FS(XS(t),Xf(t),U(t),O) (3.73)
Xit) = alx(),u(t) (3.70)

3.3 Passage d’'un systeme non linéaire en forme explicite sous
forme a perturbations singulieres

3.3.1 Positionnement du probleme
De facon précise, le probleme qui se pose est résumé parstiaqusuivante :

Comment obtenir la forme de perturbation singuliere stadddwnnée pa(3.3) a partir de la
forme explicite, ou non-standa(@.1) ?

La démarche a suivre est articulée autour des trois poiiargs :

— identifier les différentes dynamiques du systeme

— séparer les variables dynamiques lentes de celles rapides

— trouver le parameétre de perturbation singuliére
Pour des formes particulieres de la fonctibix, x,u) différentes méthodes ont été proposées.
Trois d’entre elles vont étre rappelées.

1. Dans J/an Breusegem et Bastih991 une forme classique pour les processus chimiques
est étudiée :
X(t) = Cp(x(t)) —Dx(t)+u(t)
p(x(t)) = Kd(x(1)) (3.8)
ouC est la matrice constante des coefficients stoechiométidug@rocessug(x) est la
cinétique du processus, qui peut étre écrite comme un prealie une matrice diagonale

K des parameétres de réaction et un vec@{x) des termes dynamiques de réaction. Cette
forme est intéressante parce qu’elle permet d'utiliseraldig cinétique de réaction pour
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identifier les états rapides et lents, en comparant entréesyparametres de réaction de
la matriceK.

2. Dans Kumar et al, 199§ et [Vora et al, 2009 une forme appelée forme perturbée sin-
guliere non-standard des systémes avec des échelles denauttfples est étudiée :

M

X(t) = f(x(1)+ax®)ut) + Zl_bj(x(ﬂ)kj(x(t)) (3.9)

=16
ou bj(x(t)) etkj(x(t)) sont respectivement des matrices et des vecteurs de donensi

. 1 . . .
appropriées. Les termt—::as_ dans 8.9 représentent des parametres dans le modeéle dyna-

j
migue correspondant aux coefficients de transfert de ctialagse, aux taux de réaction,
ces coefficients étant de grande amplitude.

3. Dans pong et al, 2007 une forme similaire de3.9), ou le terme de commande est
négligé, est prise en compte pour des systéemes a deux éotheflemps.

M

X(t) = f(x(1)+ Zibj(x(t))kj(x(t)) (3.10)

=1 €j

Il est important de noter que les méthodes proposées dansHreusegem et Bastin991],
[Kumar et al, 199§, [Vora et al, 2004, [Dong et al, 2007 sont basées sur une comparaison
des constantes de réaction et sur un changement de cooedoeamé&ue d’obtenir la forme de
perturbation singuliére classique.

3.3.2 Méthode basée sur un changement de coordonnées

La méthode est inspirée d@an Breusegem et Bast[i991]; Dong et al.[2007. On peut
écrire le modele3.8) sous la forme :

X(t) = r(x(t))+D(x(t),u(t) (3.11)
avec

r(x) = Cp(x) (3.12)
p(x) = Ko(x(t)) (3.13)

La forme @.11) est légerement différente d8.8) proposée dan¥an Breusegem et Bastin
[1991]], mais la méthode basée sur le changement de coordonnéesgpdement étre adaptée
a ce modele.
Brievement, cette méthode comporte les points suivants :
— comparaison des parametres de la matligeermettant I'identification des dynamiques
rapides et lentes
— calcul du parametre singulier en utilisant les parametsesciées aux cinétiques rapides
— identification et séparation des cinétiques rapides atdea I'aide de la comparaison
réalisée au premier point et réécriture du systeme confoenéa cette séparation
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— vérification du respect de la condition d’obtention du medéduit € — 0) afin d’expli-
citer les états rapides

— réalisation d’un changement de coordonnées si la congitiécédente n’est pas respecté

— obtention de la forme standard a perturbations singgliéreelle du modéle réduit

Exemple 3.1(lllustration de la méthode)

Pour illustrer la méthode, on propose un systéme chimiquiypke CSTR (Continuous Stirred
Tank Reactor) de volume V constant, alimentés avec un dékst Fes réactifs A et E avec des
concentrations ¢ et G respectivement. Les réactions suivantes sont réalisées :

A=B - C=D (3.14)
E - F (3.15)

Les cinétiques de réactigm et ps pour les réactions réversiblesA B et C= D sont respec-
tivement données par :

pit) = ki (CA(t)—Ci(lt)) (3.16)
p3(t) = ks (Cc(t)—c?(?) (3.17)

ou Gy, Cg, Cc et G sont les concentrations des espéces A, B, C et D dans le véattpposé
homogene, ket k3 sont les constantes de réaction etrquet k3 sont les constantes d’équilibre.
Les constantes de réactigep et ps pour les réactions irréversibles B C et E— F sont
données par :

p2(t) = kCa(t) (3.18)
pa(t) = kaCg(t) (3.19)

ou Gz désigne la concentration de I'espéce E.
Le modeéle dynamique de ce processus a la forme suivante :

&) = T Wcpn-cat) (ca-=2)

Ca(t) = —Fi:/(t)CB(t)+k1 (CA(t)—Ci(lt)> — koCa(t)

o) =~ Velt) () ko (et - V) (3:20)
Colt) = —Fi:/(t)CD(t)—l—kg<Cc(t)—cl’3<:(:>

Celt) = e - Ce(t) — kiCelt)

Get) =~ 0eet) + et
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ou le vecteur .
X = [CA Cs C Cp Ce CF} (3.21)

représente le vecteur d’état du systéme. Le vecteur defesnst :
u = [F"ch cn’ (3.22)
Mise sous la forme adaptée a la métho(i11)

La matrice des coefficients stoechiométriques s’obtiemtbmervant les occurrences des para-
métres kdans les équation@.20) :

-1 0 0 O
1 -1 0 O
0O 1 -1 0
C = 0 0 1 0 (3.23)
O 0 0 -1
| 0 0 0 1 |
et celle des parametres :
kk 0 0 O
|1 0 k 0 O
K= 0 0 ks O (3.24)
0 0 0 kg

Compte tenu des définitioi3.16) a (3.19), le vecteur des cinétiques du processus est :

®t) = [fa(t), ..., pa(t)] (3.25)
avec Ca®)
$1(t) = Ca(t)— P
$2(t) = Ca(t)
(3.26)
o) = Colt)- 2V
¢a(t) = Ce(t)
Compte tenu d€3.20), la matrice Ox,u) s’explicite :
[ R (CR(0) —Calt)) |
_ Ff:/(t)CB(t)
D(x(t),u(t)) = _E&(?CC(U (3.27)
oy o
"LCR ()~ Cet)
| UG _

Comparaison des constantes de réaction
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On suppose que les cinétiques de réaction sont telles queélgalités suivantes sont vérifiées :
ke < ks << k3 < kg (3.28)

De plus, les constantes d’équilibke et k3 sont supposés étre différentes.

Calcul du parametre singulier N

On définit les constantes de réaction associées aux cirdigapides k et k. Soitks la
moyenne des constantes de réactipadsociées aux cinétiques rapides :

~ ky + k

ke = a4t (3.29)

2

Chacune des constantes(ke 1,3) peut alors s’exprimer a partir de cette moyenne grace a
deux constantes positives (i € 1,3), comme suit :

k = aki €13 (3.30)
ou:

2k 2k
1 e 3

a1 k]_-l-kg a3 = k1+k3

(3.31)

On définit un petit parametre comme suit :

S
ce qui permettra d’indexer les constantgsek ks en fonction dee :
1
k]_ = ai- E (3.33)
1
ks = as3- E (3.34)

Identification et séparation des cinétiques rapides et ket
On peut ainsi déduire ques(t) = kg - ¢1(t) et pa(t) = ks - ¢3(t), qui font intervenir les para-
metres k et ks, sont des cinétiques rapides, alors qot) = ko - ¢2(t) et pa(t) = kg - ¢a(t),
qui font intervenir les paramétres kt ki, sont considérées comme lentes. Pour cette raison, on
définit le partitionnement d@ (3.25 sous la forme :

De(t) = Hgg” (3.35)
_ | $2t)
Dy(t) = {tpj(t)] (3.36)

Cela conduit a décomposer les matrice{¥23 et K (3.24) en deux blocs, correspondant
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respectivement aux cinétiques lentes et rapides :

- _ K¢ O
C = [CiC] e K= { o KJ (3.37)
ou ~ - _ -
-1 0 0 0
1 0 -1 0
0O -1 1 0
Ci=14 11 S=15 o (3.38)
0 0 0 -1
i 0 0 ] i 0 1 ]
et . -
- 1 O B 2 0
=[5 0] k-9 629

Tenant compte de la séparation de cinétiques proposée Edoraleurs des coefficients ke
vecteur d’état est aussi décomposé en deux vecteurs, leégpreonrespondant aux variables
d’état rapides x, et le second,g¢ correspondant aux variables d’état lentes :

Ca
C C

X; = Ci Xg = l Ci } (3.40)
Co

on peut noter le caractére un peu brutal de ce partitionnemien effet, er(3.28 nous avons
mentionné I'existence uniquement de deux constantes deaé# et ks rapides ; aved3.40

on constate la présence de quatre variables d’état rapi@eschangement de dimension et ses
conséguences seront analysés ultérieurement.

Conjointement, le modé(8.20) peut étre décrit par deux équations, qui correspondentaesp
tivement aux états rapides et lents :

Xi = CriKi®s(X) 4 CssKs®Ps(X) + D (X, )
Xs = CsiKi®¢(X) + CsdsPs(X) + Ds(X, )

ol Df = [D, D3 D4 Ds)" et Ds=[D; Dg D7].

Les matrices ¢ et Cis correspondent respectivement aux cinétiques rapidesdeyui in-
terviennent dans les états rapideg mlors que G et Gss correspondent respectivement aux
cinétiques rapides et lentes qui interviennent dans lets &ats x, soit a partir de(3.39 :

(3.41a)
(3.41b)

-1 0 0 O]
1 O -1 0
Cst 0 -1 Cis = 1 0 (3.42)
0 1 0 0
[0 0 [0 —1]
CSf i O O CSS = I 0 1 | (343)
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En utilisant 3.30 et (3.32 I'équation (3.419 s’écrit facilement :
exf = CrrAD¢(X) + CrsKsPs(x) + €D (X, u) (3.44)

La matrice A= K; - € est une matrice qui contient les constantes positve®t a3 sur la
diagonale. Pour le modéle considgi®20), la matrice A est :

2k; 0
A = [klgks ks ] (3.45)
ki

Condition a respecter pour I'obtention du modele réduit
En posant le paramétre de perturbatien= 0 dans I'’équation 8.44), on obtient I'équation
algébrique suivante :
CitAPs(X) = O (3.46)

On résout cette équation pour déterminer les variablesdepix qui interviennent dans les
réactions rapides. Pour pouvoir résoudre cette équatiofagen explicite, la condition suivante
doit étre respectée :

ny = rang(Css) (3.47)

Ici le nombre des états rapides esta 4 etrangCss) = 2.
La condition(3.47) n’étant pas respectée, il est donc impossible d’explidéstétats rapides.

Remarque 3.1.Pour résoudre cet inconvénient du non-respect de la camdde rang(3.47),
un changement de coordonnées est nécessaire.

Changement de coordonnées
Soit la transformation de coordonnées suivante :

() = Tx{t) (3.48)
avec _ -
100000
110000
001100
T=1000100 (3.49)
000010
| 00000 1]

a laquelle on peut associer la transformation réciproque :

1 000 00
110 0 00
L, |loo1-100
T =10001 00 (3.50)
0 00 0 10
' 0 00 0 0 1]

Cette transformation est réalisée de fagon a éliminer, paraembinaisons linéaires entre les
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variables d’état, des quantités dépendant des cinétiqagisies, comme, et ¢3 dans(3.20.
En appliquant ce changement de coordonnés au syq@2@ qui est du typex = f(x,u) on
obtient :

Et) = THTE®),u()) (3.51)

c’est-a-dire de fagon explicite :

G = Kk (fl(t)—

K1
blt) = —lel&(t) - (D) + LR - &()
b = k&) - &) - &) (352
G0 = k(& - 80 - 400) - Sl
G = —Kabs(t)+ 2 (CRO) &)
blt) = kas(t) L&l

Forme standard a perturbations singulieres
Compte tenu d€3.33 et (3.34), le system¢3.52) est réecrit de fagon équivalente comme suit :

e-by(t) — —al(a(t)—%f“))%w“)(c 1) - &(1))

blt) = —el&(t) - (1) + (R - &)

G — k(&) - &) - Fm(”f() (359
) = as(&) - - 4Y) - E

() - —k455<t>+F':,(><CE‘<t>—Es<t>)

G0 — kit - gy

ce qui représente la forme standard a perturbations siregei du systeme non linéaii@ 20.

La premiére et la quatrieme équations de ce systeme sing@3li&3 représentent I'évolution
des dynamiques rapides. Conformément a la transformatigaiie (3.49), ces deux dyna-
migques correspondent aux concentrationsef Gy. Les concentrations g2et G qui étaient
initialement comprises dans I'ensemble des variablesati@ipides -conformément a la sépa-
ration réalisée par comparaison des constantes de réadiommée dang3.28- ne sont plus im-
pliquées dans I'étape de réduction. D’ailleurs, I'évohrtide ces deux variables n’est plus pré-
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sente qu’a travers une transformation linéaire définisdashouvelles variable® = Ca+Cg
etés = Cc+Cp.

Modele réduit
Sie — 0 alors les équations correspondantes aux dynamiques ragidet £, deviennent :
0 = —ay (&) — 204w
G m)) (3.54)
0 = a3 (&) - &t - %)

On a obtenu un systeme algébrique a deux équations, quinfaiienir les nouvelles coordon-
nées. On exprime les deux variabfgset &4 en fonction des autres :

a0 = &0 (3:55)
L) = 50 (3.56)

En remplacant ces variables dans les quatre autres équatiorsysteme3(52), on obtient un
modele réduit & quatre variables d’état :

b = e (1- 25 ) 0+ ek - &)

b0 = k(1) ew (-5 &0 357)
) = —adslt) + (G~ &)

) — ket - gy

La figure 3.1 permet de comparer les états x du modele inifgaP0 et les états xobtenus
a partir du modeéle rédui(3.57)-(3.59, en utilisant la transformation T* (3.50 inverse a
celle utilisée pour réaliser le changement de coordonri@etd). Les parametres utilisés pour
réaliser cette simulation sont 3k= 10, ko = 9-103, kg3 =8, ky = 1072, k1 = 3.1, K = 2.5.
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Figure 3.1 — Comparaison entre les états du modéle initiabadtats obtenus a partir du modéle
réduit par la transformation inverse

Avantages et inconvénients de la méthode de changement deoonnées

De fagon synthétique, parmi les avantages de cette métbogeut citer en ce qui concerne
I'exemple traité :

1. laspect systématique de la procédure de réductionardn systeme non linéaire sous
forme 3.11)

2. I'existence d’une erreur de réduction faible entre léé&y® original et son modeéle réduit.

Toutefois, dans certains cas, cette méthode posséde qaéfponvénients non négligeables,
parmi lesquels on peut évoquer :

1. Les contraintes d’ordre structur8l{1) que le systéme non linéaire a réduire doit respec-
ter pour pouvoir appliquer cette méthode.
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2. Lidentification et la séparation des modes lents et egpgbnt fortement liées aux contraintes
structurelles du modéle, car ces évaluations sont réalesgeomparant les cinétiques de
réaction a travers les constantes de réaction.

3. Le changement de coordonnées est basé sur une transéorfiredaire qui n’est pas tou-
jours facile a trouver ; pour des systemes plus complexes, |psquels il N’y a pas une
décomposition évidente entre les réactions rapides etdeoe changement de coordon-
nées est probablement non linéaire.

4. Les nouvelles variables obtenues aprées le changemenbd#oninées ne possédent plus
le sens physique de celles du modeéle de départ, ce qui pestitaen un inconvénient
dans l'interprétation immédiate du comportement tempduahodéle.

Ces inconveénients ont motivé des améliorations dans legsitpeds d’obtention de systemes a
deux échelles de temps. Plus précisément, certaines nesthizent les deux objectifs :
— éliminer les contraintes structurelles précédentes,dafipouvoir obtenir une forme de
type perturbation singuliére pour des systemes quelcanque
— rendre l'identification et la séparation des échelles ngptindépendantes de la structure
du modele
On présente dans le paragraphe suivant une technique piésagged’identification des échelles
de temps qui s’affranchit d’'une structure particuliére dadele.

3.3.3 Identification des échelles de temps. Méthode d’homotopie

Pour pouvoir appliquer la méthode précédente il faut qugseeme non linéaire a étudier
respecte quelques contraintes structurelles, commesaienées er3(11). Les modéles bio-
chimiques respectent en général ces contraintes. Cepetulaites systéemes non linéaires ne
peuvent pas étre mis sous la forme particuliére proposée dautres méthodes d’identifi-
cation des modes lents et rapides doivent étre envisagées, des méthodes plus générales
d’identification de différentes échelles de temps ont étppsées dans la littérature, parmi
lesquelles la méthode d’homotopie mentionnée ici, proppsé Decarlo et Saekd4979 Wa-
synczuk et Decarldl987]] et perfectionnée plus tard paRbertson1993.

Ces méthodes sont principalement basées sur I'évaluatualeurs propres du jacobien
correspondant au systeme linéarisé. La dynamique du sgstémplet peut étre décrite par les
valeurs propres du jacobien. Si chaque valeur propre peuliét a un état particulier, alors la
dynamique de chaque état peut étre évaluée quantitatitemen

Une linéarisation d’un systéme non lin€aire - sous fort) ¢ autour de différents points
d’équilibre (xp,up) de I'espace de fonctionnement est réalisée pour constageséparation
eventuelle des modes lents et des modes rapides du systeme :

X(t) = AX({t)+Bu(t) — (Ax +Bu) (3.58)
df(x,u) df(x,u)
avecA = — 2 pguw) etB = —=— lpouw)-

Sion consider®g A1) < RgA2) <... <RgAp) la suite ordonnée des parties réelles des valeurs
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propres de la matricA, les valeurs les plus petites correspondent aux dynamrqupédes. La
séparation des modes lents et des modes rapides se feragnifixszuil de séparation des deux
échelles de tempg, tel que :

ReA1) < ... < ReAn,) << T < ReAn 41) < ... < Re(Ap) (3.59)

De fagon équivalente, on peut exprimer cette séparatiogreres de constantes de temps, qu’on
peut définir comme suit :

1
T = 3.60
T Reh) (560
La séparation3.59 écrite en terme de constantes de temps devient :
1< .. STy << T<Tp41<...<Tp (3.61)

ou le groupety, ..., Ty, correspond aux états rapides caractériseés par des p@eissrnéga-
tives des valeurs propres tres petites. Les valeurs proprdsuxieme groups,, 1, ..., Tn sont
proches de zéro et correspondent aux états lents.

Cette méthode nécessite de considérer un systeme dansdgigelune relation évidente entre
les valeurs propres et les états, comme par exemple |la malnigacobier diagonalisé. La
méthode utilise I'analyse de la matrice décrite par I'émunasuivante :

H(r)=(1-r)Ap+rA 0<r<1 (3.62)

ouH est la matrice d’homotopidyp la matrice représentant le systeme découplé (la diagonale

f(x,u : : R o .
deA), A= M ‘(X&UO) la matrice de la dynamique du systeme linéarisé gt parametre

qui évolue de 0 a 1 en vue de réaliser le passage du systemgtiete= 0) au systéme couplé
(r=1).

Comme mis en évidence a la section précéd8re2 la séparation des variables d’état
lentes et rapides proposée dafas Breusegem et Bastjn991]; Dong et al[2007 est réalisée
en comparant les parametres cinétiques du proce8283.(Pour le modele considéré précé-

demment 8.20), cette séparation est seulement partiellement confirmekep valeurs propres

: : - . . f(X,
de la matrice d’homotopill (r) associée au jacobigh = 4 ((;)(( o) {(xo,uo) , comme on peut le

remarquer a la figurd.2ou I'on a représenté la partie réelle de ces valeurs promnasvingt-

cing points de fonctionnement. On constate que quatre Mafgapres sont comprises entrd

et —0.05 et que les deux autres - associées aux concentr&hioei: - entre—60 et—40. La
valeur du parametreest fixée a (b pour réaliser cette figure, mais le méme résultat est obtenu
pour différentes valeurs de ce parameétre dans un voisira@éd

Pour cet exemple, la méthode d’homotopie permet d’identdmdifférentes échelles de temps
du systeme non linéaire considéré.

Remarque 3.2.1l est important de noter que le systéme linéarisé est étilisiquement pour
réaliser I'identification des différentes échelles de tepgt non pour la synthése d’observa-
teurs. Une forme multimodéle équivalente sera utilisée pela.
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Valeurs propres du jacobien
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Figure 3.2 — Valeurs propres de la matrice d’homotopie aésau jacobier pour différents
points de I'espace de fonctionnement du modala(

3.3.4 Geénéralisation

Lidentification des dynamiques rapides et lentes - réaligd la méthode illustrée préce-
demment - constitue un premier pas dans la démarche d'alntede la forme a perturbations
singulieres d’un systéme non linéaire quelconque. Un gqatire important est le calcul du pa-
rametre de perturbation singuliere et son importance dahtehtion de la forme standard a
perturbation singuliere. On commence par discuter le casylémes linéaires a deux échelles
de temps et leur passage sous une forme a perturbationdiésiagu

Cas linéaire

Soit le systeme linéaire sous la forme :

X(t) = AXx(t)+But)
{y(t) ~ Cx(t) (3.63)

Identification des échelles de temps
Supposons qu'il soit caractérisé par des échelles de teifipsedtes. Cette supposition peut
étre facilement vérifiée en réalisant une évaluation desuvalpropres de la matriée en utili-
sant la méthode d’homotopie décrite précédemment a laoeet8.3 Les constantes de temps
les plus petites (calculées a partir des parties réellesalears propres petites) correspondent
aux états rapides, alors que les autres (avec des partiles ides valeurs propres grandes) sont
associées aux états lents.
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Ainsi, on peut définir les vecteurs contenant les états empad les états lents :

.
i = (x},...,x’f‘f) e R™ (3.64)
xs = (& xE) T erm (3.65)

avec .
n = Nf+ng (3.66)

Séparation des échelles. Influence des parametres du modélg sa dynamique
On peut écrire le systéme linéaii@§3 de facon explicite comme suit :

Xi(t) = i a,jxj(t) +biu(t), i=1,...n (3.67a)
=1
y(t) = Cx(t) (3.67b)

avecAlg j| e R™", Be R™™M C e RN by € R™ est la lignel de la matrice de commandie

On construit une suite croissante des termgsle la matriceA en fixant un seuil de séparation
T entre les valeurs de cette suite. On peut ensuite constlaui®g ensembles contenant les
composantes séparées de cette suite :

As = {ki= ’ail,i2’? I € ls} (3.68a)
Ai = {kj=|aj,j,|, i€}, _su|p|ai| < Jjgff EH (3.68b)
1€ls

ou Is (respectivemenit;) est 'ensemble d'indices= [i1,i7] desa;, j, tels quela;, i,| < T (res-
pectivementa, i,| > 1) avecdim(As) = ds, dim(A¢) = d¢ et ds+df = n?. Les ensembles
construits ont les propriétés suivantes :

ki <1 << kj, Vi#]j, keAs, KkjeAs (3.69a)
As N Af = © (3.69b)

Compte tenu de la propriét8.6939, on remarque que les parametres de I'ensemdilent des
valeurs numériques d’amplitude moins importantes queseks parametres appartenadta
L'intérét de cette séparation des parametres de la matniéside dans la mise en évidence de
leur influence sur la dynamique des états du systé&ng)( Ainsi, les paramétres ayant des va-
leurs numeériques plus importantes, appartenant a I'eriged sont candidates pour générer
une dynamiqueapidedes états dans lesquels ils interviennent. De méme, lemptes ayant
des valeurs numériques plus petites et appartenant aidahsels sont candidates pour générer
une dynamiqudenteaux états dans lesquels ils interviennent. Pour cettermragoappelleds
I'ensemble des indicateurs lents4f 'ensemble des indicateurs rapides.

Définissons :

— les matrices diagonaldg € R91<df et Kg € R%*d contenant respectivement les para-
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metresk; etk; definis en 8.69) :

Ki = diagkj), kj € A¢ (3.70)
Ks = diagki), ki€ As (3.71)

— la matriceSe R™" dont les composants sont les signes des coefficients de ta@erat
du systeme linéaire3(63 :

S = sgnA) (3.72)
ousgnA) = [sgn(a;j)li,;-

En utilisant les matrices diagonalks et Ks définies au premier point, on peut définir les
matricesS; et S comme suit :

S = [son(aj,) @ eja)k-1...a (3.73)
kel

S = [Sgr(aik)@@ak,ﬂ k:},...,ds (3.74)
IkEls

avecS; € R™dr S e R™G telles que le systém@63 soit écrit

X(t) = StKf®r(x(t)) +SsKs®s(x(t)) +Bu(t) (3.75)
y(t) = Cx(t) (3.76)

ou le vecteurd; (x) € RY* réunit les états multipliant les coefficierkge At le vecteur
Ps(X) € RY% réunit les états multipliant les coefficierkse As.

En utilisant les nouveaux parametres introduits, ainsi'tpentification des dynamiques lentes
et rapides 3.64) initialement réalisée, I'équation d’étaé.75 peut s’écrire en séparant les états
rapides et les états lents comme suit :

Xi(t) = SreKe®r(x(t) + SrsKs Ds(x(t)) + By u(t) (3.77a)
Xo(t) = SoiK ®f(x(1) + SsPe(x(1)) + Bou(t) (3.77b)

ou
S = [zﬂ S = Ej (3.78)

oU St € RN *Ar S ¢ e RMs*dr G e RN > gt §g e RNs*Gs,

Calcul du paramétre de perturbation singuliere
Pour obtenir la forme de perturbation singulie&3|, on recherche le parameteede per-
turbation singuliere en utilisant une technique plus gaieéqui celle utilisee dans I'exemple
précédent et basée sur les constantes de temps du syst@sieorAconstruit un parametke
comme la moyenne arithmétique des inverses des constantems, associées aux variables
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d’état rapides :

> |Red))]
ko= (3.79)
f = ne .
i 3.80
= (3.80)
ou I'ensemble d’'indices,, est définipar: I, = {1,...,nf}.
Le parametre de perturbation singuliére est défini par :
£ = i (3.81)
N;

Remarque 3.3.

Le parametrek; peut étre aussi calculé en utilisant la technique utiliséardes systémes bio-
chimiques, comme la moyenne des parametres indicateudesap

(2,
ke = (3.82)
ds
Obtention de la forme a perturbation singuliére
En utilisant ce paramet®g le systéme linéaire3(77) peut étre réécrit comme suit :
exi(t) = SrrAdf(x(t))+eSrsPs(X(1)) + By ut) (3.83a)
Xs(t) = Stk P (X(t)) + SKsPs(X(t)) +Bsu(t) (3.83Db)
R .~ Ky
ou la matriceA = .
K
Remarque 3.4.Si la condition
ng = rang(St) (3.84)

est respectée, alor8.83 est la forme a perturbations singuliéres du systeme lirg&@r63
permettant I'obtention du modéle réduit (paur— 0).

Le non-respect de cette condition de raBg8{) a comme cause primaire le fait que le
nombre des parameétrds = dim(.As) donnant le comportement rapide aux différents états du
systéme est plus petit que le nombgedes états dans lesquels ils interviennent :

de < ng (3.85)

Si (3.84) n'est pas vérifiée, la recherche d’'une transformatiorsliéinversibleT € R"™" est
nécessaire. Cela permet alors I'obtention d’une forme aigEations singuliéres respectant la
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condition de rang. Le system®.75 dans les coordonnéés= T x(t) est :
Et) = TSKidr(TIE(t)+T SKsPs(TLE(t)) + T BUt) (3.86)

Il estimportant de noter que la transformatibrest choisie afin que le parametre&; ¢ Ay
donnant le comportement rapide interviennent dirésquations du systema.88), c’est-a-dire
que ce systéme possédieétats rapideds ¢ R,

En décomposant la matrice de transformafioan :

T O
T = [O TJ (3.87)

avecT; € RIT<Nt et Ty e RM-90)xNs compte tenu de3(79 on peut écrire le systém&.86)
comme suit :

%f(t) = TeSeeKe e (TLE1)) + Tr StsKsPs(T1E(L)) + T Bru(t)  (3.88a)
E(t) = TsSstKr@e(TLE(1)) + TsSssKs Ps(THE (1)) + TsBsul(t) (3.88h)

La condition de rang3.89 pour le systéme dans les nouvelles coordonngeid)(est alors
respectée :

df = rang(Ts Srf) (3.89)
Enfin, la forme a perturbations singulieres du systeBn@g est déduite :

g&i(t) = TiSrrADH(TIE(t)) + €Tt StsKsPs(T1E (1)) + €Ty Bru(t)  (3.90a)
Et) = ToSirKi®e(T () + ToSeKsPs(T (1) + TsBsu(t)  (3.90b)

En faisant tendre vers zéro, on obtient :

0 = TiSiAP((T (1)) (3.914)
Et) = ToSeKe®@r(T () + TsSssKs ®s(T 1E (1)) + TsBsu(t) (3.91b)

Sachant qué = [&5 &, le systeme3.91) permet d’extrairels de I'équation 8.919 et de
I'introduire dans 8.91h. Le modele linéaire réduit est alors obtenu.

Exemple 3.2(lllustration de la méthode)
Soit le systéeme linéaire :

X(t) = {_21 _5 }x(t)ntBu(t) (3.92)

Tenant compte des inégalités suivantes :
11| < |az1] < [ag2| << a2 (3.93)
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les ensembles de parametrdset A; et d’indices § et |; sont données par :

As = {1, 2, 3}, Is = {[11, [21], [22]}, ds=3 (3.94)
A; = {5}, i = {12}, di =1 (3.95)

Le system¢€3.92 peut étre écrit sous la form@.75 en définissant les matrices suivantes :

100 -
10 0
Ke = [0 2 0. s = (3.96)
o2d s [
Ki = [5], S = (ﬂ (3.97)
_X]_(t)
Oi(t) = ), oit) = |xlt) (3.98)
_Xz(t)

En séparant I'état lent xet I'état rapide % le systemg3.92 s’écrit sous la formg3.77), en
deéfinissant les matrices suivantes :

St = [1], St = [0], Sts = [-1 0 0, Ss = [0 1 -1 (399

Le paramétre singulier est obtenu en utilisgBt81) : € = 0.188 La forme a perturbation
singuliere est obtenue :

eXi(t) = SirADf(X(t)) 4 eSrsPs(X(t)) + By u(t) (3.100a)
Xs(t) = SiKi P (X(t)) + SKs Ps(X(t)) + Bsul(t) (3.100b)

. .~ Ks
ou la matriceA = T
f

1(t)
1(t)
t)

Xz(
0 O] [x(t)
2 0] [xq (t)
0 3| [x(t)

. .~ K iy , .
ou la matriceA= R_f La condition de rang3.84) est respectée. En conclusion, la forme
f

(3.10] est la forme a perturbations singulieres du systéme lieg&ii92).

5

X
exi(t) = 1~_5.317xz(t)+s[—1 0 0O {x

+ €Bs u(t) (3.101a)

+Bsut)  (3.101b)

O O

%) = 0-5.x(t)+[0 1 1][
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3.4 Représentation multimodéle pour les systemes singuliers

On se propose de déterminer une forme multimodéle pour ugregsnon linéaire de la
forme @.1), de maniéere systématique, sans perte d’information.
Les fonctionsf et g sont supposées continues et bornées tdansD, avecD leur domaine
de définition. Ce domaine dépend bien sidr du nombre de retatipnamiques et statiques
existantes entre les différentes entrées, sorties etdiagsteme. Le passage du systefa)(
vers une forme linéaire a parametres variables constiteepuemiere étape dans I'obtention
d’'un multimodele Marx et Ragot2009. En utilisant les techniques qui ont été proposées dans
le chapitre 2, on peut réécrire le systerel comme suit :

{ E(Xx(1),u®))x(t) = AX(t),u(t))x(t) +B(x(t),u(t)) u(t) (3.102)
y(t) = C(x(t),u(t))x(t) +D(x(t),u(t)) u(t) '

ou les matriceg&, A(x,u), B(x,u), C(x,u) etD(x,u) ont des dimensions compatibles avec celles
dex, uety: E(x,u) € R™M" A(x,u) € R™", B(x,u) € R™™M C(x,u) € R™*" D(x,u) € RA*™,

Les dérivées de plusieurs variables d’état peuvent inbérdans une méme relation, de ce fait
E(x,u) n'a pas nécessairement une structure diagonale. Dep(¥3y) n'est pas nécessaire-
ment de plein rang ligne. On peut considérer sans perte dea#é, queE(x, u) et A(x, u) sont
des matrices carrées; dans le cas contraire, on complétiepdignes nulles jusqu’a obtention
de matrices ou fonctions matricielles de dimengioxnn. De plus, on suppose, sans perte de
généralité, que les relations statiques ertetu seront incluses dans la premiere équation du
systéme. Ainsi, ces relations statiques ertetu vont correspondre a une ou plusieurs lignes
nulles dans la matrick.

Il n'est pas restrictif de supposer nul le terme de transfieect de la commande vers la sortie,
en effet il suffit d’augmenter le vecteur d’état pour y inelur= w et annuler la matric® de
transfert direct de versy dans I'équation3.102. Ainsi, le systéeme3.102 devient :

{ Exat) =
yit) =

(X, U) Xa(t) + B(x, u) u(t)

A(x,
E(x, ) Xalt) (3.103)
ot ~ E(X,u) Onxm ~ B A(X,U) Onxm

=[50 ] om0 )

Omxn —lm

B(x,u) = { B(Ix,u) } , Cxu) = [C(xu) D(XU) ] , X = { X }
m W
avecE (x, u) € RO (im) Koy ) e ROFMXm) By y) e ROVMXM Gy 4) € RO,
Le systeme3.103 représente la forme linéaire a parameétres variables darsgsnon linéaire
(3.1). Compte tenu de la démarche proposée au chapitre précédepeut obtenir la forme
multimodeéle :

~

ExUXa(t) = 3 Hi(Xa(t),u(t)) [Aixa(t) +Biu(t)]
<1 (3.104)
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Sachant que : .
E(x.u) = (&% U))i<ij<nim
AX,U) = (& (X U))1<i j<n+m
B(x,u) = (bij(%u))a<i<nim).a<j<m)

on definit 'ensemble des variables de premisse comme Fudesa; j, b j, & j et fij non
constants :

V; = {ajj(x,u) # const, bj j(x,u) # const, fi ;(x,u) # const, g j(x,u) # const}

On note plus simplemeM, = {z(x,u),...,zp(X,U)}.

En supposant que ces variables de prémisse soient borméeledbmaine de fonctionnement
du systeme, on peut appliquer la transformation polytapicpnvexe pour décomposer Ips
variables de prémisse en deux parties. Conformément a laod@tyie systématique dévelop-
pée dans les sections précédentes, on peut définir lesdoaae pondératiop; (x,u) comme
produits entre les partitions de chaque variable de prémids méme, les matrices constantes
E;, A. B, F du multimodéle 8.109 peuvent étre déterminées a I'aide des maxima et minima
de chacune de ces variables.

En conclusion, un systeme singulier, qui constitue un adiimodélisation adapté a décrire
des processus régis a la fois par des équations dynamiqdes éfjuations statiques, peut se
transformer sous forme multimodele.

3.5 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment obtenir la forpggtarbations singulieres
pour des systemes linéaires et non linéaires caractémsékep échelles de temps multiples.

Une méthode existante dans la littérature et basée sur ungeheent de coordonnées, qui
permet I'obtention de la forme standard a perturbation diae est présentée a l'aide de
I'exemple d’'un systéme chimique mettant en lumiére ceemiimitations. Une méthode plus
générale qui permet d’éliminer une partie de ces inconnénie été proposée ensuite.

Une forme multimodéle a été proposée pour des systemesurhaions singulieres, en
utilisant une technique similaire a celle utilisée pourdgstémes non linéaires classiques a une
seule échelle de temps.

"La vie c'est comme une bicyclette, il faut avancer pour ne pas pdiéggilibre."
Albert Einstein
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“La chose la plus incompréhensible a propos de I'univers est qu'ilemibpréhensible”
Albert Einstein

4.1 Introduction

4.1.1 Geénéralités

Les modeles non linéaires se révelent bien adaptés pourksentation des systemes réels.
Comme déja présenté dans les chapitres précédents, le oudiierépond au probleme d’ex-
tension des méthodes lin€aires aux systemes non linégiiées, a sa structure aisément exploi-
table.

Le comportement dynamique d'un systeme réel peut étretdgriun modele mathéma-
tique formé d’équations différentielles liant les variblinternes d’état. L'évolution dans le
temps de ces variables exprime I'évolution du systéeme @sdte représentation d’état est trés
bien adaptée a la synthése des lois de commande, dont lamisenge demande la connais-
sance des variables d’état. Comme I'état complet du systentesfavérer difficile voir impos-
sible & mesurer, a cause des différentes contraintes d@'ptarsique, économique ou technolo-
gique, les variables d’état non disponibles doivent éttenés. Cette reconstruction d’état se
fait habituellement par le biais d’'un capteur logiciel, et appel®bservateurLa reconstruc-
tion d’état -dont le principe est présenté a la figdre se propose de fournir des estimations
des variables d’état en utilisant des grandeurs connuasnedes entrées et les sorties du sys-
teme. La structure de I'observateur est réalisée en setmgaim modéle du systeme réel. Des
observateurs plus sophistiqués peuvent étre construéisapt en compte la présence d’entrées
inconnues ou d’incertitudes du systéeme.

d(
u(t) ()
Systeme >
> > X() état estimé
.| Observateur

> d(f) entrée inconnue

I estimée

Modele du
systéme

Figure 4.1 — Principe de I'estimation d’état en présencatddes inconnues
L'estimation d’état d’'un systeme joue un réle importantslEncontexte de la surveillance
et du diagnostic des systémes, car elle permet de généraynggdmes de défaillance du
systeme a partir d’'une comparaison entre les variables deset celles estimées. En effet,
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I'observateur est construit a partir d’'un modele de bon fionoement du systéme. En cas de
défaillance, les données mesurées ne vérifient plus lagoredalu modéle. De ce fait, il y aura
une incohérence entre les données mesurees et les dontiegzegsertler 1998 Patton et
Frank 200J. Comme les systémes physiques présentent souvent desidyearnomplexes et
non linéaires, dans un contexte de diagnostic, il est nacesse réaliser I'estimation d’état a
partir d’'un modele permettant de représenter le systemerngularge plage de fonctionnement.
Dans ce cas, I'utilisation des modéles non linéaires estaitiée.

L'estimation d’état des systémes représentés par des asodeh linéaires est un probléme
difficile a résoudre dans un cadre général. Un apercu deelfebke des techniques existantes
de construction d’observateurs pour des systémes norirkséa €té présenté au chapitre 1.
Parmi les difficultés, on rappelle que toutes ces techniqoasfortement liées a la structure
du modele utilisée. De méme, la notion d’observabilité dpacité a estimer I'état a partir des
mesures disponibles) dépend fortement du signal d’eimitaippliqué au systeme et n’est pas
définie dans un contexte global unique.

La plupart des travaux existants sont dediés a I'estimatiétat des multimodéles a va-
riables de prémisse mesurables, et plus particuliereraprésentées par les variables d’entrée
et de sortie du systemddnaka et Wang2001, Bergsten et al.2002 Guerra et al.2009.
Malheureusement, dans beaucoup de situations ces varidblerémisse sont les variables
d’état, dont les mesures ne sont pas toujours disponibles. @ie les principales méthodes
pour construire un MM a partir d'un systeme non linéaire (gosda transformation par sec-
teur non linéaire ou la linéarisation autour de points defionnement) conduisent a des MM
a variables de prémisse non mesurables, seuls quelquést®fohalal et al, 2008 2009¢
Bergsten et a]2002 Yoneyama2009 sont dédiés a I'exploitation de ces modéles pour le diag-
nostic et la commande ou I'observation. Ces derniers résultd été obtenus uniquement pour
des systemes non linéaires a une seule échelle de temps pbuaodes systémes singuliers.
Ceci nous a motivé pour étudier ce type de systeme et quel§seiats sont proposés dans ce
chapitre.

Deux cas sont envisagés suivant que le MM singulier esttéffear des entrées inconnues
ou non. La premiere approche proposée dans ce chapitrerperles systemes non linéaires
incertains et affectés par des entrées inconnues. La aetistr d’un observateur proportionnel
intégral a entrées inconnues est réalisée, permettantstingéon simultanée de I'état du sys-
téeme et des entrées inconnues en présence d’incertitudesdidisation. Cette approche n’a
pas encore été développée, a notre connaissance, datérduite.

Une deuxiéme approche prend en compte la forme standard/skésnes a perturbations
singulieres, pour laquelle une forme multimodéle équiviesst proposée. Danslfrx et al,
2007 I'estimation d’état pour un modele singulier de type Tak@ggeno avec des variables
de prémisse mesurables affecté par des entrées incontyedsEntée. L'observateur proposé
n’est pas sous une forme singuliére, mais il est présengésmiforme classique afin de faciliter
'implémentation. Dans la suite de ce chapitre, cette idéélider un observateur ayant une
structure classique, afin d’estimer les variables d’étah dystéme a perturbation singuliere
sera retenue. Cependant, une extension aux multimodelgglisns a variables de prémisse
non-mesurables est proposée, ce qui constitue une degatintis de ce chapitre.

En présence de perturbations et d’entrées inconnuesaftdet systeme a étudier, I'esti-
mation d’état ne peut pas étre parfaitement réalisée casri@ecgence vers zéro de I'erreur
d’estimation d’état ne peut pas étre assurée. Cependasit pbssible de quantifier et de mini-
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miser I'impact des perturbations sur cette erreur, en mgant une borne supérieure de I'erreur
de reconstruction. Différentes normes peuvent étre @éiisafin de fournir une estimation de
I'amplitude de I'erreur de reconstruction. Une extensierlalnormeH., - classiquement utili-
sée dans le cadre linéaire, mais qui ne peut pas étre utilesgele contexte multimodele - est
réalisée a travers la nornte [Weinmann 1991].

Ce chapitre est structuré autour de I'estimation d’état gistemes non linéaires classiques
a forme explicite et a perturbations singuliéres, en seétia Trois observateurs sont proposes,
en sectiong.2.4 4.2.5et4.2.6 un observateur pour les systemes MM, incertains et afgaé
des entrées inconnues, et deux autres pour les systemeséctielles de temps affectés ou non
par des entrées inconnues. Les conditions de convergeliiegrdar d’estimation des variables
d’état et des entrées inconnues sont exprimées a 'aidégilités matricielles linéaires (LMI)
en utilisant la méthode de Lyapunov et I'approafieet chague méthode est illustrée par un
exemple. Quelques conclusions sont présentées en séion

4.1.2 Origine des perturbations affectant le systeme

En général, la pertinence de I'estimation d’état dépenidfioent de la qualité des mesures
et de la précision du modéle utilisé. Cependant, tout mod®tgporte des imprécisions, car il
est une représentation abstraite plus ou moins conformemipartement dynamique réel du
systeme. De plus, les variables de commande du systemejeoehfixées grace au modele
du systeme, ne sont pas les seules a intervenir sur I'égaldti systeme. L'environnement du
systéme agit dans une certaine mesure sur ce dernier, gédiéférents types de perturbations
qui peuvent affecter la qualité de I'estimation d’état. Cegtyrbations -difficiles a maitriser
dans la plupart du temps- doivent étre prises en compte ol slynthese des observateurs afin
de rendre I'estimation robuste (voir figu4e?).

La notion de robustesse, fait référence a I'insensibiléd estimation d’état vis-a-vis des
perturbations internes ou externes du systeme. L'apllperturbation recouvre de nombreux
conceptslsermanr{2004 la définit comme un phénoméne difficilement maitrisableagiti sur
le systéme. Les bruits dans les dispositifs de mesure oudsenreurs de transmission sont des
exemples classiques de perturbations externes, aloreguenpréecisions / erreurs de modeéli-
sation peuvent étre considérées comme des perturbatiemees. Comme I'estimation d’état
fait appel a des mesures extraites du systeme, leur ublisah présence des perturbations peut
conduire a des estimés biaisées de I'état du systéme. Lenmetde signaux de commande non
accessibles a la mesure agissant sur le systeme ou bienaurt défcapteurs ou d’actionneurs
constitue un cas fréquemment rencontré dans les procesdasToutes ces signaux, perturba-
tions internes et externes sont modélisés sous le nentrées inconnues.a fagcon d’aborder
ces variables dans les études d’estimation d’état differloection de la connaissance qu’on
veut avoir sur ces variables. D’un coté, réaliser la déaactiisolation et I'estimation des cer-
taines des entrées inconnues et, d'un autre c6té, ignaetrds en rendant robuste I'estimation
d’état par rapport a ces entrées inconnues.

Lors de I'estimation ou du diagnostic il faut distinguer gelasses d’entrées inconnues. La
premiere est constituée des signaux sur lesquels on che@bienir des informations les plus
précises possibles (défaut a détecter, localiser ou assinpessible). La deuxiéme est formée
des signaux vis-a-vis desquels on cherche a étre robusti¢ dlermesure dont l'influence sur
I'estimation ou le diagnostic sera minimisée).
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Entrées inconnues Perturbations externes : bruits, défauts, etc.
Entrées Sorties
Systeme

|

Perturbations internes : incertitudes modélisation, etc.

Figure 4.2 — Différentes sources de perturbations afféctasysteme

Les imprécisions de modélisation d’'un systeme autonontésepté par un modele linéaire
sont prises en compte de la fagon suivante :

X(t) = (A+DA)X() (4.1)

ou A représente la matrice du modéle linéaire nomindAetes incertitudes du systéme. Deux
classes d’incertitudes sont habituellement considéfgebyisson 1997 : incertitudes struc-
turéesa dépendance affindf = p;A; ou lesp; sont de type intervalle) ou bornées en norme
(AA = MF(t)N ol M et N sont des matrices constantes etfFol(t)F(t) < |) etincertitudes
non structuréeslont on possede seulement une majoration de type naiive| < a).

Remarque 4.1.Dans la suite, seule la forme d’incertitudes structuréesbes en norme sera
considéree.

Dans le contexte multimodéle, un systeimeertainse présente comme suit :

X(t) = zlul (A + DA (1))X(t) + (Bi + ABi (1) u(t)]
y(t) = Cx(t)+Du(t) (4.2a)
la prise en compte d’incertitudes sur les matriCe=t D pouvant également étre considérée. De

méme, un systeme affecté par éedgrées inconnuesu par deperturbations externes(t) est
décrit par la structure suivante :

X(t) = Z\M t) -+ Bju(t) + Eid(t)]
y(t) = Cx(t)+Du(t)+ Gd(t) (4.3a)

ou les matricegy, Bj, Ej, C, D et G sont de dimensions appropriées.
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4.2 Synthese d’observateurs a variables de préemisse non me-
surables

4.2.1 Observateurs basés sur la structure multimodeéle

Avant de détailler les résultats proposeés dans le cadreedinfiation de MM 4.3)- (4.2),
nous présentons sur une structure simple de MM) (sans entrée inconnue, sans incertitude,
non singuliere) ainsi que les difficultés posées par I'estiiom de ce type de systémes et les
méthodes généralement utilisées.

La structure des systemes a observer est de la forme suivante

x(t) = Zlu. )+ Biu(t)) (4.43)
y{t) = Cx(t)+Du(t) (4.4b)

Structure de I'observateur basé sur la forme multimodéle

La structure d’observateur -basée sur la structure mudtéte la plus utilisée dans la lit-
térature est une extension de celle de I'observateur deldangar proposée pour les systemes
linéaires Luenberger1971. Ce choix s’avere naturel sachant que la structure multéteod
est une combinaison linéaire de sous-modéles linéairdselwateur proposé, inspiré de celui
construit pour le cas linéaire a la forme suivante :

r

X(t) = _;u.(i( ))(AIX(t) +Bju(t) + Li(y(t) —y(t))) (4.5a)
§t) = CK(t)+Du(t) (4.5b)

Pour déterminer les gairis de I'observateur4.5), une étude de stabilité du systéme générant
I'erreur d’estimation d’état doit étre réalisée, cetteearrétant définie par :

e(t) = Xx(t)—X(t) (4.6)

Stabilité de I'erreur d’estimation d’état

Tenant compte de la définition de I'erreur d’estimatidng( et des dynamiques de I'état
(4.4) et de son estimél(59, ce systeme s’explicite :

lell t) + Biu( ZM (2(t)) (AX(t) + Biu(t) + LiCe(t))  (4.7)

La dynamique de I'erreur dépend de la connaissance deblexide prémissgt) intervenant
dans les fonctions de pondératign Le systeme générant I'erreur d’estimation d’étaf) est
obtenu dans un cadre général en considérant que les variddlprémisse(t) ne sont pas
mesurables. Dans ce cas I'observatdus)(contient une estimatior(t) de ces variables.

La plupart des travaux concernant la conception de mulenkateurs d’état suppose que les
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variables de prémisse sont connugs)(= z(t)) [Akhenak et al.2004 Rodrigues2005. Dans
ce cas, le multi-observateur utilise les mémes variablggé®isse que le modéle. Ainsi, une
factorisation par les fonctions de pondération est possiahs I'évaluation de la dynamique de
I'erreur et le systémei(7) devient :

) = 3 (ED)A-LO)el 8)

Comme le systeme}(8) est un systeme autonome sous forme multimodele, dans desas-
sultats classiques de stabilité des multimodeles a vasat# prémisse non mesurables peuvent
étre appliquésTanaka et Wang2001, Bergsten et al2002 Ichalal et al, 20094.

La méthode de Lyapuno\japounoff 1907 permet d’examiner la stabilité d’'un systéme
linéaire ou non linéaire par I'analyse de la décroissanoealfonction scalaire, sans calculer
une solution explicite des équations du systeme. Les edslilasés sur la méthode de Lyapunov
sont exprimés en termes d’inégalités matricielles liregsaftMl), les LMI ayant été introduites
dans le contrdle linéaire et robuste au début des annéegpB®80yd et al.[1994, et dans la
communauté intéressée par les études dans le controleglmie@naka et al[199€, Tanaka et
Wang[2001].

Le résultat suivant, basé sur le choix d’'une fonction quéglre de Lyapunow (e(t)) =
e(t)TPe(t) otlP = PT > 0, offre des conditions suffisantes de stabilité de I'ercéestimation.

Théoréme 4.1.Le systemét.8) est quadratiquement stable s’il existe une matrice syédret
définie positive R R™" et des matrices;ltelles que les conditions suivantes soient vérifiées :

(A —LC)TP+PA—-LC)<0, i=1,.r (4.9)

Une formulation LMI de 4.9) est obtenue en faisant le changement de variépie PL;.
La stabilité du multimodele est donc liée, d’'une part, a é#ité des sous-modéles, et d’autre
part, a I'existence d’une matrice de Lyapunov commune alesisous-modeles. La recherche
analytique de la matricP satisfaisant les inégalités demandées peut s’avérerildiffrnéme
dans les cas a faible dimension) ; toutefois, il existe dgardhmes d’optimisation convexe effi-
caces capables d'offrir des solutions numériques a cegmubBoyd et al, 1994. Cependant,
pour un nombre élevé de sous-modéleles conditions4.9) peuvent étre conservatrices dans
le sens ou il est difficile de trouver une matriéainique respectant 'ensemble des conditions
(4.9). D’autres techniques ont été proposées ensuite afin deedelconservatisme de ce résul-
tat en utilisant d’autres fonctions de Lyapunov, poly-gaéiques Chadli 2002 Tanaka et a).
2003 Fang et al.2006 Kruszewskj 2004 ou non quadratiquesjoyd et al, 1994 Johansson
1999. Ce dernier type de fonction fournit des conditions de $tatexprimées en terme d'in-
egalités matricielles bilinéaires (BMI) qui sont en géngtak difficiles a résoudre que les LMI.

Les résultats proposés daefgsten et al200] proposent des conditions de convergence
d’estimation d’état vers zéro en se basant sur I'observateThau-Luenbergeifhay 1973 :

Théoreme 4.2.L'erreur d’estimation d’état entre le modéle Takagi-Sugest I'observateur
converge asymptotiquement vers zéro, s'il existe des eeatiPQ € R™" > 0, des matrices
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Ki € R™! et un scalairey > O tels que :

PA+ATP—KC-C'K' < Q i=1..r (4.10)
{_Q;"Z' 5] <0 (4.11)

Des incertitudes de modélisation sont prises en compte[@@rgsten et al.2003 ou un
observateur a mode glissant a été concu. Les travaulcdeldl 2009 et [Yoneyama 2009
traitent le probleme d’estimation d’état des systemes o multimodéle avec des variables
de prémisse non mesurables en cherchant a réduire le catisery des résultats précédents.
Danslchalal et al[2009¢ 2010 I'approche Lipschitz est améliorée, il n'y a pasAi&, AB dans
ces articles c’est juste une réécriture. Deux observatproportionnel intégral et proportionnel
multi-intégral a entrées inconnues ont été proposés ltaasal et al.[20094 et représentent
une extension de ce type d’observateurs du cas linéairesanoralinéaire. Dankhalal et al.
[20099 I'estimation est réalisée par I'approcl en considérant un systeme a incertitudes
bornées.

4.2.2 Approchel,

L'estimation d’état utilise de facon classique un modélesgisteme et des mesures col-
lectées sur ce dernier. Cependant, si le modele du systenmapesfait et notamment si les
perturbations n’ont pas été prises en compte dans la désnorifa convergence vers zéro de
I'erreur d’estimation d’état ne peut pas étre assurée. &ffet, la norme’, -extension directe
de la normeH., [Weinmann 1991 Van der Schaftl997 - peut étre utilisée afin d’évaluer 'er-
reur d’estimation et ceci en particulier pour les systémparameétres variables dans le temps.
Plus particuliéerement, grace a cette norme, on peut quamiifie borne supérieure du gain entre
I'énergie de I'entrée et celle de la sortie pour toutes lagttoires paramétriques admissibles
du systemeBara 2001].

Définition 4.1. La normeL; d’un signal st) de carré intégrable est notée et définie par :

s, = 4/ [ stTstat (4.12)
Définition 4.2. La normeL, induite d’'un systéme est définie par

y(t
Su9|u(t)|2#0% (4.13)

ou u(t) et y(t) sont respectivement les signaux d’entrée et de sortie &yEnbornée, au sens
de la norme||-||, du systéme considéré. Cette norme est une mesure du plustgrand’am-
plification énergétique de(t) sur y(t).

En considérant un systéme de la formMe3) affecté par des perturbations notégs), bor-
nées en norme, l'observateur de type proportiodn®l(la dynamique de I'erreur d’estimation
d'état dépend de I'erreur mais aussi de la perturbalioih En effet, dans le cas simple ou les
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variables de prémisse sont mesurables fi.e= [i) le systéeme4.8) devient :
et) = _Zlﬂi(z(t))[(Ai —LiCe(t) + (B —LiG)d(t)] (4.14)

Ainsi, les gaind; de I'observateur réglent directement I'impact de la pé@tiond(t) sur I'er-
reur d’estimatiore(t).

L’ objectif de la synthese d’observateur se pose dans les termes suivaniver les gains
L; de 'observateur4.5) pour

— assurer la convergence de I'erreur d’estimation d&taten absence de perturbations

— atténuer I'influence de la perturbatidft) sur I'erreur d’estimation d’éta(t)

Cet objectif se traduit par les contraintes de performangearstes :

tIiﬂngoe(t) =0 avec d(t) =0 (4.15)
le®l, <yld®), avec d(t) # 0 ete0) = 0 (4.16)

La premiére contrainte garantit la convergence de I'ercBestimation vers zéro si aucune
perturbation n’agit sur le systeme.

La seconde assure la précision de la reconstruction enrmestune perturbatiod(t) sur
le systeme. En effely est un scalaire positif a déterminer qui indique le niveaitdhuation
entred(t) et I'erreure(t). Le but est de minimiser la normé, entre la perturbatiowl(t) et
I'erreur e(t), la précision de I'estimation étant ainsi fixée au moyen dealaur dey qui doit
étre minimisée.

Ces objectifs sont atteints s'il existe une fonction de LyspV (t) telle queV (t)e' (t)e(t) —
Y2w(t)Tw(t) < 0 [Boyd et al, 1994. En choisissanV (t) = e (t)Pe(t) avecP = PT > 0 on
obtient :

Théoréme 4.3.L’erreur d’estimation entre I'observatey#.5) et le systemét.3) vérifie (4.15
et(4.16 s'il existe P=PT > 0, K; et un scalaire positif/ tels que

| + PA—KC+ATP-C'KT PE —K;G
et ke L) <o (#-17)

Les gains L.sont donnés paril= P1K;.

Dans le calcul de la dynamique de I'erreur d’estimationat'ét.14) on a considéré que les
variables de prémisse sont mesurables.

Dans la suite, les travaux présentés dans ce mémoire sapteiceipalement dans le cadre
plus général et plus complexe des variables de décision msunables, cette situation se re-
trouvant souvent dans les modeles des processus réels oultimoaéle est obtenu par la
transformation pae secteur non linéaire. Elle n’a été&eaifue récemment dans les travaux de
Bergsten et Palrf200q, Bergsten et a[.2007]] et de facon plus élaborée darnsHalal 2009.

La synthése d’observateurs consiste a prouver que I'edestimation converge vers z€ro en
absence de perturbations, ou bien, que l'influence deswsignaonnus sur I'erreur d’estima-
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tion est bornée et minimisée.

4.2.3 Description des systéemes non linéaires a variables de prémisss
mesurables

Approche par isolation des perturbations

Soit le systéme non linéaire présenté sous forme multinro@déd) avec des variables de
prémisse non mesurables. Pour s’affranchir de cette mésance, une approche consiste a
transformer le multimodeéle en isolant les variables de pgemnon mesurables dans un terme
de perturbationlghalal 2009. Pour cela, I'idée est de faire intervenir les variablepdEmisse
estimées dans les fonctions de pondération. On peut alore e facon équivalente I'état du
systéeme4.4) comme suit :

) = _gui<2<t>>[mx<t>+siu<t>+w<t>] (4.18)

en traitant dans4(4) le terme dépendant des variab#s non mesurables comme une pertur-

bationc(t) :
r

w(t) = Zx [Hi(2(t)) — ki (2(1))] [AX(t) + Biu(t)] (4.19)

La synthese d’observateur podr.18 consistera alors a minimiser le gai de I'entréecw(t)
sur I'erreur d’estimation.

Approche par incertitudes bornées

Une autre méthode, également basée sur l'introductionud@s dans I'équation du sys-
teme, consiste a faire apparaitre I'erreur d’estimation\dgiables de prémisse sous la forme
d’incertitudes bornées dans les matrices d’état du systeme cela, on définit les matrices :

B0 = 3 B0 (4.20)
b)) = 3 & (4.21)

ou
81) = wlet) - ) (4.22)
Dat) = ABa(D)IA (4.23)
Ng(t) = Bds(t)ls (4.24)
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avec
()l 0 ] [ ]
A = [A .. A, Tat) = : : , la =
0 &Ml |
B1(0)le 0 ] )
B = [B1 .. B], TIgt) = : : , B =
0 &l | I |

Gréace aux propriétés de convexité des fonctions de ponaiémt peut écrire-1 < §(t) <1
d'ou:

Fat)TAt) < | (4.26)
Ma(t) Me(t) < | (4.27)

Le systéme4.4) devient un multimodele incertain ou les incertitudes sgmrhées :
Zu. (A +DA())X(t) + (Bi + AB(t))u(t)] (4.28)

Approche par incertitudes constantes

Soit le systeme non linéaire présenté sous forme multineqded). Grace a la propriété de
somme convexe des fonctions de pondération on peut écrire :

i;m&@%ﬂﬁWWNZ QZ (&) )ZH —Q;MMW)%ﬂﬁwﬁ

- z O)(A —A) (4.29)

ou la notation suivante est utilisée :

rr r
=
I

Compte tenu de4(29 le systéme4.18 peut étre écrit :

> Hi(z (E)I(A] + DA j)X(t) + (Bj +AB; j)u(t)] (4.30)
i,j=1
ou
AAj = A—A (4.31)
ABjj = Bj—B; (4.32)
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On a ainsi transformé un multimodéle en un systeme incedtms lequel les incertitudes sont
parfaitement connues et représentés par des matricesntassfchalal 2009. Les trois écri-
tures proposées seront exploitées dans la suite de cerehd&stplus, il s’agit de transforma-
tions équivalentes du multimodele de départ.

4.2.4 Estimation d’état de MM incertains en présence d’entrées iran-
nues

Positionnement du probléme

Les entrées inconnues peuvent représenter une partie ohesacwles non accessibles a la
mesure, des perturbations non mesurables ou bien un dffieathat un systéme. L'estimation
de ces entrées inconnues effectuée conjointement avetakssdél systéme peut servir a la
génération de signaux indicateurs de défauts, mais irfdessiux perturbations. En revanche,
ne pas prendre en compte ces entrées inconnues dans la phsygetltese d’'un observateur
peut générer des signaux indicateurs corrompus par cesesnticonnues.

Un observateur a entrées inconnudaiknown Input Observer Ullfournit une estimation
de I'état du systéme et ce, en dépit de la présence d’entréesriues agissant sur le systeme.
Ces observateurs ont fait I'objet de nombreux travaux deeretie et leurs propriétés sont
parfaitement connues pour les systemes linéaires.

Deux catégories principales d’observateurs a entréeaimmEs sont fréquemment rencontrees :

1. Une premiére catégorie est basée sur l'idéeléeouplage entre I'entrée inconnue et
I'erreur d’estimationafin de rendre I'erreur d’estimation insensible a ces estigeon-
nues frang et Wilde 1988 Hou et Muller, 1992 Gaddouna et gl1994 Darouach et a.
1994 Corless et Tu199g. Un découplage parfait nécessite des conditions streli¢sr
pour que I'estimation soit parfaitement indépendante aé®es inconnues. Dans cette
approche, I'estimation des entrées inconnues n’est pas en compte. Cependant, l'es-
timation d’état ainsi réalisée peut servir ensuiteegtimationdes entrées inconnues. Les
dérivées temporelles des sorties du systeme sont souveggsaires a I'obtention d’une
telle estimation iHou et Patton199§. Or, la sortie d’'un systéme est inévitablement en-
tachée de bruits de mesure. La dérivation sur un tel signdlgse conséquent s’avérer
délicate et doit étre évitée. L'extension de ce type d’olmeur a des systemes non li-
néaires caractérisés par un multimodele a été abordéetaimanient paAkhenak et al.
[2004 et Rodrigueqd2003. Les approches utilisées pour la conception des obsemgte
a entrées inconnues s’inspirent de I'observateur initialet proposé pafjarouach et a).
1994 pour les systemes linéaires invariants dans le temps .(LTI)

2. La deuxieme catégorie ne cherche pas a découpler paréaitdes entrées inconnues
vis-a-vis de I'erreur d’estimation, mais cherche a mingnikur influence sur I'erreur
d’estimation. Cette approche permet par conséquent deerdles contraintes structu-
relles de découplage. Cette approche permet égalenestindation simultanée de I'état
et des entrées inconnudsa systeme souvent au moyen d’une action intégrale amstiora
I'estimation d’état Eoffker, 2005 Marx et al, 2003 Ichalal et al, 20094.

Un observateur a gain proportionnel intégral appartenémsaconde catégorie d’'observateurs
sera proposé dans cette section. Il est important de reeragge la structure de I'observateur
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Pl a entrées inconnues n’est pas la méme que celle de I'@tsanPI exploitée classiquement
[Kaczorek1979. Une appellation similaire est toutefois utilisée, ersoai de I'action intégrale
introduite dans la structure de I'observateur. Leur défére provient de la fagon dont cette
action intégrale est mise a profit. Ici elle est destinée énfioune estimation des entrées incon-
nues agissant sur le systeme alors que dans le cas clask&gpewt étre mise a profit afin de
garantir les performances dynamiques de 'observateua. flglire4.3 est présenté un schéma
d’un observateur proportionnel intégral a entrées incesnu

d(t)

u(t) Systeme -
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Figure 4.3 — Structure d’un observateur proportionnetgral (Pl)

De tels observateurs fournissent une bonne estimatioredegde inconnue, méme en pre-
sence de bruit de mesure, et I'introduction d’un gain irdégontribue a réduire le conserva-
tisme des conditions de convergence de I'erreur d’estonatians la mesure ou il constitue
un degré de liberté supplémentaire. Toutefois, I'hypah@#entrées inconnues constantes est
nécessaire pour la démonstration de la convergence dedtediestimation vers zéro. Théo-
riquement, cette hypothese réduit la classe de signauxapb@re estimés par I'observateur
Pl, cependant, en pratique, il est possible d’estimer dgsgsx ayant des dynamiques lentes
en augmentant le gain de I'observateur. Dans cette optiquebservateur Pl est proposé dans
Xiong et Saif[2003 en ajoutant un parametre scalaire dans le retour inté§ratia régler, le
plus finement possible, I'estimation des entrées inconmntiasonvénient d’'une telle démarche
est 'augmentation de la sensibilité au bruit de mesure Baegmentation des gains de I'obser-
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vateur Koenig et Mammar2003, ce qui méne a la recherche d’un compromis entre robustesse
et performances de I'observateur.

Dans le contexte multimodele a variables de prémisse nonnatass, pour la conception
d’observateurs a entrées inconnues pour un multimodelpeonciter les travaux deChen et
Saif, 2007 - qui généralisent I'observateur proposé daBsrfjsten et Palp200q - ainsi que
ceux delchalal et al[20094; Ichalal[2009.

Dans ce qui suit on propose la conception d’'un observateur ges systemes sous forme
multimodéle affectés par des entrées inconnues, en coastdén plus la présence d’incerti-
tudes dues aux erreurs de modélisation. La difficulté duevatiables de prémisse non mesu-
rables est traitée en utilisant la transformation décritesection4.2.3 A notre connaissance,
cette méthode de synthése n’a pas encore été traitée datbérédure et représente un intérét
d’un point de vue applicatif, comme cela sera présenté aacisdpitre prochain.

Représentation multimodéle d’un systéme incertain

On considére le systeme incertain sous forme multimodééetaf par des entrées incon-
nues :

X(t) = ZM ) [(A + DA (1)X(t) + (Bi +AB;(t))u(t) + Eid(t)] (4.33a)
y(t) = Cx(t)+Gd(t) (4.33D)

ou x(t) € R" est I'état du systémay(t) € R™ représente I'entrée connud(t) € RY I'entrée
inconnuey(t) € R’ la sortie mesurée, les matrices ayant des dimensions ap@sples incer-
titudesAA; (t) et AB;(t) satisfont les contraintes :

AAi(t) = MPFRa(t)N? (4.34a)
ABi(t) = MPRy(t)NY (4.34b)

ol M3, N&, MP, NP sont des matrices connues constantes et de dimensionappso Les
fonctionsF,(t) € Rf1* ™ etRy(t) € R2* "2 sont des fonctions matricielles inconnues satisfaisant
les contraintes

Fa (t)Fa(t)
Fy (t)Fo(t)

L'espace paramétrique des élémefs+ AA;(t),B; + AB;(t)) constitue le domaine d’incerti-
tude paramétrique, les incertitudes étant bornées. Bhssteguments en faveur de I'utilisation
de cette forme d’incertitudes sont présentés deasifrgonekar et gl1994.

Rappelons que les fonctions de pondératiprsatisfont la propriété de somme convexe
Suivante

I (4.35a)
| (4.35b)

IA A

im(x(t)) =1, O0<p(x(t) <1, Wx(t),wt>0,i=1,...,r (4.36)

et qu’elles dépendent des variables d’état qui ne sont paessgirement disponibles a la me-
sure.
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Synthése d’un observateur proportionnel-intégral

Dans la suite, I'hypothése suivante est faite
Hypothése 4.1.L’entrée inconnue est constante(t) = O.

Dans la synthése d’un observateur proportionnel intégréme si cette hypothése est né-
cessaire pour la démonstration théorique de la converginterreur d’estimation d’état, elle
peut étre relaxée dans les applications pratigesiiig et Mammar2003.

Afin d’estimer conjointement les états et les entrées inaeanl’'observateur proportionnel in-
tégral Proportional Integral ObservePlO) suivant est proposeé :

r

Xt = 3 1 (R(1)) (AR(E) + Biu(t) + Eid(t) + LT (y(t) —y(1))) (4.37a)
) = 3 w0 -3(0) (4.370)
y(t) =CX(t) + Gd(t) (4.37¢)

La construction de I'observateur se résume a trouver lesggietL| tels que I'erreur d’estima-
tion de I'état et de I'entrée inconnue soient générées palysteme stable. Le résultat suivant
résume la procédure de synthese de I'observateur :

Théoréme 4.4.L'observateur(4.37) qui estime I'état et 'entrée inconnue du syste@ha3
tout en minimisany le gain £, du transfert des entrées connues et inconnues vers l'erreur
d’estimation des états et des entrées inconnues est obtarateerchant des matrices définies
positives et symétriqueg B R(MAx("+9) et B, ¢ R™", des matriced; € RMI*! et des
scalaires positif€; et & qui minimisenty = y? sous les contraintes LMI suivantes

Mii<0,i=1,....r (4.38a
2 .
rTMii+Mij+Mji<0, 1<i#j<r (4.38b)

ou M;; est définie par

ol @2 0 ol* PM} PM
x ©OF PB RE PM? RMP
33
My = |+ & 0 0 0 (4.39)
* * * =Vl 0 0
* * * * —&ilyy 0
| x * * * * —&ilt, |

avec

Ot = luq+S(RA-PC), OF = P(A-A)), 6} = P(E-E)
077 = eNN2+S(RA), 6% = &NTN -V,
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et les définitions suivantes :
_ _ . E - .
c-fcd. A-[3% A-5

[ w0

Les gains de I'observateur sont obtenus comme suit

LP =
[L” = PP (4.40)

Notations. Les symboles dans une matrice bloc indiquent les blocs induits par la dyieé
Pour toute matrice MS(M) est définie paS(M) = M+MT.

Démonstration.Définissons le vecteur d’état augmenté et son estimé respment par

X(t R X(t
w0 = [ w0 =[5 @.41)
L'erreur d’estimation de I'état augmenté est définie par

eat) = Xa(t) —Ra(t)

Le systeme4.33 et I'observateur4.37) s’écrivent alors

falt) = igui (xal0)) [ (A + B ())¥alt) + (B + 28 (1) u(t)] (4.42)
y(t) =Cxq(t) (4.42b)
et
alt) = Jilu,-@a(t)) Ajkalt) + [Cent) + Byu(t)] (4.432)
y(t) = CXa(t) (4.43b)

avec les definitions suivantes :
B - [3] @m0 - [0 9 mo - Y o - [1]

Il faut remarquer que dans I'équatioh.42) les fonctions de pondération dépendentxgie),
alors que dansi(43 elles dépendent de(t). Pour faire face a la difficulté d’exprimer I'erreur
d’estimation de I'état augmenté d’une fagcon exploitabde4®d est réécrit, en se basant sur la
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propriété 4.36),

) = 53 M)A (Ralt)) [(Ay + 7 — A+ BA D) et

= =]
-l-(Ej +B; —Ej + AB; (t))u(t)} (4.44)

La forme ainsi obtenue se compare plus aisément a celle bdselfvateur4.43. En consé-
quence, I'erreur d’estimation de I'état augmenté obéityetiesne non linéaire suivant

b :i_r 5 ia)m i) { [N ﬁﬁ&f;ﬁ(t)} )

=1
+[jBi§—_BAi(éi)(t) - Eiéj] [323]} (4.452)
€(t) =[Intq O] {ia((tﬂ (4.45b)

otBAL)! = [AAT(1) 0],

SoitV (ey(t),x(t)) la fonction Lyapunov candidate définie par :
~ Jea®]" [P 0] [ealt)
V(Xa(t),x(t)) = [X(t)} [0 PJ [X(t)} (4.46)

ouP; etP, sont des matrices symétriques et définies positives. Latibgst de trouver les gains
de I'observateur qui minimisent le gaify du transfert des entrées connugt) et inconnues
d(t) vers I'erreur d’estimation de I'état et de I'entrée incoamy(t). Le gain est borné parsi
[Boyd et al, 1994

V(ea(t),x(t)) + &3 (t)ea(t) — y?(u' (tu(t) +dT (t)d(t)) <O (4.47)

En considérant la fonction de Lyapuna46) et la trajectoire de,(t) définie par 4.45), I'in-
égalité @.47) peut étre écrite

P

(t) T l_pll chZ chB l.|J14 ()
* cb52 CD£3 PZE. X(t)

i; leui (Xa(t))Hj(Xa(t)) yjlm ult
* —Vzl d(t)

* *
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ou

wil — S(PA;—PLC)+I
o7 = Py(A—Aj+LA(1))
i3 = PAB(Y)

Wit — Pl(éi—éj)

O = S(PA+PLA(L)
O’ = P(Bi+ABi(t))

La résolution de4.48 est rendue délicate par la présence des perturbatidyis) et AB;(t).
En séparant les termes variant avec le tempdd devient

ea(t) T l_l_jll LIJ§2 0 LI_)14
ror R X(t) 2 l_l_;23 PZEI
2 121“' ))Hj(Xa(t)) u(t) Vélm
d(t) * * * —yzl
PV 01" [mpMP 01"\ [e®)
M2 NaT b 0 t
o P R [ P R || [ plun <0 @
0 0 0 0 d(t)

ou
Wiz = PiA-A))

W2 = S(RA)
WE = PB

Rappelons que pour toutes matricésY et F(t) de dimensions appropriées et satisfaisant

F(t)TF(t) < I et pour tout scalaire positif 'inégalité suivante est respectée :
XEOYT+YF1)TXT < exXT+e7 vyl (4.50)

En utilisant I'inégalité précédentd .60 et la propriéte 4.34) des fonctiond=;(t) et Fy(t), on
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peut déduire quei(49 est satisfaite si I'inégalité suivante est respectée :

Lpll LP12 0 l_|J14
* L|J52 \pz3 P2E.

3 3 ulalt) () yoglm

—

* * —y2I
+S| &t O Oi +ext Pzg/' Pzg/'i
0 0 0 0
0]707" 017017"
+ & N§T N§T + & N?’T N?’T <0 (4.51)
0 0

En utilisant le complément de Schur et définisfant= PiLj ety = 2, l'inégalité précédente

devient
r r

3 M) (V) Mi <0 (4.52)
=1lj=

avecM;; définie dans4.39. De plus, en utilisant le résultatian et al. 2001 que pour tout
I=1....retl<i#|<r

C < 5 Mii <0
Y H(Dpj(QMij <07 ," (4.53)
iS1= = Mii + Mij + M;j <0

On peut déduire quet(52) est satisfaite si4.38 I'est, ce qui acheve la preuve. ]

Remarque 4.2.Dans le cas ou le systeme est affecté a la fois par des entiéesriues a
estimer dt) et des perturbations qu'on ne cherche pas a reconstruiftg, e systemeé4.33
devient

X(t) = Zu. ) (A DA ())x(t) + (Bi +ABi(t))u(t) + Bd(t) + Fw(t))  (4.54a)
y(t) = Cx(t)+Gd(t) +Hw(t) (4.54b)

Le résultat précédent peut étre facilement adapté afin idestles deux variables(k) et d(t)
tout en minimisant I'influence de(t sur les erreurs d’estimation. On peut facilement voir que
les matricesMjj de(4.38 doivent étre remplacées pavljj définie par

Sty {/\;lij _”;;LW} (4.55)
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avec
Wi = [PH-PR)" F'R 0 0O (4.56)
H' = [HTQ] (4.57)
A= [0 (458)

Le théoremet.4s’applique alors avec ces nouvelles définitions.

Exemple

On reprend le systeme de trois cuves décrit a la se2tbg qui est un systéeme non linéaire
multi-entrées et multi-sorties comportant deux entr€aset Qo) et deux sortiesg etxo). Les
débitsQ¢1, Q2 et Q¢3 représentant des débits de fuite éventuelle au niveau des seront
pris en compte ici, contrairement a I'étude effectuée epittea2 ou ils étaient considérés nuls.
Plus précisément, on cherche a estiQer et Qs et a étre robuste vis-a-vis @ s.

Ce systeme est représenté par les équations suivantes :

) = Q) ~WiaX)v/2ghalt) —xs(0)] - 5Qna(t)
folt) = gQalt) +Ws2(6)v/20]6(0) —xall)] ~ 525v/20%(0) — Qralt) (459)

X3(t) = W1.,3(X)\/29|X1(T)—X3(t)\—W3,2(X)\/29|X3(t)—Xz(t)\—éQfs(t)
yt) = Cxt)+Gd)

ou pour des raisons de simplicité des notations, on définit :

Wik(x) = ai%Sgr{Xi(D_Xk(t)]a I #K (4.60)
Définissons
X1
_ | @ o lx | Qn _
X = iz 7u_|:Q2‘|7y_|:X2:|’d_|:Qf2:|’W_Qf3 (461)

les vecteurs respectifs d’état, d’entrée, de sortie, déenthconnue a estimer et d’entrée incon-
nue de perturbation intervenant dad<s¢).
Les matrice€ et G sont données par :

100
C = [O 1 O]’ G = Oy (4.62)

Conformément a I'hypothész1, les niveaux dans les trois cuves sont bornes Ri.
Hypothése 4.2.Supposons que les parametres d’écoulement du magé&lea, possedent des
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incertitudes bornées

o1(t) = a1(t)+oaq(t) (4.63)
ao(t) = ax(t)+dax(t) (4.64)

générant dans la matrice A une incertitulA(t) satisfaisant les contrainteg.34).

Transformation des équations sous forme multimodéle
Pour écrire le systeme des trois cuves sous forme multirmogigliivalente ; on utilise une
somme pondérée des états, grace aux scalaireskéslg (i = 1,...,n). Le choix de ces sca-
laires -comme précisé de facon plus détaillée en chapitdo@ne la possibilité de mettre en
evidence plusieurs formes quasi-LPV et ainsi d’obtenisigurs formes multimodeles.
Définissons, en fonction de ces sommes pondérées et eanttilisypothese.1, les variables
de prémisse suivantes :

200 = 23U /2ghatt) —xalt)] (4.65)

2
2(X) = O'ZSS”,/XS(% (4.66)
) = 22U gl =] (4.67)

iglvuxi(t)

Avec I'hypothéset.2, le systeme4.59 prend la forme quasi-LPV :

X(t) = [A(z,22,23) +AAL)] x(t) +Bu(t) + Ed(t) + Fw(t) (4.68)
y(t) = Cx(t) (4.69)

Cette forme met en évidence les entrées incondet® séparément des entraed.es matrices
A(z1,25,73), AA(t), B, E etF sont définies comme suit :
—)\121(X) —)\zzl(X) —)\321(X)
A(z1,20,73) + DA(L) = ViZ3(X) Y223(X) — Z2(X) ¥a23(X) (4.70)
M7 (X) = v1za(X)  A2Zi(X) — Vaza(X) AsZy(X) — y5Za(X)

ou
20 = )+ a0 Dsgrin —xg) VO ) (4.71)
> Aixi(t)
i=1
%) = 20+ 50F o (4.72)
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Notons :
par(t) = &) Dsgra(t) (e Y 2O ) @73)
> Aixi(t)
i=1
pat) = &0 [ (4.74)
1 1
B = S 2 E S O1 F = 8 (4.75)
o3| 0 —3 | 1 '
0 0 0 O S

—AMAor(t) —AD01(t) —AzAa(t)
M) = 0 _Aas(t) 0 (4.76)
A1Aaq(t) A0 (t) AzAaq(t)

Hypothése 4.3.Sachant que les niveaux dans les trois cuves sont bornégrowmiment a
I'hypothése2.1, alors on peut déduire quisas(t) etAax(t) sont bornés.

Conformément a I'hypothege2l'incertitude s’écritAA(t) = MaFa(t)Na avec les matrices :

-0.1 0
Aoy (t) 0 {)\1 Ao )\3}
Ma = | 0 —015|, Falt) = , = 4.77
a 01 0 a() |: 0 Aaz(t) a 0 1 0 ( )

En utilisant la transformation polytopique convexe, lesaldesz; peuvent s’écrire comme
dans 2.82 ou les scalaireg; ; et zj » sont définis pard.83 et les fonctiond; ; et Fj > sont
données par(84).
Ainsi, le multimodéle est composé de=823 sous-modeéles. Les fonctions de pondération sont
calculées comme dang.85. Les matrices constantes de chaque sous-modeéles soréafonn
parA; = A(zlql,zz?qz,zg’qa) i=1,...,8 oulamatricéd(z1, 2, z3) est donnée erd(70. Compte
tenu des définitionsi(75, on aB; = B, E; = E etk = F pour tout(i = 1,...,8).
Finalement, le systémd 69 est réécrit sous la formd (64) avecAB;(t) =0,G=0,H =0.
Critéres d’observabilité pour le choix de la forme multimolée
Pour construire un observateur basé sur un multimodéleplarigté d’observabilité doit étre
assurée. Comme précisé en chapitre 2, I'observabilité dguehsous-modele est nécessaire
pour assurer I'observabilité du multimodele global.
Conformément a I'étude effectuée en secttoh.8concernant les critéres d’observabilité pour
le choix du MM, les multimodéles avelg = y3 = 0 doivent étre évitées car la condition d’ob-
servabilité .89 n’est pas respectée.
Résultats d’estimation des hauteurs et des fuites
A partir de la forme multimodéle obtenue pour le systéme s tuves, un observateur Pl
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(4.379 est construit. Le théoréme 4 est utilisé pour la synthé$eloservateur et pour expliciter
les conditions de convergence de I'estimation de I'étatdtahtrée inconnue.

_ Les LMis (4.39 sont résolues par rapport aux scalaiggs & (i = 1,...,8), aux matrices
Pj € R>2 (j =1,...,8) et aux matrice®; € R>*° etP, € R3*3 qui ne seront pas présentés ici.
Les gaind.j € R>*2 de I'observateur obtenus sont :

151 —0.63] [ 161 —050] [ 150 -063]
~265 112 146 110 ~2.65 202
Li=| 115 -069| L,=| —341 —035| Lz=| 120 -0.60
0.23 005 ~1.03 205 0 -05
| —0.47 204 | | 07 004 | | 044 102 |
[ 161 —0.50 [ 287 —0.65 ] [ 292 -058]
146 201 ~252 117 154 115
Ly= | —340 —035| Ls=| 106 -135| Lg=| —323 —0.73| (4.78)
023 -0.15 142 135 015 078
| 122 132 | —2.23 —0.23 | | 041 154 |
[ 287 —0.65] [ 311 04 |
~253 208 183 232
L,=| 106 -135| Lg=| —279 —035
130 002 223 25
| 017 040 | | 056 0

qui minimisent le gairnC, de transfert des entrées connues inconnuesl vers I'erreur d’es-
timation d'étate: y = 1.14.

Les résultats d’estimation des variables d’état - les nixebeau dans les trois cuves - sont
illustrés a la figured.4. Une convergence rapide des états estimés par I'obseryadet étre
remarqueée, les écarts d’estimation au voisinage de limgigitant dds au choix arbitraire des
conditions initiales de I'observateur.

Comme on peut le remarquer a la figdr®, les entrées inconnué&d;; et Q2 ne sont pas
constantes, ce qui était une hypothése exigée dans le aatireanstruction du PIO. Toutefois,
les résultats d’estimation obtenus montrent qu’il suffévdir un signal de dynamique lente afin
d’obtenir des bons résultats d’estimation de I'état et eetfée inconnue.

La figure4.6 permet de visualiser les paramétres d’écoulemegf(t) et a»(t) générant des
incertitudes bornées dans la matrice d'éat

4.2.5 Estimation d’état de MM a deux échelles de temps
Positionnement du probléme

La modélisation des systemes ayant deux échelles de ternpews®nt réalisée a l'aide
de la forme singuliére, traitée en détail au cours du chaitlEn supposant que la forme
standard singuliere est obtenue, le cas limite ou le parandét perturbation singuliere tend
vers zéro demande la résolution d’un systeme algébriquel'aftraire les variables rapides et
les remplacer dans 'ODE correspondant aux variablesde@tci ne constitue pas un probléme
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15 -6
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Figure 4.4 — Estimation des états du systeme de trois cuves
15 —— 15 —
- --Q, estime -- -sz estime
U
-1 . . . . -1 . . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Figure 4.5 — Estimation des entrées inconnQeset Q¢» du systéeme de trois cuves

trivial et nécessite un changement de coordonnées (sex8d.
En considérant la forme “singuliere standard”, un MM éqlémapeut étre écrit. La forme

136



tel-00555081, version 1 - 12 Jan 2011

4.2. Synthese d’observateurs a variables de prémisse neuratdes
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Figure 4.6 — Les paramétres d’écoulement générant deditndes bornées

classique du MM est [égerement modifiée afin de séparer lésatites échelles de temps.

La contribution de cette approche est d’estimer les vagmthlétat de systemes non linéaires
a deux échelles de temps en évitant la résolution de I'équatpébrique -statique- correspon-
dant aux variables d’état rapides. Ceci est possible en rcasesit un vecteur de sortie aug-
menté en utilisant 'équation statique et en considéranvégiables d’état rapides comme des
entrées inconnues. Ainsi, un observateur proportionnégml (P10) a entrées inconnues peut
étre construit en utilisant la forme MM & deux échelles depnA cause du nombre limité de
capteurs, cette approche s’avére intéressante grace audgsovariables rapides comme des
entrées inconnues. Cet observateur permet de reconstiminéiamément les variables d’état
lentes et rapides et donne des résultats plus précis en cemperne I'influence du bruit sur la
reconstruction de I'état, qu’un observateur classiqueti@es inconnuekhalal et al[20094.

Représentation MM a deux échelles de temps

Rappelons la forme standard des systémes singuliers a deelkesae temps :

ext(t) = fr(xs(t),x(t),u(t),e) (4.79a)
%s(t) = fs(Xs(t),x¢ (1), uU(t), ) (4.79b)

ou xs € R™ etx; € R" sont respectivement les variables lentes et rapitiég, u, ) € R,
fs(x,u,€) € R, n=ns+ n¢ ete est le parametre de perturbation singuliere.

Dans le cas limite o — 0, le degré du system@.Q) dégénéere da ans < n et le systeme
devient :

0 = ff(Xs(t),Xf(t),U<t>,0) (4808-)
Xs(t) = fs(Xs(t), x5 (t),u(t),0) (4.80b)

La forme quasi-LPV équivalente au systeme3() est :

0= At (X U)Xt (t) + Ars(X, U)Xs(t) + Bt (X, u)u(t) (4.81)
Xs(t) = Ast (X, U)Xt (t) + Ass(X, U)Xs(t) + Bs(x, u)u(t) (4.82)
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Hypothése 4.4.La forme quasi-LPV que la matricesBie dépend pas dety, i.e. Br (u(t)).

Ainsi, la forme MM est [égerement modifiée afin de mettre edénce les variables d’état
lentes et rapides :

0= zlmxu [Affxf( ) + Al xo(t ] Z[.l, (u)Blu(t)

)= ;ui (%) [ AL e (1) + Agx(t) + BLu(t)|
y(t) = Cr Xt (t) + CsXs(t) (4.83)

our <r, 1 (x,u) et fi(u) satisfont les propriétés de somme convexe, les mathiegA;, AL,
AL, B!, BL correspondent aux dynamiques lentes et rapides identif&esles matrices; et

B :
A Al B'
A - [ % .fs} B — { .f] (4.84)
Alsf Alss ! Bls
Dans la premiére équatioA.83 on déplace le terme de commande de la partie droite vers la
partie gauche de I'égalité. On obtient :

o) = 3 )[Rl + Bu) + A 0
Yalt) = ZW’“) [Coxet) + Gixy (1] (4.85)

ou le vecteury(t) est une sortie augmentée mesurable définie par :

Valt) = | 2 FiWBu() (4.86)
y(t)

et ou les matrice€; et G; sont données par :
Ai Ai
C = fs G = ff] 4.87
. {CS ] . {Cf (4.87)

Comme on peut le remarquer, le nouveau vecteur de sgntiest plus linéaire par rapport a la
variable d’éta (comme ['était le vecteur initiaf(t)).

On considere ainsi le systemé.§5 comme un MM affecté par des entrées inconnxes
Notons le vecteur des entrées inconnd@s = x; (t), avec la propriété suivante :

dt) = 0 (4.88)

La supposition qué(t) soit constante est nécessaire dans le cadre de la cormtrdain PIO
pour pouvoir démontrer théoriquement la convergence deelie d'estimation d’étaKoenig
et Mammar2003. Cependant, il est connu qu’en pratique il suffit d’avoir ugnsl de basse
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fréquence. Le terme “rapide” se réfere aux dynamiques.den effet,x; (t) est - poure — O -

une fonction statique de(t) qui obéit a un processus dynamique lent. En conséquenaed qua

€ — 0 (i.e. quand on néglige le comportement dynamique de lgepagtide du systemey; (t)
est aussi un signal a dynamique lente.
Considérons le vecteur d’état augmenté

et les matrices :
~ i i ~ Bi ~
- ] s=| %] a-lc @

En utilisant les notations précédentes et la propriété deges inconnuest(89), le systeme
(4.89 est équivalent au systeme augmente :

) = 3 0a(0),u0) [Axat)+ i) (4.89a)

Ya(t) = ZlJi(U(t))Ci Xa(t) (4.89b)

Afin de faciliter la synthése de I'observateur, en utilisdams les fonctiong; I'état estiméxa,
I'équation d’état peut s’écrire :

) = 5 ) [Aoult) + B+ o) (4.90a)

Ya(t) = Zlﬁi (WCixal(t) (4.90D)

i=
} et le termew(t) joue le réle d’'une perturbation bornée définie par :

r

w(t) = Zl[lli (Xa, U) — Hi(Ra, U)] [Ai Xa(t) + Biu(t)] (4.91)

Observateur Proportionnel Intégral

L'observateur proportionnel intégral avec une forme augeeest donné par :
. r ~ ~
Ralt) = 3 pilRar) [ARalt) + B u(t) + Kilya(t) —a(t)] (4.92a)
i=
-
Ya(t) = Zﬁi(, u)Ci Xa(t) (4.92b)
i=
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L'erreur d’estimation d’état est donnée par
ta(t) = Xa(t) —Xa(t) (4.93)

Les conditions de convergence de I'erreur d’estimatiotati& (t) sont données par le résultat
suivant :

Théoreme 4.5.L’erreur d’estimation d’état entre I'observateur propanhnel intégral 4.92
et le systeme4(90 converge, s'il existe une matrice symétrique et définiatipesX, des
matrices M et un scalaire positif telle que les conditions suivantes soient vérifiées pour tou
Lj=1..r:

Mii < 0, i=1,..,r (4.94a)
2 o
EM” + Mij + ./\/lji < 0, 1<i#j<r (4.94b)
o [ATX+XA-CIMT =MCj+1  XT-MW¥
Mij = FTX — WTMT Y (4.94¢c)

Les gains de I'observateur sont donnés pag =KX 1 M;.

Démonstration.En tenant compte del (909 et (4.923 I'erreur d’estimation de I'état augmen-
tée est gouvernée par :

r f
alt) = 3 5 Ml Wi @ ealt) +Falt)] (4.95)
i=1j=1
ou les notations suivantes sont utilisées :
@ = A-KC (4.96)

On note que la dynamique de I'erreur d’estimation d’'éjét) est seulement perturbée paft).
Rappelons quelques outils basés sur 'apprathqui menent au résultat final.
Conformément 8oyd et al.[1994, I'erreur d’estimation d’étag,(t) converge et le gaid, de
w(t) versey(t) est borné pay si les conditions suivantes sont vérifiées :

¥ - r .
qleﬁfx‘”’ﬁ' _Xy2| <0 ij=1,..r (4.97)

En utilisant les changements de variables suivants

A=y M=XK

et le résultat defuan et al.[200] cité dans la preuve du théoreme4, on obtient les LMI
données dangt(94), ce qui conclut la preuve du théoreme. n

Corolaire 4.1. Afin d’'augmenter la qualité de I'estimation, quelques ctinds supplémen-
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tairesChilali et Gahinet] 1994 peuvent étre rajoutées aux conditiof@s94) :

AT X+ XA -CTMT —MCj+2aX < 0 (4.98)
RX AT X —MiC;
X A — CT MT RX 0 (4.99)

pour tout i j = 1,...,r. Ces conditions assurent le fait que les valeurs propres ydiese
générant I'erreur d’estimation d’étaf4.95 se retrouvent dans la région du plan complexe
suivante (voir figuret.7) :

S(a,R) = {weC|Rgw) < —a,|w| <R} (4.100)

\\\\\\\\

Figure 4.7 — Région du plan complexe

On présente dans la suite I'application de la procédurdidiation d’état proposée au mo-
dele d’'une station d’épuration.

Exemple

Description du processus et du modéle non linéaire ASM1
L'épuration des eaux usées consiste a mettre en contacrgssage les eaux usées avec un
mélange riche en bactéries pour dégrader et éliminer ldsgmi$ contenus dans I'eau, en sus-
pension ou dissouSIsson et Newel]1999.

Le principe de fonctionnement du procédé est décrit bri@rgrdans la suite. Le schéma
simplifié, donné dans la figu#8, inclut un bioreactor et un décanteur. Dans cette figgre,
représente le débit d’entrég,; le débit de sortie du réacteuy, le débit d’air,gr, qw repreé-
sentent respectivement le débit recyclé et rejeté. Le veldmréacteur est supposé constant :
Jout = Qin + Or- EN généralgr etgw représentent des fractions du débit d’entyge

ar(t) = frOn(t), 1<fr<2 (4.101)
aw(t) = fwdin(t), 0<fw<1l (4.102)

L'eau polluée provenant d’une source externe circule dansaksin d’aération dans lequel
la biomasse bactériens dégrade la matiere organique. lage-origanismes s’agglomeérent en
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flocs et produisent les boues. La ligueur mixte est ensuiteygée dans le décanteur ou la sé-
paration de I'eau épurée et des flocs bactériennes est itgravité. Une fraction des boues
décantées est recyclée vers I'aérateur pour maintenirgeecité d’épuration. L'eau épurée est
rejetée dans le milieu naturel.

Débit d'air

gin DébitI * Qout Effluent

Bioréacteur Décanteur

gr

qReqW

Boues recyclées  JR Boues rejetées>qW

Figure 4.8 — Le schéma de fonctionnement d’un réacteur diqle

Le modéle ASM1 est souvent utilisé pour décrire ce procesdus des raisons de simplicité,
seule la pollution carbonée au niveau du réacteur est aenésgidAinsi, la méthode d’estimation
proposée est illustrée en utilisant un modeéle réduit & &taitsx = [Ss, So, XBH]T

S) = —q Hugalt) + (1 fo)buda(0)+ D1(0)
So) = 1 pgut)+Dal0)
XgH(t) = HHO1(t) —br@2(t) + Da(t) (4.103)
ou :
1(t) = 9 [0 (1) - S50
Do(t) = 3 [S0:0(t) — So(1)] + Kalt) [Soac Solt)] (@.104)
Ds(t) = q'”( ) [ Xarin() — Xen(®) + fr le;ffVVVVxBHa)
Les cinétiques du processus sont :
1) = iDL en(t) (4.105)
$2(t) = Xeu(t) (4.106)

Les variables impliquées sont présentées dans le tabléaOn suppose que la concentration
d’oxygeéne dissous a I'entrée du réacteur est nulle :

SO,in (t) =0

Le décanteur est supposé parfait, i.e. tout ce qui entreldatécanteur est recirculé ou rejeté.
Dans ce cas, on peut écrire a chaque instant :

[Gin(t) + ar(t)] X (t) = [aRr(t) + aw ()] XeH R(L) (4.107a)
Sr(t) = SS(t) (4.107b)
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Entrée du réacteur  Sortie du réacteur  Recyclé

XBH Concentration biomasse hétérotrophe
XBH,in XBH,out XBH,R
Ss Concentration du substrat rapidement biodégradable
SSin S&out SSR
S Concentration d’oxygéne dissout
SO,in SO,out SO.,R
q Débit
in Cout Or
Oa Débit d’air
Vv Volume du réacteur

Tableau 4.1 — Tableau des variables

On utilise les parametres suivants de croissance et deiggamngeOlsson et Newel[1999 :
Uy = 3.7331/24n], Ks = 20[g/m°], Kon = 0.2[g/nm?], by = 0.3[1/24h]. Les paramétres stoe-
chiometriques sor¥y = 0.6, fp = 0.1 et la concentration de saturation de I'oxygeneSash: =
10[g/m?]. Les valeurs numériques considérées pour les fractigret fyy sont : fr = 1.1 et
fw = 0.04.

Dynamiques rapides et lentes
Pour le modéle ASM1 réduit(103, la séparation des dynamiques lentes et rapides est confir-
mée par les valeurs propres du jacobfen(section3.3.3, comme on peut le remarquer a la
figure 4.9 qui présente la partie réelle des valeurs propres pour gigapmints de fonctionne-
ment. Deux valeurs propred4 et A3) sont incluses entre-50 et—0.4 et I'autre A1) autour
de —250. En fixant un seuil & = 70, on peut déduire que le systeme a une dynamique rapide
(x; = Sg) et deux dynamiques lentess& [So Xgr]').

Le multimodele
Un multimodele équivalent est construit pour concevoir bsesvateur qui permet d’estimer les
variables d’état rapides et lentes. En considérant lestiémsadu processug (103 et (4.109),
il est naturel de définir les variables de prémisse suivantes

Gin(t)

au) = =~ (4.108a)
_ 1 So(t)

(X)) = kst S50 Kon +S()(t)XBH(t) (4.108b)

z3(u(t)) = da(t) (4.108c)

On considére le vecteur d’entrée défini par :
u(t) = [ Ssin(t) alt) Xemin(t)]" (4.109)
On construit la forme quasi-LPV du modéte 103 caractérisée par les matriodd) = A(x(t),u(t))
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-05 , , , , : , , o
-50 e 3 B T S S e S S S S S S S e o Se e o e v S S S S S S o S

<O

&

g = A (Sg)

& -100} == A, (Sp)

3 —o- A3 (Xgy)

[%))

g

S

S -150f

2

=] —

& LNy Yy, L

> L TR AR T pe o N
_2007- !' i v - ,\ "/" .I \ I.—\ N A .I\ r

\ l" \!' -/ \ - - ! (U |
~ \ N .
—-250 ] ] ] ] ] ] ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Points de fonctionnement

Figure 4.9 — Les valeurs propres du jacobfgrcalculées dans plusieurs points de I'espace de
fonctionnement

etB(t) = B(u(t)) décomposées de la fagon suivante :

At) = [ﬁ;:((tt)) /Z:((tt)) } B(t) = { Bf(tt; } (4.110)

Bs(
ou

Alt) = 20— - izl (4.111)
Atst) = [0 (1—fp)by | (4.112)
Bi(t) = [z(t) 0 O] (4.113)

Yq—1 T
Asilt) = | v HH2U (4.114)

P Z2(t)

—Kz(t) — z1(t) 0

As(t) = [ 3 . 1 [w—i ()= b ] (4.115)

0 KSQa 0 ] (4.116)

Bs(t) = [o 0 a)

La décomposition des variables de prémigka& (8 est réalisée en utilisant la transformation
polytopique convexe, comme darksg2), (2.63 et (2.64). En multipliant les fonction§ , les
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r = 8 fonctions de pondérationg(z(x,u)) sont obtenues :

pi(z(x,u) = Fy O-il(X, uF, o2 (X, u)F3 ais(x, u)

Les matrices constantes et B; représentant les 8 sous-modeles sont définies comme dans

(4.849) en utilisant les matriceA et B et les scalaires2(36) :

Atp = Art(Z61,2,02)

At = [0 (1—fp)by]

At = Asi(Z02)

As = Az o1 2.68)

By = Bt (2,51

B, = Bs(z 41) i=1,.,8 (4.117)

Le modéele 4.103 est ainsi écrit de facon équivalente sous la forme MM ersatit la sépara-
tion en variables d’état lentes et rapides.

Considérons la sortig(t) = C Xt (t) +Csxs(t) + v(t) ou v(t) est un bruit de mesure et ou les
matriceC; etCs sont données par :

o-[2] en[00] 019

En appliquant le théoremke5au modele ASM1 rédui( 103, représenté sous une forme MM
équivalente, les résultats d’estimation d’état présemtadigure4.10sont tout a fait pertinents.
Le gainL, de w(t) verse,(t) est bornée pay = 1.203.

L'estimation de I'état rapid&s, considéré comme entrée inconnue dans le multimodéleréest p
sentée en premier, étant suivie par les résultats d’estimdes états lentS et Xgy. Malgré la
présence du bruit(t), I'observateur proposé dans cet article permet d’assmescanvergence
rapide vers zéro de I'erreur d’estimation d’état. De plasnme on peut le remarquer a la figure
4.1Q I'état Ss considéré comme entrée inconnue n’est pas constant, cstqune hypothése
demandée dans le cadre de la construction du P1O. Toutkfeisssultats d’estimation obtenus
dans la pratique pour le modéle d’un réacteur biologiquetreahqu’il suffit d’avoir un signal
de base fréquence afin d’obtenir des bons résultats d’dgiima

4.2.6 Estimation d’état de MM singuliers en présence d’entrées immmn-
nues

Positionnement du probléme

L'étude des systéemes a deux échelles de temps suscite vét idéds le contexte de I'ap-
proche multimodéle. Dans cette section le cas des systéngggisrs sous forme multimodéle
et affecté par des entrées inconnues est traité. Ddasc[et al, 2007] un observateur a entrées
inconnues pour des multimodéles singuliers a variablesé&haipse mesurables a été traité ainsi
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Figure 4.10 — Estimation d’état en utilisant I'observatproportionnel intégral

gue lI'application a la détection et I'isolation des défalds le cas de variables de prémisse non
ou partiellement mesurées est considéreé.

L'observateur proposé fait partie de la premiére catéginbservateurs, décrite en début de
section précédente et il est basé sur le découplage des®mmdnnues vis-a-vis de I'erreur
d’estimation, afin d’annuler I'effet des entrées inconnsies’estimation d’état (sectiofh.2.3.

Représentation du systeme

Considérons le systeme singulier multimodéle avec deshlasae prémisse partiellement
non mesurables, décrit par :

Ex(t) = ZLM AX(t) + Biu(t) + Eid(t)] (4.119)
y(t) = Cx(t)+Gd(t) (4.120)

ou les fonctions de pondératiqan(x,u) dépendent de variables de prémisse non mesurables -
variables d’étak € R" - et des variables d’entréesc R™. Les variablesl € RY sont les en-
trées inconnues gtc R! les variables de sortie. Les matrios Bj, Ej, C et G sont supposees
connues, réelles et de dimensions appropriées. La méirjmeut étre une matrice singuliére.
Les fonctions de pondératiqn respectent les conditions de convexité spécifiques aux-mult
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modeles. L'équation de sortie est ici linéaire invariamglie temps par rapport aux variables,
en effet, la nature, la position et les caractéristiquescedpseurs ne changent pas selon le point
de fonctionnement du systeme.

Le systeme4.119 peut se ramener a un multimodele perturbé a variables aeiggé mesu-
rables, comme suit :

Ex(t) = _iui(i(t),u(t))[Aix(t)+Biu(t)+Eid(t)+w(t)] (4.121a)
yt) = Cxt)+Gd) (4.121b)

ou la perturbation a la forme suivante :

r

w(t) = .lei (X(1), u(t)) — pi (X(1), u(t))) [AX(t) + Biu(t) + Eid(t)]

Les multimodéles4.119 et (4.121) sont équivalents bien qu’on ait introduit I'estimation de
I'état X(t). Pour la conception d’un observateur on va utiliser la deme forme multimo-
dele, qui offre I'avantage d’expliciter les fonctions dengdération par rapport a des variables
connues, i.e. I'état estimét) et I'entréeu(t).

Synthese d’un observateur a entrées inconnues

L'observateur est pris sous la forme :

r

20 = 3 AEO,U0) N2 +Gult) +Ly() (4.122a)

X(t) = z(t)+Tay(t) (4.122b)
L'erreur d’estimation d’état est donnée par :
et) = x(t)—X(t) (4.123)

La construction de I'observateur se réduit a trouver leagsi, G;, L et T, tels que I'erreur
d’estimation d’état est générée par un systeme stable.didtaé suivant résume la procédure
de synthése de I'observateur.

Théoréme 4.6.L’erreur d’estimation d’état entre I'observate#.122 et le modelg4.1217)
converge vers zéro §4.121) vérifie

rang(W) = rang Pﬂ (4.124)

et s'il existe une matrice symétrique et définie positivez R™", une matriceZ e
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R (H(r+1)) et un scalaire positif, qui vérifient les inégalités matricielles suivantes :

; XYW +ZWH) Q _
QT(XY\/\ﬁI+ZWL)T ( Ry A P S (4.125)
ou
Q = [lh 00 - 0] (4.126)
y =V (4.127)

et ou la matrice®d; est définie par :
O = (YWHY)TXHX YWY+ (W) TZT +Z (WLY) + 1 (4.128)

Les matrices W et W représentent respectivement la pseudo-inverse (I'ievgémnéralisée
et la projection orthogonale de la matrice WR (" (r+1)x(n+d(r+1)) définie par :

E_ Onxq E_‘]_ Er
W = C G leq leq (4.129)
Orl xn 0rI><q ‘ lF®G

et ou les définitions suivantes sont utilisées pour les wegriY € R(MI(r+1)xn gt
Y € RN (n+a(r+1)) -

Y - [ In Onxq ‘ Onxrq :| (4130)
A
Y, = Own |, i=1,.,r (4.131)
Vi ®C

Le vecteur ye R"™*1 est un vecteur colonne contendrsur la position i et zéro sur toutes |
autres colonnesy est le produit de Kronecker.

Aprés 'obtention des matrices X 2Atissues de la résolution des L4.125, les matrices Z
T1, T etK (i=1,...,r) se déduisent de la fagon équivalente :

z = X1z (4.132)
M T | Ky oo K] = YW +zwt (4.133)

Finalement, les gains de I'observateur sont donnés par :

Ni = TiA+KC (4.134)
G = TiB; (4.135)
Li = NT—K; (4.136)
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Démonstration.On commence par expliciter I'erreur d’estimation d’étatl@3 :

et) = x(t)—zt)—Tay(t)
= X(t) —2(t) — To(CxX(t) + Gd(t))
= (In—T2C)X(t) — z(t) — TLGd(t) (4.137)

On suppose qu’il existe deux matricéset T, telle que les conditions suivantes soient respec-
tées:

~T,C = TE (4.138)
G = 0 (4.139)

Tenant compte de 4(139 et (4.139, l'erreur destimation d'état 4137 devient
e(t) = TLEX(t) — z(t). Sa dérivée par rapport au temps est donnée par :

&t) = TlEx(t) Z(t)
= Zl“'( U) [T (Aix(t) + Biu(t) + Eid(t) + w(t))
—Nl Z(t) — Giu(t) — Li (Cx(t) + Ga(t))]
= Zu.xu ) [Nie(t) + (T1A — N T,E — LiC)x(t)
+(TiBi — Gj)u(t) + (T1E — LiG) d(t) + Trw(t)] (4.140)

La dynamique de I'erreur d’estimation d’état se réduit a :
r
.Zl“‘ (R, u) [Nie(t) + Ty ()] (4.141)

si les conditions suivantes sont respectées poui tolt, ....r

Ih—T,C = T,E (4.142)
TG = 0 (4.143)

0 = TA-NTE-LC (4.144)

0 = TiB -G (4.145)

0 = TWE-LG (4.146)

Compte tenu de I'expressiod.(4]) et du réle de I'observateur, il convient donc, d’une part,
de garantir la convergence asymptotique de I'erreur diolasen en I'absence des perturba-
tion (w = 0) et d’autre part, en présence des perturbations, de fiteite influence sur I'erreur
d’observation.

Pour synthétiser les matrices de I'observateutZ2, on utilise une méthode basée sur I'ap-
procheL,. En utilisant le lemme borné réelBpyd et al, 1994),I'erreur d’estimation d’état
e(t) converge vers zéro en absence de perturbation et lefgailu transfert dew(t) verse(t)

est borné pay s'il existe une matrice symétrique et définie positkigelle que les inégalités
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suivantes soit vérifiées :

NTX+XN+1 XTy .
X " <0 i=1,..r (4.147)

En conséquence, afin d’assurer la convergence de I'errestimhation d’état4.141) vers zéro
en absence de perturbation et minimiser le gagidu transfert deo(t) verse(t), il faut respecter
les égalités4.142 - (4.149 et les inégalités4.147).

Pour respecter les inégalités 147, notons que si on utilise les égalités 142 et (4.1449, la
forme suivante peut étre déduite pour la mathge

Ni = NT.C+NTE
= NT.C+TA —LiC
A+ (N T —L)C (4.148)

En définissanK; = —L; + N; T> les conditions4.142 - (4.146 deviennent :

N = TiA+KC (4.149)
Ih—ToC = TE (4.150)
TG = 0 (4.151)

0 = TE+KG (4.152)

G = TiB; (4.153)

L = NT—K; (4.154)

Donc, pour assurer la convergence vers zéro en absencetddpton de I'erreur d’estimation
e(t), il est suffisant de trouver les matricls G;, L;, T1 et T, telles que les conditiong (149 -
(4.152 et (4.147) soient respectées.

Remarqgue 4.3.Notons que les matriceg NG et L; de I'observateur sont déduites des matrices
T, T, etK (i=1,...,r) enutilisant(4.149, (4.153 et (4.159.

Compte tenu de cette remargdi&, les matrices recherchées sont réunies dans une matrice
bloc W € R™(M('+1)) définie comme suit :

W = [Ty To| Ky ... K] (4.155)

Les conditions4.149 et (4.150 - (4.152 peuvent étre réécrites respectivement sous les formes
(4.159 et 4.157) :

N = WY (4.156)
YW = Y (4.157)

ol les matricey; € R (r+1)xn \w ¢ R(MH(r+1))x(n+a(r+1)) gty ¢ RN (n+a(r+1)) gnt été dé-
finies en §.129 et (4.130.

Comme les matricels; (i =1,---,r) sont également a déterminer, I'équatidnl6?) sera utili-
sée en premier afin d’exprimé&¥. Si la condition de rang4(124 est vérifiée alors la solution
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de I'équation 4.157) est donnée par :
W=YW"+ZW* (4.158)

o Z € R (MH(+1)) est une matrice arbitraire4 indique la matrice inverse généralisée et
“ 1 ” indique la projection orthogonale telle gu¢-W = 0.

L'équation @.156 est ensuite utilisée pour écriNg en remplacgant la matricé par son expres-
sion @.159 :

N = WY
= YWY, +ZWY, (4.159)

Notons le bloc (1,1) de4(147) par :
D = NTX+XN+I, i=1,..r (4.160)
En développant I'expression dg compte tenu de4(159, on obtient :

D = (YWY +ZWEY)TX X (YWY +ZWHY) +1
= (YW Y)TXHX (YWY + (WA ZTX + XZ(WLY) + 1

Il faut remarquer queb; contient le terme non linéair® Z. On se ramene aisément a une
expression linéaire, en définissant la matrice suivante :

7 = XZ (4.161)

Notons que le bloc (1,2) dé (147) fait intervenir également une expression non linéxXife et
queTs; fait partie des inconnues apparaissant dans la définitidi @el1595.
Pour mettre en évidence cette dépendance, le t¥rfest ecrit de la maniére suivante :

T
0
XTi=X[Th T | Kt - K ]| O
- 0 -
En utilisant la notatio2 = [I, 0] 0 --- 0] et (4.158, le terme non linéaire devient :
XTy = X¥WQ
= (XYW'+ZWhHQ (4.162)

ou Z & été défini en4.167). En reportant4.160 et (4.162 dans I'inégalité 4.147, on obtient
la formulation LMI (4.125, ce qui acheve la preuve. ]
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Exemple

Soit le systéeme non linéaire :

= —BX1X2X3 B X1X3 Ty (U —X)

L7 200 x)(02+ %)  (204x)(02+ %) 2t

) 2. 5X1X2X3 XoX5

Xo = -9 +4(10—X2) 4+ Uy (U3 — X;

2 (20+x1)(02+x2) 0.4+x (10=%2) +r(U3 —xz)

. 4X1X2X3

X3 = —0.3x3+Ug (Ug+x3)+d 4.163
3 (204 x1)(0.2+ %) 3t U1 (UatX3) +ch ( )
X4 = 0.25x3+ 0.05%5 + U1 (Us+X4) +d2

. XoXg

Xs = ——— —0.05%5+ uq (Ug+ X

5 = 08126 5+ U1 (Us +X)

Yr = X1

Yo = X+0d2

y3 = X+0d;

OUX = [X1 X2 X3 X4 Xs]7,d = [d1 dp]. Une étude concernant I'identification des échelles de
temps est réalisée, comme présentée a la segtButu chapitre 3. Les résultats de cette étude
apparaissent a la figurke1], ou les constantes de temps (inverse des valeurs propresahu j
bien) du systéme linéarisé ont été évaluées pour quaraintts pie fonctionnement. Le calcul
du parametre de perturbation singuliere est effectué ésauti une moyenne arithmétique des
quarante constantes de temps :

o= =L i—1..5 (4.164)

ou TiJ est la constante de temps associéei&Mévariable d’étati(= 1,...,5), calculée en utili-
sant lej®™epoint de fonctionnementi & 1, ...,40).

On obtient les valeurs numériquesy = 0.0051, 1o = 0.0250, 13 = 1.7288, 14 = 2.6330,

5 = 6.6421, ce qui met en évidence deux états rapidest x, associés aux deux plus pe-
tites constantes de tempsget 2. Le parameétre de perturbation singuliere est calculé comme
suit :

£ = - (4.165)

soit numériqguemente = 0.0085.

La partie dynamique de systeme non linéaitd 63 est transformé sous forme a perturba-
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15 % T \
a Al *\ X3
e  10r [\ / / Y
(T} /
o l/“\ \\//)\/\/\\/\/A/\\‘/\*
<
(¢5)
1=
3
[%2]
g 0.03 T T T T T T T
(@) N—*)\,*NW\V)&/*\Y H e W\/’/ —*—Xl
0.02- X
2
0.01- :
0 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Points de fonctionnement

Figure 4.11 — Constantes de temps du systéme linéarisé

tion singuliere comme suit :

e — —0.05%1 XoX3 B 0.0085¢1 %3 1 eu (U —X)
L7 (209x)(024%) (20+x1)(02+%) o2t

—0.0213(1X2X3 0.077XzX5

£ = - +4€(10—X2) + €ug(Uz — X:

’ (20+x1)(0.2+x2)  0.4+x ( 2) 1(Uz — X2)

. 4X1XoX3

© = —0.3x3+ U (Us +x3) +d 4.166
2T (20+x0)(02+x) 3+ U (Us+x3) +ch (4.166)
Xqg = 0.25x3+0.05%5+ U1 (Us+X4) +do

. . X2Xsg B

5 = GBrag 0T UL(UetXs)

Dans le cas limite — 0 :
Ex = f(xu,d) (4.167)

OUE = diag[0 0 1 1 1) etou:
[ —0.05%1XoX3 0.0085¢1x3
(20+x1)(0.24X%2)  (20+x1)(0.24 Xo)
—0.021X1x2X3 0.077xoXs
(20+x1)(0.24+%2)  0.4+x2
f(X, U,d) = 4X1XoX3
(20+x1)(0.2+ x2)
0.25x3+ 0.05x5 + U1 (Us + X4) + d2
X2Xs5

0.8+2x;

(4.168)

—0.3%3+ Uz (Ug + X3) +dp

—0.05%5 + Uy (Ug + X5)
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Compte tenu de non-linéarités apparaissant dai$g, le multimodéle est obtenu a partir des
variables de prémisse suivantes :

z(x,u) = WU
X1 X2
2(x,u
2 (20+%1)(0.2+ x2)
X3
z3(X,u) = 4.169
s(x) (20+x1)(0.2+ X2) (4.169)
() =
k% 0.4+ %
La forme quasi-LPV du systéme singulier
Ex = A(X, U)X+ B(x,u) u+ E(x,u)d (4.170)
est explicitée par les matrices suivantes :
[—0.008%3 0 —0.052, 0 0
0 —-0.07724 -00213%, O 0
Ax,u) = 0 0 z3+42-03 0 0 (4.171)
0 0 025 z 0.05
i 0 0.54 0 0 —-0.05+z7
[0 00 0 0O 00
00O0O0OOTUDO 00
B(x,uy = |0 0 0z 0 Of, E(xuy = (1 O (4.172)
000027 O 01
000 0 027 00
2 _Xl,estime
(it Aateiaieie e GO ---X .
oF i
o 1 2 3 4 5 6 7 8
5
47___| _X2,estime= -
¥ 1 _--X2 P VR
3, —
2% ; 5 5 ‘ ‘ 5 ; :

4
temps (h)

Figure 4.12 — Estimation des états rapides

Le systéme non linéairet(163, mis sous la forme quasi-LPVA (170 peut ensuite étre
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ramené sous la forme multimodék.119. Un observateur de typd (122 est alors construit
afin d’estimer les variables d’état. Les conditions de cogeece de I'erreur d’estimation d’état
vers zéro sont données par les conditions LMIs présentédsatemed.6. La résolution de
ces LMIs permet d’obtenir les gailg, Lj etG; (i = 1,...,16) de I'observateur4(122 et avec
le scalairey = 3.27 et la matriceX € R>*® :

898 0 -010 —002 001
0 901 O 0 0

X = |-010 0 Q21 -001 O (4.173)
~002 0 -001 022 -001
000 0 0 -001 020

La matriceZ € R®*6 n’est pas fournie ici & cause de sa dimension élevée.

Les résultats de simulation présentés aux figdr&8et 4.13 permettent de visualiser les esti-
més des états rapides et lents. Les performances de I'albserproposé peuvent facilement
étre analysées a travers ces résultats de simulation. b&esinconnued; et d, affectant le
systeme sont illustrées a la figutel4

40 I I I I I I
ZOOLW _XS,estimeg
\ - = _X3
| | | | | | |
OO 1 2 3 4 5 6
20 I I I I I
100~
O | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
20 I I I I I I X
5,estime
10W ---Xg
O | | | | | | | ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8

temps (h)

Figure 4.13 — Estimation des états rapides et des étatsderstgsteme non linéaire

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé I'estimation d’étatstel(reconstruction d’état avec
un certain degré de précision en dépit de la présence delparans, d'imprécisions de mo-
délisation ou d’entrées inconnues) des systémes nond@sésous une forme multimodéle et a
variables de prémisse non mesurables.
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20 \

O 1 1 1 1 1 1
4
temps(h)

4
temps(h)

Figure 4.14 — Entrées inconnuéset d,

Trois approches de reconstruction d’état ont été propokégsremiere approche traite les
systemes classiques a une échelle de temps, caracténisgsspacertitudes de modélisation
et affectés par des entrées inconnues. Une représentatilbimotéle est proposée pour ce
type de systemes, en se basant sur la méthode proposée #techalpa deuxieme approche
traite le cas des systemes non linéaires a deux échellesngs,ten considérant les variables
d’état rapides comme des entrées inconnues afin d’évité@stalution du systeme algébrique
correspondant aux états rapides obtenu dans le cas Emitd). La troisieme approche traite
le cas des systemes non linéaires a deux échelles de terap@afpar des entrées inconnues
et représentées sous la forme singuliére. Des exemplasréiii chaque approche afin d’en
présenter les performances.
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"Si une idée ne parait pas d’abord absurde, alors il n'y a aucuro&syu’elle devienne
guelque chose." Albert Einstein

5.1 Introduction

L'épuration des eaux usées au moyen de boues activées esbaéd@ largement utilisé
depuis les deux derniers sieclé@ap Haandel et al1981], [Henze et al.1987, [Gujer et al,
1999, [Olsson et Newe]l1999, [Dochain et Vanrolleghep200]. Ce procédé chimique et
biologique consiste a mettre en contact par brassage lesusaes avec un meélange riche en
bactéries pour dégrader et éliminer les composants pddcantenus dans I'eau, en suspension
ou dissouts. L'activité des bactéries peut étre liée a lagirée d’oxygene ou d’autres sources
d’oxydation, formant des boues activées ou la pollutiobhdemnourriture.

Si la plupart des stations éliminent bien les composés oédyd’'azote et le phosphore ne
sont traités que dans les plus performantes. Initialenestraitements utilisés étaient basés
sur l'injection d’oxygéne dans le milieu polluant, pour evdr des matiéres organiques. Au-
jourd’hui, la rapidité d’expansion de la population et leveléppement industriel imposent de
mettre au point de méthodes de dépollution plus efficacemridles quatre dernieres décennies,
des méthodes pour éliminer des composants bio-chimigoesne I'azote et le phosphore, ont
été mises en ceuvre, afin de respecter la reglementationeépalir la protection de I'envi-
ronnement. Il existe différents processus, de nature dgiglee ou de nature physico-chimique,
pour réaliser cette élimination. Dans le cas des procesaubques activées, si I'élimination
de l'azote est souhaitée, différentes configurations sossiples : bassins séparés ou bassin
unique, différents types de réactions (aérée et non-adrée) des considérations de nature
économique, une configuration avec un seul bassin -ou les pleases aérobie et anaérobie
alternent- a été développée. Au long des quarante derraa@reses, un grand nombre de mo-
deles pour le traitement des eaux usées par boues activtéds daveloppés. Parmiles premiers
travaux de recherche qui ont traité des problemes bio-tdofigues, on peut citeThomann
1963 et [Andrews 1969. Plus tard, un modele aérobie en régime permanent poimit@tion
des composants azotés et carbonés a été développdaraig et Ekamal97q ; ce modéle ex-
prime déja les taux de croissance de micro-organismes patilsant la cinétigue de Monod
[Monod 1947. Quelques années plus tard, un modéle utilisant conjoiate les processus de
nitrification et de dénitrification a été présent@fi Haandel et a/1981. En 1983, 'lAWPRC
(International Association on Water Pollution Research &whtrol) créait un groupe de re-
cherche international afin de développer un modele généggjriant les concepts d’oxydation
du carbone, de nitrification et de dénitrificatidiegnze et al.1987.

D’autres apports ont été proposés dans la littérature tifayere comme : pour approfondir
des aspects plus spécifiques liés a ce type de procédésdaeprisompte de relations biolo-
giques pour I'élimination du phosphorel¢nze et al.1994, la consommation d’oxygene et
I'accumulation de bouesjujer et al, 1999.

Dans ce chapitre, I'application pratique sur le processnisdgique d’'une station d’épura-
tion conclut et confirme la contribution des résultats pné&sedans les chapitr@s 3 et4. En
effet, on s’attachera a décrire une STEP par un MM avant tiymr les techniques d’estima-
tion d’état proposees au chapitre 4 et de les appliquer @ndgtic de fonctionnement d'une
STEP.

Le traitement des eaux usées par le procédé a boues aciivésarte un processus bio-
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chimique complexe. Les variations du débit d’eaux usées sadcomposition, combinées avec
des réactions variant dans le temps dans une culture mélaggéicro-organismes, font que
ce processus est non linéaire. En raison de la complexitiidieprs modéles proposés (ASM1
- Activated Sludge Model no. IdIsson et Newe]l1999, ASM2 [Henze et a.1999, ASM3
[Gujer et al, 1999), différents modeles réduits ont été développgésdchuat et 812003 Mulas

et al, 2007 Smets et a).2003 Steffens et a).1997. Dans ce mémoire, un modéle non linéaire
réduit, inspiré daNeijers[200( et contenant six variables d’état est utilisé. Il est pnéSen
début de ce chapitre, en sectior. 1

L'approche multimodele peut étre utilisée pour réduiredmplexité du modeéle ASM1 dé-
crivant le processus de biodégradation d’'un réacteur asbaciivées. Différentes techniques
de linéarisation ont été proposées dans la littérature gimplifier ce modeéle, parmi lesquelles
une linéarisation autour d’'un ou plusieurs points de famstement $mets et a).2006 Stef-
fens et al. 1997, en vue d’obtenir un multimodéle. La perte d’informatiamstitue un premier
inconvénient de ces techniques. Le choix des variablesétaipse exprimant différentes non-
linéarités du systeme, ainsi que le choix des différentstpale fonctionnement restent encore
tres délicats, car il faut anticiper différents modes decfamnement du processus réactionnel
de dégradation. Grace a la méthode proposée en chapiiag® et al, 2009h 201081, une par-
tie de ces inconvénients est evitée. Un multimodele pourddéte réduit utilisé sera construit
a la sectiorb.3.2 D’autres méthodes basées sur I'identification d’'un mwtiéle pour un pro-
cessus de biodégradation d’un réacteur ont été proposassadétérature Ragot et al.2001;
Pekpe et a).2007, mais ces méthodes d’identification ne font pas I'objet de études.

Ce chapitre est organisé comme suit : la description du péod@gpuration d’eaux usées est
réalisée en sectiob.2, I'obtention d’un multimodele pour le modele ASM1 réduitia états
est réalisée en sectidn3.2 les résultats d’estimation d’état proposés dans le ateapitceé-
dent sont appliqués au modéle ASM1 réduit, en sectioBs8et5.3.4 De plus, le diagnostic
de fonctionnement est réalisé en détectant des défautsptieuca I'aide des bancs d’obser-
vateurs. Enfin, quelques conclusions seront présentéesmcamt les résultats obtenus lors de
I'application sur le modele d’une station d’épuration.

5.2 Description du procéde d’épuration d’eaux

5.2.1 Le procédé d’épuration par boues activées
Lexique

La biomassereprésente I'ensemble des étres vivants, animaux et wégéjai sont pre-
sents dans le milieu considéré. Les bactéries sont leseefrincipales du traitement mais les
autres formes biologiques gravitant autour d’elles satfispensables au bon équilibre de I'éco-
systeme. Les espéces varient suivant le type de statiomaitentent et sont caractéristiques du
fonctionnement d’'une statiolChnler et al.1999. Entre toutes ces espéeces se créent alors des
relations de compétition, certaines vont se développerfaltilement au détriment d’autres qui
resteront minoritaires ou tendront & disparaitre.

Lesbactériesutilisées dans les procédés a boues activées sont classdegxecatégories :

1. les bactéries hétérotrophes pouvant se développer euraiéré (aérobie) ou non aéré
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(anoxique) : elles utilisent du carbone organique commstsaibet, selon leur type et le
milieu considéré, peuvent dégrader la matiére carbonéesmitrates-nitrites.

2. les bactéries autotrophes ne se développant qu’en naiedl (aérobie) : elles utilisent
du carbone minéralO,) comme substrat, elles ne dégradent pas les matieres éaon
mais permettent d’éliminer les composés azotés.

Le termesubstrat désigne les substances constituant la nourriture nécessaiéveloppement
des micro-organismes. Les composeés organigues a dégeadésentent la majorité de ces sub-
stances. Si le substrat n'est pas sous une forme directeassintilable par la bactérie, il sera
hydrolysé a I'extérieur de la cellule bactérienne par degpxymes.

L' azote ammoniacalket lesphosphatessont utilisés en tant que nutriments car ils entrent dans
la composition des composeés cellulaires (protéines, meamebcellulaire, ADN). L'oxygene
dissous est également indispensable au développemenactésiés aérobies. Suivant la com-
position de I'effluent a traiter, il sera nécessaire de fi@oun ou plusieurs de ces composants
afin de favoriser le métabolisme des bactéries.

Classification des types de pollution

La plupart des effluents pollués sont des mélanges tres eapgptiont la composition varie

suivant leur provenance : industrielle, agricole ou urbairévaluation de la pollution est donc
basée sur des classifications selon les propriétés glotalésffluent.
La pollution se définit comme l'introduction dans un milieaturel de substances provoquant
sa dégradation. Les effets néfastes peuvent avoir lieusléswuniveaux (sanitaire, écologique
et économique). Ainsi, les polluants sous forme particelgarovoquent entre autre une aug-
mentation de la turbidité de I'eau et un envasement. La iflzeson de ces composés et un
recensement en fonction de leur taille sont réalisés damsrandip1999.

Une autre classification importante est fondée sur la ctpeeb polluants a étre dégradés.
On distingue deux classes principales :

1. Matiéeres biodégradables : elles sont dégradées par tes-origanismes, et peuvent étre

structurées en deux groupes :

— matiéres rapidement biodégradables : elles sont dégradddes micro-organismes,
elles sont directement assimilées par les bactéries

— matieres lentement biodégradables : composées de sahsrtculaires formés par
un mélange de substances organiques solides, colloidaasibles. Ces matieres sont
soumises a certains processus intermédiaires avant d&imilées par les populations
bactériennes.

2. Matieres non biodégradables : ces substances inertebissent aucun phénomeéne bio-
logique de transformation. Elles peuvent étre de naturs sagée que des métaux lourds
ou des composés issus de la mortalité des micro-organisanexemple.

Les polluants nécessitant un traitement biologique samtalpart les matiéres carbonées ou
organigues biodégradables qui constituent de loin la prentiause de pollution des ressources
en eau et, d’'autre part, les matieres azotées qui sontjpaleonent présentes dans les eaux usées
urbaines ou industrielles de type agro-alimentaire. Leanséquences sur le milieu naturel sont
les suivantes :
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— les matiéres carbonées ou organiques sont polluantegiéieur quantité dépasse la
capacité d’auto-épuration naturelle du milieu réceptEureffet, la dégradation de ces
substances (oxydation par des micro-organismes) provogaeconsommation d’oxy-
gene au détriment des organismes aquatiques. Nous notagalesnent I'existence de
matieres inorganiques carbonées pouvant étre dégradées

— les matieres azotées qui sont des éléments nutritifsieatitaa prolifération d’algues et
de végétaux aquatiques, ce qui généere un phénomeéne dleisatipn. La présence de
phosphates accélére ce phénomene d’eutrophisation.

La structure chimique des polluants permet de distinguematieres organiques (hydrates de
carbone, protéines, matiéres grasses, huiles, pesti@hénols, azote organique, ...) des ma-
tieres inorganiques (métaux lourds, azote ammoniacahted et nitrites, phosphates, sulfates,
chlorures, ...). La caractérisation de ces composés auledieffluent s’effectue grace a des
mesures globales de pollutioBgudrant et al.1994 : les matiéres en suspension ('ensemble
des matieres solides et colloidales floculées, organiquesiérales, contenues dans une eau
usée et pouvant étre retenues par filtration ou centrifoggties matieres organiqudd€dmande
Chimique en OxygerneCO) et les composés azotés (I'azote est présent dans lesngfflsous
différentes formes : azote organiqi(y), azote ammoniacal (ammonibidiz, ion ammonium
NH,"), nitrates NO;), nitrites NO,)).

Description du processus

La composition d’'une eau usée peut donc étre trés variéarguson origine et chaque
installation est par conséquent concue pour répondre asoirbgpécifique. Les technologies
utilisées se développent et se perfectionnent constampaeié recherche de technologies ou
de procédés nouveaux et par la mise en place de nombreuxatisores.

1. Lepré-traitementa pour objectif I'extraction des matiéres les plus grossi€brindilles,
feuilles, tissus, ...) et des éléments susceptibles der géne&tapes ultérieures du trai-
tement. Il comprend : le dégrillage (en capturant les déchatumineux a I'aide d’une
succession de grilles), le dessablage (pour prévenir [gdtsléans les canalisations, pro-
téger les mécaniques -pompes- contre I'abrasion), le tsgige-déshuilage (pour éviter
I'encrassement de la station par des corps gras)

2. Letraitement primaires’effectue par voie physico-chimique avec pour but d’'aextrée
maximum de matiéres en suspension et de matieres orgarfiégilesnent décantables

3. Letraitement biologiquea pour objectif principal I'élimination des composés sddsh
d’origine organique. Parallélement, la floculation de lanbasse permet de piéger les
matieres en suspension restant a I'issue du traitemengapéanie principe de ce traite-
ment est de mettre en contact la matiere organique conteamsdeks eaux usées avec une
population bactérienne. Cette phase est essentielle dansdessus d’épuration et elle
sera présentée plus en détail a la section suivante.

Le procédé de traitement biologique est dit "a boues activéasl’ensemble des condi-
tions favorables a une activité maximale des bactéries isstmoeuvre : un apport en oxygene
suffisant, un apport en nutriment si I'effluent ne contierg fmus les composés nécessaires au
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développement des bactéries, une agitation permanentiedfimoriser le contact entre les bac-
téries et la matiére polluée, une concentration élevée &@@éities pour augmenter I'efficacité du
traitement. La chaine de traitement est composée d’undiitaér, d’un carificateur / décanteur
et d’une boucle de recyclage des boues (voir figuig

Débit d'air

Effluent aprés
traitement primaire
{out

Eau épurée
L —
> Bioréacteur Décanteur gin- qw

QR
qrtqw

Extraction de qw

Recyclage de boues qr
boues en exces

Figure 5.1 — Schéma du procédé d’épuration par boues astivée
Le bioréacteur

L'eau polluée -soumise préalablement & un traitement prém@rovenant d’une source
externe, circule dans le bassin d’aération -bioréacteamnsdequel la biomasse bactérienne
dégrade la matiere organique. Les micro-organismes slaggknt en flocs et produisent les
boues.

Le mélange, appelé "liqueur mixte", se compose d’'une phagegohicro-organismes, débris
organiques, matieres minérales) et d'une phase liquideenant les matiéres dissoutes. Pour
éliminer la matiére azotée, le réacteur biologique pewt &fparé en deux zones distinctes :
aérobie et anoxique (voir figuke2). Dans la majorité des cas, la zone anoxique est placée en
amont de la zone aérobie, juste a I'entrée de I'effluent damédcteur, pour que les bactéries
aient suffisamment de matiére organique biodégradablegfi@atuer la réaction de dénitrifica-
tion. Le recyclage de la liqueur mixte de la zone aérobielaezene anoxie permet I'élimination
des polluants azotés oxydes.

Le clarificateur ou décanteur

En sortie de réacteur, est obtenue une liqueur mixte corepdséoues floculées et d’eau
epurée préte a étre rejetee dans le milieu naturel. Cetteurqaiimente un clarificateur qui a
une fonction de séparation de phase et une fonction d’égsessent afin de ramener la boue la
plus concentrée possible dans le réacteur biologique. iDddd’absence d’oxygene, le temps
de passage des boues doit étre le plus faible possible piberr @y'elles ne se trouvent en phase
anaérobie. Ceci aurait pour conséquence I'apparition di@déésagréables ainsi qu'une dété-
rioration de la qualité mécanique de la boue perturbantléatraitement biologique de I'eau
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Zone anoxique Zone aérobie Agitateur

/

Effluent

[

; Effluent
Liqueur

mixte
Aérateur

U
[0, [ 0. [ 0, |

recirculation interne

Cas d’un effluent industriel
Cas d’un effluent urbain ou indusiriel (chargé uniguement en matiére

(chargé en matiére azotée) organique biodégradable)

Figure 5.2 — Schéma du bioréacteur dans le cadre de proaépusation par boues activées

gue le traitement ultérieur des boues.
Le recyclage de boues

La croissance de la biomasse au sein du bioréacteur n’esuffesante pour compenser
la perte engendrée par le débit de sortie de la liqueur mBder conserver une concentra-
tion en biomasse constante dans le réacteur, une partieodes Hu clarificateur est recyclée
vers le réacteur. Des purges ont également lieu afin d’egtfaiquantité de boues en exces
dans le procédé. Les taux de recyclage et de purge permégi@ieinent de maitriselége des
bouesc’est-a-dire le temps au bout duquel la biomasse est emt@rerenouvelée. Ce temps
caractérise la forme physiologique de la biomasse danadtadr mais aussi la composition de
celle-ci. Prenons I'exemple du traitement de la matiergéezoles bactéries autotrophes res-
ponsables de la réaction de nitrification ne seront absemtesi I'age des boues est supérieur
a 6 jours, leur temps de duplication étant de 4 jours.

5.2.2 Modélisation du procéde
Bilan de matiére

Le modele se présente sous la forme d’un ensemble d’équaatifi@rentielles non linéaires
obtenues a partir des équations dynamiques de bilan duabteré. Entre deux instants, un bi-
lan de matiere définit la variation de la quantité d’un congpasmme étant la somme de ce qui
est apporté ou produit, diminué de ce qui est soutiré ou conmsy soit :

(Entrée + Production) - (Sortie + Consommation) = Accumulation
ou de fagon équivalente la partie traduisant les réactimiediques étant représentée par

les termes Production et Consommation :
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Entrée - Sortie + Réaction = Accumulation

L'écriture d’un bilan pour chaque composé conduit au modglbal du procédé.

Variables du systéme

Variables d’état
Les substances carbonées considérées dans le modélet@erd@composées en trois groupes,
la DCO biodégradable, la DCO non biodégradable (les matigeetes) et la biomasse. La DCO
biodégradable est constituée a la fois par la concentrati@ubstrat rapidement biodégradable
(Ss), consistant en des molécules pouvant étre facilementladss par les micro-organismes
comme source d’énergie, et en substrat lentement biod#gieas). La DCO non biodégra-
dable est constituée des matiéres organiques inejtest(particulairesX). Il est considéré
gue l'activité biologique du processus n’affecte pas cex@encentrations.
La biomasse active est composée de la biomasse hétérofpépheet de la biomasse auto-
trophe ¥ga). La biomasse hétérotrophe est responsable de la dégnadbei matiéres orga-
nigues et de la transformation du nitrate en azote gazisp)x Elle augmente en présence de
substrat facilement biodégradable et d’une source d’axggén aérobie) ou de nitrate (en
anoxie). Sa croissance est modélisée par une relation dedida biomasse autotrophe est
responsable de I'étape de nitrification et se développeuenignt en conditions d’aérobie. Son
augmentation est aussi décrite par une relation de Monod.
Comme précisé a la section concernant la classification delllatipn, les composants azotés
contenus dans I'eau polluée comportent : une partie casstitle I'azote sous forme d’ammo-
niac (Sun) et une partie correspondant a I'azote organique et auxecrations associées a la
biomasse active. L'azote organique se décompose en un®ifrgarticulaire et une fraction
soluble qui peuvent étre biodégradables ou non-biodéglasiaSeules les fractions biodégra-
dables sont explicitement incluses dans le modéle (azgnaue solubl&yp et azote orga-
nique particulaireXyp). La biomasse active intervient dans le modéle dans le setesaéces
de la biomasse produit de I'azote organique biodégradatrteeplaire. Finalement, les concen-
trations d’azote sous forme de nitrite et de nitrate somigsudans une seule variablg )
afin de simplifier les expressions mathématiques du modele.
L'oxydation de 'ammoniac en nitrate est faite en deux temps

1. azote ammoniacal + oxygéene nitrites + eau + ions d’hydrogéne

2. nitrites + oxygéne- nitrates
Si les conditions d’aération sont adéquates, la deuxieawioh est trés rapide ce qui simplifie
la modélisation de I'oxydation en ne prenant en compte qdgriamique du nitrat&yo.
Les deux derniers composants sont la concentration d’ey/dissousdo) et I'alcalinité Sap)-
L'alcalinité Sy  est une variable qui n’intervient pas dans les cinétiguesadéres composants
et n’est pas mesurée, donc elle sera omise. De plus, la doattenXp en produits particulaires
inertes résultant du déces de la biomasse sera amalgangk difinition de la matiére orga-
nique particulaire inert&;. En conséquence, le modéle comporte au total onze varidiéles
réunies dans le vecteur.

X = [S S X Xs XaH Xea Svo Swn Swp Xnp So]” (5.1)
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Variables d’entrée
Les concentrations en composants solullgg et particulairesX, j, dans I'eau polluée qui
rentrent dans le bassin de réaction sont considérées coammables d’'entrée du modéle. Les
débits d’entréeyi,, de recyclagegr et d’extractionqgy font aussi partie de cet ensemble de
variables, dont les éléments forment le vecteur d’entrééfini par :

U = [Sin Ssin Xiin Xsin X8H,in Xain SNojn SuHin Supjn Xnpin Sojn Gin OR CIW}T
(5.2)

Variables de sortie
Les concentrations en composants solulllas: et particulairesX, oyt de I'eau qui sortent du
bassin de réaction sont considérées comme variables dedwrnodele. Le débit de sortigyt
fait partie aussi de cet ensemble de variables mesuralelegcteux,y; réunit les variables de
sortie qui viennent d’étre mentionnées :

T
y = [S Jout Ssout X1 out Xs0ut XBH,out XBAout SNO,0ut SNH,out SND,out XND,out S0,0ut CIout}
(5.3)

Description des cinétiques

Les réactions biologiques ayant lieu dans le bioréactenir décrites sous la forme d’'une
matrice (figure5.3), suggérée paPeterserf1965. Ce tableau permet une lecture facile des
cinétiques modélisées : pour chaque composant sofuble particulaireX qui apparait dans
le haut du tableau, les processgsintervenant sont signalés dans la premiére colonne. Le
terme de cinétique pour chague compospdti modele est obtenu en sommant les produits
des coefficients stoechiométriques par la cinétique du processps

Quatre types de processus sont considéres :

1. la croissance de la biomasse

— Croissance aérobie des hétérotrophego) : une fraction du substrat facilement bio-
dégradable est utilisée. Donc, la consommation d’oxygémgnante, 'ammonium
étant utilisé comme source d’azote pour la synthése, ilnestrporé a la biomasse.
Les concentrationSs et S5 peuvent agir en limitant ce processus, qui contribue plus
gue les autres processus a la production de la biomasse eb@slemmation de DCO.

— Croissance anoxie des hétérotropheg{) : en I'absence d’oxygene, les organismes
hétérotrophes utilisent le nitrate et le subsBapour produire de la biomasse et de
I'azote gazeux (dénitrification). Un changement de 'attgd est associé a la réaction.
L'ammoniac constitue une source d’azote pour la synthésenilero-organismes.

— Croissance aérobie des autotrophegg) : 'ammoniac est oxydé en nitrate (nitrifi-
cation) ce qui a comme résultat une production de biomasedraphe et une aug-
mentation de la DCO. Il est aussi utilisé comme source d'éagrgur la synthese
de micro-organismes. Leffet sur la quantité de biomasseyite est tres faible. Par
contre, l'alcalinité et la consommation d’oxygéne sontdorent affectées.

2. la mortalité de la biomasse

— Mortalité des hétérotrophes/autotrophes f4/ps) : les micro-organismes meurent a
un taux déterminé, et cette biomasse devient une combmdéesoproduits particulaires
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Figure 5.3 — Matrice des cinétiqgues du modele ASM1
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et du substrat lentement biodégradable. L'azote orgaraggecié &s est disponible
comme azote organique particulaire. La DCO n’est pas modlfesetaux de mortalité
sont supposés invariants en conditions d’aérobie et dianox

3. 'ammonification de I'azote organique soluble
— Ammonification de I'azote organique soluble pg) : 'azote organique biodégradable
est transformé en ammonium par I'action de la biomassedtéw@he active. L'alcali-
nité est aussi modifiée.

4. I'hnydrolyse des composants organiques absorbés

— Hydrolyse de la matiére organique absorbée) : le substrat lentement biodégra-
dable correspondant aux substances polluantes est déséipgoun méecanisme extra-
cellulaire en produisant du substrat facilement biodégjpautilisable par la biomasse.
Ce processus a lieu en aérobie et en anoxie. Le taux d’hy@retyanoxie est diminué
par un facteumn(< 1) par rapport aux conditions d’aérobie. Il est lié a la bioreass
hétérotrophe par une fonction de premier ordre et saturadjleaconcentration de
substrat absorbé devient grande par rapport a la biomasse.

— Hydrolyse de I'azote organique absorbé dg) : 'azote organique particulaire bio-
dégradable est décomposé en azote organique soluble atam d¢aux défini par la
réaction d’hydrolyse précédemment décrite.

La figure5.4 permet de visualiser I'évolution des composants modélsésours du temps a
travers les différents processus qui interviennent dasgdeeme. Comme les conditions envi-
ronnementales changent (I'alimentation en air par exemipést nécessaire d’introduire des
fonctions de différentes types d’amplitude pour géretdimention des processus dans les dy-
namiques du systeme.

— _Ies_cinétiques a_yant lieu uniqueme_nt en phase anoxiqueadbenont le term%

inhibant la réaction en phase aérobie
— les cinétiques ayant lieu uniqguement en phase aérobieartenpnt le term S__ oy

+Kon
% . . , . .
le termeg—— inhibant la réaction en phase anoxique.

Valeurs typiques des parameétres

Dans le tablealb.1 sont sont rassemblées les valeurs des parametres du mdgslaé A
conformément alenze et al[1987. Ces valeurs correspondent a des caractéristiques d’eaux
résiduelles de provenance domestique, a une températ@¥@est pour un pH neutre.
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mortalité mortalité

> XnND

@ hydrolyse anoxie lhydrolyse aérobie

ammonification

croissance anoxie croissance anoxie

croissance
aérobie

- croissance aérobie croissance aérobie
hydrolyse anoxie

hydrolyse aérobie

mortalité

mortalité

Figure 5.4 — Evolution des composants au cours du temps

Hypotheses, restrictions et contraintes du modéle ASM1

Certaines hypothéses ont été faites pour que le modele gisébie en pratique :
— le bioréacteur et le décanteur sont parfaitement méladgtte hypothese se traduit par :

yt) = x(t) (5.4)

— les réactions biologiques ont lieu seulement dans le &obeé@r.

— le décanteur est parfait : I'eau épurée ne comporte pashdtasices particulaires et les
concentrations des composants solubles sont les mémesréa enhen sortie du décan-
teur :

St) = () (5.5)
(Gin(t) +ar(1))X(t) = (ar(t) +ow(t))Xr(t) (5.6)

ouX etSsont les concentrations respectives de particules et dératidans le bioréacteur
et Xr et SR les concentrations de particules et de substrat dans lataie re-circulation

des bouesJulien 1997.
— le systéme opére a température constante. Si des fluctsiatiportantes de température
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Parametres Signification Valeurs par défaut
Ya Taux de conversion substrat/biomasse autotrophe 0.24
Yy Taux de conversion substrat/biomasse hétérotrophe 0.67
fxi Fraction de DCO inertes générés par la biomasse morte 0.08
fp Taux de conversion biomasse/matiére organique inerte 0.08
ixp Fraction d’azote dans la matiere organique inerte 0.06
ixB Fraction d’azote dans la biomasse hétérotrophe 0.08
UH Taux de croissance maximal de la biomasse

hétérotrophe 4
Ua Taux de croissance maximal de la biomasse autotrophe 0.5
by Coefficient de mortalité de la biomasse hétérotrophe 0.3
ba Coefficient de mortalité de la biomasse autotrophe 0.05
Ks Coefficient de demi-saturation en substrat
rapidement biodégradable 20
Kowu Coefficient de demi-saturation de I'oxygéne
pour la biomasse hétérotrophe 0.2
Kno Coefficient de demi-saturation du nitrate
pour la biomasse hétérotrophe 0.5
KNH Coefficient de demi-saturation de I'azote ammoniacal
pour la biomasse autotrophe 1
Koa Coefficient de demi-saturation de I'oxygéne
pour la biomasse autotrophe 0.4
Kx Coefficient de demi-saturation pour I'hydrolyse
du substrat lentement biodégradable 0.1
Ng Facteur de correction pory sous condition anoxie 0.8
Nh Facteur de correction pour I'hydrolyse
sous condition anoxie 0.8
Kn Taux maximal pour I'hydrolyse 3
Ka Taux d’ammonification 0.05

sont considérées, les procespudoivent étre réécrits.
— le pH varie tres peu, et surtout reste dans la zone ou iletadfpas le taux de croissance.
Il n’est donc pas nécessaire d’exprimer son influence danedefficients stoechiomé-

triques.

Tableau 5.1 — Valeurs des parametres du modele ASM1 (a 20 ° C)

— les facteurs de correction en denitrificatiog,et ny, fixés et constants, sont spécifiques
de I'eau résiduelle traitée.

— la biomasse hétérotrophe est supposée homogene.
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5.2.3 Ecriture du modéle ASM1

Compte tenu de toutes les hypothéses précédentes, le matielécet par les équations
différentielles suivantes :

St) = Din(t)[S.n(t) —S(t)]
Ss(t) = Din(t)[Ssin(t) — Ss(t)] - Y—i[m(t) +p2(t)] +pr(t)

Xi(t) = Din(t)Xin(t) — [Din(t) + DR(U]%@\N(UN (t) + fxi[pa(t) + ps(t)]
Xs(t) = Din(t)Xsin(t) — [Din(t) + (tnﬁgwmxsm
+(1— fx1)[pa(t) + ps(t)] — pr(t)
Xon(t) = Din(®¥ertin(t) - [Din(t) + Dr(®] 50 s Xon (1)
p1(t) + Palt) — palt)
Xealt) = Din(t)Xeain(t) — [Din(t) + <>]$%xm<t>+pg<t>—p5<t>
Svo(t) = Din<t>[S\lO,in<t>_S\IO(t)]_;‘56YY:PZ() Ylps()
Sin() = Din(®)[Surin(t) — Sun (V)] ~ixalPa(t) + p2(1)] — (ixe+ 5)palt) + Ps(t)
Sw(t) = Din(t)[Supin(t) — Sup(t)] — ps(t) + ps(t)
Xuol(t) = Din(t)X00in(t) ~ [Din(t) + Dr(H] g Do)
_ +(ixe — fxiixp)[pa(t) + ps(t)] — ps(t)
%) = Din(®)[Soin(t) — Solt)] +Kaa(t)[So.sat— So(t)]
e UL 57)
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Lestermeg; i = 1,...,8 représentent les processus définis dans la matrice dejciest
Ss(t) So(t)

H R+ Ss(0) Kor + So()
S(t) Svo(t) Ko

pit) = M

Palt) = HHR S50 Ko + Suolt) Ko+ So(0) 10 @Y
_ SwH(t) So(t)
pa(t) = uAKNH+S\IH(t) KO7A+%(t)XBA<t>
pa(t) = brXgH(t)
ps(t) = baXga(t) (5.8)
Ps(t) = kaSup(t)XghH(t)
_ Xs(t)/Xen(t) So(t) Kon Svo(t)
pr(t) = Ks+ Xs(t) /Xan(t) <K0H+So(t> JrnhKOH + So(t) KNo+SNo(t)) Xen(t)
_ Xnp(t)/XeH(t) So(t) Kon Svo(t)
Pe(t) = ths+Xs(t)/XBH(t) <K0H+So(t) +nhK0H + So(t) KNo+SNo(t)) Xen (1

Les termes avec l'indica correspondent a I'alimentation des différents composésadat le
vecteur de commande. Les terng = 2, Dr = B et Dy = @ représentent les taux de
dilution relatifs a I'entrée, a la boue recyclée et a la pulgebouesy étant le volume du
bioréacteur. L'alcalinitéS,x est omise puisqu’elle n’intervient pas dans les dynamigless

autres variables du modéle.

5.3 Approche MM pour I'estimation d’état et le diagnostic
de fonctionnement

5.3.1 Modele ASM1 réduit

Plusieurs hypotheses simplificatrices peuvent étre ajgdis| pour la réduction du modeéle
ASM1, ici on considére une simplification concernant les posants du modele, proposée par
Weijers[2000. Ainsi, pour des raisons de concision, nous considéronesent la dégrada-
tion biologique du carbone et de I'azote présents dans les @s€es, impliquant les six com-
posants suivants : substrat rapidement biodégrad&pkubstrat lentement biodégradable
oxygene dissouSp, biomasse hétérotropbg, ammoniacSyy, nitrateSyp et biomasse auto-
tropheXga. D’autre part, les deux autres fractions azotées (I'azajaraque particulairéyp
et I'azote organique solublp) décrivant la transformation interne 8¢y dans les processus
d’hydrolyse et d’'ammonification, peuvent étre simplifieessgu’elles représentent seulement
une petite partie des décharges de I'azote. L'approximattiisée consiste a séparer la dyna-
mique deSyy de celle de&Syp en négligeant le processus d’ammonification interne.

Les composants suivants ne sont pas considérés : les camposates §, X, Xp), I'al-
calinité Syk). Comme dans la pratique le processus de mesure de la Demammdig@hen
Oxygene (DCO) ne permet pas de distinguer la partie sol8blde la partie particulairXs
[Weijers 2000 Smets et a).2003, un seul composant organique, ndéco, est considére,
en ajoutant les deux concentrations soluble et parti@laie vecteur d’état suivant est alors
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considéré :
x(t) = [Xoco(t), Solt), Swn(t), Svo(t), Xan(t), Xea(t)]"

Le vecteur réunissant les entrées du processus est :

ut) = [Xocoin(t), Ga(t), Soin(t), Sunin(t), Svoin(t), Xerin(t), Xeain(t)]

(5.9)

(5.10)

L'équation de conservation de la masse pour ces composamtisrtt une partie réactiom)(et
une partie de bilan entrée/sortie (voir sectiB.?. La partie réaction est donnée par :

rx(t)) = Cox()

La matriceC € R%*° associée au vecteur d’ét&t 9) est :

-1 1
waooo oy C4)1,57 - Lo fe
e 0 AT 0 0
—Ii —Ii —ixg— o ixg— fpi ixg— fpi
C = xg Ixs —Ixe—g Ixe~feixp ixe— feixe
0 28w, Ya 0 0
1 1 0 -1 0
0 0 1 0 1|

et le vecteud(x(t)) = [pa(t),---,ps(t)]" € RS est donné par :

Xpco(t) So(t)

) = XgH(t
Pu(t) Hi KDCO‘f’XDCO(? Kon + So(t) B (1)
p2(t) = HHNNo Xocalt Swolt Kon XgH(t)
gS}\TD%SjL Xpco(t) Kno+ Svo(t) Kon + So(t)
B H

Pelt) = “AKNH,A-l-S\IH(t) Ko,A-l-So(t)XBA(t)

pa(t) = buXan(t)

ps(t) = baXga(t)

ou X K

Koo — goco _ Ks
DCO S oo

Le volume du bioréacteur est supposé constant. On peutédare (figures.1) :
Gout(t) = Gin(t) + ar(t)
En généralgr(t) etaw(t) représentent des fractions du débit d’entigét) :

ar(t) = frOn(t), 1<frR<2
fwain(t), 0<fw <1

/-g\
~—+
~—
I
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Considérons la forme explicite du modéle ASM1 caractéris@depvecteur d’état réduit(9)
et la matrice des coefficients stoechiométriquesl) :

Xocolt) = —-lpa(t) +pa(t)] + (1~ fo) pa(t) + ps(t)) + Da(t)
Solt) = 1)+ 2 pa(t) + Do)
S(t) = —ixalor(t) +palt)] - (|XB+ 1)p3<>
+(ixs— frixp)[Pa(t) + ps(t)] + D3(t) (5.16)
Siolt) = FE=palt) +ps(t)+ Dalt)
Xen(t) = pult)+pa(t) - palt) + Ds(t)
Xa(t) = ps(t) —ps(t) +Ds(t)

Le vecteuD(x(t),u(t)) exprimant le bilan entrée/sortie est défini par :

Di(t) = q.r\,/(t) [Xoco,in(t) — Xpco(t)]
Do) = I (1)) + Kaalt) [Sosar— Solt)]
Ds(t) = 3 [uuin(t) — Sun(t)
gn(t) (5.17)
Dat) = I g0
DS(t) = qm(t) {XBH |n( )—XBH(t)-f—fR;__l_f]\c/\\llvaH(t)]

De(t) = CI|r\1/() [—XBA(t)Jr fr flR;f:\\I/VXBA(t)}

Pour l'application numérique, les parametres définis danableawb.1 sont utilisés. Les va-
leurs des fraction$r et fyy prises en compte dans cette application sdpt= 1.1 et fyy = 0.04.
Le volume du bioréactel considéré est 1338°].
Définissons tout d’abord le vecteur de mesures, le vectecouenande et le vecteur d’en-
trées inconnues afin de pouvoir construire une structurgimmdéele adaptée au processus
d’épuration et a I'application des méthodes d’estimatimoppsées dans ce mémoire.

Hypothése 5.1.0n suppose nulle la concentration d’oxygene dissous arBentlu réacteur
(So,in). On peut aussi supposer quRdn = 0 et Xgain = 0, ce qui est en conformité avec le
benchmark du programme européen Cost 62X et al, 1999.

En pratique, et en particulier pour la station d’épuratioteBsbruck de Luxembourg, les concen-
trations Xoco,in, SNH,in €t XgH,in N€ sont pas mesurées en temps réel. Le systeme devient non
observable si ces concentrations sont considérées commmesurables. Ainsi une approxi-
mation souvent faite en pratique est de remplacer ces ctratiEms par leurs moyennes jour-
nalieres respectives. Une moyenne journaliere de la caration Xpcoin Sera considérée, par
contre les autres concentrations\$in €t XgH,in) seront considérées comme entrées inconnues.
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Les mesures des quatre concentrations en sortie du réaXggb, So, SvH, Svo) sont dispo-
nibles en temps réel.

En conséquence, le vecteur de mesures est :

y(t) = [Xoco(t), So(t), Swn(t), Svo(t)]" (5.18)

le vecteur des entrées connues se réduit a :

ut) = [Xocoin(t), Ga(t)] (5.19)

et celui des entrées inconnues est :

dit) = [Sunin(t), Xem,in(t)]" (5.20)

5.3.2 Obtention d’'un MM pour le modéle ASM1 réduit

On cherche a construire un multimodele afin de I'utiliserrdalsynthése d’un observateur
permettant I'estimation des états du modele ASM1 réduit. @erte systéeme est a deux échelles
de temps, I'approche singuliére s’avere étre intéressgtnéile dans le but d’estimer I'état a
I'aide d’un observateur adapté aux multimodéles singsilidfectés par des entrées inconnues
(4.119. La forme multimodéle classique est legerement modifigedsfimettre en évidence les
deux échelles de temps du systeme.

En considérant les équations du processus d’épurabid)( il est naturel de définir les
variables de prémisse suivantes :

Qin(t)

a(x(t)ut) = =, (5.21a)
B Xpco(t) So(t)

2(x(t),u(t)) = Koo XocaT Ko 1 %50 (5.21b)
_ Xpco(t) Svo(t) KoH

%(x(0.ut) = Koco + Xoco(t) Kno+ Svo(t) Kon + Solt) (5:21¢)

zy(X(t),u(t)) = ! Sult) Xga(t) (5.21d)

Koa+ So(t) KnH,a + SuH(t)

Les matrices de la forme quasi-LPV ayant une forme simikaicelle donnée dan2.49
X(t) = AXU)X(t)+B(x,u)u(t) +E(x,u)d(t) (5.22)

sont exprimées en utilisant les variables de prémisse défimecédemment 1) :

a1 O 0 0 a5 e
0 apo 0 0 ags 0
_ 0 ax -z 0 ags ag
AXUW = 1 0 ap 0 —z(U) as O (5.23)
0 0 0 0 ass O
0 ag 0 0 0 age
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et
[ z1(u) 0 [0 0 ]
0 KXgsat 0 0
B 0 0 |z O
B(u) = 0 o |+ EW = o 0 (5.24)
0 0 0 z(u
| 0 0 | |0 0 |
ou:
api(x,u) = —z(xu)
ais(x,u) = —u—H22(X,U)—|—(1—fp) bH—mk(x,u)
Yo Yo
ale(x,u) = (1—fp)bA
4.57-Y,
apa(X,U) = —z1<x,u>—an—Y—AAqu4<x,u>
Yy —1
as(X,U) = (HYJZz(X,U)
H
. 1
ag(x,u) = _(|XB+Y_)HAZ4(X7U)
A
ags(x,u) = (ixa— fpixp)bH —ixBHH Z2(X,U) — ixBHUH NNOGZ3(X, U)
age(x,u) = (ixg— frixp)ba
1
az(Xu) = Y_UAZ4(X7U)
A
-1
ays(X,u) = 2,86, HH NNogZ3(X, u)
fw(1+ f
ass(X,U) = HHZ2(X,u) —by 4+ 2z(x,u) [M - 1} + UH NNogZa(X, u)
fr+ fw
662<X7u) = HAZ4(X7U)
ags(X,u) = z1(x,u) {M—l}—m (5.25)
fr+ fw

La décomposition des quatre variables de prémiss&l) est réalisée en utilisant la transfor-
mation polytopique convexe (6. Les scalaireg; ; etzj » sont definis comme dan&.63 et
les fonctionsF; 1(zj(x,u)) etFj 2(zj(x,u)) sont données paR (64 pourj=1,...,4.

Par exemple :

711 = maxuz(X,u), Z12 = minyz(X,u) (5.26)
et
Z(x,u) — 212 71,1 —Z(X,U)
Fii(z(x,u)) = ———————, Fio(zi(x,u)) = ——— (5.27)
21— 22 21— 212
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En multipliant les fonction§j o1 (Zj(X,u)), lesr = 16 fonctions de ponderatiqun(z(x, u)) sont
obtenues : |

[,li(Z(X, U)) = Fl,oil(zl(u))FZ,UiZ(ZZ(xa u))F37ai3(Z3(X7 u))F4,ai4(Z4(X> U)) (5.28)

Les matrices constant@g, B; etE; associées aux 16 sous-modeles, sont déterminées emitilisa
les matrice\, B etE (5.23-(5.29 et les scalairezj o (1=21..16 j=1..4):

A = A(Zl,Uil’ZZ,Uiz’ZS,Cfi3’Z4,Ui4) (5.29a)
B = B(Zlyail) (5.29b)
E = E(zwil) (5.29c¢)

Finalement, le modele non linéaire.{6) est écrit de facon équivalente sous une forme multi-
modele :

) = 3 O AX() + But) + B (5.302)
yt) = Cx(t)+Gd) (5.30b)
avec
1 000O00O
co 010000l o sa
000100

5.3.3 Synthése d'observateur a gain proportionnel-intégral

Une vue d’ensemble des résultats disponibles concerrestiniiation d’état et des para-
métres de modele pour des processus bio-chimiques a éehfiFéslandjochain 2003. Dans
cet article, une évaluation des performances des obsarsatassiques (Luenberger et Kalman
étendus, observateurs a grand gain) en présence d’indedide modeéle a été réalisée. Cette
évaluation permet de motiver la synthese d’observateyrsatotiques (considérant les ciné-
tiques du processus comme entrées inconnues) et d’observaiar intervalles (fournissant des
bornes d’estimation d’état en connaissant les bornes destitudes) qui prennent en compte
des incertitudes de modeélisation. Ce dernier type d’obseuvs -par intervalles- a aussi été
abordé enfRapaport et Dochajr2009.
Récemment, la construction d’un observateur pour le modglprdcessus de traitement des
eaux useées a été proposée ddmulkroune 2009, ou un modeéle réduit a 6 états a été consi-
déré. Dans cet article, un observateur est proposé pourlasgecde systémes non linéaires
discrets et Lipschitz en utilisant 'approche linéaire égpaétres variables. Cette approche né-
cessite le respect de la propriété de Lipschitz pour lagoadn linéaire du systeme, ce qui peut
représenter une contrainte assez conservatrice. Lescigsra base d’observateurs proposées
en chapitred évitent cette contrainte. De plus, certains parametr@ablas dans le temps sont
considérés constants damollkroune 2009 alors que ces hypothéses ne sont pas nécessaires
a I'étude faite dans ce chapitre.
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Les résultats d’estimation d’état des multimodéles iraestaffectés par des entrées incon-
nues (sectiod.2.4 sont appliqués ici au modele ASM1 rédubt 16 ou de facon plus aisée au
modéle équivalenty(30).

Représentation sous forme de multimodéle incertain du modé ASM1

La structure multimodéle utilisée pour le modéle ASM1 rédst celle construite en sec-
tion précédent®.3.2 Les matrices constantes et les fonctions de pondératimaspmndant a
la structure multimodéle initiale sont fixées et donnéedgméquationsy.23-(5.24) et (5.28.
Cette structure est légérement modifiée afin de prendre enteaitgventuelles incertitudes
pouvant intervenir sur les parametrdsy: et ba. Ces parametres interviennent dans les coeffi-
cientsay s, a6, 35, 836, 855 €tage (5.29, ce qui peut donc dan$ @3 de séparer la partie
incertaineAA(t). La plage de variation de ces parametres est : pgude 20% de la valeur
nominale, pouba de 25% de la valeur nominale. Leffet des incertitudes dstgmw compte au
niveau de la matric&+ AA(t), on peut alors écrire :

0 0 O 0 Aby(t) Aba(t)]
0000 0 0
~ |0 0 0 O Aby(t) Aba(t)
AA(t) = 0000 0 0 (5.32)
0 0 0 O Aby(t) 0
0 000 0  Aba(t)]
ou le terme incertain est écrit sous la forfk(t) = M2F,(t)N? avec les matrices :
1]
00
_ [Aby(t) 0 a_ |11 a 000O0OO0BC O
Fa(t) [ 0 AbA(t)]’M oo YV =loooo 0 02
10
_O 1_
oUFy(t) ala propriétd] (t)Fa(t) < .
Donc, les nouvelles équations sont :
r
x(t) = Zui(x,u)[(Ai+AA(t))x(t)+Biu(t)+Eid(t)] (5.33a)
i=
y(t) = Cxt)+Gd(t) (5.33b)

Synthése d’observateur et résultats d’estimation d’état

Pour le processus d’épuration décrit par le modéle ASMlitrédwconsidére que les concen-
trations disponibles a la mesure a la sortie de la stationladdCO Xpco, I'oxygéne dissous
S, 'ammoniacSyy et le nitrateSyo. La matrice de sorti€ est donnée dan$(31). Afin
de prendre en compte les imperfections des chaines d'@oguide mesure, un brui(t) est
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considéré sur la sortie du systeme qui est donc définie par :
y(t) =Cx(t) + o(t) (5.34)

ou d(t) est un signal normalement distribué de moyenne nulle.

Dans ce qui suit on applique la procédure d’estimation t'éta’entrées inconnues obte-
nues présentée au théorémd. En appliquant ce théoreme, I'observateu3{) est construit.
On rappelle la structure de I'observateur :

r

K = 3 mEO) (AR B +EDD 00 -50)  (6.350)
) = 3 mEOLO -0 (5.35b)
y(t) =CK(t) + Gd(t) (5.35¢)

La valeur numérique du taux d’atténuation des entrées @sut) et inconnuesi(t) vers I'er-
reur d’estimatiore,(t) des étatx(t) et des entrées inconnué&) esty = 1.64. Une compa-
raison entre les variables d’état, les entrées inconndesistestimées est illustrée aux figures
5.5et5.6.

Au vu de ces figures, I'observateur proportionnel-intégraposé donne des bons résultats
d’estimation (figure5.5) méme pour des entrées inconnues pour lesquelles la amtlitzo-
riqued = 0 n’est pas vérifiée puisque les entrées inconnues ne soobpskantes.

Remarque 5.1.11 faut noter que les données d’entrée et de sortie sont g&sdpar le modéle
ASM1 complet(5.7), alors que le modéle utilisée pour obtenir la structure mnuttdele -et
implicitement I'estimation d’état- est celui réduit a sitats(5.16).

5.3.4 Synthése d’observateur en présence d’entrées inconnues a tpar
d’'un MM non standard

Dans cette section I'application de la procédure proposéehapitre4 (section4.2.6 est
réalisée. Tout d’'abord, il est nécessaire de mettre le reci8M1 réduit 6.16 (ayant une
forme multimodele a entrées inconnues classique corsstuisectiorb.3.2 sous forme d’un
multimodéle singulier affecté par des entrées inconnuas: effectuer cette réécriture du mo-
dele, il faut identifier et séparer les deux échelles de tednpsy/stéme ASM1 réduit.

Séparation des variables d'état lentes et rapides

On commence par lidentification des dynamiques lentesptiea du modéle ASM1 re-
duit en utilisant la méthode d’homotopiobertsor{1997. Cette méthode (sectio® 3.3 est
essentiellement basée sur I'analyse des valeurs propjasahien associé au systeme linéarisé.

Considérons la linéarisation du systeme non liné&iregj autour de différents points d’équi-
libre (Xo,Up) :

X(t) = AoX(t)+Bou(t) (5.36)
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Figure 5.5 — Estimation des états en utilisant un observareportionnel-intégral

af(xu) _ of(xu)

0UAy = |x00) €B0 = 3= [(xo0)

Les parties réelles des valeurs propref\dsont ordonnéeRg A1) < RgAy) < ... < RgAn);

la plus grande (respectivement la plus petite) partie @émitrespond a la dynamique la plus
lente (respectivement rapide). La séparation en partigs ket rapide est réalisée en fixant un
seuil entre les deux échelles de tempggel que :RgA1) < ... <ReAp) << T < RgAp41) <

.. < RegAp).

Pour le modéle ASM1 réduit considérg 16), cette séparation en deux échelles de temps est
confirmée par les valeurs propres du jacolgnen utilisant la méthode d’homotopie, comme
on peut le remarquer a la figube7 ou quarante points de fonctionnement sont considérés. Les
parties réelles de cing valeurs propres sont incluses ertbeet—1, alors que l'autre se situe
autour de—250. En fixant le seuil @ = —90, on peut déduire que le systéme est caractérisé par
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Figure 5.6 — Estimation des entrées inconnues en utilisaabservateur proportionnel-intégral

une variable d’état rapide et cinq variables d’état lentes :

XF(t) = Xocolt) (5.37a)
xs(t) = [So(t) Swn(t) Suolt) Xen(t) Xga(t)]” (5.37b)

Re Q) —— S
15 eS| ]
NO
_20 . +XBH 7
-25 "'\\/,‘\v,,,\//,\\\ r“«“\_»,/\"‘\\//\\"/ XBA ,:‘
-30 I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Points de fonctionnement

Figure 5.7 — Parties réelles des valeurs propres du sysiaéagite

Cette séparation sera utilisée pour écrire le modéle ASMiitrédus forme de multimodéle
singulier.
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Représentation singuliére du modele ASML1 réduit

On applique la méthode d’estimation d’état proposée auitrtha(sectiord.2.4 au modele
ASML1 réduit a six variables d'étab(16). Pour pouvoir réaliser cette tache, il faut construire
un observateur a entrées inconnues pour des systemeseaiagtia variables de prémisse non
mesurables. Le multimodéle qui sera utilisé pour ce progbsieilaire a celui exprimé en
(4.119. _
Compte tenu de la séparation des états lents et rapide®eéatisectiod.3.4 la matricekE est
définie par :

E = diag011111 (5.38)

La sortiey(t) = C x(t)+ G d(t) est définie par les matriceS.81). Un bruit de mesure est
présent sur les variables de sogtie= Xpco, Y2 = So, Y3 = S\H etys = Svo.

En conclusion, le modele ASM1 réduit ayant la forme initi&el6) est réécrit sous forme d’'un
MM singulier a variables de prémisse partiellement non madsdas, comme décrit aux équa-
tions @.119-(4.120. Ce systeme peut se ramener a un MM perturbé a variables oespee
mesurables, comme suit :

r

Ex(t) = S mui(X(t),u(t)) [Ax(t)+Biu(t) + Ed(t) + w(t)] (5.392)
y(t) = Cx(t)+Gd(t) (5.39b)

ou la perturbation a la forme suivante :

r
w(t) = .Zl(“i (X(t),u(t)) — pi(X(t), u(t))) [Aix(t) + Biu(t) + Eid(t)] (5.40)
1=
et avec les matriced;, B; etE; définies en§.29).
On peut maintenant appliquer la méthode d’estimation tj#t@posée en sectich2.4

Synthése d’observateur a entrées inconnues

La synthese de I'observateur suivant :

r

20 = 3 AEO,U0) N2 +Gult) +Ly() (5.41a)

X(t) = z(t)+Tay(t) (5.41b)

est faite en appliquant le théorem& qui permet de déterminer les gals G, L (i=1,...,16)
et T, et de minimisely.

A la figure5.8sont représentées les variables d’état lerXgs ) et rapides $o, SvH, Svo,
XgH et Xga) et leurs estimées. Le gaify du transfert dew(t) (5.40 verse(t) est borné par
y = 1.5. On peut remarquer que méme si un bruit de mesure a été ajoxtinesures des
sorties, I'estimation de I'état est de bonne qualité. Lesltéts présentés ont été obtenus en
générant les données entrée/sortie avec le modele ASM1leb(byy) a onze états tandis que
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Figure 5.8 — Estimation d’état du modele ASM1 réduit en saitit 'observateur4(122

la synthése de I'observateur utilise le modele réduit atsitsé

5.3.5 Application de I'estimation d’état au diagnostic de fonctionnement

Des travaux importants ont été réalisés dans le domaineadpnaistic de systémes. Deux
grandes catégories de méthodes de diagnostic ont été gpeekn
La premiere catégorie n'utilise pas de modele mathématigpeori [Korbitz et al, 2004.
Dans ce cas des approches basées sur les méthodes d’analgegesantes principales (ACP)
permettent de modéliser les relations entre les variabérgrde et de sortie du processus en
fonctionnement normal du systéeme, les défauts étant é@étect comparant le comportement
observé et celui donné par le modele AR drault 200§. Des méthodes basées sur un rai-
sonnement logique existent, proposant un arbre de défedlaapable de guider dans la phase
de diagnostic Gertler 1998. D’autres techniques de traitement de signal basées sraria-
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formée de Fourier permettent de détecter des variatiorsg|bas de signal dans un systeme.
La deuxieme catégorie de méthodes est basée sur la didgémiin modéle mathématique du
systeme. Parmi les approches de diagnostic appartenait¢ alemiére catégorie on peut énon-
cer I'approche par I'espace de paritédssar et al.1992 Maquin et Ragqt200(, I'approche
par identification paramétriquésprmann2004, 'approche a base d’observateurs d’étaf-
ton et al, 1998 Patton et Frank200Q Gertler, 1998 Blanke et al. 2004 et I'approche basée
sur des observateurs de sortizthpn et Saif2004.

En général, le diagnostic de fonctionnement de systemesseegur I'utilisation de mo-
deles pour synthétiser des indicateurs de dysfonctionnerBe ces modeles se révelent trop
complexes, il devient difficile, voir impossible, de géméres indicateurs. Pour cette raison, il
convient d’'utiliser des modéles adaptés a cette génératiole simplifier les modéles existants.

La nécessité d’améliorer les performances des systemasgjealité des produits, ainsi que
les enjeux écologiques et la réduction de colt amenent ddévasle fonctionnement des sys-
temes sur un large domaine de fonctionnement nécessitang gart, la prise en compte de
comportements non linéaires et d’autre part 'amélioratie la sécurité par la mise en place
de systemes de diagnostic. Cela justifie le recours a des asdaldiagnostic basés sur des
multimodéles.

La surveillance d'un systéme et le diagnostic des systemediméaires a base d’observa-
teurs d’état sont des applications directes des algorgtdtestimation d’état proposés dans le
chapitre précédent. La surveillance d’'un systeme est seoafiée a un module de diagnostic,
qui exploite toute information livrée par les mesures duésye et / ou par le comportement
attendu du systeme fourni par un modele en vue de détectecamportement anormal du
systéme dQ, par exemple, a I'apparition soudaine d’'un défaudéfaut désigne tout écart non
permis de la valeur acceptable ou nominale d’au moins un osarg (parameétre ou propriété)
caractéristique du systéme. La tache de diagnostic cergsdgterminer le plus rapidement pos-
sible I'instant d’apparition d’un défaut et son intervadle durée. Pour réaliser cette tache, des
symptomes ou des indicateurs de défauts sont générés gradecipe de redondance. A I'is-
sue de I'étape de détection vient I'étape de localisatiod'molation qui détermine a partir de
I'analyse des indicateurs de défauts I'origine et la natlureléfaut. Une étape additionnelle de
reconfiguration peut étre envisagée dans le but d’adaptemtenmande afin de réduire 'impact
du défaut sur le fonctionnement du systéme.

Le principe de redondance a une importance fondamentalel@aliagnostic de systeme.
Ce principe consiste dans la capacité a disposer de plusieysns de détermination d’'une
grandeur caractéristique du systeme (variable, paranségreal). L'incohérence entre les diffé-
rentes déterminations est révélatrice d’un dysfonctiorerd du systéme. Parmi les nombreuses
méthodes de diagnostic faisant appel au principe de redordan peut citer les techniques
d’estimation d’état a base d’observateurs. Dans ce cantiextliagnostic du systeme est réalisé
en comparant les signaux de sortie mesurés et les signaumxtaeestimés par un observateur.
Le test de cohérence entre ces mesures et leurs estiméest g&tablir un indicateur de défaut
appelérésidu Théoriquement, le résidu est nul en conditions normaldsmtgionnement (les
sorties mesurées du systeme et leurs estimées par I'ob=aradoivent correspondre) ; étant
donné que l'observateur utilise les mémes signaux d’empuéeceux appliqués au systeme, il
est capable de fournir les mémes signaux de sortie a comdjtie le modele employé repré-
sente bien le systéme a surveiller. Dans ce contexte, ongoiter 'avantage de I'approche
multimodeéle qui permet une réécriture d’'un SNL. De ce faitrledéle est exact sur toute la
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plage de fonctionnement et, de plus, permet la synthésesefeateurs, donc de module de
diagnostic.

Génération des résidus a I'aide d’un banc d’observateurs

L'étape de génération des résidus, c’est-a-dire des italicade défauts, est une étape fon-
damentale dans la conception d’'un module de diagnostic&dmsodéle. La génération des
résidus a base d’observateurs d’état consiste a recaeskesisorties du systeme a partir des
mesures et du modele du systéme, puis a comparer les sigmesuxén et leurs reconstructions.
Les résidus sont alors obtenus par différence. Théorigneme résidu doit étre nul en absence
de défaut et significativement différent de zéro dans le casraire. Cependant, en pratique
cette condition n’est pas tout a fait satisfaite car destbe mesures, ainsi que des perturba-
tions peuvent intervenir. Lintroduction de seuils de déten afin d’éviter de fausses alarmes
est nécessaire, ces seuils étant généralement fixés canpteds incertitudes de modélisation.

Une structuration des résidus est souvent nécessaire fieatuer de facon efficace les
taches de localisation et d’isolation des défauts. La &iration consiste a construire les résidus
de facon a ce que chacun soit sensible a un sous-ensembie deméfauts et insensible aux
autres, la bonne conduite de la tache de localisation dépédd choix de ces sous-ensembles.
Un moyen de réaliser cette structuration est de remplagidation d’un seul observateur par
celle d’'un ensemble d’observateurs (banc d’observatecingcun d’entre eux étant piloté par
une partie des informations disponibles.

Détection de défauts de capteurs

Dans un premier temps on étudie le diagnostic de défautsptewrala sortie du systéme
est alors donnée par :

y(t) = Cx(t)+Du(t) +3(t) (5.42)

ou 4(t) est un vecteur de défauts.
On commence par décrire une structuration des résidus edevdétecter les défauts de cap-
teurs. Cette structuration se fait a 'aide d’observateddiés Dedicated Observer Scheme
- DOS pour lesquels 6™ observateur est piloté par i8¢ sortie du systéme et toutes les
entrées. Un schéma DOS est illustré a la figuge

On notera par la suitg j le signal indicateur de défaut (résidu) calculé a partireddiffe-
rence entre 1&™Mesortie du systéme et I&Mesortie estimée avec I'observatejur
En général, les résidus peuvent étre définis comme suit :

rj = Yit)=%;t) ij=1..¢ (5.43)

La phase de localisation ou d’'isolation d’un défaut estiséal par le biais d’'une analyse de
I’évolution des différents résidus basée sur une logiqudédssion préalablement établie. Un
tableau des signatures théoriques (tablea) est réalisé afin de caractériser I'évolution des
résidusr j en présence d’'un defadt affectant lai®™e sortie du systéme. Sur ce tableau, un
"1" traduit qu'il est certain que le défadt affecte le résidu; j, un "0" qu'il est certain que le
defautd n'affecte pas le résidy j et un " ?" qu'il est impossible de se prononcer. Ce tableau
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Figure 5.9 — Banc d’observateurs suivant un schéma DOS

de signatures permet de prendre la meilleure décision.

Observateur 1 Observateur 2 e Observateuf
Fyarea| - |feaffa2(r22| - |fe2f - ||[Fae|Voe| -+ |Tey
i ?2 2?2 - 21110 0 170 --- 0
DIO|1]|0---|O0OY| 2| 2] - ? 0|1]0---|0
|l 0[0|0O---{2]O0]O0]|0---|1 20?2 - ?

Tableau 5.2 — Tableau de signatures théoriques pour latibétele défauts de capteurs avec le
schéma DOS

Pour construire le tableau de signatures on considére eapemier temps l'influence du
défautd, sur les différents résidus créés :

1. L'observateur 1 reconstruit la sortie du multimodele gisant seulement la sortig et
toutes les entrées du systéme. Si la soiti¢) est affectée par un défadt (les autres
sortiesys(t), - - -, yi (t) n’étant pas affectées par ce défaut) alors I'estimatiorvegables
d’état et des sorties sont influencées et les résidus yi(t) — ¥i 1(t) (i = 1,...,¢) sont
donc en principe affectés par ce défaut (difféerents de zdérapnvient cependant de
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souligner gu'il est difficile de prédire I'évolution de I'mation d’état en présence d’'un
defaut sur la sortigy. En effet, la sortiey; est corrompue par le défaut mais; ‘est mal
reconstruit ; une compensation peut apparaitre dans &xeiiitey; — 1 1 et le défaut s’en
trouve masque (le résidy ;1 pouvant rester nul). Par consequent, il est dangereux de se
prononcer sur I'absence de défaut sur la sgrtien analysant la nullité des résidus (un
"?" apparait sur la table des signatures).

2. Toujours en présence d’'un défaut gyrl’estimation d’état fournie par les observateurs
2,---, £ est correctement réalisée car ces observateurs sontspilatdes sortieg,(t),
..., Y¢(t) qui ne sont pas affectées par le défautygurAinsi, les signaux de résidy |
pourj =2,---,¢sontsans aucun doute sensibles au défgulors quer,j --- ry j pour
j =2,---,¢ ne le sont pas. Par conséquent, cette configuration doiegpleitée pour
conclure de la présence d’un défaut sur la softie

Les autres lignes du tableau d’'incidence peuvent étre motest de la méme maniere.
Une logique de décision simple permet d’associer des atayfte aux défauts (t) sous forme

booléenne :
) /0, si |rjj(t)| <seuil
roij(t) = {1, Si |rj,j(t)| > seuil (5.44a)
14 Vi _ -
al(t) = I_L rbi7j(t) I_l rka(t) , i=1-- ,g (544b)
= k=1
J#i k#]

Dans le cas de défauts de capteurs simultanés la méthodapamdmbservateurs DOS est
capable de détecter et isoler ces défauts. Dans le cas deddeawts simultanés, la table de
signature se déduit de la méme maniére et la logique de déasivante permet d’associer une
alarmeaj (t) a 'occurrence dé(t) et §;(t) :

Y4 V4
ajt) = kD Moik(Drp jk(t) n|1 Fonk(t) (5.45)
& i

Il faut mentionner que le schéma DOS (voir figiré) est tres exigeant concernant la propriéte
d’observabilité du systeme par rapport a chaque sortieffé) du fait que chaque observateur
du banc est piloté par une seule sortie, le systeme doit Bsereable avec juste une sortie, et
ce pour chaque sortie. Une alternative a ce probleme estiéarst GOSGeneralised Observer
Schemgqui utilise pour chaque observateur du banc toutes leges@auf une, ou bien on peut
utiliser un schéma intermédiaire qui utilise deux sorti@s ¢ = 4 pour chaque observateur du
banc (voir figures.10. Le dernier type de banc d’observateurs sera utilisé cegchéma GOS
posséde des difficultés dues aux multiples compensatiomsrgient quasiment tous les résidus
inutilisables. Un tableau de signatures théorighi@peut étre réalisé, de maniére similaire au
tableau5.2, en utilisant deux sorties parmi= 4 pour chaque observateur. En général, pour ce
schéma les résidus peuvent étre définis comme suit :

ri,j(t) = Y|(t) _9I](t)7 I = 17' e 747 J € IObS (546)
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oulops= {1213 14,23 24,34} est 'ensemble d’'indices d’observateurs.

0, 5,
53
v
» Vi ()

u(t) Svste Y = 3,0
> ysteme Y > ©
non linéaire v > Vs

>y, (1)
y, (1)
Vi)
Observateur 12 > 7;1,(1)
> Viss(®) _
» Observateur 13 > 7,,5(0)
T )A’z‘m(t)
> Observateur 14 > 7,14(0)
> .)%\23 ()
> Observateur 23 > 7,3 (7)
> Viaa(t)
> Observateur 24 > 7, 54(1)
> Viszat)
> Observateur 34 » 7,5, (7)

Figure 5.10 — Banc d’observateurs utilisant 2 sorties pdrm#

Soit ;

— lj 'ensemble d’'indices d’observateurs construits ayde.g.11 = {12,13 14})
— Iy'ensemble d'indices d’observateurs construits sarfe.g.17 = {23,24,34})

Dans ce cas, on peut proposer une logique de décision ersgéfihides alarmeg(t) associées
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aux défautsy (i=1,---,¢), comme suit :

v 0, sir(t)] < seuil
rbl,](t) - {17 si ri,j<t) < seuil (5478.)
g - -
at) =[] il [Tk ], T=1-f (5.47D)
o i

La détection de défauts simultanés est encore possiblesfimssant;; 'ensemble des indices
d’observateurs construits sapset y; on peut proposer la logique de décision suivante pour
isoler des défauts simultanégset J; :

aj(t) = k|j Moi k()i (1) ”Ij ronk(t) (5.48)
keljj n#i
n#j

Détection de défauts d’actionneurs

Dans ce qui suit on étudie le diagnostic de défauts d’actionr’état du systéme est alors
donnée par

X(t) = Zui (X(1), u(t) + n () [AX(t) + Bi(ut) +n ()] (5.49)

oun(t) est un vecteur de défauts.

Le méme principe d’analyse de résidus par banc d’'obsemsparmet la détection et I'isola-
tion de défauts d’actionneurs. En utilisant un observadédié (schéma DOS figuiell), le

i®Me ohservateur est piloté par igM€ entrée et toutes les sorties. Les entrées restantes seront
considérées comme entrées inconnues et la sortie #&%sbservateur est insensible aux dé-
fauts des entréey; (j =1,...,m, j #i) non utilisées pour sa synthése. Un tableau de signatures
correspondant a ce schéma peut étre construit tenant caleptearactéristiques du schéma,
comme dans le tableau4. La signification des “0” et “1” dans ce tableau est équivedem
celle présentée dans le cas de détection de défauts dersapteu

Comme dans le cas du diagnostic de capteurs ce schéma estmargitisable car il faut que

les contraintes structurelles de découplages soienfatdsspour un grand nombre d’entrées
inconnues. Le schéma GOS permet de pallier cet inconvénient

Le schéma GOS pour la détection de défauts d’actionneudsepté a la figurg.12 correspond

& une structure ou [E™Meobservateur est piloté par toutes les entrées safif'fet toutes les
sorties. Cet observateur fournit une sortie sensible avautieties toutes les entrées sauf ceux
de lai®™ La table de signatures théoriques associée & ce schémaedéatéest présentée
dans le tableaB.5.

On peut définir des alarmes correspondant a chaque défauiodiaeurn; (i=1,---,m) de
maniére simple.

188



tel-00555081, version 1 - 12 Jan 2011

5.3. Approche MM pour I'estimation d’état et le diagnost&fdnctionnement
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Figure 5.11 — Observateurs a entrées inconnues (DOS) paiétdation de défauts d’action-
neurs
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Figure 5.12 — Observateurs a entrées inconnues (GOS) pdétdation de défauts d’action-
neurs

Diagnostic de défauts de capteurs d'un réacteur biologique

Pour effectuer le diagnostic d’'une STEP on utilise le mod&tiit 6.9) pour construire les
observateurs en supposant que les grandeurs mesuréagtsont [Xpco(t) So(t) Svn(t)
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Svo(t)]T, dans ce cas le vecteur de sortie est donn&edf)(avecC explicitée en $.31). Un
banc comportant quatre observateurs selon le schéma D@8rest. Le multimodéle utilisé
pour concevoir ces observateurs a été établi au cours detiars®.3.2 Des défauts sont injec-
tés, au cours du temps exprimé|gj sur les sorties du bioréacteur de la fagon suivante :

— un défau®; sur la premiére sortigy = Xpco apparait dans l'intervalléd.25;0.75)| ]

— un défau®y, sur la deuxiéme sortiy = S intervient dans l'intervall€2.25;275)(j]

— un défau®; est injecté dans l'intervallgl; 1.5)[j] sur la troisieme sortigs = Syn

— un défaut est injecté sur la sonjig= Syo pendant l'intervallg3; 3.25)]j]
Dans tous les cas, ces défauts ont une amplitude constgrtexapativement égale a 10% de
I'amplitude maximale de chaque sortie. Les résidus géngaéde banc d’observateurs sont
illustrés a la figure.13

L'analyse de la configuration des résidus, r; », ri 3 etr; 4 permet la détection et la localisa-
tion des défauts de capteur. Ces résidus sont nuls en absenaééaut et de bruit de mesure.
Entret = 0.25[j] ett = 0.75j], les résidus; 1 pour j = 1,...,4 correspondent a I'absence de
défaut sur les sortigg, y; ety,. Cette information est confirmée par les résidus générédesec
trois autres observateurs qui permettent de localiser fautigéury,. En appliquant un raison-
nement similaire aux résidusgo, rj 3 etrj 4 pour j =1,...,4, il est possible de conclure qu'un
défaut sur les sortieg (respectivemerk £ 2, k £ 3 etk # 4) apparait dans les intervalles res-
pectifs(2.25;275)[j], (1;15)[]] et (3;3.25)[]j]. Les résidus évoluent conformément a la table
des signatures qui permet d’accomplir correctement ldsetde détection et d’isolation de
défauts de capteurs de la station d’épuration.

Les alarmes®.470 (construites pour le schéma DOS intermédiaire utilisastrBies parmi
4) associées aux défawds(i = 1,--- , /) sont illustrées a la figurg.14 L'évolution des résidus
obtenus avec le schéma DOS intermédiaire (tabieglest présentée a la figubels

Diagnostic de défauts actionneurs

On appligue maintenant la technique de diagnostic pourtkctén de défauts actionneurs
en considérant le méme systéme. Rappelons le vecteur de emreutt) = [ Xpcojn(t), da(t)]’
et considérons les deux défautset n, affectant les deux actionneurs respectivement. Consi-
dérons ces défauts sous forme de biais®doin €tda :

0.3%ocoin(t),  05<t[j] <10

mt) = { o>,<DCO’n<) il (5-50)
0.3Ga(t), 25 <t[j] <30

Na(t) = { o(,]() aiIIZur[é]< (5.51)

Les résidus sont construits a partir de la comparaison égdrgorties réelles et les sorties
estimées pour chaque observateur :

fij = Yj—VYij iI=1---metj=1---4 (5.52)

oui désigne le numéro de I'observateurjéé numéro de la sortie. A la figug16 les résidus
ri1, 21, r31 €traq générés avec le premier observateur indiquent qu'il y a dautiéntre
les instants ®[]] et 10[j] qui correspond & un défaut sur I'actionneur piloté par larmamde
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Figure 5.13 — Evolution des résidyg en utilisant le schema DOS (figuBed) pour la détection
de défauts de capteurs

Xpco,in- Le défautn, affectantg, peut étre localisé par I'analyse des résidus, ro o, r3o et
rs2 géneres par le deuxieme observateur. Les résultats deasiomucorrespondent au tableau
de signatures théoriquési.
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Figure 5.14 — Alarmes associées aux défauts de capteurs@@sifilisant deux sorties parmi
quatre

5.4 Conclusion

Ce chapitre a permis la mise en ceuvre des différentes métdedasdélisation et d’esti-
mation d’état proposées au cours des chapitre 2, 3 et 4 agname application sur un modele
réduit a six états du modele ASM1.

La méthode, proposée en chapitre 2, d’écriture équival#nte modéle non linéaire sous
forme multimodele a été mis en ceuvre avec succes pour le A&\ 1 considéré. Le mul-
timodele obtenu a permis la mise en évidence de difféeref@esentations afin de réaliser
la synthese d’observateurs d’état proposés en chapitnerhi®&ement, la représentation d’'un
multimodéle incertain a permis la synthese d’un observaimportionnel-intégral capable de
reconstruire I'état et I'entrée inconnue en présence diiitcades paramétriques. Deuxiéme-
ment, la représentation d’un multimodele singulier affiguar des entrées inconnues a permis
la mise en évidence des deux échelles de temps du systemsyeth@&se d’'un observateur a
entrées inconnues capable de reconstruire I'état en artrlidéfet des entrées inconnues sur
I'erreur d’estimation. L'exploitation de ces algorithmdestimation d’état dans un contexte de
diagnostic de défauts de capteurs et d’actionneurs a éiéensalisée.

192



tel-00555081, version 1 - 12 Jan 2011

€6T

Observateur 12

Observateur 13

Observateur 14

Observateur 23

Observateur 24

Observateur 34

l112|r212|3,12|r412|[11,13|V2,13|r3,13|V4,13||11,14|12,14|13,14|V4,14||V1,23|12,23|V3.23|14,23||[1,24|12,24|73 24|14 24||1,34|V2,34|I3,34|V 4,34
i ?2| ?2| ?2| ? 20?20?77 21?2 ?2,?2| 10|00 1/0]0]O0 1/0|0]0
?21?2|?21 2?2 0] 1010 Oj1)0]0 20?2?27 21?2?22, 2?20} 1,0]0
Bl 00|10 21?21 ?2,?2]0]0]1]0 ?21?2|?20?2|,0]0]1]0 20?2?27
M| O | 0] 0|1 O[O0 | 0|1 ?21?| ?2 2?2 00|01 20?0?27 21?2 ?|?

Tableau 5.3 — Tableau de signatures théoriques pour latiétele défauts de capteurs avec un schéma DOS utilisanti@sparmi 4
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Observateur 1 Observateur 2 .. Observateum
1| fo1 | 31| la1 |12 |r22| 32|42 e Mm|fMm|MBm| lMm
n| 1 1 1 1 0 0 0 0 .. 0 0 0 0
n2| 0O 0 0 0 1 1 1 1 .. 0 0 0 0
Nm| O 0 0 0 0 0 0 0 .. 1 1 1 1

Tableau 5.4 — Tableau de signatures théoriques pour latiétele défauts d’actionneurs avec
le schéma DOS

Observateur 1 Observateur 2 .. Observateum
i1 |fo1 |31 |la1 |12 |Tr22 |32 42 e Mm|Mm| MBm| lMm
ni| o0 0 0 0 1 1 1 1 .. 1 1 1 1
N2 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
Nm| 1 1 1 1 1 1 1 1 .. 0 0 0 0

Tableau 5.5 — Tableau de signatures théoriques pour latiétele défauts d’actionneurs avec
le schéma GOS
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Figure 5.15 — Evolution des résidus en utilisant le schém& [figure5.10 pour la détection

de défauts de capteurs
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Figure 5.16 — Evolution des résidus en utilisant le schém& [f@ure5.11) pour la détection
de défauts d’actionneurs
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"Il faut toujours faire ce que I'on ne croit pas pouvoir faire." F.D. Roosevelt

Les résultats proposés a I'issue de ce travail de rechemgbatent une contribution rela-
tive aux techniques de modélisation et d’estimation d'étd¢ur application au diagnostic des
systemes représentés pas des multimodeles. Dans le edeekh modélisation, 'approche
multimodéle a été choisie pour les nombreux avantagesleg@pporte au niveau de I'analyse
de stabilité et de la synthése de contréleurs/observat€ette structure a fait 'objet de nom-
breuses études dans différents domaines comme l'idetitficgda commande ou I'estimation
d’état. En revanche, le choix de la structure multimodélplies adaptée aux études d’obser-
vabilité/commandabilité en particulier représente umppeu évoqué dans la littérature. De
méme, I'aspect concernant son obtention de facon équiealsans perte d’'information) a par-
tir d’'un modéle non linéaire existant est souvent traitéadmf succincte et pour des exemples
particuliers. Cette méthode permet d’éviter les inconvésieles approches par linéarisation
couramment utilisées (choix des points de fonctionnenwdix des variables de prémisse)
ont été peu abordés. Ces constats nous ont motivé a accandat gitention a ces problemes.
Le lien qui existe entre le choix des variables de prémis$e &toix de la structure multimo-
dele, mis en valeur a travers la méthodologie proposée auitdh@, nous a permis d’extraire
quelques critéres de choix d’'une forme multimodele adaptéeétudes d’analyse de stabilité
et de synthese d’observateurs performants. Ce résultasepe une des contributions de ce
travail [Nagy et al, 2010ha). L'application aux modéles des processus réels et ercpéei au
modele d’'un réacteur biologique a été aussi réalisigy et al, 20094.

Dans le contexte de la modélisation d’un processus physdijtiérentes théories ont été
développées, suivant le type et les caractéristiques ddelem Dans le cas des procédés com-
portant des échelles de temps différentes, la représemttindard est la forme a perturbations
singulieres. Cependant, la disponibilité d’'une telle reprdation est réservée aux cas particu-
liers, car de nombreux systemes caractérisés par desacheltemps différentes ne sont pas
modélisés sous la forme singuliére standard. Différendesaiiches générales on été proposées,
mais elles présentent certains inconvénients tels queéstdution d’'un systeme algébrique li-
néaire qui ne constitue pas un point trivial, le respect d&res contraintes d’ordre structurel
qui limite I'application au systémes de structure queleadjidentification et la séparation des
différentes échelles de temps qui sont fortement liées antaintes structurelles et qui ne sont
pas réalisées de facon systématique, etc. Notre contibatce stade a été d’éliminer certains
inconvénients en proposant une démarche plus généraledtain de la forme singuliére stan-
dard.
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Dans le contexte de I'estimation d’état, la synthése ds structures d’observateurs d’état
de systémes représentés par un multimodele a été réalisgesyktémes non linéaires a une
seule et également a plusieurs échelles de temps ont fgjief’de la synthese d’'un observateur
d’état [Nagy et al, 20093 Nagy Kiss et al.2010. Le premier observateur, a gain proportionnel-
intégral, concerne les systemes non linéaires caractgraéine seule échelle de temps, affec-
tés par des entrées inconnues et tient en compte la présemmrtitudes de modélisation. Il
permet d’'opérer une estimation simultanée de I'état et deges inconnues du systeme au
moyen d’une action intégrale améliorant I'estimation dtéLe deuxiéme observateur a entrées
inconnues est dédié aux systémes singuliers affectés panti€es inconnues/perturbations. Il
est basé sur la minimisation de I'influence des entrées meassur I'erreur d’estimation. Ces
travaux se situent dans le cadre de multimodéles a varidblpsémisses non mesurables.

Le chapitre 5 illustre I'application des résultats évoqdiss ce mémoire au modéle ASM1
d’une station d’épuration : la construction d’'un multimtaéquivalent au modele initial choisi
en respectant les principes de choix d’'une structure adapté@ synthese d’'un observateur
(chapitre 2), étude concluant sur I'existence de deux &hee temps, leur identification et
I'obtention de la forme singuliére standard (chapitre 8 s\ynthése de deux observateurs expo-
sés en chapitre 4, et finalement la phase de diagnostic a lobse/ateurs.

Cette étude basée sur des données générées par un simutateunreement utilisé dans
la communauté de traitement des eaux (modéle ASM1, de dioreh&) montre des résultats
encourageants quant a I'application des méthodes proppsée le diagnostic de STEP en vue
de détecter et localiser des défaillances capteurs ounaetios.

Les résultats proposés dans cette thése ouvrent un ceotaiore de perspectives :

— la simplification de modeles a été réalisée dans ce mémairene réécriture exacte du
modéle non linéaire sous forme multimodéle sans réductandice du multimodele. Une
autre approche pouvant étre envisagée consiste a réduided’du systéme en utilisant
I'approche”,; cela consiste a chercher un multimodeéle d’ordre réduit poumodéle
initial en minimisant I'erreur de sortie entre les deux medéCette méthode ne fourni-
rait pas d'information a priori concernant le gaia de I'erreur d’approximation mais ce
gain serait obtenu simultanément avec les matrices défimtiss modéle d’ordre réduit,
comme résultat du processus d’optimisation. Avec cet atdiar quantitatif, on pourrait
apprécier a posteriori si I'ordre du systeme réduit estsafti pour avoir une approxima-
tion précise du systéme original.

— la construction d’'un observateur a gain proportionneltimiégral (en remplacant la
seule action intégrale par une chaine d’actions intégrptrmettant de prendre en compte
des formes plus générales d’entrées inconnues.

— les résultats obtenus pour I'estimation d’état s’appisenceux existants pour la stabilité
puisque la synthése d'un observateur se réduit a prouvealsali® (ou la bornitude)
du systéme générateur de I'erreur d’estimation. De ceifagrait intéressant d'utiliser
les résultats les plus récents concernant la stabilité dds Kplutdt que la recherche
de fonctions de Lyapunov quadratiques). Par exemple, ldta¢gproposé pargala et
Arino, 2007 basé sur le théoréme de Polya conduit a des conditions astiquement
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nécessaires et suffisantes. Une autre approche consistiser lidée des fonctions de
Lyapunov non-monotones qui autorisent une décroissantemféorme de ces fonctions
[Kruszewski et a].2009.

— l'extension des résultats obtenus dans le cadre de l@gijgn de I'estimation et du diag-
nostic de STEP avec le modele ASM1 a six états au modele cample
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Schémas des structures en série et en

“ )

v

G(s)

wt) ]

parallele

g()

()

Figure A.1 — Structure de type Hammerstein-Wiener

e F

v(t)

N()

w(t)

G(s)

(@)

Figure A.2 — Structure de type Wiener-Hammerstein

.
-

)l fox,u)

=

Vi
hi(x,u) —»>
Yy
>
y2
ho(xnxou) — >

!

Figure A.3 — Systemes dynamiques non linéaires avec steuetucascade

203



tel-00555081, version 1 - 12 Jan 2011

Annexe A. Schémas des structures en série et en parallele
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Résumé

Cette these traite de 1’analyse et de la syntheése de multimodeles pour la simplification de modeles, 1’es-
timation d’état et le diagnostic des systémes non linéaires caractérisés par une ou plusieurs échelles de
temps. Ces travaux visent, dans un premier temps, a développer une procédure systématique de transfor-
mation d’un systéme non-linéaire en le récrivant sous une forme multimodéle, en évitant quelques incon-
vénients majeurs : la transformation est réalisée sans perte d’information, le choix de différents points de
fonctionnement n’est plus nécessaire, le choix de variables de prémisse est réalisé¢ d’une fagon systéma-
tique. De plus, la méthode offre le choix entre différents multimod¢les. Ce degré de liberté sera utilisé
pour faciliter les études de contrdlabilité, d’observabilité et d’analyse de stabilité. Dans un deuxiéme
temps, 1’obtention de la forme a perturbations singuliéres d’un systéme non linéaire est proposée, en
¢liminant quelques contraintes structurelles et en rendant 1’identification et la séparation des échelles de
temps indépendante de la structure du mod¢le. Dans un troisieéme temps, la synthése de plusieurs obser-
vateurs robustes vis-a-vis des perturbations, des erreurs de modélisation et des entrées inconnues a été
réalisée afin de reconstruire 1’état et I’entrée inconnue du systéme. La difficulté de cette étude provient
du fait que le multimodéle utilisé dépend de variables de prémisse non mesurables, situation qui n’est
pas intensivement étudiée, alors qu’elle est naturellement issue de 1I’approche par transformation systeme
non linéaire—multimodéle. Ensuite, le diagnostic de défauts de systémes est réalis€¢ au moyen de bancs
d’observateur a entrées inconnues permettant la génération et la structuration de résidus indicateurs de
défauts. Finalement, tous les travaux proposés sont appliqués au modele d’une station d’épuration, Acti-
vated Sludge Model No.1, qui est largement utilisé¢ dans le domaine du traitement des eaux usées.

Mots-clés . Diagnostic, multimode¢le, estimation d’état, systéme non linéaire, modélisation, systéme a
perturbations singulieres, station d’épuration.

Abstract

This thesis deals with analysis and synthesis of multiple model structures for model simplification, state
estimation and diagnosis of nonlinear systems represented by one or several time-scales. This work aims,
at first, to develop a systematic procedure to transform a nonlinear system into a multiple model form,
by avoiding some major drawbacks : the transformation causes no information loss, the choice of the
different operating points is no more necessary, the choice of the premise variables is realized in a more
systematic way. Furthermore, the method gives the possibility of choosing between different multiple
model structures. This degree of freedom will be used to ease the controllability, observability, stability
analysis studies. Secondly, the derivation of a singularly perturbed form for a multiple time scale non
linear system is proposed, by eliminating some structural constraints and by making the identification
and the separation of the time-scales independent to the model structure. Thirdly, the robust observer
synthesis with respect to perturbations, modeling errors and unknown inputs are presented for state and
unknown input estimation. The difficulty of these studies comes from the fact that the multiple model
depends on unmeasurable premise variables, this case being not intensively studied, whereas it results
naturally from the method of transformation nonlinear system - multiple model. Afterward, fault diagno-
sis is performed using banks of observer to generate and structure residual signals. Finally, this works are
applied to a model of wastewater treatment plant, Activated Sludge Model No.1 (ASM1) that is largely
used in the concerned field.

Keywords . diagnosis, multiple model, state estimation, nonlinear system, modeling, singularly per-
turbed system, wastewater treatment plant.
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