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École doctorale IAEM Lorraine
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(spécialité automatique et traitement du signal)

par

Abdelfettah HOCINE

Composition du jury

Président : M.Ouladsine Professeur à l’Université d’Aix-Marseille
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M. Vergé Professeur à l’ENSAM, Paris
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Introduction générale

Le développement croissant de l'automatisation, au cours de ces deux dernières décennies,
a touché tous les secteurs de l'industrie. La complexité des systèmes industriels qui en
résulte a rendu leur exploitation plus performante et plus vulnérable.
En e�et, l'évolution des technologies a permis l'amélioration des performances des di�é-
rents dispositifs, mais a aussi entraîné une prise en compte de leur �abilité, critère qui
caractérise leur sûreté de fonctionnement. Il s'ensuit que la réalisation de systèmes sûrs
passe par la prise en compte lors de leur conception des préoccupations relatives à leur
aptitude à résister aux éventuelles défaillances matérielles (capteurs, actionneurs, etc.),
logicielles (par exemple, l'algorithme de commande) et humaines.
Ainsi, cette évolution technologique a contribué au développement de nouvelles procédures
de surveillance qui permettent la détection, la localisation et le diagnostic des éventuels dé-
fauts. Ces procédures ou algorithme de surveillance comprennent une étape de génération
d'indicateurs de défauts ou résidus, qui caractérise un écart par rapport aux conditions de
fonctionnement (plusieurs modes de fonctionnement peuvent être répertoriés). Une phase
d'évaluation de ces résidus conduit ensuite à prendre une décision. Or, pour générer ces
résidus, on utilise des informations issues d'un modèle analytique du système, a�n de les
comparer à celles fournies par les instruments de mesure. Une phase préliminaire d'ana-
lyse est donc nécessaire : c'est la structuration de la connaissance ou plus exactement la
modélisation du système. Si l'on considère qu'un système peut changer de mode de fonc-
tionnement à n'importe quel instant (par exemple passage d'un mode de fonctionnement
normal à un mode de fonctionnement en défaut) le système pourra être considéré comme
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Introduction générale

un système à commutation. Cette catégorie de système est à évolution à la fois continue
et événementielle (commutation). Elle appartient à la classe des systèmes dynamiques
hybrides SDH (Zaytoon, 2001). En l'absence d'informations concernant les instants de
commutation due au caractère aléatoire de l'apparition des défauts, nous avons choisi de
modéliser le système réel par un système à commutation markovienne qui est représenté
par un ensemble de modèles de fonctionnement (fonctionnements normaux et anormaux)
et par une matrice de probabilité de transition de Markov qui contient les probabilités de
passage d'un modèle de fonctionnement à un autre. La représentation du système étant
�xé, celle-ci o�re un cadre idéal à l'application de l'estimation multi-modèle (Magill, 1965)
(Bar-Shalom et al., 1989) et (Zhang and Li, 1998). L'intérêt d'utiliser ce type d'estima-
teurs réside dans le fait qu'en plus de l'estimation de l'état du système, les estimateurs
multi-modèle procurent la probabilité d'occurrence ou d'activation de chaque modèle de
fonctionnement. Ces probabilités peuvent être utilisées pour la détection de défaut. Dans
ce travail, nous avons utilisé les spéci�cités de l'estimation multi-modèle a�n de procéder à
la détection et l'isolation des défauts qui peuvent a�ecter un système linéaire. Cependant,
plusieurs améliorations et aménagements ont été apportés à cet estimateur dans le but
d'augmenter les performances du diagnostic.

Organisation

Ce mémoire, décomposé en six chapitres, est organisé de la façon suivante :

Chapitre 1

Après un rappel non exhaustif de quelques notions sur le �ltre de Kalman ainsi que sur
les systèmes à commutation markovienne et leur stabilité, nous introduisons l'estimation
d'état par multi-modèle en relatant les di�érentes formes dont il est fait état dans la
littérature spécialisée.
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Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous utilisons les méthodes d'estimation multi-modèle pour la détec-
tion de défaut où le système est représenté par un ensemble de modèles de bon fonction-
nement et un ensemble de modèles représentants les défauts. Les probabilités d'activation
des modèles issues des estimateurs du chapitre 1 sont utilisées pour la détection, et l'iso-
lation du ou des défauts.

Chapitre 3

Le troisième chapitre est dédié à l'estimation de la matrice de Markov. Nous avons
choisi de présenter deux méthodes (méthode quasi bayésienne et méthode par intégration
numérique) proposées par (Jilkov and Li, 2004) pour e�ectuer cette estimation. Ensuite,
nous les avons intégré à l'estimation multi-modèle a�n d'estimer simultanément la matrice
de Markov et l'état du système ainsi que les probabilités d'activation des modèles de
fonctionnement du système.

Chapitre 4

Nous proposons dans ce chapitre d'intégrer les observateurs à mémoire �nie (OMF)
dans le cadre de la procédure de diagnostic et d'estimation multi-modèle. Ce type d'obser-
vateur nous permet d'estimer les entrées inconnues du système et d'e�ectuer la détection
de défaut simultanément.

Chapitre 5

A�n d'améliorer les performances de détection et d'estimation de l'estimateur multi-
modèle, nous proposons un observateur d'état mixte. Cet observateur est une combinaison
de l'observateur à mémoire �nie et de l'observateur de Luenberger. Il est intégré à une
procédure d'estimation multi-modèle et appliqué à la détection de défaut.
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Introduction générale

Chapitre 6

A�n de limiter la dispersion des probabilités (di�culté à prendre une décision sur le
modèle actif) liée au nombre de �ltres fonctionnant en parallèle, nous proposons dans
ce chapitre, une approche hiérarchisée. Les modèles sont regroupés en di�érents sous-
ensembles. Un "sous-estimateur" est construit en s'appuyant sur tous les modèles de
chaque sous-ensemble. Ces sous-estimateurs constituent ensuite les �ltres élémentaires
d'un estimateur multi-modèle global. Cette approche hiérarchisée permet de déterminer
tout d'abord le sous-ensemble actif (c'est-à-dire le sous-ensemble dont la probabilité de
contenir le modèle actif est la plus élevée) puis le modèle actif au sein de ce sous-ensemble.
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

La complexité croissante des systèmes industriels nécessite le recours à des méthodes
de commande de plus en plus performantes. Ces dernières se basent principalement sur
l'utilisation de l'état du système. Celui-ci n'est pas toujours mesurable et les mesures
disponibles sont souvent entachées de bruits, une procédure d'estimation d'état est donc
incontournable.
Le �ltre de Kalman est l'un des estimateurs les plus utilisés. Élaboré pour un modèle
stochastique, il permet de déterminer d'une manière optimale l'état du système lorsque
ce dernier a été au préalable modélisé. Dans le cas d'une erreur de modélisation ou d'un
changement signi�catif du mode de fonctionnement du système, le �ltre de Kalman dans
sa version de base ne garantit plus des résultats optimaux. Pour résoudre le problème du
changement de mode de fonctionnement, une approche consiste à utiliser un groupe de
�ltres, chaque �ltre étant adapté à un mode particulier. Des hypothèses de sélection de
modèle et de fusion de données basées sur l'estimation fournie par chaque �ltre sont mises
en ÷uvre pour avoir une meilleure estimation d'état, cette approche appartient à la classe
des méthodes d'estimation dites multi-modèle.
Les systèmes à commutation représentent une catégorie importante des systèmes sujets
à des changements dans leur mode de fonctionnement. Dans ce type de systèmes, les
changements sont abrupts (commutations) et peuvent dépendre de l'état et/ou entrées du
système, de la structure du système ou peuvent être aléatoires.
La motivation de cette approche découle du fait qu'il est souvent di�cile de concevoir un
modèle qui tient compte de toute la complexité du système étudié. Les systèmes à commu-
tation sont des systèmes à évolution à la fois continue et événementielle (commutation).
Ils appartiennent à la classe des systèmes dynamiques hybrides SDH (Zaytoon, 2001) qui
permettent de représenter de nombreux systèmes dans des domaines d'application variés
tels que les systèmes de transport, les systèmes �exibles de production, la robotique, etc.
Les commutations entre les modes de fonctionnement peuvent être représentées par des
modèles non stochastiques (automates temporisés, réseaux de Petri temporisés, algèbre
min-max, etc.) ou par des modèles stochastiques (chaîne de Markov, réseaux de �les d'at-
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

tentes, réseaux de Petri stochastiques, etc).
Dans le but de déterminer l'état et le mode actif du système, l'approche multi-modèle est
appliquée dans le cadre des systèmes à commutation markovienne qui sont représentés
par un ensemble de modèles de fonctionnement et par une matrice de probabilités de
transition de Markov.
Cette approche permet la prise en compte des commutations entre les modes. L'occurrence
des modes de fonctionnement est représentée par les probabilités des modes de fonction-
nement (probabilités d'activation) au lieu des fonctions d'activation utilisées dans (Takagi
and Sugeno, 1985), (Gasso et al., 2001), (Gasso, 2000). Cette approche peut être appli-
quée à la fois dans le cas de commutations brutales entre les modes ainsi que dans le cas
de passage progressif du fait que les commutations sont représentées par des probabilités
d'activation et non par des variables binaires.
Ces dernières années, les méthodes d'estimation basées sur l'approche multi-modèle appli-
quées aux systèmes à commutation markovienne ont été l'objet de nombreux travaux. Elles
ont été initiées par Magill dans (Magill, 1965), puis améliorées par Ackerson dans (Acker-
son and Fu, 1970) qui a pris en compte des commutations entre les di�érents modes. En
e�et, l'intérêt de cette approche réside dans sa capacité à traiter des problèmes à variations
paramétriques et/ou structurelles et de décomposer des problèmes d'estimation complexes
en sous-problèmes d'estimation simpli�és. Elle a été utilisé dans de nombreux domaines
tel que le suivi de trajectoire d'une cible (Bar-Shalom et al., 1989), (Bar-Shalom, 1990),
le GPS (global positioning system) (Burnette, 2001), (Chen and Harigae, 2001) ainsi que
la détection de défauts (Zhang and Li, 1998) (Tugnait and Haddad, 1979a).
Ce chapitre sera consacré à la présentation des méthodes d'estimation par multi-modèle
appliquées aux systèmes à commutation markovienne pour les utiliser ultérieurement dans
le cadre du diagnostic et de la détection de défauts appliqués aux systèmes dynamiques
linéaires.
Dans un premier temps, nous commençons par un rappel non exhaustif de quelques no-
tions sur le �ltre de Kalman ainsi que sur les systèmes à commutation markovienne et
leurs stabilité. Ensuite, nous introduisons l'estimation d'état par multi-modèle en relatant
les di�érentes formes dont il est fait état dans la littérature spécialisée.
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1.2. Filtre de Kalman

1.2 Filtre de Kalman

Le �ltre de Kalman résout de façon élégante le problème du �ltrage linéaire. Utilisant
la représentation d'état du système, le �ltre de Kalman se présente sous la forme d'un
ensemble d'équations récurrentes faciles à résoudre d'un point de vue numérique. Sa réali-
sation fournit non seulement l'estimé optimal de l'état du système, mais aussi la variance
de l'erreur d'estimation.
L'évolution de l'état du système est décrite par le système d'équations récurrentes :





x(k) = Ax(k − 1) + Bu(k − 1) + w(k − 1)

z(k) = Cx(k) + v(k)
(1.1)

où x(k) ∈ Rn est le vecteur d'état à l'instant k, A ∈ Rn×n est la matrice d'évolution
d'état, u(k − 1) ∈ Rp est le vecteur de commande à l'instant k − 1, B ∈ Rn×p est la
matrice des gains de l'entrée, C ∈ Rq×n est la matrice des gains de la sortie, z(k) ∈ Rq

est la sortie du système à l'instant k, w(k− 1) ∈ Rn est le bruit sur l'état à l'instant k− 1

en�n v(k) ∈ Rq est le bruit mesure w et v sont blancs, gaussiens et centrés tels que :

E
[
w(k)wT (j)

]
= Q(k)δkj

E
[
v(k)vT (j)

]
= R(k)δkj

E
[
v(k)wT (j)

]
= 0 ∀k, j

(1.2)

où Q(k) et R(k) sont les matrices de variance des bruits et δkj est le symbole de Kronecker

δkj =





1 k = j

0 k 6= j

L'état x(k) et l'observation z(k), qui se déduisent linéairement des bruits v(k), w(k) et
des conditions initiales gaussiennes x(0), avec E [x(0)] = 0, sont eux aussi gaussiens. L'ex-
pression du �ltre de Kalman peut s'obtenir de manière itérative. À partir des conditions
initiales x̂(0 |0) et de la matrice de covariance P (0|0), les équations du �ltre de Kalman
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

discret s'écrivent :

P (k + 1 |k ) = AP (k |k )AT + Q(k)

x̂(k + 1 |k ) = Ax̂(k |k ) + Bu(k)

K(k + 1) = P (k + 1 |k )CT
(
CP (k + 1 |k )CT + R(k + 1)

)−1

x̂(k + 1 |k + 1) = x̂(k + 1 |k ) + K(k + 1)(z(k + 1)− Cx̂(k + 1 |k ))

P (k + 1 |k + 1) = (I −K(k + 1)C) P (k + 1 |k )

(1.3)

Le résidu ν(k + 1) = z(k + 1)− Cx̂(k + 1 |k ) est la di�érence entre la mesure actuelle et
la meilleure prédiction de la mesure, il sert à la réadaptation de l'estimée du �ltre. Si les
hypothèses précédentes (1.2) sur les bruits sont véri�ées, on a :

E [ν(k)] = 0

E
[
ν(k)νT (j)

]
= 0, k 6= j

E
[
ν(k)νT (k)

]
= S(k) = CP (k|k − 1)CT + R(k)

(1.4)

Notons N (V (k); 0, S(k)) la distribution gaussienne de V (k) de moyenne nulle et de ma-
trice de variance S(k) :

N (V (k); 0, S(k)) = |2πS(k)|− 1
2 exp

{
−1

2
V T (k)S−1(k)V (k)

}
(1.5)

La densité de probabilité de ν(k) est alors donnée par :

p (ν(k)) = N (ν(k); 0, S(k)) (1.6)

Si le résidu n'a pas ces caractéristiques, alors les hypothèses (1.2) ne sont pas véri�ées,
cela peut être dû à une mauvaise modélisation du système ou à un défaut sur le système.
À partir des équations (1.5), plus la valeur du résidu et proche de 0 avec une variance
faible, plus la valeur de la densité de probabilité augmente et plus le modèle du système
représente le comportement du système. La valeur de cette densité de probabilité ou
fonction de vraisemblance du modèle, sera un élément important dans l'évaluation des
modèles dans les méthodes multi-modèle exposées par la suite.
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1.3. Système à commutation markovienne à temps discret

1.3 Système à commutation markovienne à temps dis-
cret

Avant d'introduire les systèmes à commutation markovienne, nous allons rappeler
quelques notions sur les chaînes de Markov.

1.3.1 Chaînes de Markov

Une chaîne de Markov est un processus stochastique possédant la propriété Marko-
vienne. Dans un tel processus, la prédiction d'un événement futur à partir de l'événement
présent ne nécessite pas la connaissance du passé.

1.3.2 Chaînes de Markov à espace d'états discret

Une chaîne de Markov en temps discret est une séquence X1, X2, X3, ... de variables
aléatoires. L'ensemble de leurs valeurs possibles est appelé l'espace d'état, la valeur Xt

est l'état du processus à l'instant t.
La distribution de probabilité de Xt+1 conditionnelle aux états passés est donnée par :
P{Xt+1 = A|X1, X2, X3, ..., Xt} = P{Xt+1 = A|Xt}
où A est un état quelconque du processus. L'identité précédente constitue la propriété
Markovienne.
On modélise avec une chaîne de Markov l'évolution au cours du temps de l'état Xt qui
peut prendre un nombre �ni d'états {A1, A2, . . . , An} et qui passe de l'état Ai à l'instant
t à l'état Aj à l'instant suivant t + 1 avec une probabilité πij donnée. Les nombres πij

véri�ent πij ∈ [0, 1] et
∑n

j=0 πij = 1. Si l'espace des états est �ni, alors la distribution de
probabilité peut être représentée par une matrice appelée matrice de transition, dont le
(i, j)ème élément vaut
πij = P{Xt+1 = Aj|Xt = Ai}
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

1.3.3 Description des systèmes à commutation markovienne

Les systèmes physiques peuvent être sujets à des changements brusques dans leurs
comportement, par exemple en cas de panne sur un actionneur ou sur un capteur, ainsi
le changement est souvent imprévisible. Ce type de comportement peut être modélisé par
les systèmes à commutation markovienne. Les systèmes à commutation markovienne ap-
partiennent à la classe des systèmes hybrides, ils contiennent un ensemble de dynamiques
régies par un mode de commutation stochastique. Les commutations sont modélisées par
une chaîne de Markov à espace d'états �ni.
Un système linéaire à commutation markovienne est représenté par un ensemble de mo-
dèles M = {M1, M2, . . . , Mr} où r est le nombre de modèles.
Si le modèle Mj, caractérisé par les matrices Aj, Bj, Cj, est actif à l'instant k, le com-
portement du système est décrit par :





x(k) = Ajx(k − 1) + Bju(k − 1) + w(k − 1)

z(k) = Cjx(k) + v(k)
(1.7)

où x (k) ∈ Rn est le vecteur d'état à l'instant k, u (k) ∈ Rp est le vecteur de commande à
l'instant k, z (k) ∈ Rq est la sortie du système à l'instant k, en�n w (k) ∈ Rn et v (k) ∈ Rq

sont respectivement le bruit d'état et le bruit de mesure considérés blancs, gaussiens et
centrés tels que :

E
[
w(k)wT (j)

]
= Q(k)δkj

E
[
v(k)vT (k)

]
= R(k)δkj

E
[
v(k)wT (j)

]
= 0 ∀k, j

(1.8)

où Q(k) et R(k) sont les matrices de variance des bruits. Dorénavant, on notera Mj(k)

l'événement correspondant à l'activation du modèle Mj à l'instant k. Les transitions d'un
mode à un autre suivent un processus markovien, dé�ni par sa matrice de transition Π

Π =




π11 · · · π1r

... . . . ...
πr1 · · · πrr


 (1.9)

avec
∑r

j=1 πij = 1, i = 1, . . . , r et où πij représente la probabilité de passage du ième

mode au jème mode.
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1.4. Estimation d'état par multi-modèle

π13

π33

π23

π22

π12

π32

π31

π21

π11 M3M2M1

Fig. 1.1 � Système à commutation markovienne

Le système à commutation est représenté sur la �gure 1.1 avec r = 3. L'utilisation de
ce type de système procure un certain avantage dans le cas où les commutations entre
les modèles ne sont pas connues a priori et les informations relatives aux commutations
sont représentées par la matrice des probabilités de transition. La stabilité de ce type de
système hybride peut être étudiée dans le cadre plus général des multi-modèles.

1.4 Estimation d'état par multi-modèle

1.4.1 Description générale

L'idée de base de l'estimation d'état par multi-modèle est de considérer un ensemble
de modèles M qui représente le comportement du système. On construit alors un banc
de �ltres où chaque �ltre est calé sur un modèle de l'ensemble M . L'estimée globale est
donnée par une combinaison des estimées de ces �ltres.
L'approche multi-modèle a été initiée par Magill (Magill, 1965). Les premiers travaux
ont traité le cas des systèmes invariants dans le temps, mais représentés par des modèles
incertains ou inconnus. Plusieurs applications de cet estimateur multi-modèle peuvent
être trouvées dans la littérature sous des noms di�érents, comme "static multiple-model
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

(SMM) algorithm" (Li and Zhang, 2000), "multiple model adaptive estimator" (May-
beck, 1982), "parallel processing algorithm" (Anderson and Moore, 1979) et "�lter bank
method" (Brown, 1983). Ces di�érentes appellations sont relatives à la structure, aux
caractéristiques et aux capacités de cette première génération d'estimateurs multi-modèle
(Li, 1996).
Dans la première génération des algorithmes SMM, les �ltres élémentaires opèrent indi-
viduellement sans aucune interaction entre eux parce qu'il est supposé qu'il n'y a pas de
commutation entre les modes de fonctionnement. Par conséquent, cette méthode n'est pas
e�cace dans le cas des systèmes à commutation fréquentes. Cependant, elle reste e�cace
dans le cas des systèmes à commutations très rares.
A�n de prendre en compte les commutations entres les modes du système, une deuxième
génération d'algorithmes a été développée, notamment l'estimateur "generalized pseudo-
Bayesian estimator" (GPB)(Chang and Athans, 1978) et l'estimateur "interacting mul-
tiple model" (IMM) (Blom and Bar-Shalom, 1988). Pour ces estimateurs, la commutation
d'un mode à un autre est supposée régie par un processus markovien. La principale di�é-
rence entre ce type d'estimateurs et ceux issus des algorithmes SMM réside dans l'étape
de réinitialisation des �ltres.
Dans cette section, nous allons traiter, dans un premier temps, le cas d'estimateurs multi-
modèles sans commutation et chercher à calculer les probabilités d'activation µi(k) des
modèles Mi ainsi que l'estimée globale de l'état. Puis, nous allons considérer le cas de mo-
dèles commutant dans le temps, où plusieurs méthodes seront présentées. La di�érence
entre ces méthodes réside dans la manière d'utiliser l'historique des commutations.
En général l'estimation d'état par multi-modèle est mise en ÷uvre en adoptant la chro-
nologie suivante :

Détermination de l'ensemble des modèles

Les performances d'un estimateur multi-modèle sont largement dépendantes de l'en-
semble des modèles utilisé. De ce fait, une des principales étapes dans la construction d'un
estimateur multi-modèle est la détermination de l'ensemble des modèles M représentatif
du fonctionnement du système. Elle a été étudiée pour les estimateurs multi-modèle dans
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1.4. Estimation d'état par multi-modèle

Li et al. (2005) où le concept de mode et modèle aléatoire a été introduit. Les auteurs
ont représenté les modes de fonctionnement du système par des variables aléatoires a�n
d'introduire la notion de distance probabiliste entre les modèles. Trois méthodes ont été
élaborées en se basant cette notion de distance probabiliste. D'autres résultats sont pré-
sentés dans (Li, 2002; Li et al., 2002) où une étude portant sur l'in�uence du choix de
l'ensemble des modèles sur la qualité de l'estimation de l'état a été conduite. D'autres
résultats ont été élaborés dans (Caputi, 1995; Li, 1998; Sheldon and Maybeck, 1993).

Sélection du �ltre

Plusieurs types de �ltre peuvent être employés pour e�ectuer une estimation d'état
sur la base d'un des modèles de l'ensemble M . Chacun de ces �ltres sera appelé �ltre
élémentaire. Le �ltre de Kalman est largement utilisé, mais on peut recourir à d'autres
types de �ltres, le choix sera motivé par l'application et les objectifs de l'estimation. On
a proposé dans (Hocine et al., 2005a) l'utilisation d'un observateur à mémoire �nie a�n
de réduire les e�ets des bruits. Cette méthode sera exposée dans le chapitre 4 ainsi que
l'utilisation d'un observateur à fenêtre glissante.

Réinitialisation des �ltres

Excepté le cas d'estimateurs multi-modèle pour les systèmes non commutants, les
�ltres élémentaires ne doivent pas opérer indépendamment les uns des autres. L'entrée
de chaque �ltre dépend du comportement des autres �ltres. La réinitialisation de chaque
�ltre sert à créer des interactions entre les di�érents �ltres. Plusieurs con�gurations de
réinitialisation sont possibles. Nombre d'entre elles sont présentées dans (Bar-Shalom and
Li, 1993; Li, 1998).

Elaboration de l'estimée globale

L'estimée globale est obtenue en fusionnant les estimées issues des �ltres élémentaires
basés sur l'ensemble des modèles M . Deux approches sont envisageables :

¦ Pas de décision : l'estimée globale est la somme pondérée des estimées x̂i(k|k) issues

17

te
l-0

01
35

04
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
M

ar
 2

00
7



Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

des di�érents �ltres. Dans ce type d'approche, aucune décision relative au choix du
mode actif n'est prise. Cela revient à prendre en considération toute les estimées
pondérées par leurs probabilités d'activation.

x̂(k |k ) = E [x(k) |z(k) ] =
r∑

i=1

x̂i(k |k )P {Mi |z(k)} (1.10)

¦ Prise de décision : dans ce cas l'estimée globale est calculée en n'utilisant que les N

modèles les plus probables, c-à-d qui ont la probabilité P {Mi |z(k)} la plus élevée.
Autrement dit l'estimée globale est calculée à partir de la somme des N estimées,
issues des �ltres relatifs aux N modèles les plus probables, pondérée par leurs pro-
babilités normalisées de façon à ce que la somme des N probabilités soit égale à 1

(Tugnait and Haddad, 1979a). Dans le cas le plus extrême (N = 1) l'estimée globale
correspond exactement à une des estimées.

1.4.2 Approche multi-modèle pour le cas non commutant

Dans un premier temps, nous considérons que le système évolue selon un unique mode
de fonctionnement. Il s'agit de reconnaître le modèle selon lequel le système observé évolue,
parmi un ensemble M connu de r modèles M = {M1, . . . , Mr}. Mj désigne indi�érem-
ment le modèle numéro j ou l'événement (au sens des probabilités) correspondant à son
occurrence, c-à-d le fait que le modèle Mj soit e�ectivement le modèle selon lequel le
système fonctionne.
L'approche multi-modèle permet le calcul des probabilités d'occurrence de chaque mode
de fonctionnement (probabilité d'activation) à l'instant k à partir de cette même proba-
bilité calculée ou connue a priori à l'instant précédent k − 1.
La probabilité d'activation a priori du mode Mj est dé�nie par :

µj(0) = P{Mj|Z0}, j = 1, . . . , r (1.11)

où Z0 représente l'information a priori et où
∑r

j=1 µj(0) = 1.
La probabilité d'activation du mode Mj à l'instant k est dé�nie par

µj(k) = P{Mj|Zk}, j = 1, . . . , r (1.12)
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1.4. Estimation d'état par multi-modèle

où Zk = [z(0), z(1), . . . , z(k)] représente le vecteur des mesures cumulées jusqu'à l'ins-
tant k avec

∑r
j=1 µj(k) = 1.

En utilisant la formule de Bayes, la probabilité d'activation du jème modèle connaissant
les mesures jusqu'à l'instant k, peut être obtenue de manière récursive :

µj (k) = P
{
Mj

∣∣Zk
}

= P
{
Mj

∣∣z (k) , Zk−1
}

=
p
[
z (k)

∣∣Zk−1, Mj

]
P

{
Mj

∣∣ Zk−1
}

P {z (k) |Zk−1}
=

p
[
z (k)

∣∣Zk−1, Mj

]
P

{
Mj

∣∣ Zk−1
}

∑r
i=1 p [z (k) |Zk−1, Mi ] P {Mi |Zk−1}

on a alors :

µj (k) =
p
[
z (k)

∣∣Zk−1, Mj

]
µj (k − 1)∑r

i=1 p [z (k) |Zk−1, Mi ] µi (k − 1)
j = 1, . . . , r (1.13)

Le premier terme à droite de l'équation (1.13) représente la vraisemblance à l'instant k du
jème mode de fonctionnement. Sous l'hypothèse gaussienne, la vraisemblance peut s'écrire

λj (k) = p
[
z (k)

∣∣Zk−1, Mj

]
= p [νj (k)] = N [νj (k) ; 0, Sj (k)] (1.14)

Sj(k) = CjAjP (k − 1|k − 1)AT
j CT

j + R(k)

νj(k) = z(k)− Cj(Ajx̂j(k − 1|k − 1) + Bju(k − 1))

où R(k) est la covariance du bruit sur la sortie, Sj(k) est la covariance du résidu νj(k)

issu de la di�érence entre la mesure z(k) et l'estimation ẑ(k) calculée par le jème �ltre
représentant le jème mode de fonctionnement.
La probabilité d'activation de chaque mode de fonctionnement est calculée par (1.13) en
utilisant la vraisemblance (1.14) correspondent au jème �ltre.
La procédure d'estimation est illustrée par la �gure 1.2. Sous l'hypothèse que Mj est le
modèle actif, le jème �ltre donne en sortie l'estimée x̂j(k|k) et sa variance associée Pj(k|k)

ainsi que sa fonction de vraisemblance λj(k).
Après l'initialisation des états, les �ltres fonctionnent d'une manière récursive. A l'instant
k, ils utilisent leurs propres estimées calculées à l'instant k − 1 a�n de calculer celles de
l'instant présent k. La fonction de vraisemblance relative à chaque modèle est utilisée pour
la remise à jour des probabilités d'activation. Ces probabilités d'activation sont utilisées
à leur tour pour le calcul de l'estimée globale de d'état et de sa covariance :
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

Mise à jour des  

probabilités d’activation
Calcul de l’estimée globale

λr(k)λ1(k)

. . . . . . Filtre MrFiltre M1

µ1(k) µr(k)

z(k)

x̂(k|k), P (k|k)

Pr(k|k)P1(k|k)

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

x̂1(0|0), P1(0|0) x̂r(0|0), Pr(0|0)

x̂1(k|k) x̂r(k|k)

Fig. 1.2 � Estimateur multi-modèle pour les systèmes non commutants
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1.4. Estimation d'état par multi-modèle

x̂ (k |k ) =
r∑

j=1

µj (k) x̂j (k |k ) (1.15)

P (k |k ) =
r∑

j=1

µj (k)
{

Pj (k |k ) + [x̂j (k |k )− x̂ (k |k )] [x̂j (k |k )− x̂ (k |k )]T
}

(1.16)

Ce résultat est applicable à condition que :

1. Le mode de fonctionnement actif appartient à l'ensemble des modèles M .

2. Un seul mode de fonctionnement est actif pondant toute la durée de l'estimation.

En cas de commutation d'un mode à un autre la deuxième hypothèse n'est plus respectée
et une reformulation de l'approche sera nécessaire pour tenir compte des commutations.

1.4.3 Approche multi-modèle pour les systèmes à commutation

Cette fois, à chaque instant, le système peut fonctionner selon l'un des modèles de
l'ensemble M = {M1, M2, . . . , Mr}, les commutations d'un modèle à l'autre se produi-
sant de manière aléatoire. Si le modèle Mj, caractérisé par les matrices d'état Aj, Bj et
Cj est actif à l'instant k, le comportement du système est décrit par :





x(k) = Ajx(k − 1) + Bju(k − 1) + w(k − 1)

z(k) = Cjx(k) + v(k)
(1.17)

Du fait de la possibilité de commuter à n'importe quel instant, à l'instant k on a rk

historiques de commutation possibles. Le lème historique est représenté par :

Mk, l = {Mi1, l
, . . . , Mik, l

}, l = 1, . . . , rk (1.18)

où it, l est l'indice du modèle à l'instant t appartenant au lème historique. On remarque
que le nombre d'historiques rk est exponentiellement croissant avec le temps. Par exemple
pour r = 2 et à l'instant k = 2, on a rk = 4 séquences possibles

l i1l i2l

1 1 1
2 1 2
3 2 1
4 2 2
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

On suppose que le processus de commutation est un processus markovien régi par une
matrice Π. On note Mj(k) l'événement indiquant qu'à l'instant k le jème modèle est actif.
La probabilité conditionnelle du lème historique est dé�nie par :

µk, l = P{Mk, l|Zk} (1.19)

La lème séquence de modèles jusqu'à l'instant k est représentée par :

Mk, l = {Mk−1, l, Mj(k)} (1.20)

où Mk−1, l est la séquence des (k− 1) premier modèles de la lème séquence et Mj(k) est le
dernier modèle de la séquence à l'instant k. On utilisant la propriété de Markov, on peut
écrire :

P{Mj(k)|Mk−1, l} = P{Mj(k)|Mi(k − 1)} = πij (1.21)

où i représente l'indice du dernier modèle de la séquence Mk−1, l.
L'expression de la densité de probabilité conditionnelle de l'état x à l'instant k est calculée
en utilisant le théorème de la probabilité totale. Ce calcul se fait en supposant que l'en-
semble M représente tous les comportements possibles du système et qu'un seul modèle
est actif à un instant k. On obtient l'expression suivante :

p
[
x(k)

∣∣Zk
]

=
rk∑

l=1

p
[
x(k)

∣∣Mk,l, Z
k
]
P

{
Mk,l

∣∣Zk
}

(1.22)

L'utilisation de la densité de probabilité p[x(k)|Zk] de l'équation (1.22), où p
[
x(k)

∣∣Mk,l, Z
k
]

représente la densité de probabilité de x(k) conditionnelle à l'historique Mk,l et P
{
Mk,l

∣∣Zk
}

la probabilité de cet historique, permet de calculer l'espérance de x(k) et par conséquent
d'obtenir l'expression de l'estimée globale donnée par :

x̂(k) =
rk∑
l=1

x̂k, l(k)P
{
Mk,l

∣∣Zk
}

=
rk∑
l=1

x̂k, l(k)µk, l

(1.23)

où x̂k, l(k) est l'estimée relative au lème historique et rk est le nombre de �ltres nécessaires
à une estimation optimale à l'instant k. On peut remarquer que ce nombre augmente
exponentiellement avec le temps, par conséquent l'approche utilisant tout l'historique est
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1.4. Estimation d'état par multi-modèle

pratiquement irréalisable. La �gure 1.3 représente la procédure d'estimation à l'instant
k = 2 avec r = 2. Elle illustre bien le phénomène d'augmentation du nombre de �ltres
nécessaire à l'estimation.
La probabilité µk, l de l'historique l est développée en utilisant la formule de Bayes de la
façon suivante :

µk, l = P
{
Mk,l

∣∣Zk
}

= P
{
Mk,l

∣∣z(k), Zk−1
} (1.24)

En utilisant le théorème de Bayes, on obtient :

µk, l =
1

c
p
[
z(k)

∣∣Mk,l, Z
k−1

]
P{Mk,l

∣∣Zk−1} (1.25)

où c est une constante de normalisation. Puis, en tenant compte de (1.20) :

µk, l =
1

c
p
[
z(k)

∣∣Mk,l, Z
k−1

]
P

{
Mj(k), Mk−1, l

∣∣Zk−1
}

(1.26)

Une seconde application du théorème de Bayes, permet d'écrire :

µk, l =
1

c
p
[
z(k)

∣∣Mk,l, Z
k−1

]
P

{
Mj(k)

∣∣Mk−1,l, Z
k−1

}
P

{
Mk−1,l

∣∣Zk−1
}

(1.27)

d'où l'expression �nale de la probabilité µk, l :

µk, l =
1

c
p
[
z(k)

∣∣Mk,l, Z
k−1

]
P

{
Mj(k)

∣∣Mk−1,l, Z
k−1

}
µk−1, l (1.28)

En utilisant la propriété de Markov sur l'indépendance du passé, on obtient :

µk, l =
1

c
p
[
z (k)

∣∣Mk, l, Zk−1
]
P {Mj (k) |Mi (k − 1)}µk−1, l (1.29)

ce qui donne :
µk, l =

1

c
λk, l(k)πijµk−1, l (1.30)

où i est l'indice du dernier modèle de la séquence Mk−1, l et où λk, l(k) représente la
vraisemblance, à l'instant k, de l'historique Mk, l. Sous l'hypothèse gaussienne, cette vrai-
semblance peut s'écrire :

λk, l = p
[
z (k)

∣∣Mk, l, Zk−1
]

= p [νk, l] = N [νk, l (k) ; 0, Sk, l] (1.31)

Sk, l = CjAjP (k − 1|k − 1)AT
j CT

j + R(k)
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

l’estimée globale
Calcul de 

Calcul des  
probabilités

probabilités
Calcul des  

Calcul de 
l’estimée globale

Filtre M1 Filtre M2

Filtre M1 Filtre M1Filtre M2 Filtre M2

λ1,1(2) λ1,2(2) λ2,1(2) λ2,2(2)

λ2(1)λ1(1)

x̂2(1|1)
x̂1(1|1)

P2(1|1)
P1(1|1)

P1,1(2|2)

P1,2(2|2)

x̂1,1(2|2)

x̂1,2(2|2)
x̂2,1(2|2)

P2,1(2|2)
x̂2,2(2|2)

P2,2(2|2)

x̂(2|2), P (2|2)

x̂(1|1), P (1|1)

z(1) x̂(0|0), P (0|0)

µ1(1) µ2(1)

µ1,1(2) µ1,2(2) µ2,1(2) µ2,2(2)

z(2)

Fig. 1.3 � Estimateur multi-modèle optimal pour les systèmes commutants
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1.4. Estimation d'état par multi-modèle

νk, l = z(k)− Cj(Ajx̂j(k − 1|k − 1) + Bju(k − 1))

où R(k) est la covariance du bruit sur la sortie, Sk, l est la covariance du résidu νk, l issu
de la di�érence entre la mesure z(k) et l'estimation de la mesure ẑ(k) par le lème �ltre
représentant le lème historique.
L'équation (1.31) procure les vraisemblances des historiques nécessaires au calcul des pro-
babilités des historiques.
Approche pratique
La seule solution à l'augmentation exponentielle du nombre des historiques, ainsi que du
nombre de �ltres nécessaires à l'estimation, est l'utilisation de techniques sub-optimales.
Une des solutions envisageables consiste à garder, à chaque cycle d'estimation, les N histo-
riques ayant les probabilités les plus élevées et à normaliser les probabilités ainsi retenues
de façon à ce que leur somme soit égale à 1.
L'approche pseudo-bayésienne généralisée, en anglais "Generalized Pseudo-Bayesian" (GPB)
consiste à utiliser des historiques de longueur �nie. Le GPB d'ordre 1 (GPB1) considère
seulement les r modèles possibles à l'instant k au lieu de considérer tout l'historique, cela
implique l'utilisation de r �ltres. Le GPB d'ordre 2 (GPB2) considère, à l'instant k, les
modèles possibles aux instants k et k−1 et implique l'utilisation de r2 �ltres, cela revient
à dire que la longueur des historiques est toujours égale à 2.
L'approche "Interacting Multiple Model" (IMM) est similaire au GPB2 dans le fait qu'elle
prend en considération les modèles de l'instant k et k − 1. Son principal avantage réside
dans le fait qu'elle utilise r �ltres au lieu de r2.

1.4.4 Estimateur pseudo-bayésien généralisé du premier ordre

Dans l'approche GPB1, l'estimation d'état est calculée en considérant r modèles pos-
sibles à l'instant k ; il existe donc r possibilités (hypothèses) au lieu des rk de l'approche
optimale.
En appliquant le théorème de la probabilité totale à la densité de probabilité de x(k), on
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

obtient, à la place de (1.22) :

p[x(k)
∣∣Zk ] =

r∑
j=1

p[x(k)
∣∣Mj(k), Zk ]P

{
Mj(k)

∣∣Zk
}

=
r∑

j=1

p[x(k)
∣∣Mj(k), Zk ]µj(k)

'
r∑

j=1

p[x(k) |Mj(k), z(k), x̂(k − 1|k − 1), P (k − 1|k − 1)]µj(k)

(1.32)

L'approximation consiste à remplacer l'information fournie par le vecteur des mesures
Zk−1 par celle issue de l'estimée x̂(k − 1|k − 1), issue du �ltre de Kalman, de l'instant
k − 1 et de sa covariance. Cette approximation est justi�ée intuitivement par le fait que
le calcul de l'estimée est basé sur l'utilisation des mesures Zk−1.
À l'instant k, tout les �ltres calés sur les di�érents modèles Mj, j = 1, 2, . . . , r, four-
nissent, à partir de la connaissance de l'estimée x̂(k − 1|k − 1) et de sa covariance
P (k − 1|k − 1), une estimée x̂j(k|k).
La densité de probabilité de l'estimée x(k) est un mélange de r densités gaussiennes rela-
tives aux r modèles. L'utilisation des propriétés du mélange gaussien permet de calculer
l'estimée x̂(k|k) :

x̂(k|k) =
r∑

j=1

x̂j(k|k)µj(k) (1.33)

et sa covariance

P (k|k) =
r∑

j=1

µj(k){Pj(k|k) + [x̂j(k|k)− x̂(k|k)][x̂j(k|k)− x̂(k|k)]T} (1.34)

Les probabilités d'activation µj(k) de chaque modèle sont mises à jour de façon récurrente
en fonction des informations disponibles à chaque instant.
La �gure 1.4 représente l'agencement des di�érentes étapes de la méthode où r �ltres en
parallèle fournissent des estimées x̂j(k|k) qui sont combinées en une seule estimée globale.
Les probabilités µj(k) des modèles Mj sont mises à jour à chaque cycle de l'estimation.
L'enchaînement des di�érentes opérations est résumé ci-dessous.

Calcul des vraisemblances

À l'instant k, chaque �ltre a comme condition initiale x̂(k − 1|k − 1). Le jème �ltre
fournit en sortie l'estimée x̂j(k|k) et sa covariance Pj(k|k). La vraisemblance du jème
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1.4. Estimation d'état par multi-modèle

probabilités d’activation

Mise à jour des  
Calcul de l’estimée globale

λr(k)λ1(k)

. . . . . .

. . . . . .

. . .. . .
P1(k|k) Pr(k|k)

x̂(k|k), P (k|k)

z(k)

µr(k)µ1(k)

Filtre M1 Filtre Mr. . . . . .

x̂(k − 1|k − 1), P (k − 1|k − 1)

x̂1(k|k) x̂r(k|k)

Fig. 1.4 � Estimateur GPB1
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

modèle j = 1, . . . , r est calculée sous l'hypothèse gaussienne par :

λj (k) = p [z (k) |Mj(k), x̂(k − 1|k − 1), P (k − 1|k − 1)] = p [νj (k)] = N [νj (k) ; 0, Sj (k)]

(1.35)

Sj(k) = CjAjP (k − 1|k − 1)CT
j AT

j + R(k)

νj(k) = z(k)− Cj(Ajx̂(k − 1|k − 1) + Bju(k − 1))

où R(k) est la covariance du bruit sur la sortie, Sj(k) est la covariance du résidu, νj(k)

est issu de la di�érence entre la mesure z(k) et l'estimation ẑ(k) calculée par le jème �ltre
représentant le jème mode de fonctionnement.
Ces vraisemblances seront utilisées pour le calcul des probabilités d'activation des modèles.

Mise à jour des probabilités d'activation

La probabilité d'activation µj(k) du modèle Mj est évaluée en utilisant la formule de
Bayes et en décomposant le vecteur des mesures :

µj(k) = P
{
Mj(k)

∣∣Zk
}

= P
{
Mj(k)

∣∣z(k), Zk−1
}

=
1

c
p
[
z(k)

∣∣Mj(k), Zk−1
]
P{Mj(k)

∣∣Zk−1}
(1.36)

où c est une constante de normalisation donnée par :

c =
r∑

j=1

λj(k)
r∑

i=1

πijµi(k − 1) (1.37)

En utilisant le théorème de la probabilité totale sur P{Mj(k)
∣∣Zk−1}, on obtient :

µj(k) =
1

c
λj(k)

r∑
i=1

P{Mj(k)
∣∣Mi(k − 1), Zk−1}P{Mi(k − 1)

∣∣Zk−1} (1.38)

En utilisant la matrice de Markov, l'équation précédente s'écrit :

µj(k) =
1

c
λj(k)

r∑
i=1

πijµi(k − 1) (1.39)

La formule (1.39) permet un calcul récursif des probabilités d'activation.
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1.4. Estimation d'état par multi-modèle

Calcul de l'estimée globale

L'estimée globale à l'instant k est une somme des estimées x̂j(k|k), j = 1, . . . , r

pondérée par les probabilités d'activation µj(k), j = 1, . . . , r, (voir les équations (1.33),
(1.34)). Cette estimée, ainsi que sa vraisemblance, constitueront les données d'entrée des
�ltres au cycle suivant.

1.4.5 Estimateur pseudo-bayésien généralisé du deuxième ordre

Dans l'algorithme GPB2, l'estimation d'état à l'instant k, est calculée en prenant en
compte les r modes possibles à l'instant k ainsi que ceux à l'instant k−1 ce qui représente
r2 possibilités. Une telle procédure nécessite l'utilisation de r2 �ltres.
Comme dans le cas précédent, la densité de probabilité de x(k) s'écrit :

p[x(k)
∣∣Zk ] =

r∑
j=1

p[x(k)
∣∣Mj(k), Zk ]P

{
Mj(k)

∣∣Zk
}

(1.40)

En appliquant le théorème de la probabilité totale :

p[x(k)
∣∣Zk ] =

r∑
j=1

r∑
i=1

p[x(k)
∣∣Mj(k), Mi(k − 1), Zk ]P

{
Mi(k − 1)

∣∣Mj(k), Zk
}

P
{
Mj(k)

∣∣Zk
} (1.41)

Compte tenu du fait que l'on tient compte d'un historique de longueur égale à 2, on notera
l'introduction du terme P

{
Mi(k − 1)

∣∣Mj(k), Zk
}
qui correspond à la probabilité que le

système ait fonctionné selon le modèle Mi à l'instant k− 1 sachant qu'il fonctionne selon
le modèle Mj à l'instant k et connaissant l'information Zk. Cette probabilité sera ensuite
notée µi|j(k − 1|k). On peut alors écrire :

p[x(k)
∣∣Zk ] =

r∑
j=1

r∑
i=1

p[x(k)
∣∣Mj(k), Mi(k − 1), z(k), Zk−1 ]µi|j(k − 1|k)µj(k) (1.42)

On e�ectue ensuite une approximation en supposant que l'information disponible à l'ins-
tant k−1, (Mi(k−1), Zk−1) peut se résumer à la connaissance de l'estimée x̂i(k−1|k−1)

et sa covariance Pi(k − 1|k − 1) :

p[x(k)
∣∣Zk ] '

r∑
j=1

r∑
j=1

p[x(k) |Mj(k), z(k), x̂i(k − 1|k − 1), Pi(k − 1|k − 1)]µi|j(k − 1|k)µj(k)

(1.43)
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

L'organisation de la méthode GPB2 est présentée à la �gure 1.5. On peut remarquer qu'à
l'instant k − 1 on a r estimées x̂j(k − 1|k − 1), j = 1, . . . , r ; chacune d'entre elles est
utilisée à l'entrée des r �ltres représentant les r modes de fonctionnement à l'instant k,
ce qui signi�e que r2 �ltres sont utilisés à chaque cycle de l'estimation. À la sortie de
ces �ltres, on obtient r2 estimées x̂ij(k|k) {i, j} = 1, . . . , r chacune étant dédiée à un
historique d'ordre deux.
Les estimées correspondant au même modèle à l'instant k sont ensuite combinées avec les
poids µi|j(k − 1|k) pour fournir les r estimées x̂i(k|k). Ces estimées sont ensuite utilisées
à l'entrée du cycle suivant. Par rapport à l'approche GPB1, on remarque qu'on a besoin
de r2 �ltres au lieu de r. L'algorithme suit les étapes suivantes :

Calcul des vraisemblances

Connaissant les estimées x̂i (k − 1 |k − 1) relatives aux r modèles ainsi que leurs co-
variances associées, on peut calculer la vraisemblance de chaque historique {i, j} =

1, . . . , r :

λij (k) = p [z (k) |Mj (k) , x̂i (k − 1 |k − 1) , Pi (k − 1 |k − 1)] i, j = 1, . . . , r (1.44)

Sous l'hypothèse de normalité, on obtient :

λij (k) = p [νij (k)] = N [νij (k) ; 0, Sij (k)] (1.45)

Sij(k) = CjAjPi(k − 1|k − 1)CT
j AT

j + R(k)

νij(k) = z(k)− Cj(Ajx̂i(k − 1|k − 1) + Bju(k − 1))

où Sij(k) est la covariance du résidu νij(k) = z(k)−Cj(Ajx̂i(k−1|k−1)+Bju(k−1)) qui
correspond à l'historique {i, j}. Ces vraisemblances vont servir au calcul des probabilités
des historiques.
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1.4. Estimation d'état par multi-modèle

λ22(k)λ21(k)λ12(k)λ11(k)

µ2(k)µ1(k)x̂(k|k), P (k|k)

x̂2(k − 1|k − 1), P2(k − 1|k − 1)z(k)x̂1(k − 1|k − 1), P1(k − 1|k − 1)

des probabilités
Mise à jourCalcul de

Mélange pour M2Mélange pour M1

P2(k|k)

x̂2(k|k)

P1(k|k)

x̂1(k|k)

µ2|2(k)µ1|2(k)µ2|1(k)µ1|1(k)

P21(k|k) P22(k|k)

x̂22(k|k)x̂21(k|k)

P12(k|k)

x̂11(k|k) x̂12(k|k)

P11(k|k)

Filtre M2Filtre M1Filtre M2Filtre M1

l'estimée globale

Fig. 1.5 � Estimateur GPB2
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

Calcul des probabilités de mélange

La probabilité pour que le modèle Mi soit actif à l'instant k− 1 sachant que le modèle
Mj est actif à l'instant k qu'on appellera probabilité de mélange est donnée par :

µi|j (k − 1 |k ) = P
{
Mi (k − 1)

∣∣Mj (k) , Zk
}

(1.46)

Comme dans les calculs précédents, le vecteur des mesures cumulées Zk a été séparé en
Zk−1 et z(k)

µi|j (k − 1 |k ) = P
{
Mi (k − 1)

∣∣z (k) , Mj (k) , Zk−1
}

(1.47)

Puis en appliquant la formule de Bayes :

µi|j (k − 1 |k ) =
1

cj

p
[
z (k) , Mj (k)

∣∣ Mi (k − 1) , Zk−1
]
P

{
Mi (k − 1)

∣∣Zk−1
}

=
1

cj

p
[
z (k)

∣∣Mj (k) , Mi (k − 1) , Zk−1
]

×P
{
Mj (k)

∣∣Mi (k − 1) , Zk−1
}

P
{
Mi (k − 1)

∣∣Zk−1
}

(1.48)

La formule (1.48) peut être écrite sous la forme :

µi|j (k − 1 |k ) =
1

cj

λij (k) πijµi (k − 1) i, j = 1, . . . , r (1.49)

où µi (k − 1) est la probabilité du modèle Mi à l'instant k− 1, πij étant la probabilité de
transition de Markov et c étant donnée par :

cj =
r∑

i=1

λij (k) πijµi (k − 1) (1.50)

Calcul de l'estimée mélange

L'estimée x̂j(k|k), correspondant au modèle Mj, est dé�nie par :

x̂j (k |k ) =
r∑

i=1

x̂ij (k |k ) µi|j (k − 1 |k ) j = 1, . . . , r (1.51)

et sa covariance :

Pj (k |k ) =
r∑

i=1

µi|j (k − 1 |k )
{

Pij (k |k ) + [x̂ij (k |k )− x̂j (k |k )] [x̂ij (k |k )− x̂j (k |k )]T
}

(1.52)
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1.4. Estimation d'état par multi-modèle

Mise à jour des probabilités d'activation

La probabilité d'activation µj(k) d'un modèle Mj à l'instant k est donnée par :

µj (k) = P
{
Mj (k)

∣∣z (k) , Zk−1
}

=
1

c
P

{
z (k) , Mj (k)

∣∣Zk−1
}

=
1

c

r∑
i=1

P
{
z (k) , Mj (k)

∣∣Mi (k − 1) , Zk−1
}

P
{
Mi (k − 1)

∣∣Zk−1
}

=
1

c

r∑
i=1

p
[
z (k)

∣∣Mi (k − 1) , Zk−1
]
P

{
Mj (k)

∣∣Mi (k − 1) , Zk−1
}

µi (k − 1)

(1.53)
La mise à jour de la probabilité µj est alors donnée par :

µj (k) =
1

c

r∑
i=1

λij (k) πijµi (k − 1) (1.54)

où c, constante de normalisation, est dé�nie par :

c =
r∑

j=1

r∑
i=1

λijπijµi (k − 1) (1.55)

Cette expression permet la remise à jour des probabilités d'activation µj des r modèles.

Calcul de l'estimée globale

Les estimées issues de chaque �ltre sont mélangées pour fournir l'estimée globale à
chaque �n de cycle d'estimation. Cette estimée globale, utilisée comme entrée des �ltres
au cycle suivant, est donnée par :

x̂ (k |k ) =
r∑

i=1

x̂i (k |k ) µi (k) (1.56)

Sa covariance s'explicite :

P (k |k ) =
r∑

i=1

µi (k)
{

Pi (k |k ) + [x̂i (k |k )− x̂ (k |k )] [x̂i (k |k )− x̂ (k |k )]T
}

(1.57)

1.4.6 Estimateur IMM (Interacting Multiple Model Estimator)

L'approche IMM permet l'obtention de performances comparables à l'approche précé-
dente GPB2 en n'utilisant que r �ltres au lieu de r2.
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

L'estimateur IMM fournit, à l'instant k, une estimée x̂(k|k) calculée en utilisant r �ltres
fonctionnant en parallèle. À l'entrée de chaque �ltre, on utilise une combinaison des esti-
mées calculées à l'instant précédent.
En appliquant le théorème de la probabilité totale, la densité de probabilité de x(k) peut
s'écrire :

p
[
x (k)

∣∣Zk
]

=
r∑

j=1

p
[
x (k)

∣∣Mj (k) , Zk
]
P

{
Mj (k)

∣∣Zk
}

=
r∑

j=1

p
[
x (k)

∣∣Mj (k) , Zk
]
µj (k)

(1.58)

La densité de probabilité de x(k) conditionnellement au modèle Mj et au vecteur des
mesures cumulées Zk est donnée par :

p
[
x (k)

∣∣Mj (k) , z (k) , Zk−1
]

=
p [z (k) |Mj (k) , x (k) ]

p [z (k) |Mj (k) , Zk−1 ]
p
[
x (k)

∣∣Mj (k) , Zk−1
]

(1.59)

Le dernier terme de l'équation (1.59) représente cette même densité à l'instant k − 1. Le
développement de ce terme par le théorème de la probabilité totale donne :

p
[
x (k)

∣∣Mj (k) , Zk−1
]

=
r∑

i=1

p
[
x (k)

∣∣Mj (k) , Mi (k − 1) , Zk−1
]
P

{
Mi (k − 1)

∣∣Mj (k) , Zk−1
} (1.60)

Ce développement permet d'introduire la notion d'historique où on prend en considé-
ration les modèles actifs à l'instant k − 1. On e�ectue ensuite une approximation en
supposant que l'information contenue dans l'historique des mesures Zk−1 peut se résumer
à la connaissance des estimées x̂l (k − 1 |k − 1) et leurs covariances Pl (k − 1 |k − 1).

p
[
x (k)

∣∣Mj (k) , Zk−1
] ≈

r∑
i=1

p [x (k) |Mj (k) , Mi (k − 1) , {x̂l (k − 1 |k − 1) , Pl (k − 1 |k − 1)}r
l=1 ]µi|j (k − 1 |k − 1)

(1.61)
p
[
x (k)

∣∣Mj (k) , Zk−1
]

=
r∑

i=1

p [x (k) |Mj (k) , Mi (k − 1) , x̂i (k − 1 |k − 1) , Pi (k − 1 |k − 1)]µi|j (k − 1 |k − 1)

(1.62)
Le terme µi|j (k − 1 |k − 1) correspond à la probabilité que le système ait fonctionné selon
le modèle Mi à l'instant k − 1 sachant qu'il fonctionne selon le modèle Mj à l'instant k

et connaissant l'information Zk−1.
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1.4. Estimation d'état par multi-modèle

La densité de probabilité p
[
x (k)

∣∣Mj (k) , Zk−1
]
de l'équation (1.62) peut être représentée

par un mélange de gaussiennes. l'équation (1.62) devient :

p
[
x (k)

∣∣Mj (k) , Zk−1
]

=
r∑

i=1

N [x (k) ; E [x (k) |Mj (k) , x̂i (k − 1 |k − 1)] , Pi (k − 1 |k − 1)] µi|j (k − 1 |k − 1)

≈ N

[
x (k) ;

r∑
i=1

E [x (k) |Mj (k) , x̂i (k − 1 |k − 1)] µi|j (k − 1 |k − 1) , P0j (k − 1 |k − 1)

]

= N

[
x (k) ; E

[
x (k)

∣∣∣∣Mj (k) ,
r∑

i=1

x̂i (k − 1 |k − 1) µi|j (k − 1 |k − 1)

]
, P0j (k − 1 |k − 1)

]

(1.63)
où Pi (k − 1 |k − 1) est la variance de l'estimée x̂i (k − 1 |k − 1) et P0j (k − 1 |k − 1) est la
variance du mélange

r∑
i=1

x̂i (k − 1 |k − 1) µi|j (k − 1 |k − 1) qui sera exprimée par la suite.
Cette formule est à la base de l'algorithme IMM. L'entrée de chaque �ltre j à l'instant k

est issue de la somme des r estimées x̂i (k − 1 |k − 1) des �ltres à l'instant k− 1 pondérée
par les probabilités µi|j(k − 1|k − 1), appelées probabilités de mélange.
Cette façon de procéder permet de considérer un historique {Mi(k − 1), Mj(k)} tout en
n'utilisant que r modèles au lieu des r2 nécessaires pour la procédure GPB2.
La �gure 1.6 visualise les principales étapes de l'algorithme, où r �ltres fonctionnent
en parallèle. Un mélange des estimées précédentes est réalisé à l'entrée de chaque �ltre.
Comme pour le GPB, on procède au calcul des probabilités des modèles et de l'estimée
globale à l'issue de chaque cycle.
L'algorithme suit les étapes suivantes :

Calcul des probabilités de mélange

La probabilité que le modèle Mi soit actif à l'instant k − 1, si le modèle Mj est actif
à l'instant k, est donnée par :

µi|j (k − 1 |k − 1) = P
{
Mi (k − 1)

∣∣Mj (k) , Zk−1
}

=
1

c̄j

P
{
Mj (k)

∣∣Mi (k − 1) , Zk−1
}

P
{
Mi (k − 1)

∣∣Zk−1
} (1.64)

avec

c̄j =
r∑

i=1

πijµi (k − 1) j = 1, . . . , r (1.65)
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

Calcul des estimées mélange initiales

probabilités d’activation
Mise à jour des  Calcul de l’estimée globale

λr(k)λ1(k)

x̂r(k − 1|k − 1), Pr(k − 1|k − 1)x̂1(k − 1|k − 1), P1(k − 1|k − 1)

x̂(k|k), P (k|k)

x̂r(k|k)x̂1(k|k)

x̂0r(k − 1|k − 1)
x̂01(k − 1|k − 1)

. . . . . .

. . . . . .

. . .. . .
P1(k|k) Pr(k|k)

µr(k)µ1(k)

Filtre Mr. . . . . .
P02(k − 1|k − 1)

P01(k − 1|k − 1)

Filtre M1

z(k)

Fig. 1.6 � Estimateur IMM
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1.4. Estimation d'état par multi-modèle

Cette probabilité peut être réécrite en prenant en considération les probabilités de tran-
sition πij de Markov :

µi|j (k − 1 |k − 1) =
1

c̄j

πijµi (k − 1) i, j = 1, . . . , r (1.66)

Les probabilités µi|j (k − 1 |k − 1) vont être utilisées pour le calcul des estimées mé-
langes à l'entrée des �ltres.

Calcul des estimées mélanges

Elles sont calculées en combinant les estimées issues des �ltres calculées à l'instant
précédent x̂i(k − 1|k − 1) et les probabilités mélanges µi|j (k − 1 |k − 1) :

x̂0j (k − 1 |k − 1) =
r∑

i=1

x̂i (k − 1 |k − 1)µi|j (k − 1 |k − 1) j = 1, . . . , r (1.67)

La covariance associée à cette estimée s'écrit :

P0j (k − 1 |k − 1) =
r∑

i=1

µi|j (k − 1 |k − 1) {Pi (k − 1 |k − 1)

+ [x̂i (k − 1 |k − 1)− x̂0j (k − 1 |k − 1)]

× [x̂i (k − 1 |k − 1)− x̂0j (k − 1 |k − 1)]T
}

j = 1, . . . , r

(1.68)

Le calcul des estimées mélanges x̂0j (k − 1 |k − 1) initiales est déduit directement de
l'équation (1.63).
L'estimée mélange x̂0j(k − 1|k − 1) sera utilisée à l'entrée du jème �ltre qui donnera en
sortie l'estimée x̂j(k − 1|k − 1) et sa variance Pj(k − 1|k − 1).

Calcul des vraisemblances

La fonction de vraisemblance d'un modèle Mj à l'instant k est donnée par :

λj (k) = p
[
z (k)

∣∣Mj (k) , Zk−1
]

(1.69)

elle est évaluée en utilisant l'estimée mélange x̂0j (k − 1 |k − 1) est sa variance :

λj (k) = p [z (k) |Mj (k) , x̂0j (k − 1 |k − 1) , P0j (k − 1 |k − 1)] j = 1, . . . , r (1.70)
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

Sous l'hypothèse de la normalité des bruits entachant les mesures et les états du système
la vraisemblance peut s'écrire :

λj (k) = p [νj (k)] = N [νj (k) ; 0, Sj (k)] (1.71)

Sj(k) = CjAjPj(k − 1|k − 1)CT
j AT

j + R(k)

νj(k) = z(k)− Cj(Ajx̂0j(k − 1|k − 1) + Bju(k − 1))

où Sj(k) est la variance du résidu νj(k) qui correspond au jème modèle. Ces vraisemblances
vont servir au calcul des probabilités des modèles.

Mise à jour des probabilités d'activation

La probabilité d'activation µj(k) d'un modèle Mj à l'instant k est donnée par :

µj (k) = P
{
Mj (k)

∣∣Zk
}

=
1

c
p
[
z (k)

∣∣Mj (k) , Zk−1
]
P

{
Mj (k)

∣∣Zk−1
}

=
1

c
λj (k)

r∑
i=1

P
{
Mj (k)

∣∣Mi (k − 1) , Zk−1
}

P
{
Mi (k − 1)

∣∣Zk−1
}

=
1

c
λj (k)

r∑
i=1

πijµi (k − 1) j = 1, . . . , r

(1.72)

avec

c =
r∑

j=1

λj (k)
r∑

i=1

πijµi (k − 1) (1.73)

Ces probabilités d'activation sont utilisées pour le calcul de l'estimée globale ainsi que
pour la détection du mode actif à l'instant k comme nous allons le voir dans le chapitre
2.

Calcul de l'estimée globale

Les sorties de chaque �ltre sont mélangées en une seule estimée globale à chaque �n
de cycle d'estimation :

x̂ (k |k ) =
r∑

i=1

x̂i (k |k ) µi (k) (1.74)
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1.5. Conclusion

La variance de cette estimée s'explicite :

P (k |k ) =
r∑

i=1

µi (k)
{

Pi (k |k ) + [x̂i (k |k )− x̂ (k |k )] [x̂i (k |k )− x̂ (k |k )]T
}

(1.75)

Cette estimée qui constitue la sortie de l'estimateur ne sera pas cependant réutilisée
pendant le cycle suivant.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé, dans un premier temps, quelques notions concer-
nant le �ltre de Kalman et les systèmes à commutation markovienne, nécessaires à la
compréhension et à la mise en oeuvre des estimateurs multi-modèle. Puis, nous avons
présenté les di�érentes approches de l'estimation multi-modèle. La première génération
des estimateurs multi-modèle est basée sur l'hypothèse exprimant que le modèle actif ne
change pas avec le temps. Cette approche ne permet pas une bonne estimation dans le cas
d'un changement fréquent de mode de fonctionnement. Des estimateurs conçus pour les
systèmes à commutations markoviennes ont été ensuite dé�nis. Plusieurs algorithmes ont
été présentés ; ils di�èrent dans la manière dont ils utilisent l'historique des commutations
ainsi que dans le mode de réinitialisation des �ltres.
Dans le chapitre suivant, nous présentons une méthode de détection de défaut à base des
estimateurs multi-modèle décrits dans ce chapitre.
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Chapitre 1. Méthodes d'estimation d'état par multi-modèle pour les systèmes à commutation

40

te
l-0

01
35

04
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
M

ar
 2

00
7



2
Diagnostic des systèmes à commutation

Sommaire
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.2 Principes fondamentaux du diagnostic . . . . . . . . . . . . . . 44

2.2.1 Surveillance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.2.2 Diagnostic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.2.3 Prise de décision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.2.4 Performance d'une procédure de diagnostic . . . . . . . . . . . 47

2.3 Estimateurs multi-modèles pour le diagnostic . . . . . . . . . 48

2.3.1 Modèle de défaut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.3.2 Détection de défaut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.3.3 Construction de la matrice de Markov . . . . . . . . . . . . . . 53

2.3.4 Évaluation des performances de la méthode . . . . . . . . . . . 54

41

te
l-0

01
35

04
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
M

ar
 2

00
7



Chapitre 2. Diagnostic des systèmes à commutation

2.4 Exemple de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

42

te
l-0

01
35

04
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
M

ar
 2

00
7



2.1. Introduction

2.1 Introduction

C'est une évidence de constater que la commande des systèmes devient de plus en plus
complexe ; cela est dû à la nature des systèmes, mais aussi à la volonté de contrôler tous
les paramètres et toutes les perturbations a�ectant le système. Dans cette dynamique
s'est développée la discipline de la sûreté de fonctionnement.
Pour un grand nombre d'applications, il est nécessaire d'implanter un système de sur-
veillance a�n de détecter, isoler, voire identi�er tout dysfonctionnement.
Un système de surveillance doit permettre de caractériser le mode de fonctionnement d'un
système à partir d'informations préalablement collectées, en reconnaissant et en indiquant
les anomalies de comportement. Cette surveillance peut être réalisée en mode exploitation
ou en mode hors exploitation, chacun des modes présente un certain nombre d'avantages
et d'inconvénients.
Le mode d'implémentation en exploitation permet de réagir rapidement en cas de pro-
blèmes et s'accompagne souvent d'une procédure de maintenance sur site. Il impose un
traitement en temps réel des di�érents signaux. Le mode d'implémentation hors exploi-
tation permet de faire de la maintenance préventive et peut être utilisé en complément
du mode d'implémentation en exploitation lorsque celui-ci ne permet pas de préciser la
raison du dysfonctionnement du système. Les techniques de FDI sont généralement basées
sur l'estimation de l'état de fonctionnement du système et l'analyse de cet état vis-à-vis
d'états de référence traduisant le fonctionnement correct du système. En pratique, il est
souvent plus simple de générer une estimation de la sortie du système. A partir de cette
estimation, on calcule un résidu, di�érence entre la sortie mesurée et la sortie estimée, et
qui a la propriété d'être sensible aux défauts. L'estimation d'état ou de sortie du système
est à la base des méthodes de FDI et l'estimation par multi-modèle est un outil adapté
pour la détection de défauts qui, elle aussi, se base sur le calcul de résidus.
Dans ce chapitre, nous allons utiliser les méthodes d'estimation multi-modèle pour la
détection de défaut où le système sera représenté par un ensemble de modèles de bon
fonctionnement et un ensemble de modèles représentant les défauts. Les probabilités d'ac-
tivation des modèles issues des estimateurs du chapitre 1 vont servir à la détection, l'iso-
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Chapitre 2. Diagnostic des systèmes à commutation

lation ainsi que l'identi�cation du ou des défauts.

2.2 Principes fondamentaux du diagnostic

2.2.1 Surveillance

La surveillance d'un système repose sur l'observation des processus (ensemble de phé-
nomènes organisés dans le temps) qui régissent le comportement du système. Cependant,
la surveillance n'a pas seulement pour fonction de centraliser et visualiser les informations.
Elle a également pour fonction de déterminer le fonctionnement courant du système, de
détecter le passage d'un fonctionnement normal vers un fonctionnement anormal et de
caractériser ce changement de fonctionnement en déterminant sa cause. Cette seconde
fonction est désignée par le terme diagnostic.

2.2.2 Diagnostic

Le diagnostic consiste à détecter un fonctionnement anormal au sein du système et à
déterminer sa cause en localisant le ou les composants du système présentant une ano-
malie de fonctionnement et, éventuellement, en caractérisant l'anomalie (sévérité, instant
d'apparition, durée, etc.). Typiquement, le diagnostic débute par la comparaison entre le
comportement ou le fonctionnement réel du système (dont une image est fournie par les
observations) et le comportement ou le fonctionnement théorique attendu fourni par le
modèle.

Modèle

Un système physique étant un ensemble constitué de composants interconnectés, un
modèle d'un système est donc une description de sa structure physique et une représenta-
tion comportementale et/ou fonctionnelle, abstraite, de chacun de ses composants (Kleer
and Williams, 1987). Le diagnostic peut ainsi faire appel à divers niveaux de modélisa-
tion, chacun se référant à des degrés de connaissance di�érents du système, structurelles,
comportementales, fonctionnelles. La représentation structurelle décrit les interconnexions
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2.2. Principes fondamentaux du diagnostic

des composants d'un système physique (la structure du système peut être représentée, par
exemple, sous forme d'une matrice d'incidence). La représentation comportementale est
constituée de relations entre les di�érents phénomènes qui régissent le comportement du
système. Suite à la comparaison entre les comportements observé et attendu, toute in-
cohérence est alors révélatrice d'une ou de plusieurs anomalies de comportement. Les
incohérences sont ainsi considérées comme des signes de défauts ou des symptômes de
défaillances. Introduisons maintenant la notion de défaillance et de défaut qui sont des
termes très utilisés par la suite.

Défaillance

Une défaillance se rapporte à une anomalie fonctionnelle. L'adjectif défaillant est em-
ployé pour quali�er un système physique ou un composant dont une ou plusieurs fonctions
sont altérées. Par abus, nous quali�ons de défaillant un système physique ou un compo-
sant qui présente une anomalie fonctionnelle. En cas de cessation fonctionnelle, le terme
panne est utilisé, c'est-à-dire l'inaptitude d'un composant à accomplir sa fonction.

Défaut

La notion de défaut, quant à elle, se rapporte à une anomalie de comportement au
sein d'un système physique. Dans la littérature, un défaut est souvent dé�ni comme tout
écart entre la caractéristique observée sur le dispositif et la caractéristique de référence
(Afnor, 1994). La notion de défaut est donc voisine de celle de défaillance. Toutefois, un
défaut n'implique pas nécessairement une défaillance car un défaut, lié au comportement,
est plus général qu'une défaillance, qui est quant à elle liée aux fonctions qui peuvent
être toujours remplies malgré la présence d'un défaut. La description comportementale
est plus détaillée que la description fonctionnelle et l'inclut donc. De la même manière,
la notion de défaut inclut celle de défaillance ; un défaut n'altère pas nécessairement le
fonctionnement d'un système physique mais peut présager d'une défaillance à venir.
Dans la pratique, un processus est composé de trois groupes d'organes : les actionneurs,
les capteurs et le processus. Le comportement de l'ensemble dépend de chaque composant.
Une défaillance peut donc surgir dans un ou plusieurs de ces organes.
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Chapitre 2. Diagnostic des systèmes à commutation

Le diagnostic nécessite alors un ensemble de tests permettant de révéler des incohérences
entre les observations et le modèle, signes de défauts ou symptômes de défaillances. L'ob-
jectif est ensuite de localiser le ou les composants ayant un comportement ou un fonction-
nement anormal à partir des incohérences révélées par la procédure de diagnostic. Pour
cela, un ensemble d'hypothèses sur l'origine possible des anomalies est généré. Chacune
des hypothèses est formulée en termes de changements dans la structure, le comportement
ou le fonctionnement du système. La localisation consiste à rechercher les hypothèses per-
mettant d'expliquer l'ensemble des incohérences observées.

Détection et localisation

La détection consiste à prendre une décision binaire : soit le système fonctionne cor-
rectement, soit une panne s'est produite. Le résultat de la procédure de détection est une
alarme signi�ant que le fonctionnement réel du système ne concorde plus avec le modèle
de fonctionnement sain.
Isoler revient à attribuer le défaut au module défectueux du système : capteur, actionneur,
processus ou unité de commande.
Diagnostiquer consiste à e�ectuer la classi�cation des défauts selon certains paramètres
qui les caractérisent : instant d'apparition, amplitude. Cette étape consiste également à
prévoir l'évolution des défauts et à quanti�er leur degré de sévérité.

2.2.3 Prise de décision

Une fois le fonctionnement incorrect du système constaté, il est primordial d'agir
de façon à maintenir les performances souhaitées ou à limiter les dégradations sur le
système réel. Cette prise de décision permet de choisir entre plusieurs options comme
arrêter le système pour faire de la maintenance ou accepter un fonctionnement dégradé.
Il peut encore s'agir, quand cela est possible, de recon�gurer ou de réorganiser le système
(Beard, 1971). Le rôle de la recon�guration est de s'a�ranchir des conséquences du défaut
pour conserver les performances initiales lorsque cela est possible ou encore d'assurer
un fonctionnement dégradé du système si celui-ci est tolérable. Il est important que le
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2.2. Principes fondamentaux du diagnostic

défaut soit identi�é avec exactitude (étendue, amplitude, type, cause) a�n d'en permettre
sa compensation éventuelle. La recon�guration peut porter sur le système de régulation
(ou une partie de celui-ci), sur la structure de la loi de commande, sur le processus
physique (en présence de redondance matérielle, on peut basculer sur les éléments ayant
un fonctionnement correct).

2.2.4 Performance d'une procédure de diagnostic

La phase de détection est très importante dans le processus de surveillance du système.
Si cette étape n'est pas correctement réalisée, les défauts peuvent être mal ou pas détectés
ou de fausses alarmes peuvent apparaître. Les performances souhaitées d'un système de
détection ont été décrites par (Patton et al., 1989) :

� la détection de défaut naissant,
� la rapidité de détection,
� l'isolation et la caractérisation des défauts détectés,
� la minimisation du nombre de fausses alarmes,
� la minimisation des mauvaises détections.

Les performances attendues d'une procédure de détection et d'isolation de défauts re-
posent sur la dé�nition de critères de la méthode de diagnostic. Ils se décomposent en
critères à minimiser :

� le retard à la détection,
� le taux de fausse alarme et de mauvaise détection,
� le temps de calcul pour une utilisation en temps réel,

et en critères à maximiser :
� la sensibilité à des défauts de faible amplitude,
� l'insensibilité aux bruits et aux perturbations ainsi qu'aux incertitudes sur les pa-

ramètres du modèle du système.
Les critères peuvent être contradictoires, ce qui nécessitera la mise en place d'une op-
timisation. Certaines méthodes de détection vont avantager certains de ces critères et
pénaliser d'autres.
Pour les systèmes sujets à des bruits, les hypothèses sont souvent faites en considérant
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Chapitre 2. Diagnostic des systèmes à commutation

ces bruits comme aléatoires et non-corrélés entre eux. Si les bruits sont non-stationnaires
et non-gaussiens, alors les performances de la détection en seront a�ectées.
Une procédure de détection de défauts permet de détecter di�érents dysfonctionnements
du système lorsque ce dernier n'est plus en fonctionnement normal (défauts de capteurs,
d'actionneurs, variations de paramètres, changements de structure, présence de bruits,
...). Nous devons donc focaliser l'action de détection sur ce qui nous intéresse en s'af-
franchissant des autres phénomènes qui seront considérés comme des perturbations. La
procédure de détection est alors conçue a priori pour des types particuliers de défauts.

2.3 Estimateurs multi-modèles pour le diagnostic

Dans cette partie, nous appliquerons les méthodes d'estimation d'état présentées au
chapitre précédent pour la détection de défaut et le diagnostic des systèmes à commuta-
tion.
Les méthodes d'estimation multi-modèle sont élaborées pour des systèmes sujets à des
changements structurels et/ou paramétriques. Elles sont naturellement adaptées à la dé-
tection de défaut car, dans la réalité, un système peut être souvent représenté par un ou
plusieurs modèles de bon fonctionnement, mais également par un ensemble de modèles dé-
crivant les situations de défaut de capteurs, d'actionneurs ou de dommages sur les autres
composants du système. Ainsi, le fonctionnement global du système peut être décrit par
un ensemble de modèles que l'on peut réunir dans une structure multi-modèle.
Les estimateurs multi-modèles ont été appliqués au diagnostic, dans un premier temps,
sous leur version qui ne tient pas en compte des commutations (estimateur multi-modèle
non commutant) (Gustafson and al., 1978), (Maybeck, 1982), (Menke and Maybeck, 1995),
(Napolitano and Swaim, 1992). Cette approche est appropriée dans le cas d'incertitudes
paramétriques et/ou structurelles, mais ne convient pas aux systèmes à commutation.
A�n d'adapter ces estimateurs aux systèmes à commutation, plusieurs techniques ont été
proposées dans (Gustafson and al., 1978), (Maybeck, 1982), (Menke and Maybeck, 1995)
sans pour autant intégrer la notion de commutation markovienne dans l'algorithme d'es-
timation.
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2.3. Estimateurs multi-modèles pour le diagnostic

Des méthodes plus récentes, tel que le GPB et l'IMM (Bar-Shalom and Li, 1993), (Blom
and Bar-Shalom, 1988), ont permis la prise en compte des commutations entre les dif-
férents modes de fonctionnement du système. Ces méthodes sont mieux adaptées à la
détection de défaut a�ectant les systèmes à commutation et ont été appliquées avec suc-
cès au diagnostic dans (Tudoroiu and Khorasani, 2005), (Rago et al., 1998), (Hashimoto
and Kawashima, 2001), (Fang et al., 1999), (Zhang and Li, 1998), (Zhang and Jiang,
2001). Elle s'appuient sur l'utilisation d'un banc de �ltres disposés en parallèle, chaque
�ltre étant calé sur un modèle local associé à un comportement particulier du processus
réel. A partir de l'évaluation des résidus des �ltres, on peut détecter le modèle actif et
donc détecter les défauts si ceux-ci sont représentés par des modèles appropriés.

2.3.1 Modèle de défaut

L'ensemble M des modèles sur lequel on va s'appuyer pour réaliser l'estimateur multi-
modèle sera composé des modèles de bon fonctionnement et des modèles de défaut. Cer-
tains modèles du système en défaut peuvent être déduits des modèles de bon fonctionne-
ment. Par exemple, on peut modéliser un défaut d'actionneur en modi�ant la matrice de
commande d'un modèle de bon fonctionnement.
La construction de l'ensemble des modèles de défaut et plus particulièrement leur nombre
dépend largement de l'application considérée. L'importance de la construction de l'en-
semble des modèles a été largement souligné dans la littérature et la di�culté principale
dans l'élaboration des estimateurs multi-modèle est la construction de cet ensemble de
manière à ce qu'il représente �dèlement le comportement du système. La construction de
l'ensemble des modèles pour la détection de défauts nécessite des informations a priori
sur le type du défaut.
Un défaut multiplicatif d'actionneur peut être modélisé par la modi�cation d'une colonne
de la matrice de commande B. Ainsi, un défaut sur le ième actionneur est pris en compte
en écrivant le système sous la forme :

x (k) = Ax (k − 1) + (B + Dai
) u (k − 1) + Gw (k − 1) (2.1)
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Chapitre 2. Diagnostic des systèmes à commutation

où Dai
est une matrice qui a la même dimension que B et dont toutes les composantes

sont nulles sauf celles de la ième colonne qui caractérise le défaut multiplicatif sur le ième

actionneur du fait de sa modi�cation. Dans le cas d'une panne totale sur le ième actionneur,
on choisit la ième colonne de Dai

de manière à ce que sa somme avec la ième colonne de B

soit nulle.
De la même manière, on peut décrire un défaut multiplicatif de capteur par :

z (k) =
(
C + Dcj

)
x (k) + v (k) (2.2)

où Dcj
est une matrice qui a la même dimension que C et dont toutes les composantes

sont nulles sauf celles de la jème ligne qui caractérise le défaut multiplicatif sur le jème

capteur. Dans le cas d'une panne totale sur le jème capteur, on choisit la jème ligne de Dcj

de manière à ce que sa somme avec la jème ligne de C soit nulle.
Des situations plus complexes peuvent être envisagées, incluant des défauts total ou par-
tiel d'actionneur, des défauts a�ectant des capteurs ou d'autre composantes du système.
Cette multiplicité de situations de défaut motive l'utilisation des multi-modèles et en
particulier l'utilisation des systèmes à commutation markovienne où on prend en consi-
dération tout les modèles à chaque instant.
Le système considéré est représenté par un système à commutation markovienne dé�ni
par l'ensemble de modèles M = {M1, M2, . . . , Mr} où r est le nombre de modèles. Le
comportement du système, pour chaque modèle d'évolution d'état Mj, est caractérisé par
les matrices Aj, Bj, Cj, Gj décrivant le système dynamique suivant :





x(k) = Ajx(k − 1) + Bju(k − 1) + w(k − 1)

z(k) = Cjx(k) + v(k)

où, à l'instant k, x (k) ∈ Rn est le vecteur d'état, u (k) ∈ Rp est le vecteur de commande,
z (k) ∈ Rq est la sortie du système, en�n w (k) ∈ Rn et v (k) ∈ Rq sont respectivement le
bruit d'état et le bruit de mesure considérés blancs, gaussiens et centrés.
Les transitions d'un modèle à un autre suivent un processus markovien, dé�ni par sa
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2.3. Estimateurs multi-modèles pour le diagnostic

matrice de transition Π :

Π =




π11 · · · π1r

... . . . ...
πr1 · · · πrr




2.3.2 Détection de défaut

L'évolution temporelle de la probabilité d'activation des modèles, calculée par les es-
timateurs multi-modèles du chapitre 1, donne des informations sur les modi�cations qui
peuvent survenir en cours du fonctionnement du système. En e�et, comme on l'a vu
précédemment, à l'issue d'un cycle d'estimation, l'estimateur multi-modèle a�ecte une
probabilité µi(k) à chaque modèle Mi. L'analyse de ces probabilités permet de détecter
et d'isoler les défauts à partir de règles de décision dé�nies à cet e�et. Certaines d'entre
elles sont construites de manière à minimiser l'in�uence des perturbations et à favoriser
une prise de décision sans ambiguïté.

Règles de décision

Le choix de la règle de décision et de ses paramètres dépend du système, du niveau
de bruit sur les signaux et de la distance entre les modèles. Plusieurs règles de décision
peuvent être employées.

� Règle 1 : prise en compte de la probabilité d'activation la plus importante

µi (k) = max
j

µj (k) (2.3)

* si µi (k) ≥ δ le modèle i est déclaré actif à l'instant k,

* sinon le modèle i est déclaré inactif à l'instant k ainsi que les autres modèles,

La valeur du seuil δ ∈ [0, 1] dépend du nombre de modèles, du niveau de bruit et
des performances souhaitées. Si l'on augmente δ, on risque de ne plus détecter le
modèle actif et si on le diminue, on risque de faire des fausses détections (fausse
alarme). Un nombre important de modèles implique une diminution de δ à cause
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Chapitre 2. Diagnostic des systèmes à commutation

de la dispersion des probabilités (la somme des probabilités reste toujours égale à 1

tandis que leur nombre est plus important).
Une autre règle peut être envisagée a�n d'exploiter le contraste entre les probabilités
des di�érents modèles.

� Règle 2 : prise en compte du contraste entre les deux probabilités les plus importantes




µi1 (k) = max
j

µj (k)

µi2 (k) = max
j 6=i1

µj (k)
(2.4)

βj (k) =
µi1 (k)

µi2 (k)
(2.5)

* si βj (k) ≥ δ le modèle i1 est déclaré actif à l'instant k,

* sinon le modèle i1 est déclaré inactif à l'instant k ainsi que les autres modèles.

Cette règle permet de diminuer le risque de fausse alarme. Même si la probabilité µi1

est faible, si la deuxième probabilité la plus élevée µi2 est faible proportionnellement
à µi1 , alors l'activation du modèle i1 est justi�ée.

Avantages de la méthode

L'utilisation des méthodes d'estimation multi-modèle présentées dans le chapitre pré-
cédent o�re de nombreux avantages pour le diagnostic par rapport aux autres méthodes.
Ces avantages résident dans le fait que la prise de décision permet non seulement la dé-
tection du défaut, mais procure aussi des informations sur le type de défaut (défaut sur
un actionneur ou sur un capteur ...), la localisation (quel est l'actionneur ou le capteur
en défaut), l'amplitude du défaut ainsi que son instant d'occurrence. Autrement dit, la
technique réalise simultanément la détection et le diagnostic.
La détection de défaut est faite en même temps que l'estimation de l'état du système ce
qui donne un certain avantage à la méthode. L'estimée globale tient compte des défauts
qui peuvent a�ecter le système et pourra donc être utilisée sans aucune recon�guration
de l'estimateur.
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2.3. Estimateurs multi-modèles pour le diagnostic

Cette approche peut être associée à une procédure de commande tolérante au défaut a�n
de permettre une recon�guration de la commande. Dans (Zhang and Jiang, 2001) l'idée est
de considérer un contrôleur issue d'une combinaison de contrôleurs associés aux di�érents
modèles pondérée par les probabilités d'activation des modèles.

2.3.3 Construction de la matrice de Markov

La matrice de Markov est généralement considérée comme un paramètre de réglage
de la méthode. Dans la majorité des cas, elle est déterminée préalablement à l'estimation
d'état. Cependant, elle peut être également estimée en ligne. Dans le chapitre 3, une
procédure d'estimation simultanée de la matrice de Markov et de l'état du système sera
exposée.
La détermination a priori de la matrice de Markov pour les multi-modèles a été traitée
dans (Bar-Shalom and Li, 1993), (Blackman and Popoli, 1999), (Blair and Watson, 1992),
(Bloomer and Gray, 2002) et (Busch and Blackman, 1995). L'approche la plus utilisée
consiste à prendre en compte le temps de séjour moyen sur un modèle (Bar-Shalom,
1990) (Li and Bar-Shalom, 1993). La probabilité de se maintenir sur un modèle déterminé
est donnée par :

πii = max{li, 1− T

τi

} (2.6)

où τi représente le temps de séjour moyen sur le ième modèle, πii est la probabilité de
de se maintenir sur le modèle Mi et T est la période d'échantillonnage, li représente la
borne inférieure de la probabilité de transition. En pratique, la valeur de τi est supérieure
à celle de la période d'échantillonnage T . Les probabilités de passage du modèle Mi vers
les autres modèles sont données par :

πij =
1− πii

r − 1
, j = 1, . . . , r, i 6= j (2.7)

Une mauvaise détermination de la matrice de Markov peut introduire des retards sur la
détection du mode et peut aussi augmenter la sensibilité vis-à-vis du bruit. C'est pour
cette raison que l'on va exposer deux méthodes d'estimation de la matrice de Markov a�n
d'avoir une valeur de la matrice proche de la réalité.

53

te
l-0

01
35

04
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
M

ar
 2

00
7



Chapitre 2. Diagnostic des systèmes à commutation

2.3.4 Évaluation des performances de la méthode

Indice de performance

A�n d'évaluer la performance du diagnostic par les méthodes multi-modèles proposées
dans le chapitre précédent des critères de performance ont été dé�nis. Ces critères prennent
en considération di�érents aspects tel que la détection, la localisation, le délai de détection
et les fausses alarmes. Pour cela on dé�nit les indicateurs suivants :

� le taux de fausses alarmes (FA) qui est le ratio entre le nombre de fausses alarmes
et le nombre de fois où le système est en bon fonctionnement,

� le taux de non détection (ND) qui est le ratio entre le nombre de fois où la méthode
n'a pas abouti à la détection du défaut et le nombre de fois où le système est en
défaut,

� le taux de bonne détection est d'isolation (BDI) qui est le ratio entre le nombre de
fois où on a détecté le bon mode de fonctionnement et le nombre d'échantillons,

� le taux d'isolation incorrect du défaut (IID) est le ratio entre le nombre de cas où
on a une détection de défaut mais le défaut isolé n'est pas le bon et le nombre de
fois où le système est en défaut,

� le temps moyen de détection (TMD) qui est donné par la moyenne des retards à la
détection.

La règle 2 décrite précédemment est utilisée pour décider du modèle actif. Les di�érents
critères sont calculés en comparant le modèle choisi par la règle 2 avec le vrai mode de
fonctionnement. Pour l'évaluation de la méthode, un scénario des commutations est établi
préalablement et les instants de commutation sont connus a�n de pouvoir les comparer
avec les décisions prises.

Scénario pour le test

Pour cela les commutations entre les modes de fonctionnement sont générés en utilisant
la matrice de transition de Markov. On peut commuter aléatoirement d'un modèle à l'autre
à n'importe quel instant suivant les probabilités de la matrice de Markov. Cependant,
pour mieux s'approcher de la réalité, on suppose que le système est semi-markovien ce
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2.4. Exemple de simulation

qui revient à imposer le temps de séjour minimum ti sur chaque mode.
D'autres scénarios déterministes ou aléatoires peuvent être élaborés selon le système traité
et les performances visées.

Robustesse de la méthode

Les performances d'une procédure de détection peuvent être a�ectées par des varia-
tions ou des erreurs de modélisation des paramètres entrant dans l'élaboration de celle-ci.
Plus la procédure de détection est insensible à ces variations et plus la détection s'e�ectue
dans de meilleures conditions. Un des paramètres de la méthode proposée est la matrice
de Markov ; il est intéressant d'étudier l'in�uence des erreurs de modélisation des termes
de cette matrice sur la détection de défaut. Ce point a été abordé dans (Li, 1996), (Li and
Bar-Shalom, 1993), où il est conclu que la performance de l'estimateur n'est pas très sen-
sible aux erreurs de modélisation de cette matrice. Dans l'exemple qui suit, nous évaluons
les performances de la détection par rapport aux changements des termes de la matrice
de Markov.
Une procédure de détection est d'autant plus e�cace qu'elle n'est pas sensible aux bruits ;
pour cette raison, il est intéressant d'étudier aussi les performances de la détection, ca-
ractérisées par les indices de performance dé�nis précédemment, par rapport au niveau
de bruit.

2.4 Exemple de simulation

Un exemple de simulation est proposé dans cette section pour montrer les perfor-
mances de la méthode présentée en ce qui concerne la détection de défauts de capteurs
et d'actionneurs d'un moteur à courant continu (Park et al., 2000). L'équation linéaire de
l'évolution de l'état du système représentant la dynamique du moteur est donnée par :

x (k) =


−0.0005 −0.0084

0.0517 0.8069


 x (k − 1) +


 0.1815

1.7902


 u (k − 1) + w (k − 1)

y (k) =


 1 0

0 1


 x (k) + v (k)

(2.8)
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Chapitre 2. Diagnostic des systèmes à commutation

Le vecteur d'état x(k) est le suivant :

x (k) =


 i(k)

ω(k)


 (2.9)

où i(k) représente le courant traversant le moteur et ω(k) sa vitesse angulaire et où u

représente la tension à l'entrée du moteur.
Pour détecter les défauts sur les capteurs et les actionneurs, plusieurs modèles sont générés
a�n de représenter di�érentes situations de défaut capteur ou actionneur ou des défauts
simultanés de capteur et d'actionneur.
Dans un premier temps, on suppose que l'on ne peut avoir qu'un seul défaut à la fois et
que le défaut sera total (panne du composant). Les matrices des di�érents modèles sont
données par :

Ai =


−0.0005 −0.0084

0.0517 0.8069


 , i = 1 . . . 3

B1 =
[
0.1815 1.7902

]T

, C1 =


 1 0

0 1


 .

B2 =
[
0.1815 1.7902

]T

, C2 =


 1 0

0 0


 .

B3 =
[
0 1.7902

]T

, C3 =


 1 0

0 1


 .

B4 =
[
0.1815 1.7902

]T

, C4 =


 0 0

0 1


 .

B5 =
[
0.1815 0

]T

, C5 =


 1 0

0 1


 .

Le premier modèle représente le fonctionnement normal du moteur et les quatre autres
représentent des situations de pannes d'actionneurs et de capteurs. Les matrices de va-
riances des bruits sur l'état et la sortie sont données par :

Q =


 0.001 0

0 0.001


 .
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2.4. Exemple de simulation

R =


 0.01 0

0 0.4


 .

Les transitions d'un modèle à un autre sont régies par la matrice Π :

Π1 =




0.95 0.0125 0.0125 0.0125 0.0125

0.05 0.95 0 0 0

0.05 0 0.95 0 0

0.05 0 0 0.95 0

0.05 0 0 0 0.95




L'entrée u(k) choisie pour simuler le modèle (2.8) est présentée sur la �gure 2.1 et la sortie
y(k) est représentée sur les �gures 2.2 et 2.3. Les résultats de l'estimation sont représentés
sur les �gures 2.4 et 2.5 où on a superposé l'état réel x(k) et son estimée x̂(k). Les pro-
babilités des modèles M1, M2, M3, M4 et M5 ainsi que leurs fonctions d'activation réelles
sont représentées respectivement sur les �gures ??, ??, ??, ?? et 2.6. Le tableau 2.1 donne
la valeur des di�érents critères de performances pour une simulation de la méthode sur
50000 instants d'échantillonnage et pour di�érents niveaux de bruit de sortie.
De la �gure 2.6 on peut remarquer que les probabilités d'activation des modèles sont

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

Fig. 2.1 � Entrée u du système

en adéquation avec les vrais occurrences des modèles et elles donnent des informations
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Chapitre 2. Diagnostic des systèmes à commutation
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Fig. 2.2 � Courant i du système
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Fig. 2.3 � Vitesse angulaire ω
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Fig. 2.4 � Estimée du courant i du sys-
tème
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Fig. 2.5 � Estimée de la vitesse angulaire
ω
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2.4. Exemple de simulation

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0
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Probabilités d’activation du modèle 1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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1 Probabilités d’activation du modèle 2 
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1 Probabilités d’activation du modèle 3
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1 Probabilités d’activation du modèle 4 
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1 Probabilités d’activation du modèle 5 

k

Fig. 2.6 � Probabilités d'activation µi

pertinentes sur le "vrai" modèle actif. A�n d'apprécier l'in�uence des bruits de sortie
sur la détection, on a fait plusieurs simulations avec di�érents niveaux de bruit ; les per-
formances de la méthode de détection sont présentées dans le tableau 2.1 où on peut
remarquer la détérioration des performance avec l'augmentation du niveau du bruit. Le
tableau 2.2 représente les variations des performances de la détection en fonction des mo-
di�cations e�ectuées sur la matrice de Markov. Pour cet exemple, les commutations sont
générées en utilisant la matrice Π1 et en gardant le même niveau de bruit pour toutes
les simulations. L'estimation est réalisée quant à elle en utilisant les matrices Π1, Π2, Π3

ou Π4. On peut remarquer que les performances de la détection se détériorent de plus en
plus si l'on s'éloigne de la vraie matrice de transition Π1. Cela montre l'in�uence de cette
matrice sur la détection et la nécessité de l'estimer dans le cas où elle n'est pas connue.
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Chapitre 2. Diagnostic des systèmes à commutation

BDI FA ND IID TMD
niveau de bruit R 0.9120 0.00024 0.1756 0.0066 2.4571

niveau de bruit 2×R 0.8325 0.00078 0.2854 0.0371 4.2541

niveau de bruit 3×R 0.7582 0.0014 0.3377 0.0619 5.7483

niveau de bruit 5×R 0.6124 0.0018 0.4887 0.0869 10.3701

Tab. 2.1 � Performance de la détection en fonction du niveau du bruit de sortie

Π2 =




0.97 0.0075 0.0075 0.0075 0.0075

0.03 0.97 0 0 0

0.03 0 0.97 0 0

0.03 0 0 0.97 0

0.03 0 0 0 0.97




Π3 =




0.90 0.025 0.025 0.025 0.025

0.10 0.90 0 0 0

0.10 0 0.90 0 0

0.10 0 0 0.90 0

0.10 0 0 0 0.90




Π4 =




0.80 0.05 0.05 0.05 0.05

0.20 0.80 0 0 0

0.20 0 0.80 0 0

0.20 0 0 0.80 0

0.20 0 0 0 0.80




2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les méthodes d'estimation multi-modèle ont été appliquées avec
succès pour la détection et l'isolation de défaut. Cependant, la méthode de détection
proposée, qui o�re plusieurs avantages par rapport à d'autres méthodes de détection,
reste sensible à plusieurs de ses paramètres (niveau de bruit, matrice des probabilités de
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2.5. Conclusion

BDI FA ND IID TMD
Π1 0.9120 0.00024 0.1756 0.0066 2.4571

Π2 0.8305 0.0023 0.1260 0.0846 2.4601

Π3 0.8040 0.0020 0.1578 0.0772 2.7097

Π4 0.7760 0.00096 0.1860 0.0669 3.1762

Tab. 2.2 � Performance de la détection en fonction de la précision de la matrice de Markov

transition de Markov (MPT) et nombre de modèles). A�n d'améliorer les performances
de cette méthode de détection, nous proposons, dans les chapitres qui suivent, plusieurs
améliorations et modi�cations en agissant à di�érents niveaux de la méthode d'estimation.
Le chapitre 3 est consacré à une procédure d'estimation de la MPT. Cette procédure est
indispensable dans le cas où l'on a peu ou pas d'information a priori sur cette matrice.
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Chapitre 2. Diagnostic des systèmes à commutation
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3
Estimation de la matrice de Markov
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Chapitre 3. Estimation de la matrice de Markov

3.1 Introduction

Les Systèmes à Commutations Markovienne (SCM), commutent comme leur nom l'in-
dique d'un modèle à un autre, suivant un processus de Markov dont les paramètres sont
habituellement supposés connus. Dans ce chapitre, nous traitons le problème de l'estima-
tion d'état d'un SCM dans le cas où la Matrice des Probabilités de Transition de la chaîne
de Markov régissant les commutations est inconnue, sous l'hypothèse que la matrice de
Markov est invariante dans le temps et représentée par une matrice aléatoire.
Dans la pratique, la matrice de Markov est souvent considérée comme un paramètre à cal-
culer préalablement à une procédure d'estimation multi-modèle telle que présenté dans le
chapitre 1. Plusieurs techniques de calcul de la matrice de Markov ont été proposées dans
divers domaines tel que le suivi de trajectoire d'une cible (Bar-Shalom et al., 1989) ou la
détection et l'isolation de défaut (Zhang and Jiang, 2001). Ces techniques sont conçues
pour une application où l'on a des informations a priori sur les probabilités de passage
d'un modèle à un autre et où l'on n'exploite pas les données en ligne. Cependant, pour
beaucoup d'applications, les informations a priori sur la matrice de Markov, tels que la
fréquence des pannes sur un système donné et leur durée moyenne, peuvent être insuf-
�santes ou même erronées. Utiliser une matrice de Markov imprécise, comme on l'a vu
dans le chapitre précédent, peut conduire à une mauvaise détection du modèle actif, d'où
l'intérêt de l'estimation en ligne de la matrice de Markov.
Dans la littérature, il existe quelques publications consacrées à la résolution du problème
de l'estimation de la matrice de Markov dans le cadre des SCM.
Dans (Sawaragi et al., 1973), le problème a été considéré pour le cas simple d'une chaîne
de Markov binaire modélisant des défauts de mesure (observations interrompues) où la
résolution est basée sur l'approche bayésienne qui permet d'élaborer un estimateur ap-
proximatif de la matrice de Markov. Pour le même cas restrictif de chaîne de Markov
binaire, (Tugnait and Haddad, 1979b) et (Tugnait and Haddad, 1980) ont développé et
analysé la convergence d'un estimateur de Maximum de Vraisemblance (MV) pour la
matrice de Markov. Cependant, le temps de calcul de l'algorithme basé sur le MV est
exponentiellement croissant en fonction du temps. Pour contourner cette di�culté, un
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3.2. Formulation du problème

schéma approximatif a été proposé dans (Tugnait, 1982). L'estimation de la matrice de
Markov a aussi été considérée dans (Goutsias and Mendel, 1988), (West and Harrison,
1997), (Pavlovic et al., 1999) et (Ghahramani and Hinton, 2000). Dans (Pavlovic et al.,
1999), le SCM a été formulé comme un réseau bayésien dynamique et un estimateur de la
matrice de Markov basé sur la méthode MV a été proposé ainsi que dans (Ghahramani
and Hinton, 2000).
Nous avons choisi de présenter l'approche traitée par (Jilkov and Li, 2004) pour sa facilité
de mise en ÷uvre et sa possibilité d'intégration dans un contexte d'estimation MM (es-
timation simultanée de la matrice de Markov et de l'état du MM). L'approche est basée
sur l'hypothèse que la matrice de Markov est inconnue mais invariante dans le temps et
aléatoire, avec une distribution dé�nie sur un espace continu. Toujours dans un cadre
bayésien, nous obtenons une approximation récursive de la fonction de densité de proba-
bilité de la matrice de Markov.
Dans le paragraphe qui suit, une formulation du problème d'estimation de la matrice de
Markov est proposée. Ensuite, une approximation de la fonction de densité de probabilité
de cette matrice est développée. Puis, un estimateur quasi bayésien de la matrice de Mar-
kov est proposé. En�n, on présente un algorithme numérique d'estimation de la matrice
de Markov.

3.2 Formulation du problème

On considère le SCM (1.17) décrit par le modèle d'évolution d'état du système :




x(k) = Ajx(k − 1) + Bju(k − 1) + w(k − 1)

z(k) = Cjx(k) + v(k)

où, à l'instant k, x (k) ∈ Rn est le vecteur d'état, u (k) ∈ Rp est le vecteur de commande,
z (k) ∈ Rq est la sortie du système, en�n w (k) ∈ Rn et v (k) ∈ Rq sont respectivement le
bruit d'état et le bruit de mesure considérés blancs, gaussiens et centrés. j étant l'indice du
modèle actif à l'instant k, on notera que Mj(k) est l'événement correspondant à l'activation
du modèle Mj caractérisé par les matrices Aj, Bj, Cj connues. Tous les modèles sont
regroupés dans l'ensemble M = {M1, M2, . . . , Mr} où r est le nombre de modèles.
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Chapitre 3. Estimation de la matrice de Markov

Les probabilités d'activation initiales des modèles µj (0) et les probabilités de transition
d'un modèle à un autre sont données par :

P {Mj (0)} = µj (0)

P {Mj (k) |Mi (k − 1)} = P
{
Mj (k)

∣∣Mi (k − 1) , Zk−1
}

= πij, i, j = 1, . . . r

(3.1)

où Zk = {z(1), ..., z(k)} est le vecteur des mesures. Si tous les paramètres Aj, Bj, Cj,
µj(0) et πij des équations (1.17, 3.1) sont connus, on peut procéder à l'estimation d'état
pour obtenir x̂ (k) = E

[
x (k)

∣∣Zk
]
en utilisant les techniques GPB où IMM. Mais, en

l'absence de connaissances �ables de la Matrice de Markov, les techniques d'estimation
multi-modèle peuvent se révéler ine�caces.
Considérons maintenant le problème d'estimation de l'état x régi par le modèle (1.17) en
l'absence d'informations sur la matrice de probabilité de transition Π dé�nie dans (3.1)
avec Π = [π′1, π′2, . . . , π′r]

′ et πi = [πi1, πi2, . . . , πir]
′, i = 1, ..., r.

A�n d'estimer la matrice de Markov en même temps que l'état du système, il est nécessaire
d'estimer la matrice de Markov récursivement où à chaque nouveau cycle d'estimation,
l'estimée de la matrice de Markov Π̂ (k), à l'instant k, est calculée en utilisant l'estimée
Π̂ (k − 1) de la matrice de Markov, à l'instant k − 1, et les nouvelles informations procu-
rées par la mesure z(k), à l'instant k. Le problème d'estimation est formulé de la façon
suivante :

� étape (1) : à l'instant k, exécuter un algorithme d'estimation multi-modèle (par
exemple : GPB ou IMM) en utilisant l'estimée d'état précédente et les probabilités
d'activation des modèles µi(k−1) et l'estimée Π̂(k−1), à l'instant k−1, de la matrice
de transition, pour mettre à jour l'estimée de x, les probabilités d'activation des
modèles et leurs vraisemblances dé�nies dans le chapitre 1. Les informations issues
de cette étape sont les suivantes :

x̂(k|k) = E[x(k)|Zk] (3.2)

µi (k) = P
{

Mi (k)
∣∣∣Π̂ (k − 1) , Zk

}

µ (k) = [µ1 (k) , . . . , µr (k)]′
(3.3)
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3.3. Fonction de densité de probabilité de la matrice de Markov

λi (k) = p
[
z (k)

∣∣∣Mi (k) , Π̂ (k − 1) , Zk−1
]

Λ (k) = [λ1 (k) , . . . , λr (k)]′
(3.4)

� étape (2) : mettre à jour l'estimée Π̂(k) de la matrice de Markov on se basant sur
Π̂(k − 1) et sur les informations fournies par l'étape (1).

Notons que cette procédure ne se restreint pas seulement à la méthode IMM où GPB
(étape (1)) mais peut s'appliquer à d'autres méthodes d'estimation. Pour réaliser l'étape
(2), il faut avoir un estimateur récursif de la matrice de Markov a�n de calculer Π̂(k) en
fonction de Π̂(k − 1).
Les di�érentes étapes de la procédure d'estimation sont représentées sur la �gure 3.1.
La partie qui suit permet d'exprimer la densité de probabilité de la matrice de Markov,
à l'instant k, en fonction de celle à l'instant k − 1. Cette récursion est à la base des deux
méthodes d'estimation de la matrice de Markov exposées par la suite.

3.3 Fonction de densité de probabilité de la matrice de
Markov

Dans cette partie, une relation récursive est élaborée en vue de la mise à jour de la
PDF de la matrice de Markov (Jilkov and Li, 2004). Elle sera exprimée en fonction des
probabilités d'activation des modes de fonctionnement et des fonctions de vraisemblance
dé�nies dans (3.3, 3.4).
L'objectif est de trouver une relation approximative entre p

[
Π

∣∣Zk
]
et p

[
Π

∣∣Zk−1
]
. En

utilisant le théorème de la probabilité totale on a :

p
[
z (k)

∣∣Π, Zk−1
]

=
r∑

j=1

p
[
z (k)

∣∣Mj (k) , Π, Zk−1
]
P

{
Mj (k)

∣∣Π, Zk−1
}

=
r∑

j=1

p
[
z (k)

∣∣Mj (k) , Π, Zk−1
] r∑

i=1

P
[
Mj (k)

∣∣Mi (k − 1) , Π, Zk−1
]

×P
{
Mi (k − 1)

∣∣Π, Zk−1
}

(3.5)
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Chapitre 3. Estimation de la matrice de Markov

Π̂(k − 1)

Estimateur multi-modèle de l'état

Π̂(k)

µ1(k) λ1(k)µr(k) λr(k)

Estimation de la matrice de Markov

z(k)x̂(k − 1|k − 1)

x̂(k|k) · · · · · · Π̂(k − 1)

Fig. 3.1 � Procédure d'estimation de la matrice de Markov
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3.3. Fonction de densité de probabilité de la matrice de Markov

La matrice Π n'est pas connue. On utilise alors les informations issues de l'étape (1) de
l'algorithme précédent en considérant les approximations suivantes :

p
[
z (k)

∣∣Mj (k) , Π, Zk−1
] ≈ λj (k)

P
{
Mi (k − 1)

∣∣Π, Zk−1
} ≈ µi (k − 1)

(3.6)

La substitution dans (3.5) conduit à :

p
[
z (k)

∣∣Π, Zk−1
] ≈

r∑
j=1

λj (k)
r∑

i=1

πijµi (k − 1)

= Λ′ (k) Π′µ (k − 1)

= µ′ (k − 1) ΠΛ (k) (3.7)

où Π′ représente la matrice transposée de Π.
Notons que les approximations (3.6) consistent à remplacer la matrice inconnue Π par sa
meilleure estimée Π̂(k−1) obtenue à l'instant k−1. Pratiquement, cela revient à approxi-
mer la fonction p

[
z (k)

∣∣Π, Zk−1
]
par une fonction linéaire de Π donnée par (3.7).

En considérant l'approximation (3.7), p
[
z (k)

∣∣Zk−1
]
peut être écrite sous la forme sui-

vante :
p
[
z (k)

∣∣Zk−1
]

=

∫
p
[
z (k)

∣∣Π, Zk−1
]
p
[
Π

∣∣Zk−1
]
dΠ

=

∫
µ′ (k − 1) ΠΛ (k)p

[
Π

∣∣Zk−1
]
dΠ

(3.8)

A partir de la dé�nition

Π̂(k − 1) = E[Π|Zk−1] =

∫
Πp

[
Π

∣∣Zk−1
]
dΠ (3.9)

de l'estimée de la matrice de Markov, on obtient alors :

p
[
z (k)

∣∣Zk−1
]

= µ′ (k − 1) Π̂ (k − 1) Λ (k) (3.10)

En appliquant la formule de Bayes à p
[
Π

∣∣Zk
]
, puis en remplaçant par les résultats

obtenus (3.7) et (3.10) on obtient :

p
[
Π

∣∣Zk
]

=
p
[
z (k)

∣∣Π, Zk−1
]

p [z (k) |Zk−1 ]
p
[
Π

∣∣Zk−1
]

=
µ′ (k − 1) ΠΛ (k)

µ′ (k − 1) Π̂ (k − 1) Λ (k)
p
[
Π

∣∣Zk−1
] (3.11)
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Chapitre 3. Estimation de la matrice de Markov

L'équation (3.11) est le point de départ des méthodes d'estimation de la MPT proposées
dans ce chapitre. Son principal intérêt réside dans le fait qu'elle o�re une récurrence sur
la densité de probabilité p

[
Π

∣∣Zk
]
.

On peut découpler la densité de probabilité p
[
Π

∣∣Zk
]
de Π (3.11) a�n d'obtenir une

densité de probabilité p
[
πi

∣∣Zk
]
pour chaque ligne πi, i = 1, ..., r de la matrice Π dans le

but d'estimer chaque ligne indépendamment des autres.
L'hypothèse suivante permet d'obtenir les récurrences entre p

[
πi

∣∣Zk
]
et p

[
πi

∣∣Zk−1
]
:

∫
πlp

[
π1, . . . , πr

∣∣Zk−1
]
dπ1 . . . dπi−1dπi+1 . . . dπr = π̂l (k − 1) p

[
πi

∣∣Zk−1
]

(3.12)

où Π̂l est l'estimée de la lème ligne de Π à l'instant k et ∀l ∈ 1 . . . m et l 6= i.
Donc l peut être le numéro de n'importe quelle ligne de Π sauf la ième.
L'intégrale (3.12) revient à dire que la ligne πl est indépendante de la ligne πi ce qui
implique que p

[
π1, . . . , πr

∣∣Zk−1
]

= p
[
π1, . . . , πi−1, πi+1, . . . , πr

∣∣Zk−1
]
p
[
πi

∣∣Zk−1
]
.

En utilisant (3.12), on obtient la récurrence suivante :

p
[
πi

∣∣Zk
]

=
{
1 + ηi (k) [πi − π̂i (k − 1)]′ Λ (k)

}
p
[
πi

∣∣Zk−1
]

(3.13)

où

ηi (k) =
µi (k − 1)

µ′ (k − 1) Π̂ (k − 1) Λ (k)
(3.14)

Pour prouver ce résultat, notons dΠ/dπi =dπ1 . . . dπi−1dπi+1 . . . dπr, ce qui permet d'écrire :

p
[
πi

∣∣Zk
]

=

∫
p
[
Π

∣∣Zk
]
dΠ/dπi (3.15)

En utilisant l'équation (3.11), on obtient :

p
[
πi

∣∣Zk
]

=
Ai

µ′ (k − 1) Π̂ (k − 1) Λ (k)
(3.16)

avec

Ai =

∫
µ′ (k − 1) ΠΛ (k)p

[
Π

∣∣Zk−1
]
dΠ/dπi (3.17)
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3.4. Algorithme quasi bayésien

Compte tenu des dé�nitions de µ et de Π, on a aussi :

Ai =

∫ r∑

l=1

µl (k − 1) π′lΛ (k)p
[
Π

∣∣Zk−1
]
dΠ/dπi

=
r∑

l=1

µl (k − 1)

∫
π′lp

[
Π

∣∣Zk−1
]
[dΠ/dπi]Λ (k)

=
r∑

l 6=i

µl (k − 1)

∫
π′lp

[
Π

∣∣Zk−1
]
[dΠ/dπi]Λ (k)

+µi (k − 1) π′i

∫
p
[
Π

∣∣Zk−1
]
[dΠ/dπi]Λ (k)

(3.18)

et selon (3.12), on a

Ai =

[
r∑

l 6=i

µl (k − 1) π̂′l (k − 1) + µi (k − 1) π′i

]
Λ (k) p

[
πi

∣∣Zk−1
]

=

[
r∑

l=1

µl (k − 1) π̂′l (k − 1) + µi (k − 1) π′i − µi (k − 1) π̂′i (k − 1)

]
Λ (k) p

[
πi

∣∣Zk−1
]

=
{

µ′ (k − 1) Π̂ (k − 1) Λ (k) + µi (k − 1) [π′i − π̂′i (k − 1)] Λ (k)
}

p
[
πi

∣∣Zk−1
]

(3.19)
Donc à partir de (3.16) et (3.19), on déduit (3.13) ce qui achève la démonstration.
L'intérêt de la formule (3.13) est que p

[
πi

∣∣Zk
]
s'exprime en fonction de p

[
πi

∣∣Zk−1
]
.

Cette formule peut être utilisée pour l'estimation de la ième ligne de Π. La formule (3.13)
sera utile dans le cadre d'un algorithme d'estimation récursif des πi.
L'objectif étant l'estimation de la MPT, on cherche à obtenir un algorithme de calcul
de la moyenne π̂i (k) = E[πi|Zk], i = 1, ..., r. Pour cela, on propose deux méthodes qui
utilisent les expressions récursives (3.11) et (3.13).

3.4 Algorithme quasi bayésien

A�n de résoudre le problème de l'estimation de la MPT, une approche basée sur l'ap-
proximation quasi bayésienne (Titterington et al., 1985) est utilisée. Dans cette approche,
les auteurs considèrent le problème de l'estimation des paramètres de pondération d'une
somme pondérée de distributions connues.
Pour appliquer le résultat de (Titterington et al., 1985), on transforme la vraisemblance
p
[
z (k)

∣∣πi, Zk−1
]
correspondant à chaque ligne πi, i = 1, . . . , r en se servant de (3.13) et
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Chapitre 3. Estimation de la matrice de Markov

en utilisant la formule de Bayes a�n de la mettre sous forme d'un mélange de vraisem-
blances :

p
[
z (k)

∣∣πi, Zk−1
]

p [z (k) |Zk−1 ]
= 1 + ηi (k) [πi − π̂i (k − 1)]′ Λ (k) (3.20)

En utilisant les dé�nitions de πi et Λ(k), on développe l'équation (3.20) comme suit :

p
[
z (k)

∣∣πi, Z
k−1

]

p [z (k) |Zk−1 ]
=

r∑
j=1

{
1 + ηi (k)

[
λj (k)− π̂i (k − 1)′ Λ (k)

]}
πij (3.21)

Posons

f [z (k) |πi ] = p
[
z (k)

∣∣πi, Zk−1
]

=
r∑

j=1

πijgij (k) (3.22)

avec

gij (k) = g̃ij (k) p
[
z (k)

∣∣Zk−1
]

(3.23)

g̃ij (k) = 1 + ηi (k)
[
λj (k)− π̂i (k − 1)′ Λ (k)

]
(3.24)

L'équation (3.22), qui est une somme pondérée de densités de probabilités, est de la même
forme que celle utilisée dans (Smith and Makov, 1978) et (Titterington et al., 1985). La
section suivante présente la méthode utilisée dans (Titterington et al., 1985) pour estimer
les paramètres de pondération qui sont dans notre cas les πij. Cette méthode sera ensuite
appliquée pour l'estimation de chaque ligne de la matrice de Markov Π.

3.4.1 Estimation quasi bayésienne des paramètres d'une distri-
bution mélange

Dans cette partie, nous allons considérer le problème d'estimation des pondérations
dans le cas d'un mélange de plusieurs fonctions de densités de probabilités. Considérons
une série d'observations Xk = {x(1), x(2), . . . , x(k)}. Chacune de ces observations appar-
tient à une des populations M1, M2, . . . , Mr, les populations Mi pouvant être assimilées
à des modes de fonctionnement dans le cas d'un système à commutations. L'observation
de rang k est classée en se basant sur les observations x(1), x(2), . . . , x(k).
On suppose que la densité de probabilité des observations est donnée par :

f [x(k)|θ] = θ1f1[x(k)] + θ2f2[x(k)] + . . . + θrfr[x(k)], (3.25)
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3.4. Algorithme quasi bayésien

On considère le vecteur des pondérations θ = (θ1, θ2, . . . , θr) et les fonctions de densité
de probabilité f1, f2, . . . , fr relatives à l'appartenance de x(k) à chaque population Mi,
où les θi sont positifs et leur somme est égale à un. La densité fi est la distribution
de la probabilité d'appartenance de l'observation x(k) à la population Mi, et θi est la
probabilité que l'observation appartienne à la population Mi. Connaissant les fonctions
fi et les observations x(k), on se propose d'estimer les paramètres θi.
On peut remarquer que la densité de l'équation (3.25) est de la même forme que le résultat
obtenu dans (3.13).

Recherche d'une formulation bayésienne

Soit p[θ] la densité de probabilité a priori de θ, la densité a posteriori p[θ|Xk] =

p[θ|x(1), x(2), . . . , x(k)] de θ avec x(1), x(2), . . . , x(k) connues et pi[θ|Xk] la densité a
posteriori de θ, conditionnellement à ce que la kème observation appartient à Mi.
Par le théorème de Bayes et pour k ≥ 1 on a

p[θ|Xk] ∝ f [x(k)|θ]p[θ|Xk−1]. (3.26)

On dé�nit les variables aléatoires ỹ(1), ỹ(2), . . . , ỹ(k), . . . avec ỹ(k) = i si et seulement
si x(k) appartient à Mi, i = 1, 2, . . . , r. Alors, par le théorème de la probabilité totale,
on a :

p[θ|Xk] =
r∑

i=1

P{ỹ(k) = i|Xk}p[θ|ỹ(k) = i,Xk] =
r∑

i=1

P{ỹ(k) = i|Xk}pi[θ|Xk] (3.27)

On a aussi par la formule de Bayes

P{ỹ(k) = i|Xk} =
p[x(k)|ỹ(k) = i, Xk−1]P{ỹ(k) = i|Xk−1}∑r

j=1 p[x(k)|ỹ(k) = j, Xk−1]P{ỹ(k) = j|Xk−1} (3.28)

En considérant que la meilleure estimée de θ̂i, à l'instant k − 1, est représentée par
P{ỹ(k) = i|Xk−1} et que l'expression p[x(k)|ỹ(k) = i, Xk−1] représente fi[x(k)] alors
l'équation (3.28) peut être formulée :

P{ỹ(k) = i|Xk} =
fi[x(k)]θ̂i(k − 1)∑r

j=1 fj[x(k)]θ̂j(k − 1)
(3.29)
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Chapitre 3. Estimation de la matrice de Markov

Cette expression permettra le calcul de la probabilité d'appartenance d'une mesure x(k) à
une population en connaissant l'estimation de θ à l'instant k−1. Les probabilités P{ỹ(k) =

i|Xk} permettent la classi�cation des mesures en les associant à une des populations Mi

en fonction de ces probabilités.

Solution quasi bayésienne

On suppose que p(θ), la densité a priori de θ, suit une loi de Dirichlet,

p[θ] = D(θ; α1(0), α2(0), . . . , αr(0)) =
Γ (α1(0) + α2(0) + . . . + αr(0))

Γ (α1(0)) Γ (α2(0)) . . . Γ (αr(0))

r∏
i=1

θ
αi(0)−1
i

(3.30)
les αi(0) sont les paramètres initiaux de la distribution de Dirichlet avec αi(0) > 0, i =

1, 2, . . . , r. A partir de l'équation (3.27) et après avoir observé x1, on obtient alors :

p[θ|X1] =
r∑

i=1

P{ỹ(1) = i|X1}D(θ; α1(0) + δi1, α2(0) + δi2, . . . , αr(0) + δir) (3.31)

δij = 0 si i 6= j, δij = 1 si i = j. Selon les propriétés de la distribution de Dirichlet, si on
sait à quelle population appartient x, alors on obtient :

p[θ|X1] = D(θ; α1(0) + ∆11, α2(0) + ∆12, . . . , αr(0) + ∆1r) (3.32)

où ∆1i = 1 si x(1) appartient à la population Mi sinon ∆1i = 0. Cependant, on ne sait
pas à quelle population x(1) appartient ; par contre, on peut utiliser les probabilités d'ap-
partenance P{ỹ(1) = i|X1} de x(k) aux populations Mi. L'approximation se traduit par
le remplacement de ∆1i par P{ỹ(1) = i|X1} qui représente la probabilité d'appartenance
de x(k) à la ième population, alors l'équation (3.32) devient :

p[θ|X1] = D(θ; α1(0)+P{ỹ(1) = 1|X1}, α2(0)+P{ỹ(1) = 2|X1}, . . . , αr(0)+P{ỹ(1) = r|X1})
(3.33)

En partant de cette équation et en la remettant à jour à chaque nouvelle donnée, on
obtient p(θ|Xk) qui est représenté par une distribution de Dirichlet dont les paramètres
sont donnés par :

αi(k) = αi(k − 1) + P{ỹ(k) = i|Xk}, i = 1, 2, . . . , r (3.34)
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3.4. Algorithme quasi bayésien

où les α
(k−1)
i sont les paramètres de P [θ|Xk−1] et où le calcul de P{ỹ(k) = i|Xk} s'e�ectue

grâce à l'équation (3.29).
En considérant que les meilleures estimées des θi sont leurs moyennes E[θi|Xk], les θ̂i(k)

sont directement déduites des propriétés de la distribution de Dirichlet, la propriété de la
moyenne de la distribution nous permet d'écrire :

θ̂i(k) =
αi(k − 1) + P{ỹ(k) = i|Xk}

α0 + k
=

αi(k)

α0 + k
(3.35)

avec α0 =
∑r

i=1 αi(0). On remarquera que la contrainte
∑r

i=1 θi = 1 est toujours respectée.
L'approche proposée est facile à mettre en ÷uvre et peut se résumer par les deux étapes
suivantes

αi(k) = αi(k − 1) +
fi[x(k)]αi(k − 1)∑r

j=1 fj[x(k)]αj(k − 1)
(3.36)

θ̂i(k) =
αi(k)

α0 + k
(3.37)

Les équations (3.36) et (3.37) permettent d'estimer les paramètres de pondération θi en
utilisant les données x(k) et les densités fi[x(k)], l'estimation ne nécessite pas un grand
volume de calculs et ces équations vont être utilisées pour estimer la matrice de Markov.
La convergence des θ̂i vers les θi a été étudiée par (Smith and Makov, 1978).
Le calcul des probabilités P{ỹ(k) = i|Xk} permet de classer les données x(k). Leurs
valeurs sont données par :

P{ỹ(k) = i|Xk} =
fi[x(k)]αi(k − 1)∑r

j=1 fj[x(k)]αj(k − 1)
(3.38)

où P{ỹ(k) = i|Xk} représente la probabilité d'appartenance de la donnée x(k) à la po-
pulation Mi.

Exemple 1

On considère un ensemble de données Xn qui suivent une loi de distribution mélange
de deux lois gaussiennes f1[x(k)] et f2[x(k)] avec leurs pondérations θ1 et θ2

f [x(k)|θ] = θ1f1[x(k)] + θ2f2[x(k)] (3.39)

avec f1[x(k)] = N(x(k), 0, 1), f2[x(k)] = N(x(k), 3, 1), θ1 = 0.3 et θ2 = 0.7 où

N(x, x̄, σ) = (2πσ)−1/2e−1/2(x−x̄)′σ−1(x−x̄) (3.40)
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Chapitre 3. Estimation de la matrice de Markov

et x̄ = E[x], σ = E[(x− x̄)(x− x̄)′].
Notons N (V (k); ν, σ) la distribution gaussienne de V (k) de moyenne ν et de variance
σ. Connaissant une série de données Xn, on cherche à estimer les paramètres θi par
l'algorithme quasi bayésien en posant α(0) = 2. On remarque, à la �gure 3.3, que l'on

−4 −2 0 2 4 6 8
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Fig. 3.2 � Densité mélange

obtient une convergence vers les valeurs réelles des paramètres du mélange malgré la
proximité des deux densités de probabilité f1[x(k)] et f2[x(k)] représentées sur la �gure
3.2.

Exemple 2

On considère une variable aléatoire à deux dimensions qui suit une distribution mé-
lange de deux lois gaussiennes f1[x(k)] et f2[x(k)] avec leurs pondérations θ1 et θ2 :

f [x(k)|θ] = θ1f1[x(k)] + θ2f2[x(k)] (3.41)

avec f1[x(k)] = N(x(k), x̄1, σ1), f2[x(k)] = N(x(k), x̄2, σ2), θ1 = 0.3 et θ2 = 0.7 où

x̄1 = [1, 2], x̄2 = [3, −2] et σ1 =


 1 0

0 1


, σ2 =


 2 0

0 2


 .

Par l'algorithme quasi-bayésien, on estime les paramètres du mélange avec α(0) = 200.
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3.4. Algorithme quasi bayésien
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Fig. 3.3 � Convergence de θi

La �gure 3.5 représente la convergence des estimées des paramètres θi et la �gure 3.6
représente la classi�cation des données x(k). Cette dernière utilise les probabilités d'ap-
partenance de chaque donnée aux populations Mi en choisissant à chaque fois la population
qui a la probabilité la plus élevée pour un x(k) donné. On observant les �gures 3.3 et 3.5

Fig. 3.4 � Densité mélange

on remarque une di�érence de vitesse de convergence. Cela est dû à la valeur de α(0), en
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Chapitre 3. Estimation de la matrice de Markov
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Fig. 3.5 � Convergence de θi
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Fig. 3.6 � Classi�cation des données

e�et plus sa valeur est élevée plus la convergence est lente.
La méthode proposée dans (Titterington et al., 1985) considère le problème de la classi�-
cation des données qui suivent une loi de distribution mélange. La loi de distribution de
chaque population Mi est supposée connue, mais les paramètres du mélange restent à dé-
terminer. Cette classi�cation s'e�ectue à l'aide du calcul des probabilités d'appartenance
à un groupe, pour chaque donnée, et l'estimation récursive des paramètres du mélange.
Cette méthode d'estimation des paramètres du mélange va être adaptée à l'estimation des
paramètres de la matrice de Markov en utilisant la formule (3.22).
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3.4. Algorithme quasi bayésien

3.4.2 Estimateur quasi bayésien de la MPT

En appliquant l'algorithme quasi bayésien de (Smith and Makov, 1978), représenté par
les équations (3.36) et (3.37), au problème d'estimation de la MPT formulé par (3.22)-
(3.24), on cherche à estimer la matrice des probabilités de Markov Π. Comme précisé dans
l'étape 1 du paragraphe 3.2, les informations issues de l'estimateur multi-modèle sont les
suivantes :

x̂(k|k) = E[x(k)|Zk]

µi (k) = P
{

Mi (k)
∣∣∣Π̂ (k − 1) , Zk

}

µ (k) = [µ1 (k) , . . . , µr (k)]′

λi (k) = p
[
z (k)

∣∣∣Mi (k) , Π̂ (k − 1) , Zk−1
]

Λ (k) = [λ1 (k) , . . . , λr (k)]′

Ces informations sont utilisées pour calculer les densités de probabilités gij(k) de l'équa-
tion (3.23) a�n de pouvoir appliquer la méthode d'estimation des paramètres de pondé-
ration d'une densité de probabilité mélange, présentée dans le paragraphe précédent, à
l'estimation des πij. En appliquant la méthode de (Smith and Makov, 1978) à chaque
ligne de la matrice Π, on obtient l'algorithme suivant :
Algorithme

� Initialisation :

ᾱi (0) = [αi1 (0) , αi2 (0) , . . . , αir (0)]′ (3.42)

où i est relative à la ième ligne de la matrice Π

αi (0) =
r∑

j=1

αij (0) , i = 1, 2, . . . , r; αij (0) ≥ 0. (3.43)

π̂j (0) =
1

αi (0)
ᾱi (0) , i = 1, 2, . . . , r. (3.44)

� Répéter pour k = 1, 2, . . .

� Répéter pour i = 1, 2, . . . , r

� Répéter pour j = 1, 2, . . . , r

ηi (k) =
µi (k − 1)

µ′ (k − 1) Π̂ (k − 1) Λ (k)
(3.45)
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Chapitre 3. Estimation de la matrice de Markov

g̃ij (k) = 1 + ηi (k)
[
λj (k)− π̂i (k − 1)′ Λ (k)

]
(3.46)

αij (k) = αij (k − 1) +
αij (k − 1) g̃ij (k)∑r
j=1 αij (k − 1) g̃ij (k)

(3.47)

π̂ij (k) =
1

k + αi (0)
αij (k) (3.48)

Notons que g̃ij (k) a été directement utilisé dans (3.47) à la place de gij (k). Le vecteur
des paramètres ᾱi (0) représente les valeurs non normalisées de départ de la MPT π̄j (0)

qui sera normalisé par (3.44).
Pour l'application de cette méthode, on utilise l'algorithme IMM comme estimateur pour
calculer les vraisemblances et les probabilités d'activation des modèles à l'instant k ((3.3)
et (3.4)) qui sont essentielles à la procédure d'estimation de la matrice de Markov. En
dé�nitive, la méthode permet une estimation simultanée de l'état du système à commu-
tation et de la matrice de transition de Markov. On considère un système à commutation
à r modèles locaux linéaires :





x (k) = Aix (k − 1) + Biu (k − 1) + w (k − 1)

z (k) = Cix (k) + v (k)

i = 1, 2, · · · , r

(3.49)

où, à l'instant k, x (k) ∈ Rn est le vecteur d'état, u (k) ∈ Rp est le vecteur de commande,
z (k) ∈ Rq est la sortie du système, en�n w (k) ∈ Rq et v (k) ∈ Rh sont respectivement le
bruit d'état et le bruit de mesure considérés blancs, gaussiens et centrés où Q et R sont
les matrices de variance des bruits. En utilisant la méthode IMM, on obtient l'algorithme
suivant :
Algorithme

� Initialisation :

ᾱi (0) = [αi1 (0) , αi2 (0) , . . . , αir (0)]′ (3.50)

αi (0) =
r∑

j=1

αij (0) , i = 1, 2, . . . , r; αij (0) ≥ 0. (3.51)

x(0), xi(0), µi(0) (3.52)

π̂i (0) =
1

αi (0)
ᾱi (0) , i = 1, 2, . . . , r. (3.53)
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3.4. Algorithme quasi bayésien

� Répéter pour k = 1, 2, . . .

µj (k |k − 1) =
r∑

i=1

π̂ij (k − 1) µi (k − 1) (3.54)

µi|j (k − 1) =
π̂ij (k − 1) µi (k − 1)

µj (k |k − 1)
(3.55)

x̂0
j (k − 1 |k − 1) =

r∑
i=1

x̂i (k − 1 |k − 1)µi|j (k − 1) (3.56)

P 0
j (k − 1 |k − 1) =

r∑
i=1

Pi (k − 1 |k − 1) +
(
x̂0

j (k − 1 |k − 1)− x̂i (k − 1 |k − 1)
)

× (
x̂0

j (k − 1 |k − 1)− x̂i (k − 1 |k − 1)
)T

µi|j (k − 1) j = 1, 2, . . . , r

(3.57)

x̂j (k |k − 1) = Ajx̂
0
j (k − 1 |k − 1) + Bju (k − 1) (3.58)

Pj (k |k − 1) = AjP
0
j (k − 1 |k − 1) AT

j + Q (k − 1) (3.59)

νj(k) = z (k)− Cjx̂j (k |k − 1) (3.60)

Sj (k) = CjPj (k |k − 1) CT
j + R (k) (3.61)

Kj (k) = Pj (k |k − 1) CjS
−1
j (k) (3.62)

x̂j (k |k ) = x̂j (k |k − 1) + Kj (k) νj(k) (3.63)

Pj (k |k ) = Pj (k |k − 1)−Kj (k) Sj (k) KT
j (k) (3.64)

λj (k) =
1√

2π |Sj (k)| exp

(
−1

2
νj (k) Sj (k) νT

j (k)

)
(3.65)

µj (k) =
µj (k |k − 1) λj (k)
r∑

i=1

µi (k |k − 1) λi (k)
(3.66)

x̂ (k |k ) =
r∑

i=1

x̂i (k |k )µi (k) (3.67)

P (k |k ) =
r∑

i=1

µi(k)
(
Pi (k |k ) + (x̂ (k |k )− x̂i (k |k )) (x̂ (k |k )− x̂i (k |k ))T

)

(3.68)
� Répéter pour i = 1, 2, . . . , r
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Chapitre 3. Estimation de la matrice de Markov

� Répéter pour j = 1, 2, . . . , r

ηi (k) =
µi (k − 1)

µ′ (k − 1) Π̂ (k − 1) Λ (k)
(3.69)

g̃ij (k) = 1 + ηi (k) [λj (k)− π̂′i (k − 1) Λ (k)] (3.70)

αij (k) = αij (k − 1) +
αij (k − 1) g̃ij (k)∑r
j=1 αij (k − 1) g̃ij (k)

(3.71)

π̂ij (k) =
1

k + αi (0)
αij (k) (3.72)

Exemple

On considère un système commutant entre deux modes de fonctionnement :




x (k) = 0.8x (k − 1) + u (k − 1) + v (k − 1)

z (k) = x (k) + w (k)
(3.73)





x (k) = 0.8x (k − 1) + 0.5u (k − 1) + v (k − 1)

z (k) = x (k) + w (k)
(3.74)

Π =


 0.5 0.5

0.1 0.9


 (3.75)

L'entrée u appartient à [0, 1], avec des bruits w(k) et v(k) de variance R = 0.1 et Q = 0.01

et les commutations entre les deux modes de fonctionnement sont régies par la matrice de
Markov Π. L'algorithme proposé est appliqué pour 500 simulations. La �gure 3.7 repré-
sente les signaux entrée-sortie du système ainsi que les commutations et les probabilités
d'activation des modèles comparées aux activations réelles. La �gure 3.8 représente la
convergence de la moyenne des πii en fonction du temps. Les résultats représentés sur
les �gures 3.7 et 3.8 montrent la faisabilité de la méthode et la possibilité d'estimer les
paramètres de la matrice de Markov simultanément à l'estimation de l'état du système et
au calcul des probabilités d'activation des modèles.
L'estimation de la matrice de transition de Markov est calculée pour des paramètres
ᾱi (0) = [20, 20], la valeur de ᾱi (0) est liée à la valeur initiale de Π par l'expression

π̂j (0) =
1

αi (0)
ᾱi (0) , i = 1, 2, . . . , r.
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3.4. Algorithme quasi bayésien

et au degré de con�ance qu'on accorde à cette valeur initiale ; plus on a con�ance dans la
valeur initiale de Π plus la valeur de αi (0) est élevée. On trouve une estimation qui est
proche de la valeur qui a servi à la simulation.

Π̂ =


 0.4246 0.5744

0.0877 0.9113


 (3.76)
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Fig. 3.7 � Signaux d'entrée-sortie et signaux de commutations

En utilisant une autre matrice de Markov pour la génération des commutations, on
obtient les résultats représentés sur les �gures 3.9 et 3.10 avec les valeurs suivantes :

Π =


 0.8 0.2

0.3 0.7


 (3.77)

Π̂ =


 0.7681 0.2309

0.2835 0.7156


 (3.78)
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Chapitre 3. Estimation de la matrice de Markov
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Fig. 3.8 � Convergence de πii

Les �gures 3.8 et 3.10 montrent que l'on arrive à estimer correctement la matrice de
Markov utilisée pour générer les commutations. Les �gures 3.7 et 3.9 montrent la capacité
de la méthode à détecter le modèle actif à chaque instant.

3.5 Algorithme par intégration numérique

On considère cette fois une approche plus directe pour résoudre le problème d'esti-
mation de la MPT (Jilkov and Li, 2004). Cette approche se base sur la discrétisation du
domaine possible de la MPT en un ensemble de MPT, Π(s), s = 1, 2, . . . , N où N est le
nombre de MPT et où la PDF de chaque Π(s) est calculée récursivement par la formule
(3.11). Le calcul de l'estimation se fait par intégration numérique en utilisant les PDF des
MPTs. On peut présenter l'algorithme de la façon suivante
Algorithme
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3.5. Algorithme par intégration numérique
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Fig. 3.9 � Signaux d'entrée-sortie et signaux de commutation

� Initialisation :

Π̂ (0) =
1

N

N∑
s=1

Π(s)p(s) (0) , p(s) (0) = P
{
Π(s)

}
. (3.79)

� Répéter pour k = 1, 2, . . .

� Répéter pour s = 1, 2, . . . , N

p(s) (k) =
µ′ (k − 1) Π(s)Λ (k)

µ′ (k − 1) Π̂ (k − 1) Λ (k)
p(s) (k − 1) (3.80)

Π̂ (k) =
1

N

N∑
s=1

Π(s)p(s) (k) (3.81)

Cette méthode consiste à dé�nir un ensemble de matrices Π(s), s = 1, 2, . . . , N qui sont
réparties uniformément dans l'espace des valeurs possibles de la matrice Π, 0 < π

(s)
ij < 1 et

r∑
i=1

π
(s)
ij = 1, où r est le nombre de modes de fonctionnement et π

(s)
ij est la ijème composante

de la matrice Π(s). La précision de l'estimée Π̂ (k) dépend du nombre N , plus N est
élevé plus la méthode est précise. Cette méthode est di�cile à mettre en ÷uvre dans
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Chapitre 3. Estimation de la matrice de Markov
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Fig. 3.10 � Convergence de πij

le cas où la matrice de Markov est de grande dimension, car on est obligé d'augmenter
considérablement le nombre N a�n de couvrir l'espace des valeurs possibles.
Pour le même exemple que celui utilisé précédemment avec bruit, on obtient les résultats
suivants en utilisant un nombre de matrices Π(s) égal à N = 36, la convergence de la
moyenne de l'estimation des πii est représentée sur la �gure 3.12 et l'estimée de Π est
donnée par :

Π̂ =


 0.5015 0.4985

0.1 0.9


 (3.82)

La �gure 3.11 représente les signaux d'entrée-sortie du système ainsi que les commutations
et leurs estimations.
On remarque que l'algorithme par intégration numérique converge rapidement vers la
vraie valeur de Π. Cet algorithme est plus rapide et plus précis que l'algorithme quasi
bayésien. Cependant, il nécessite un important volume de calcul, car plus on veut être
précis, plus on doit augmenter le nombre de matrices Π(s) ce qui conduit à l'augmentation
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3.6. Conclusion
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Fig. 3.11 � Signaux d'entrée-sortie et signaux de commutation

du volume de calcul. Ce volume sera d'autant plus élevé que la dimension de la matrice
Π est élevée.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une forme récursive de la fonction densité de probabilité a été in-
troduite dans le but d'estimer la matrice de probabilités de transition d'un système à
commutations markoviennes. Deux algorithmes utilisant cette approximation ont été ex-
posés.
L'estimateur quasi bayésien est simple à implémenter et nécessite un volume de calcul
moindre comparé à l'estimateur à intégration numérique. L'estimateur à intégration nu-
mérique estime la matrice Π en faisant une mise à jour numérique de la vraisemblance de
la matrice de Markov. Il converge plus rapidement avec un volume de calcul �xe (on utilise
toujours les mêmes matrices Π(s)), mais ces performances peuvent être détériorées dans
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Chapitre 3. Estimation de la matrice de Markov
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Fig. 3.12 � Convergence de πij

le cas d'un problème de grande dimension (où on aura un nombre de modes de fonction-
nement r important) ce qui veut dire qu'on doit augmenter le nombre N de matrices Π(s)

a�n de pouvoir représenter correctement l'espace des valeurs possibles et par conséquent
le volume de calcul.

88

te
l-0

01
35

04
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
M

ar
 2

00
7



4
Observateurs à mémoire �nie pour les
systèmes à commutation markovienne

Sommaire
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.2 Observateur à mémoire �nie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.2.1 Condition d'existence de l'observateur . . . . . . . . . . . . . . 94

4.2.2 Taille de l'horizon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.2.3 Propriétés de l'observateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.3 Observateur à mémoire �nie avec entrée inconnue . . . . . . . 95

4.4 Observateur à mémoire �nie pour les systèmes à commuta-
tion markovienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.4.1 Développement de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

89

te
l-0

01
35

04
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
M

ar
 2

00
7



Chapitre 4. Observateurs à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne

4.4.2 Exemple d'application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.5 Extension de la méthode pour les systèmes à entrée inconnue 106

4.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

90

te
l-0

01
35

04
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
M

ar
 2

00
7



4.1. Introduction

4.1 Introduction

On recense, dans la littérature scienti�que, di�érentes méthodes d'estimation d'état.
Parmi celles-ci, on peut citer les méthodes s'appuyant sur tout l'historique des mesures
(mémoire in�nie) comme l'observateur de Luenberger et le �ltre de Kalman. Dans cer-
taines situations, ces estimateurs sont peu sensibles aux mesures récentes (Alessandri,
2000). Une autre classe d'observateurs, appelée observateurs à mémoire �nie (Nuninger,
1997) ne se basent que sur les mesures les plus récentes et sont généralement moins sen-
sibles aux bruits sur les états du système (Jazwinski, 1968), (Alessandri et al., 2003) et
(Alessandri et al., 2005).
Nous proposons dans ce chapitre d'intégrer les observateurs à mémoire �nie (OMF) dans
le cadre de la procédure de diagnostic et d'estimation multi-modèle et nous allons voir
par la suite que l'utilisation de ce type d'observateur permet d'e�ectuer simultanément
l'estimation des entrées inconnues et la détection de défaut. Des travaux ont déjà été
réalisés sur les observateurs à mémoire �nie où des méthodes récursives ont été proposées
par (Janyene, 1987), (Zasadzinski, 1990) et (Ragot et al., 1992). Dans (Bousghiri, 1994)
il a été montré qu'un estimateur généralisé sur horizon glissant de taille �nie (qui estime
simultanément les entrées et sorties du système) pouvait être utile pour la détection et
l'isolation de défauts de capteurs ou d'actionneurs. D'autres auteurs se sont intéressés
à ce type d'observateurs comme (Medvedev and Toivonen, 1991) qui se sont intéressés
à leur structure et (Kratz, 1991) qui les a utilisés pour la détection de défaut. De plus,
(Darouach et al., 1994) ont montré qu'un nombre �ni de mesures est su�sant à l'estima-
tion. (Nuninger, 1997) a étudié l'intérêt de la mémoire �nie pour augmenter le degré de
robustesse de la procédure de diagnostic vis-à-vis des perturbations.
Dans ce chapitre, nous développons une méthode pour la détection de défauts a�ectant un
système dynamique et l'estimation d'entrées inconnues pour des systèmes représentés par
des multi-modèles (système à commutation markovienne) où chaque modèle est associé
à un régime de fonctionnement particulier. Cette méthode est basée sur l'utilisation des
OMF (Hocine et al., 2004b, 2005a) dans le cadre des méthodes d'estimation multi-modèle,
présentées dans le chapitre 1, et a pour objectif d'identi�er le mode de fonctionnement
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Chapitre 4. Observateurs à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne

du système et d'estimer l'entrée inconnue.
Après avoir présenté l'OMF et ses propriétés, nous adaptons ensuite cet observateur pour
l'estimation d'entrées inconnues, puis nous l'intégrons dans le cadre d'une procédure d'es-
timation multi-modèle à la place des �ltres de Kalman utilisés auparavant.

4.2 Observateur à mémoire �nie

L'observateur à mémoire �nie, comme son nom l'indique, utilise uniquement les me-
sures dans un intervalle de temps �ni appelé horizon. On considère le système discret,
invariant dans le temps, suivant :





x(k) = Ax(k − 1) + Bu(k − 1) + Gw(k − 1)

z(k) = Cx(k) + v(k)
(4.1)

où x(k) est le vecteur d'état à l'instant k, A est la matrice d'évolution d'état, u(k) est
le vecteur de commande à l'instant k, B est la matrice d'in�uence de l'entrée, C est la
matrice d'in�uence de la sortie, w(k) et v(k) sont respectivement le bruit d'état et le
bruit de mesure, ils sont considérés comme étant gaussiens et centrés. z(k) est la sortie
du système à l'instant k.
En écrivant les équations d'observation sur l'horizon [k −m, k] de taille m + 1, on peut
établir l'équation suivante :

Zk
m = Lmx(k −m) + BmUk

m + GmW k
m + V k

m (4.2)

avec :

Y k
m =

[
y(k −m)T y(k −m + 1)T . . . y(k)T

]T
, Y ∈ {Z,U,W, V } (4.3)

Lm =
[

CT (CA)T . . . (CAm)T
]T (4.4)
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4.2. Observateur à mémoire �nie

Bm =




0 0 . . . . . . 0

CB 0
. . . . . . 0

CAB CB
. . . . . . ...

... ... . . . . . . 0

CAm−1B CAm−2B . . . CB 0




(4.5)

Gm =




0 0 . . . . . . 0

CG 0
. . . . . . 0

CAG CG
. . . . . . ...

... ... . . . . . . 0

CAm−1G CAm−2G . . . CG 0




(4.6)

Les moyennes des bruits w et v étant nulles, l'estimée x̂(k−m) de l'état, à l'instant k−m

(premier instant de la fenêtre d'observation), peut être obtenue en minimisant le critère
quadratique J(k) = ‖Lmx(k −m) + BmUk

m − Zk
m‖2, qui permet de minimiser la somme

quadratique des erreurs de mesures de la sortie, par rapport à l'inconnue x(k −m). On
choisit ce critère a�n de maximiser la vraisemblance de l'erreur d'estimation en minimisant
le critère J(k). On obtient :

x̂(k −m) = (LT
mLm)−1LT

m(Zk
m −BmUk

m) (4.7)

sous réserve que Lm soit de plein rang colonne.
L'estimation de l'état à l'instant terminal k de la fenêtre d'observation s'obtient en inté-
grant le système (4.1) sans prendre en compte l'in�uence des bruits :

x̂(k) = ΩZk
m − ΦUk

m (4.8)

avec

Tm =
[

(Am−1B)T (Am−2B)T . . . BT 0
]T (4.9)

Ω = Am(LT
mLm)−1LT

m (4.10)

Φ = ΩBm − Tm (4.11)
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Chapitre 4. Observateurs à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne

4.2.1 Condition d'existence de l'observateur

La condition d'existence de la solution (4.7) est que l'inverse de la matrice (LT
mLm) qui

représente le grammien d'observabilité existe. La taille minimale m+1 assurant l'existence
de (LT

mLm)−1 est donc le plus petit entier pour lequel la matrice Lm est de plein rang
colonne (Murthy, 1980) ; m est l'indice d'observabilité du système. De façon pratique,
on étudie l'évolution du rang du grammien d'observabilité quand m augmente a�n de
véri�er l'existence de l'inverse de la matrice (LT

mLm). La recherche de la taille de l'horizon
d'observation a été traité dans (Nuninger, 1997) où l'auteur s'appuie sur une étude de
sensibilité de l'estimation vis-à-vis des di�érentes mesures de l'horizon considéré.

4.2.2 Taille de l'horizon

Dans son étude du choix de la taille de l'horizon, (Nuninger, 1997) a constaté que la
sensibilité de l'erreur d'estimation par rapport au bruit dépendait de la taille de l'horizon
par l'intermédiaire de la matrice (LT

mLm). L'étude des propriétés statistiques des erreurs
d'estimation a montré que la matrice de variance-covariance de l'erreur d'estimation dé-
pend de (LT

mLm).
En l'absence de défauts, il a été rappelé dans (Nuninger, 1997) que l'estimateur assure
des erreurs d'estimation statistiquement nulles et dont la variance dépend de la taille de
l'horizon. L'étude de la norme de la matrice de variance des erreurs d'estimation lorsque
m augmente permet de trouver la valeur de m optimale au-delà de laquelle l'ajout de
mesures supplémentaires ne modi�e pas signi�cativement la variance de l'erreur d'estima-
tion.
L'horizon adéquat peut donc être choisi simplement en faisant varier m de façon systé-
matique jusqu'à ce que les coe�cients de la matrice de variance des erreurs d'estimation
n'évoluent plus (les mesures supplémentaires n'apportent pas d'information). L'estimation
peut donc être calculée à partir d'un nombre �ni de mesures.
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4.3. Observateur à mémoire �nie avec entrée inconnue

4.2.3 Propriétés de l'observateur

Dans cette partie, nous rappelons quelques propriétés de l'observateur à mémoire �nie
de l'équation (4.8).
Remarque : dans le cas sans bruit, nous avons la relation suivante :

x̂(k) = x(k) (4.12)

Propriété statistique de l'observateur : en présence de bruit de mesure et de bruit d'état,
nous avons la relation suivante :

x̂(k)− x(k) = ΓW k
m + ΩV k

m
(4.13)

avec
Γ = ΩGm − Fm (4.14)

et
Fm =

[
(Am−1G)T (Am−2G)T . . . GT 0

]T (4.15)

Comme les bruits w et v sont centrés, on en déduit

E[x̂(k)] = E[x(k)] (4.16)

L'expression E[x̂(k)] = E[x(k)] signi�e que les estimations sont non biaisées.

4.3 Observateur à mémoire �nie avec entrée inconnue

L'observateur à mémoire �nie peut être utilisé en présence d'une entrée inconnue en
considérant cette dernière comme un état du système. Le système considéré est le suivant :





x(k) = Ax(k − 1) + Bu(k − 1) + Ed(k − 1) + Gw(k − 1)

z(k) = Cx(k) + v(k)
(4.17)

où d(k) est l'entrée inconnue à l'instant k et E la matrice d'in�uence de l'entrée inconnue.
A�n d'obtenir un système augmenté pour l'élaboration de l'observateur, on considère que
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Chapitre 4. Observateurs à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne

l'entrée inconnue d(k) suit un processus stochastique de marche aléatoire représenté par :

d(k) = d(k − 1) + δ(k − 1) (4.18)

où δ(k) est un bruit aléatoire.
Le processus stochastique de marche aléatoire est un outil couramment utilisé pour l'ana-
lyse des paramètres inconnus variant avec le temps, il est utilisé en particulier dans le
domaine de l'estimation et de l'identi�cation des paramètres (Friedland, 1969), (Ignagni,
1990) et (Ljung, 1999).
On peut alors écrire un système augmenté de la manière suivante :





x
′
(k) = Aax

′
(k − 1) + Bau(k − 1) + Gaw

′
(k − 1)

z(k) = Cax
′
(k) + v(k)

(4.19)

avec
x
′
(k) =

[
x(k)T d(k)T

]T
, w

′
(k) =

[
w(k)T δ(k)T

]T (4.20)

Aa =


A E

0 I


 , Ba =


B

0


 (4.21)

Ca =
[
C 0

]
et Ga =


G 0

0 I


 (4.22)

L'estimation de l'état augmenté x̂
′
(k − m) peut être e�ectuée comme dans le cas

précédent (4.7) ; on obtient :

x̂
′
(k −m) = (LT

m,aLm,a)
−1LT

m,a(Z
k
m −Bm,aU

k
m) (4.23)

où les matrices Lm,a et Bm,a sont construites comme les matrices Lm et Bm des équations
(4.4) et (4.5) en remplaçant les matrices A, B et C respectivement par Aa, Ba et Ca.
La condition d'existence de la solution (4.23) est que l'inverse de la matrice (LT

m,aLm,a)

qui représente le grammien d'observabilité existe.
Comme précédemment, l'estimation de l'état à l'instant terminal k de la fenêtre d'obser-
vation s'obtient en intégrant le système sans prendre en compte les bruits qui ont une
espérance mathématique nulle (4.1) :

x̂
′
(k) = Am

a x̂
′
(k −m) + Tm,aU

k
m (4.24)
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4.4. Observateur à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne

avec

Tm,a =
[

(Am−1
a Ba)

T (Am−2
a Ba)

T . . . BT
a 0

]T (4.25)

Cette formulation permet donc l'obtention simultanée d'une estimation de l'état du
système et de l'entrée inconnue.
Exemple :
On considère le système à entrée inconnue suivant :

x(k) =


−0.0005 −0.0084

0.0517 0.8069


 x(k − 1) +


 0.1815

1.7902


 u(k − 1)

+


 0.0129

−1.2504


 d(k − 1) +


 1

10


 w(k − 1)

z(k) =


 1 0

0 1


 x(k) + v(k)

Les entrées sorties du système sont représentées sur la �gure 4.4. Dans un premier temps,
nous considérons une entrée inconnue constante égale à 0.5 dans l'intervalle temporel
[100, 300] et nulle le reste du temps. Nous considérons ensuite une entrée inconnue en
forme de rampe dans l'intervalle [100, 200], constante égale à 0.5 dans l'intervalle temporel
[200, 300] et nulle le reste du temps.
L'examen de la �gure 4.2 permet de constater une bonne estimation de l'entrée inconnue
avec, cependant, un certain décalage dû à l'horizon d'observation de l'OMF choisi ici égal
à 11 (m = 10). La �gure 4.3 présente des résultats analogues dans le cas où l'entrée
inconnue évolue selon une rampe.

4.4 Observateur à mémoire �nie pour les systèmes à
commutation markovienne

Dans ce paragraphe, nous considérons un système représenté par un ensemble de mo-
dèles Mi, i = 1, . . . , r, chaque modèle représentant un comportement particulier du sys-
tème. L'objectif est de détecter, à chaque instant, le modèle qui approche le mieux le
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Chapitre 4. Observateurs à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne
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Fig. 4.1 � Entrées sorties du système
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Fig. 4.2 � Entrée inconnue estimée en présence de bruit
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4.4. Observateur à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

estimation
entrée inconnue

Fig. 4.3 � Entrée inconnue estimée en présence de bruit

comportement du système et, simultanément, d'estimer l'état du système. On suppose
que les transitions d'un modèle à l'autre sont décrites par un processus markovien régi
par la matrice de transition de Markov Π donnée par :

Π =




π11 · · · π1r

... . . . ...
πr1 · · · πrr




où πij est la probabilité de transition conditionnelle de passage du modèle Mi vers le
modèle Mj ; on note µj(k) la probabilité que le j ème modèle soit actif à l'instant k.

4.4.1 Développement de la méthode

Considérons le j ème modèle :




x(k) = Ajx(k − 1) + Bju(k − 1) + Gjw(k − 1)

z(k) = Cjx(k) + v(k)
(4.26)

L'estimation d'état de ce modèle peut être e�ectuée à l'aide d'un OMF selon la mé-
thode décrite à la section 4.2 sous l'hypothèse de l'existence de (LT

j,mLj,m)−1. On obtient
ainsi :

x̂j(k −m) = (LT
j,mLj,m)−1LT

j,m(Zk
m −Bj,mUk

m) (4.27)
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Chapitre 4. Observateurs à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne

et
x̂j(k) = Am

j x̂j(k −m) + Tj,mUk
m (4.28)

Les matrices Lj,m, Bj,m et Tj,m sont construites en utilisant les dé�nitions (4.4), (4.5)
et (4.9) en remplaçant les matrices A, B et C par les matrices Aj, Bj et Cj décrivant le
j ème modèle.
L'estimée de (4.28) est garantie non biaisée en l'absence de commutation sur [k −m, k].
L'estimation de l'état x̂(k) du système à commutation est alors calculée comme une somme
pondérée des états des di�érents modèles :

x̂(k) =
r∑

j=1

x̂j(k)µj(k) (4.29)

En nous inspirant des travaux de (Bar-Shalom, 1990), la probabilité que le système
fonctionne selon le j ème modèle à l'instant k est calculée de la manière suivante :

µj(k) = P{Mj(k)|Zk
m} (4.30)

Dé�nissons alors Z̃k−1
m , le vecteur des observations e�ectuées sur l'horizon [k−m, k−1] ;

on a :
Zk

m =
[

(Z̃k−1
m )T z(k)T

]T

(4.31)

L'équation (4.30) peut alors s'écrire :

µj(k) = P{Mj(k)|Z̃k−1
m , z(k)} (4.32)

puis, en utilisant la formule de Bayes :

µj(k) =
p
[
z(k)|Mj(k), Z̃k−1

m

]
P{Mj(k)|Z̃k−1

m }
∑r

l=1 p
[
z(k)|Ml(k), Z̃k−1

m

]
P{Ml(k)|Z̃k−1

m }
(4.33)

A�n d'alléger les notations, posons :

λi(k) = p
[
z(k)|Mi(k), Z̃k−1

m

]
(4.34)

Développons également la probabilité d'activation du modèle j à l'instant k, condition-
nellement au modèle actif à l'instant k − 1 :

P{Mj(k)|Z̃k−1
m } =

r∑

i=1

P{Mj(k)|Mi(k − 1), z̃(k − 1)}P{Mi(k − 1)|Z̃k−1
m } (4.35)
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4.4. Observateur à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne

De manière à élaborer une récurrence sur le calcul des µj(k), on e�ectue l'approximation
suivante :

P{Mi(k − 1)|Z̃k−1
m } ≈ P{Mi(k − 1)|Zk−1

m } = µj(k − 1) (4.36)

Cela revient à considérer que l'information apportée par le premier vecteur d'observa-
tion z(k −m − 1) du vecteur Zk−1

m dé�ni sur l'horizon [k −m − 1, k − 1] n'est pas très
importante et peut être négligée (cela dépend évidemment de l'horizon choisi). Dans ce
cas, en considérant les équations (4.33) à (4.36) et en remarquant que, par dé�nition,
P{Mj(k)|Mi(k − 1), Z̃k} = πij, on obtient alors la récurrence suivante sur la probabilité
que le système opère selon le modèle j à l'instant k :

µj(k) =
λj(k)

∑r
i=1 πijµj(k − 1)∑r

l=1 λl(k)
∑r

i=1 πilµj(k − 1)
(4.37)

Cette expression permet de calculer la probabilité d'activation de chaque modèle connais-
sant les vraisemblances λj(k) et les probabilités de passage d'un modèle à un autre πij.
A partir de ces probabilités, on peut calculer l'estimée x̂(k) par l'équation (4.29) qui
elle même utilise les estimées x̂j(k) issues des observateurs (4.28) relatifs au modèles de
fonctionnement.

4.4.2 Exemple d'application

On considère un modèle de fonctionnement normal (A1, B1, C1), un modèle de défaut
d'actionneur (A2, B2, C2) et un modèle de défaut de capteur (A3, B3, C3), les di�érentes
matrices étant dé�nies par :

Ai =


−0.0005 −0.0084

0.0517 0.8069


 , i = 1 . . . 3

B1 =
[
0.1815 1.7902

]T

, C1 =


 1 0

0 1


 .

B2 =
[
0.1815 0

]T

, C2 =


 1 0

0 1


 .
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Chapitre 4. Observateurs à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne

B3 =
[
0.1815 1.7902

]T

, C3 =


 1 0

0 0.1


 .

Pour tester la méthode, dans un premier temps, le scénario suivant a été établi : initia-
lement le système est en bon fonctionnement (modèle 1), puis à l'instant 100, survient
un défaut sur l'actionneur (modèle 2), à l'instant 500, le système revient au mode de bon
fonctionnement et, à l'instant 800, un défaut sur un capteur est introduit (modèle 3), les
entrées-sorties du système sont représentées sur la �gure 4.4.
Les résultats sont présentés aux �gures (4.5, 4.6 et 4.7) où sont représentées les probabili-
tés d'activation des di�érents modèles calculées par la méthode proposée et par la méthode
GPB1. On constate clairement les changements de régime ; la probabilité d'activation des
modèles, dans leur zones respectives de fonctionnement, �uctue autour de un et donc la
détection des défauts est réalisée. On remarque aussi que, sur cet exemple, la méthode
proposée donne de meilleurs résultats que la méthode GPB1.
Un deuxième scénario, similaire à celui exposé au deuxième chapitre, est envisagé pour
comparer les performances de la méthode proposée avec celle de l'algorithme GPB. Les
commutations sont générées en utilisant les probabilités de passage d'un modèle à un
autre de la matrice de Markov Π connue donnée par :

Π =




0.95 0.025 0.025

0.05 0.95 0

0.05 0 0.95




Les variances des bruits sur l'état et sur les mesures sont données par :

Q = 0.001

R = 5×

 0.01 0

0 0.4


 .

Les résultats de cette comparaison, qui utilise les critères de performance dé�nis dans le
chapitre 2, sont rassemblés dans le tableau 4.1 avec (FA) le taux de fausses alarmes, (ND)
le taux de non détection, (BDI) le taux de bonne détection et d'isolation, (IID) le taux
d'isolation incorrect du défaut et (TMD) le temps moyen de détection (chapitre 2).
On remarque que les résultats de la méthode proposée sont meilleurs que ceux de la
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4.4. Observateur à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

1

2

Entrée

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

0

0.1

0.2 Sortie 1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

5

10
Sortie 2

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

0

0.1

0.2
Sortie 1 non bruitée

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

5

10
Sortie 2 non bruitée

Fig. 4.4 � Entrées sorties du système

BDI FA ND IID TMD
Méthode proposée 0.7865 0.00085 0.2774 0.0069 2.4623

Algorithme GPB 0.7100 0.00093 0.2885 0.0978 9.2102

Tab. 4.1 � Performance de la détection pour la méthode proposée et l'algorithme GPB
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Chapitre 4. Observateurs à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne
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Fig. 4.5 � Probabilité d'activation du modèle 1
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Fig. 4.6 � Probabilité d'activation du modèle 2

104

te
l-0

01
35

04
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
M

ar
 2

00
7



4.4. Observateur à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne
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Fig. 4.7 � Probabilité d'activation du modèle 3

BDI FA ND IID TMD
R× 1 0.7865 0.00085 0.2774 0.0069 2.4623

R× 3 0.7851 0.00085 0.2785 0.0056 2.4906

R× 5 0.7813 0.0013 0.2763 0.0111 2.4623

R× 8 0.7536 0.0024 0.3089 0.0288 2.4151

R× 10 0.7393 0.0039 0.3164 0.0395 2.4623

Tab. 4.2 � Performance de la détection en fonction du niveau du bruit sur la sortie

méthode GPB1. Cela est dû à la sensibilité de cette dernière au bruit. On conclut donc
que l'utilisation d'un observateur à mémoire �nie, pour la détection de défaut dans le
cadre de systèmes à commutations, donne de bons résultats qui sont moins sensibles au
bruit que la méthode GPB classique. Le tableau 4.2 nous permet de constater que les
performances de la détection se dégradent avec l'augmentation du niveau du bruit sur la
sortie. On a remarqué aussi que, pour cet exemple, la taille de la fenêtre de l'observateur
n'a pas une grande in�uence sur les performances du diagnostic.
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Chapitre 4. Observateurs à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne

4.5 Extension de la méthode pour les systèmes à entrée
inconnue

Nous allons appliquer la méthode proposée à la section 4.3 au cas des systèmes à
entrée inconnue. Pour cela, l'observateur à mémoire �nie est remplacé par un observateur
à mémoire �nie avec entrée inconnue.
Le modèle Mj s'écrit sous la forme :





x(k) = Ajx(k − 1) + Bju(k − 1) + Ed(k − 1) + Gw(k − 1)

z(k) = Cjx(k) + v(k)

où d(k) est l'entrée inconnue à l'instant k et où E est la matrice d'in�uence de l'entrée
inconnue.
En utilisant un modèle augmenté qui prend en compte l'entrée inconnue, qui est considé-
rée comme un état du système, pour chaque modèle Mj, on peut estimer l'état et l'entrée
inconnue d. L'estimation de l'état global est ensuite obtenue en suivant la démarche ex-
posée auparavant dans ce chapitre.
Exemple : on considère les mêmes modèles de fonctionnement normal, de défaut d'ac-
tionneur et de défaut de capteur que précédemment, auxquels l'entrée inconnue d(k) est
ajoutée avec :

E =
[
0.0129 −1.2504

]T

Pour tester la méthode, le scénario suivant a été établi : initialement le système est en
bon fonctionnement, à l'instant 100 intervient une entrée inconnue d'amplitude constante,
puis à l'instant 200, survient un défaut sur l'actionneur, à l'instant 300, l'entrée inconnue
devient nulle, à l'instant 500, le système revient au mode de bon fonctionnement et, à
l'instant 800, un défaut capteur est introduit.
Les résultats des �gures 4.8 à 4.10, en présence de bruit, montrent clairement les change-
ments d'un régime à l'autre ce qui permet donc la détection des défauts. La �gure 4.11
montre l'estimation de l'entrée inconnue en l'absence de bruit. En présence de bruit, cette
estimation est représentée à la �gure 4.12. On peut constater que l'utilisation d'un obser-
vateur à mémoire �nie avec entrée inconnue pour la détection de défaut et l'estimation
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4.6. Conclusion
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Fig. 4.8 � Probabilité d'activation du modèle 1 avec bruit

de l'entrée inconnue, dans le cadre des systèmes à commutations, donne de bons résultats
malgré la présence de bruit.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d'abord rappelé la structure d'un observateur à mé-
moire �nie. Nous l'avons ensuite appliqué avec succès à l'estimation d'entrées inconnues.
Ce type d'observateur a été utilisé dans le cadre d'un système à commutation marko-
vienne pour lequel on doit également détecter les instants de commutation entre modèles.
La comparaison des résultats obtenus avec ceux de la méthode GPB1 a ensuite été ef-
fectuée sur un exemple. L'utilisation d'un observateur à mémoire �nie avec la méthode
GPB1 donne de meilleurs résultats, principalement en présence de bruits.
Finalement, la méthode proposée a été étendue au cas de systèmes soumis à des entrées
inconnues. Dans cette situation, la détection des instants de commutation s'e�ectue si-
multanément à l'estimation de l'entrée inconnue.
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Chapitre 4. Observateurs à mémoire �nie pour les systèmes à commutation markovienne
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Fig. 4.9 � Probabilité d'activation du modèle 2 avec bruit
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Fig. 4.10 � Probabilité d'activation du modèle 3 avec bruit
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4.6. Conclusion
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Fig. 4.11 � Estimation de l'entrée inconnue en l'absence de bruit
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Fig. 4.12 � Estimation de l'entrée inconnue en présence de bruit
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5
Observateur mixte pour les systèmes à

commutation markovienne
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons constaté que l'utilisation des observateurs à mé-
moire �nie améliore les performances de la méthode de diagnostic proposée dans le chapitre
2. Cependant, pour améliorer les performances de l'observation et du diagnostic, on pro-
pose de combiner l'observateur de Luenberger et l'observateur à mémoire �nie à travers
un paramètre de pondération τ . Dans un premier temps, on présente la structure de l'ob-
servateur à mémoire �nie et l'expression des états du système issue de cette formulation.
Ensuite, on propose la structure d'un nouvel observateur et on établit ses conditions de
stabilité ; celles-ci sont formulées en terme d'inégalités matricielles par l'utilisation d'une
fonction de Lyapunov quadratique sous l'hypothèse que les bruits sont bornés. On présente
un exemple académique où une comparaison est e�ectuée avec l'observateur à mémoire
�nie classique et avec l'observateur de Luenberger.
L'observateur proposé est ensuite utilisé dans le cadre des systèmes à commutation mar-
kovienne (Hocine et al., 2006). Les performances obtenues sont comparées à celles des
estimateurs multi-modèle classiques et avec l'estimateur multi-modèle proposé dans le
chapitre 4.

5.2 Observateur à mémoire �nie

Rappelons quelques résultats sur les observateurs à mémoire �nie donnés dans le cha-
pitre précédent. On considère le système discret, invariant dans le temps, suivant :





x(k) = Ax(k − 1) + Bu(k − 1) + Gw(k − 1)

z(k) = Cx(k) + v(k)

où, à l'instant k, x(k) est le vecteur d'état, A est la matrice d'évolution d'état, u(k) est le
vecteur de commande, B est la matrice d'in�uence de l'entrée, C est la matrice d'in�uence
de la sortie, w(k) et v(k) sont respectivement le bruit d'état et le bruit de mesure et z(k) est
la sortie du système. On considère l'observateur à mémoire �nie proposé dans le chapitre
précédent :

x̂(k) = ΩZk
m − ΦUk

m
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Chapitre 5. Observateur mixte pour les systèmes à commutation markovienne

avec
Ω = Am(LT

mLm)−1

Φ = ΩBm − Tm

Tm =
[

(Am−1B)T (Am−2B)T . . . BT 0
]T

Lm =
[

CT (CA)T . . . (CAm)T
]T

Bm =




0 0 . . . . . . 0

CB 0
. . . . . . 0

CAB CB
. . . . . . ...

... ... . . . . . . 0

CAm−1B CAm−2B . . . CB 0




Gm =




0 0 . . . . . . 0

CG 0
. . . . . . 0

CAG CG
. . . . . . ...

... ... . . . . . . 0

CAm−1G CAm−2G . . . CG 0




et
Zk

m = Lmx(k −m) + BmUk
m + GmW k

m + V k
m

En présence de bruit de mesure et de bruit d'état, l'erreur d'estimation d'état s'écrit :

x̂(k)− x(k) = ΓW k
m + ΩV k

m

avec
Γ = ΩGm − Fm

et
Fm =

[
(Am−1G)T (Am−2G)T . . . GT 0

]T

L'état vrai x(k) peut être alors écrit sous la forme :

x(k) = ΩZk
m − ΦUk

m − ΓW k
m − ΩV k

m (5.1)
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5.3. Observateur mixte

5.3 Observateur mixte

En combinant les prédictions fournies par les équations (4.1) et (5.1), qui sont relatives
au même état, on obtient un état "composite" :

x(k + 1) =τ(ΩZk+1
m − ΦUk+1

m − ΓW k+1
m − ΩV k+1

m )

+(1− τ)(Ax(k) + Bu(k) + Gw(k))
(5.2)

où τ est un paramètre de pondération entre l'état prédit à un pas et l'état obtenu sur un
horizon de taille m + 1. Nous examinerons par la suite la façon d'optimiser la valeur de
ce paramètre.
Pour le système (5.2), on considère l'observateur suivant :





x̂(k + 1) = τ(ΩZk+1
m − ΦUk+1

m )

+ (1− τ)(Ax̂(k) + Bu(k)−K(ẑ(k)− z(k)))

ẑ(k) = Cx̂(k)

(5.3)

où K et τ sont à déterminer.
Pour caractériser l'état fourni par cet observateur, on forme l'équation d'évolution de la
dynamique de l'erreur d'estimation e(k) = x̂(k)− x(k) :

e(k + 1) = Ae(k) + (1− τ)Kv(k) + τΩV k+1
m + τΓW k+1

m + (1− τ)Gw(k) (5.4)

avec

A = (1− τ)(A−KC)

L'erreur d'estimation peut être réécrite en concaténant les bruits dans un seul vecteur :

e(k + 1) = Ae(k) + DSk+1
m (5.5)

avec

Sk+1
m =

[
v(k)T V k+1

m

T
w(k)T W k+1

m

T
]T

D = [(1− τ)K τΩ (1− τ)G τΓ]

La conception de l'observateur nécessite la détermination de K et τ .
Proposition : Supposons qu'il existe une matrice de gain K, deux matrices dé�nies
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Chapitre 5. Observateur mixte pour les systèmes à commutation markovienne

positives P > 0 et Q > 0, P symétrique, et un scalaire positif τ , véri�ant la contrainte
suivante :

Q− P + (1− τ)2 (A−KC)T P (A−KC)

+ (1− τ)2 (A−KC)T P 2 (A−KC) < 0
(5.6)

alors l'observateur dé�ni en (5.3) a une erreur d'estimation bornée, i.e. il existe une
constante positive

r2 = ‖ D ‖2‖ Sk+1
m ‖2 λmax(P + I)/λmin(Q) (5.7)

telle que ∆Vk(e(k)) < 0 pour ‖e(k)‖ > r.

Preuve : En considérant la fonction de Lyapunov Vk(e(k)) = e(k)T Pe(k), on obtient :

Vk+1(e(k)) = e(k + 1)T Pe(k + 1)

= e(k)T A
T
PAe(k) + e(k)T A

T
PDSk+1

m + Sk+1
m

T
DT PAe(k) + Sk+1

m
T
DT PDSk+1

m

(5.8)
La propriété MT N + NT M ≤ MT M + NT N appliquée à des matrices de dimensions
appropriées permet d'écrire :

e(k)T A
T
PDSk+1

m + Sk+1
m

T
DT PAe(k) ≤ e(k)T A

T
PPAe(k) + Sk+1

m
T
DT DSk+1

m
(5.9)

En substituant (5.9) dans (5.8), on obtient :

Vk+1(e(k)) ≤ e(k)T
(
A

T
PA + A

T
P 2A

)
e(k) + Sk+1

m

T
DT DSk+1

m + Sk+1
m

T
DT PDSk+1

m

(5.10)

Vk+1(e(k)) ≤ e(k)T
(
A

T
PA + A

T
P 2A

)
ek + Sk+1

m

T
DT (P + I) DSk+1

m (5.11)

D'où

Vk+1(e(k)) ≤ e(k)T
(
A

T
PA + A

T
P 2A

)
e(k) + ‖D‖2‖Sk+1

m ‖2λmax (P + I) (5.12)

Alors s'il existe P > 0, Q > 0 tel que A
T
PA + A

T
P 2A− P < −Q (5.6), on a :

∆Vk(e(k)) ≤ −e(k)T Qe(k) + ‖D‖2‖Sk+1
m ‖2λmax (P + I)

≤ −λmin (Q) ‖e(k)‖2 + ‖D‖2‖Sk+1
m ‖2λmax (P + I)

(5.13)
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5.4. Exemple

et ∆Vk(e(k)) < 0 si ‖e(k)‖ ≥ r. Ce qui clos la preuve. Cela revient à dire que la décrois-
sance de l'erreur d'estimation est garantie tant qu'elle est supérieure à r.
Pour résoudre (5.6) on procède par linéarisation (Boyd et al., 1994) en prenant X = PK :




(1− τ)−2(P −Q) (PA−XC)T (PA−XC)T

PA−XC P 0

PA−XC 0 I


 > 0 (5.14)

Il s'agit d'une inégalité matricielle linéaire en P , Q et X résolue e�cacement par des
outils numériques (toolbox LMItool de Matlab). Le gain de l'observateur est donné par
K = P−1X.

Comme on l'a vu dans le paragraphe précédent, la convergence de l'erreur d'estimation
est garantie en dehors de l'intervalle [−r, r] (équation (5.7)). Il est évident que si l'on veut
améliorer les performances de l'observateur, il faut minimiser la valeur de r. Pour cela, les
bornes des bruits étant constantes, on peut minimiser le terme ‖D‖λmax(P +I)/

√
λmin(Q)

qui dépend explicitement du paramètre τ et implicitement de τ à travers le gain K

et les matrices P et Q. Les matrices K, P et Q sont obtenues en résolvant l'inégalité
matricielle de l'équation (5.14) qui dépend directement de τ . On est donc confronté à un
problème de minimisation non linéaire. Une des stratégies envisageables est de minimiser
numériquement le terme ‖D‖λmax(P + I)/

√
λmin(Q) par rapport au paramètre τ .

5.4 Exemple

Dans cette partie, un exemple académique illustre la mise en ÷uvre de l'observateur
proposé ; des comparaisons avec l'observateur à mémoire �nie et l'observateur de Luenber-
ger ont été e�ectuées, cette comparaison est réalisée en �xant comme critère d'évaluation
des performances la somme quadratique EN des erreurs d'estimation où l'indice N cor-
respond au temps de �n de simulation :

EN =
k=N∑

k=1

e(k)T e(k) (5.15)
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Chapitre 5. Observateur mixte pour les systèmes à commutation markovienne
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Fig. 5.1 � Évolution du terme ‖D‖λmax(P + I)/
√

λmin(Q) en fonction du paramètre τ

Pour l'exemple, nous considérons le système suivant :

x(k) =


 0.85 0

0 0.8


 x(k − 1) +


 0.18

1.8


 u(k − 1) +


 0.1

0.1


 w(k − 1)

y(k) =


 1 0

0 0.5


 x(k) + v(k)

où v(k) ∈ [−0.1; 0.1] et w(k) ∈ [−0.2; 0.2].
A�n de déterminer le paramètre τ , on minimise le terme ‖D‖λmax(P + I)/

√
λmin(Q)

pour τ ∈ [0; 1] en utilisant la fonction Matlab fminbnd. Cette dernière fonction est basée
sur la méthode "Golden Section Search" (Cheney and Kincaid, 1994) et l'interpolation
parabolique. Pour ces simulations, on a choisi une longueur de fenêtre m = 4. La �gure
5.1 montre l'évolution du terme ‖D‖λmax(P + I)/

√
λmin(Q) en fonction du paramètre τ

dans l'intervalle [0; 1].
Ce minimum vaut τ = 0.6910 et la résolution des conditions LMI (5.14) aboutit aux
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5.4. Exemple
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Observateur mixte
Observateur à mémoire finie
Observateur de Luenberger

Fig. 5.2 � Erreur d'estimation pour les deux composantes du vecteur d'état et norme de
‖e(k)‖

résultats suivants :

P =


 1.4289 0.0001

0.0001 1.4289




Q =


 1.2983 0.00005

0.00005 1.2983




K =


 0.8161 −0.0194

0.0008 1.5403



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Chapitre 5. Observateur mixte pour les systèmes à commutation markovienne

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0.6
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0.7

0.72

Fig. 5.3 � Variation du paramètre τ en fonction de la longueur de la fenêtre

Les deux premières parties de la �gure 5.2 représentent les erreurs d'estimation d'état,
calculées par l'observateur proposé, par OMF, de même longueur de fenêtre m = 7 que
l'observateur proposé, et l'observateur de Luenberger de même gain K que l'observateur
proposé. On peut remarquer que l'observateur mixte donne de meilleurs résultats que
ceux obtenus avec l'OMF et l'observateur de Luenberger. On peut quanti�er cette supé-
riorité par le calcul de la somme quadratique des erreurs d'estimation d'état e(k) des trois
observateurs, l'observateur mixte (Emixte

N = 8.9085), OMF (EOMF
N = 14.4150) et l'obser-

vateur de Luenberger (ELBO
N = 18.5382). La dernière partie de la �gure 5.2 représente

la norme des erreurs d'estimation de l'observateur mixte où la ligne droite représente la
borne r = 0.21. On observe que la norme de l'erreur d'estimation dépasse en quelques
points la borne r ce qui est tout à fait normal car r est la borne qui garantit la décrois-
sance de l'erreur d'estimation et non pas la borne de l'erreur d'estimation. La �gure 5.3
représente la variation de τ en fonction de la longueur de la fenêtre.

Dans cette partie, on a élaboré un nouveau type d'observateur, sa structure est le résultat
d'une pondération entre l'observateur à mémoire �nie et l'observateur de Luenberger. En

120

te
l-0

01
35

04
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
M

ar
 2

00
7



5.5. Observateur mixte pour les systèmes à commutation markovienne

utilisant une fonction de Lyapunov quadratique, on a formulé les conditions sous forme
LMI pour garantir la stabilité de l'observateur. On a procédé au calcul d'une borne ga-
rantissant la décroissance de l'erreur d'estimation en présence de bruit sur la sortie et sur
le système ; cette borne a ensuite été minimisée en optimisant la valeur du paramètre de
pondération τ .
Dans la partie qui suit, l'observateur proposé sera intégré dans le cadre des estimateurs
multi-modèle du chapitre 1, de la même manière que les observateurs à mémoire �nie.

5.5 Observateur mixte pour les systèmes à commuta-
tion markovienne

A�n d'appliquer l'observateur mixte aux systèmes à commutation, nous allons suivre
les mêmes étapes que celles du chapitre 4. Nous considérons un système décrit par un
ensemble de modèles Mi, i = 1, . . . , r, chaque modèle représentant un comportement du
système. L'objectif est de détecter, à chaque instant, le modèle qui approche le mieux le
comportement du système et simultanément d'estimer l'état du système. On suppose que
les transitions d'un modèle à un autre sont décrites par un processus Markovien régi par
la matrice de transition de Markov Π.

5.5.1 Développement de la méthode

Considérons le j ème modèle :




x(k) = Ajx(k − 1) + Bju(k − 1) + Gjw(k − 1)

z(k) = Cjx(k) + v(k)
(5.16)

L'estimation d'état de ce modèle peut être e�ectuée à l'aide de l'observateur mixte
proposé. On obtient ainsi :





x̂i(k + 1) = τi(ΩiZ
k+1
m − ΦiU

k+1
m )

+ (1− τi)(Aix̂(k) + Biu(k)−Ki(ẑi(k)− z(k)))

ẑi(k) = Cix̂i(k)

(5.17)
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Chapitre 5. Observateur mixte pour les systèmes à commutation markovienne

Les matrices Ωi, Φi sont construites en remplaçant les matrices A, B et C par les matrices
Aj, Bj et Cj décrivant le j ème modèle. Les paramètres τj et Kj sont calculés pour chaque
modèle.
L'estimation de l'état x̂(k) du système à commutation est alors calculée comme une somme
pondérée des états des di�érents modèles :

x̂(k) =
r∑

j=1

x̂j(k)µj(k) (5.18)

Comme dans le chapitre 4, en nous inspirant des travaux de (Bar-Shalom, 1990), la
probabilité que le système fonctionne selon le j ème modèle à l'instant k est calculée de la
manière suivante :

µj(k) = P{Mj(k)|Zk
m} (5.19)

L'équation (5.19) peut alors s'écrire :

µj(k) = P{Mj(k)|Zk−1
m , z(k)} (5.20)

puis, en utilisant la formule de Bayes :

µj(k) =
p
[
z(k)|Mj(k), Zk−1

m

]
P{Mj(k)|Zk−1

m }∑r
l=1 p [z(k)|Ml(k), Zk−1

m ] P{Ml(k)|Zk−1
m } (5.21)

A�n d'alléger les notations, posons :

λi(k) = p
[
z(k)|Mi(k), Zk−1

m

]
(5.22)

Développons également la probabilité d'activation du modèle j à l'instant k, condition-
nellement au modèle actif à l'instant k − 1 :

P{Mj(k)|Zk−1
m } =

r∑

i=1

P{Mj(k)|Mi(k − 1), z(k − 1)}P{Mi(k − 1)|Zk−1
m } (5.23)

On obtient alors la récurrence suivante sur la probabilité que le système opère selon le
modèle j à l'instant k :

µj(k) =
λj(k)

∑r
i=1 πijµj(k − 1)∑r

l=1 λl(k)
∑r

i=1 πilµj(k − 1)
(5.24)

Cette expression permet de calculer la probabilité d'activation de chaque modèle connais-
sant les vraisemblances λj(k) et les probabilités πij de passage d'un modèle à un autre.
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5.5. Observateur mixte pour les systèmes à commutation markovienne

5.5.2 Exemple d'application

Pour l'application de la méthode proposée, on considère le problème du chapitre 2,
décrit par un modèle de fonctionnement normal (A1, B1, C1), un modèle de défaut d'action-
neur (A2, B2, C2) et un modèle de défaut de capteur (A3, B3, C3) ; les di�érentes matrices
étant dé�nies par :

Ai =


−0.0005 −0.0084

0.0517 0.8069


 , i = 1 . . . 3

B1 =
[
0.1815 1.7902

]T

, C1 =


 1 0

0 1


 .

B2 =
[
0.1815 0

]T

, C2 =


 1 0

0 1


 .

B3 =
[
0.1815 1.7902

]T

, C3 =


 1 0

0 0.1


 .

Les gains Kj et les paramètres τj relatifs à chaque modèle Mj sont donnés par :

K1 =


 0.1326 −0.1013

0.0799 0.8428




K2 =


 0.1326 −0.1013

0.0799 0.8428




K3 =


 0.0470 −0.0349

0.0468 0.8681




et τ1 = 0.8247, τ2 = 0.8247 et τ3 = 0.8451.
Un scénario similaire à celui du deuxième chapitre est envisagé pour comparer les perfor-
mances de la méthode proposée avec celle de l'algorithme GPB1 et la méthode du chapitre
4. Les résultats de cette comparaison sont présentés dans le tableau 5.1. Les commutations
sont générées en utilisant une matrice de Markov Π donnée par :

Π =




0.95 0.025 0.025

0.05 0.95 0

0.05 0 0.95



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Chapitre 5. Observateur mixte pour les systèmes à commutation markovienne

BDI FA ND IID TMD/(pe)
Méthode proposée 0.8099 0.0096 0.1040 0.0104 0.3333

Algorithme chapitre 4 0.7666 0.0066 0.1981 0.0104 1.9167

Algorithme GPB 0.6525 0.00003 0.2308 0.0004 9.5000

Tab. 5.1 � Performance de la détection pour la méthode proposée

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Observateur mixte
Observateur à mémoire finie
Méthode GPB1

Fig. 5.4 � Probabilité d'activation du modèle 1

Les variances des bruits sont données par :

Q =


 0.001 0

0 0.001


 .

R = 2×

 0.01 0

0 0.4


 .

Les �gures 5.4, 5.5 et 5.6 représentent les probabilités d'activation des trois modèles
calculées par les di�érentes méthodes proposées. Le tableau 5.1 représente les di�érents
indices de performance pour le diagnostic présentés au chapitre 2. On remarque, sur cet
exemple, que les résultats obtenus avec l'observateur mixte sont meilleurs que ceux de la
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5.5. Observateur mixte pour les systèmes à commutation markovienne
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Fig. 5.5 � Probabilité d'activation du modèle 2
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Fig. 5.6 � Probabilité d'activation du modèle 3
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Chapitre 5. Observateur mixte pour les systèmes à commutation markovienne

méthode GPB1 et de la méthode utilisant des observateurs à mémoire �nie proposée dans
le chapitre 4.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d'abord proposé de combiner l'observateur de Luen-
berger et l'OMF a�n d'améliorer les performances du diagnostic. Les conditions de stabi-
lité de cet observateur mixte ont été formulées en terme d'inégalités matricielles. L'obser-
vateur proposé a été ensuite utilisé dans le cadre des systèmes à commutation markovienne
où l'on a constaté, sur des exemples de simulation, une amélioration des performances du
diagnostic.
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6
Estimateur multi-modèle structuré
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6.1. Introduction

6.1 Introduction

Dans les méthodes d'estimation multi-modèle proposées dans les chapitres précédents,
l'ensemble des modèles est choisi de manière à représenter tous les modes de fonction-
nement possibles du système. Le choix des modèles ainsi que leur nombre est une étape
importante dans l'élaboration d'un algorithme d'estimation multi-modèle, à cause de son
in�uence sur la qualité de l'estimation d'état du système ainsi que sur la détection du
mode actif.
Un nombre important de modèles conduit à une détérioration des résultats caractérisée
par une mauvaise détection des instants de commutations et des modes actifs (Li and
Bar-Shalom, 1996). A�n de résoudre ce problème, l'utilisation d'un ensemble variable de
modèles a été introduite par X. R. Li dans une série d'articles (Li and Bar-Shalom, 1996),
(Li et al., 1999a), (Li et al., 1999b) et (Li, 2000) dans le but de réduire la dispersion des
probabilités d'activation qui résulte de l'utilisation d'un nombre important de modèles.
La méthode proposée se base sur l'utilisation, à chaque instant, d'un sous-ensemble de
modèles appartenant à l'ensemble des modèles du système. Elle nécessite la connaissance
de toutes les séquences de commutation possibles, ce qui peut être une contrainte lors de
la mise en oeuvre. De surcroît, la méthode proposée par X. R. Li n'est pas appropriée
dans le cas de commutations arbitraires, car la méthode se base sur une logique de com-
mutation.
Dans ce chapitre, la méthode proposée consiste à subdiviser l'ensemble des modèles en un
certain nombre de sous-ensembles. Chaque sous-ensemble est utilisé pour synthétiser un
estimateur multi-modèle, appelé sous-estimateur, qui donne une estimée basée sur l'utili-
sation des modèles du sous-ensemble. On constitue ainsi un banc de sous-estimateurs. Un
autre estimateur multi-modèle, appelé estimateur global, est élaboré a�n de déterminer le
sous-ensemble actif, c'est-à-dire celui contenant le modèle actif. Le calcul de l'estimation
d'état est e�ectué en utilisant les estimations fournies par les di�érents sous-estimateurs.
Autrement dit, il s'agit de déterminer, dans un premier temps, le sous-ensemble actif, puis
ensuite le modèle actif dans ce sous-ensemble. La méthode permet aussi d'utiliser chaque
sous-ensemble pour un type particulier de panne a�n de faciliter la prise de décision.
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Chapitre 6. Estimateur multi-modèle structuré

6.2 Formulation du problème

On considère un système représenté par un ensemble de modèles M = {M1, M2, . . . , Mr},
r étant le nombre de modèles. Le comportement du système pour chaque modèle d'évo-
lution d'état Mj est représenté par :





x(k) = Ajx(k − 1) + Bju(k − 1) + Gjw(k − 1)

z(k) = Cjx(k) + v(k)
(6.1)

Les transitions d'un modèle à un autre suivent un processus Markovien, dé�ni par sa
matrice de transition Π :

Π =




π11 · · · π1r

... . . . ...
πr1 · · · πrr


 (6.2)

Une subdivision de l'ensemble M en sous-ensembles si est réalisée a�n de construire un
ensemble S = {s1, s2, . . . , sn} avec n le nombre de sous-ensembles et si

⋂
sj = ∅, ∀i 6=

j ∈ [1, . . . , n] et
⋃n

i=1 si = M .
La méthode proposée consiste tout d'abord à construire un sous-estimateur pour

chaque sous-ensemble sj = {M{sj , 1}, M{sj , 2}, . . . , M{sj , rj}} avec rj le nombre de modèles
constituant sj et {sj, i} correspond à l'indice du modèle dans l'ensemble M . Ensuite un
estimateur global qui s'appuie sur les estimées issues des sous-estimateurs calcule une esti-
mée globale. Pour pouvoir construire l'estimateur global, on a besoin de calculer la matrice
de transition de Markov Πs qui exprime la probabilité de passage d'un sous-ensemble si

à un sous-ensemble sj à partir de la matrice Π qui régit le passage d'un modèle Mi à un
modèle Mj.

6.3 Matrice des probabilités de transition

La matrice de transition de Markov est indispensable pour réaliser les di�érentes étapes
de la méthode proposée. A partir de la matrice de transition de Markov Π, supposée
connue, du système initial, on construit Πs la matrice de passage d'un sous-ensemble à un
autre et Πsj , j = 1, . . . , n les matrices de passage d'un modèle à un autre appartenant
au même sous-ensemble sj.
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6.3. Matrice des probabilités de transition

6.3.1 Matrice des probabilités de transition entre deux sous-ensembles
de modèles

On considère que le processus de commutation stochastique est stationnaire ; on peut
alors écrire :

γ = Πγ, γj =
r∑

i=1

γiπij ∀j ∈ [1, . . . , r] (6.3)

où γ est le vecteur des probabilités γj relatives à chaque modèle Mj avec Σr
i=1γi = 1. Les

γj vont permettre de calculer la matrice de transition de Markov d'un sous-ensemble à un
autre à partir de la matrice de transition de Markov Π.
Les probabilités de commutation d'un sous-ensemble à un autre peuvent être données par
l'équation qui suit :

πsi|sj
=

ri∑

l=1

γl

rj∑

h=1

π{si, l}{sj , h}

ri∑

l=1

γl

i, j = 1, . . . , n (6.4)

Considérons l'exemple d'un ensemble à quatre modèles M = {M1, M2, M3, M4} subdi-
visé en deux sous-ensembles S = {s1, s2} avec s1 = {M1, M2} et s2 = {M3, M4}. La
matrice de Markov Π est donnée par :

Π =




π11 π12 π13 π14

π21 π22 π23 π24

π31 π23 π33 π34

π41 π24 π43 π44




(6.5)

On cherche à calculer Πs

Πs =


πs1|s1 πs1|s2

πs2|s1 πs2|s2


 (6.6)

A partir de l'équation (6.3) on obtient le système d'équations :

γ1 = γ1π11 + γ2π12 + γ3π13 + γ4π14

γ2 = γ1π21 + γ2π22 + γ3π23 + γ4π24

γ3 = γ1π31 + γ2π32 + γ3π33 + γ4π34

γ4 = γ1π41 + γ2π42 + γ3π43 + γ4π44

(6.7)
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Chapitre 6. Estimateur multi-modèle structuré

et en tenant compte de la contrainte Σr
i=1γi = 1, on obtient les γi. Le calcul des πsi|sj

s'e�ectue de la manière suivante :

πs1|s1 = (γ1π11 + γ1π12 + γ2π21 + γ2π22)/(γ1 + γ2)

πs1|s2 = (γ1π13 + γ1π14 + γ2π23 + γ2π24)/(γ1 + γ2)

πs2|s1 = (γ3π31 + γ3π32 + γ4π41 + γ4π42)/(γ3 + γ4)

πs2|s2 = (γ3π33 + γ3π34 + γ4π43 + γ4π44)/(γ3 + γ4)

(6.8)

6.3.2 Matrice des probabilités de transition au sein d'un sous-
ensemble de modèles

A�n de pouvoir réaliser les sous-observateurs, il faut construire leurs matrices de tran-
sition respectives Πsj . Elle sont déduites directement de la matrice Π :

π
sj

lh =
πlh

rj∑
i=1

π{sj , l}{sj , i}

l, h = 1, . . . , rj (6.9)

Pour illustrer la procédure, on reprend l'exemple précédent. Le calcul des deux matrices
Πs1 et Πs2 correspondant aux deux sous-ensembles s1, s2 s'e�ectue de la manière suivante :

Πsj =


 π

sj

11 π
sj

12

π
sj

21 π
sj

22


 (6.10)

πs1
11 =

π11

π11 + π12

πs1
12 =

π12

π11 + π12

πs1
21 =

π21

π21 + π22

πs1
22 =

π22

π21 + π22

(6.11)

πs2
11 =

π33

π33 + π34

πs2
12 =

π34

π33 + π34

πs2
21 =

π43

π43 + π44

πs2
22 =

π44

π43 + π44

(6.12)
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6.4. Procédure d'estimation

6.4 Procédure d'estimation

Rappelons que la procédure consiste à partitioner l'ensemble M des modèles en sous-
ensembles sj. Un sous-estimateur sera construit pour chaque sous-ensemble sj. Ce sous-
estimateur peut être un estimateur IMM ou GPB ou n'importe quel autre estimateur
multi-modèle bayésien. L'estimateur multi-modèle fournira en sortie l'estimation d'état
et sa variance ainsi que la probabilité d'activation de chaque modèle appartenant à ce
sous-ensemble. Dans ce qui suit, l'élaboration de l'estimateur est basée principalement
sur l'algorithme GPB et sur le principe de l'utilisation de deux niveaux d'estimation
(sous-estimateur et estimateur global).

6.4.1 Sous-estimateur

A chaque instant k, les entrées du sous-estimateur sont la mesure z(k), l'estimée issue
de l'estimateur global x̂(k − 1|k − 1) et sa covariance P (k − 1|k − 1). Ces grandeurs sont
utilisées à l'entrée des rj di�érents �ltres de Kalman associés à chaque sous-ensemble j =

1, . . . , n. A la sortie de chaque �ltre, on obtient les estimées x̂
sj

i (k|k) pour i = 1, . . . , rj

ainsi que leurs covariances associées P
sj

i (k|k).

Calcul des vraisemblances

La fonction de vraisemblance correspondant au ième �ltre de Kalman du jème sous-
ensemble sj est décrite par :

λ
sj

i (k) = p
[
z (k)

∣∣Zk−1, M{sj , i}
]

(6.13)

avec i = 1, . . . , rj, est calculée en utilisant l'estimée x̂
sj

i (k − 1|k − 1) et sa covariance :

λ
sj

i (k) = p
[
z (k)

∣∣M{sj , i}, x̂ (k − 1 |k − 1) , P (k − 1 |k − 1)
]

(6.14)

Sous l'hypothèse de la normalité des bruits entachant les mesures et les états du système,
la vraisemblance s'écrit :

λ
sj

i (k) = N
[
ν

sj

i (k) ; 0, S
sj

i (k)
]

(6.15)
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Chapitre 6. Estimateur multi-modèle structuré

avec ν
sj

i (k) = z(k)−C
sj

i (A
sj

i x̂ (k − 1 |k − 1)+B
sj

i u (k − 1)) et S
sj

i (k) sa variance, où B
sj

i ,
et C

sj

i correspondent au ième modèle du sous-ensemble sj.

Mise à jour des probabilités d'activation des modèles

Comme dans l'algorithme GPB1, l'utilisation de la formule de Bayes permet d'écrire :

µ
sj

i (k) =
1

c
sj

j (k)
λ

sj

i (k)

rj∑

l=1

π
sj

li µ
sj

l (k − 1) (6.16)

où µ
sj

i (k) est la probabilité d'activation, à l'instant k, du ième modèle appartenant à
l'ensemble sj et c

sj

j étant une constante de normalisation :

c
sj

j (k) =

rj∑
i=1

λ
sj

i (k)

rj∑

l=1

π
sj

li µ
sj

l (k − 1) (6.17)

Calcul de l'estimée mélange associée à sj

L'estimée mélange est calculée de la manière suivante :

x̂sj (k |k ) =

rj∑
i=1

µ
sj

i (k) x̂
sj

i (k |k ) (6.18)

et sa covariance associée :

P sj (k |k ) =

rj∑
i=1

µ
sj

i (k)
{

P
sj

i (k |k ) +
[
x̂

sj

i (k |k )− x̂sj (k |k )
] [

x̂
sj

i (k |k )− x̂sj (k |k )
]′}

(6.19)
où l'estimée x̂

sj

i (k |k ) provient du �ltre de Kalman associé au ième modèle de l'ensemble sj.
Elle est obtenue en remplaçant dans l'équation (1.3) les A, B, C par les A

sj

i , B
sj

i , C
sj

i .

Chaque sous-estimateur fournit une estimation mélange x̂sj (k |k ), ainsi que les pro-
babilités d'activation µ

sj

i (k) , i = 1, . . . , rj de chaque modèle appartenant au sous-
ensemble sj.
Les di�érentes étapes du sous-estimateur sont représentées sur la �gure 6.1. On remarque
qu'à l'entrée du sous-estimateur, on a la mesure à l'instant k et l'état global x(k−1|k−1)

qui sera dé�ni par la suite et en sortie l'estimée x̂sj (k |k ) relative au sous-ensemble sj.
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6.4. Procédure d'estimation

x̂sj (k|k), P sj (k|k)

λrj
(k)λ1(k)

Filtre M{sj , 1} Filtre M{sj ,rj}

. . . . . . . . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

x̂
sj

1 (k|k)

P
sj
1 (k|k)

x̂
sj
rj

(k|k)

P
sj
rj

(k|k)

x̂(k − 1|k − 1), P (k − 1|k − 1) z(k)

µ
sj

1 (k) µ
sj
rj (k)

pour sj

Calcul de l'estimée mélange Mise à jour
des probabilités d'activation

Fig. 6.1 � Sous-estimateur
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Chapitre 6. Estimateur multi-modèle structuré

6.4.2 Estimateur global

La structure de l'estimateur global est celle d'un estimateur de type GPB1. Au lieu
d'être des �ltres de Kalman ordinaires, les n �ltres en parallèle sont les n sous-estimateurs
précédents. Les entrées de l'estimateur global sont la mesure z(k) et l'estimée, à l'instant
k−1, x̂(k−1|k−1) et sa variance P (k−1|k−1). Ces grandeurs sont utilisées à l'entrée de
chaque sous-estimateur. L'estimateur global fournit en sortie l'estimée x̂(k|k) à l'instant
k et sa covariance P (k|k). Au cours de l'estimation, on procède au calcul des probabilités
d'activation de chaque sous-ensemble µsj(k), j = 1, . . . , n.

Calcul des vraisemblances

La fonction de vraisemblance correspondant au jème sous-estimateur s'écrit :

λsj (k) = p
[
z (k)

∣∣Zk−1, sj

]
(6.20)

avec j = 1, . . . , n. Elle est calculée comme suit :

λsj (k) = p [z (k) |sj, x̂ (k − 1 |k − 1) , P (k − 1 |k − 1)] (6.21)

Sous hypothèse gaussienne, cette vraisemblance peut s'écrire :

λsj (k) = N [νsj (k) ; 0, Ssj(k)] (6.22)

avec νsj (k) = z(k)−Csj(k)(Asj(k)x̂ (k − 1 |k − 1)+Bsj(k)u (k − 1)) et sa variance Ssj(k).
De la même façon que x̂sj(k|k) (6.18), Asj(k), Bsj(k) et Csj(k) s'explicitent :

Asj (k) =
rj∑

i=1

µ
sj

i (k) A
sj

i

Bsj (k) =
rj∑

i=1

µ
sj

i (k) B
sj

i

Csj (k) =
rj∑

i=1

µ
sj

i (k) C
sj

i

(6.23)

où A
sj

i , B
sj

i et C
sj

i sont les matrices caractérisant le ième modèle du sous-ensemble sj, ce
qui revient à représenter le sous-ensemble sj par les matrices Asj(k), Bsj(k) et Csj(k).
Ces matrices sont des sommes de matrices correspondant aux modèles Msj , i appartenant
au sous-ensemble sj pondérées par leurs probabilités d'activation µ

sj

i (k).
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6.4. Procédure d'estimation

Mise à jour des probabilités d'activation des modèles

µsj (k) =
1

csj (k)
λsj (k)

n∑
i=1

πsi|sj
µsj (k − 1) (6.24)

csj étant une constante de normalisation :

csj (k) =
n∑

j=1

λsj (k)
n∑

i=1

πsi|sj
µsj (k − 1) (6.25)

Calcul de l'estimée globale

A partir de (6.24) et de (6.18) on peut calculer :

x̂ (k |k ) =
n∑

j=1

µsj (k) x̂sj (k |k ) (6.26)

On remarque, à partir de l'équation (6.26), que pour calculer l'estimée globale x̂ (k |k ),
on a besoin des estimées issues des sous-estimateurs sj avec j = 1, . . . , n et de leurs
probabilités associées.
La variance associée à x̂ (k |k ) s'explicite :

P (k |k ) =
n∑

j=1

µsj (k)
{
P sj (k |k ) + [x̂sj (k |k )− x̂ (k |k )] [x̂sj (k |k )− x̂ (k |k )]′

}
(6.27)

où P sj (k |k ) est donnée par l'équation (6.19).
En résumé, la méthode d'estimation proposée nécessite l'utilisation de r �ltres de Kalman
associés aux r modèles de fonctionnement. Ils sont répartis en n sous-estimateurs conte-
nant chacun rj �ltres de Kalman. A la sortie de chaque sous-estimateur, on a l'estimée x̂sj

(6.18) et les probabilités d'activation µ
sj

i (6.16) des modèles appartenant au sous-ensemble
sj. Les estimées de chaque sous-ensemble sont ensuite utilisées pour le calcul de l'estimée
globale x̂ (k |k ) et des probabilités d'activation µsj (k) associées à chaque sous-ensemble
sj

6.4.3 Choix du modèle actif

De la procédure d'estimation proposée, résultent deux sortes de probabilités :
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Chapitre 6. Estimateur multi-modèle structuré

x̂(k|k), P (k|k)

des probabilités d'activation
Mise à jourCalcul de l'estimée mélange

z(k)

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .. . . . . .

x̂(k − 1|k − 1), P (k − 1|k − 1)

Sous-estimateur s1 Sous-estimateur sn

x̂sj (k|k)

P s1 (k|k)

λs1 (k) x̂sn (k|k)

P sn (k|k)

λsn (k)

µs1(k) µsn(k)

µs1
1 (k)

µs1
r1

(k)

µsn
1 (k)

µsn
rn

(k)

... ...

Fig. 6.2 � Estimateur global
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6.4. Procédure d'estimation

� la probabilité d'activation µ
sj

i du modèle i au sein du sous-ensemble sj. Elle est
calculée en ne prenant en considération que les modèles appartenant au même sous-
ensemble.

� la probabilité µsj d'activation du sous-ensemble sj.
Plusieurs stratégies de décision sur le modèle actif peuvent être envisagées. Elle sont ba-
sées sur l'utilisation des deux types de probabilités issues de l'algorithme d'estimation que
nous avons proposé dans ce chapitre.

Décision par calcul direct

La probabilité d'activation d'un modèle quelconque Mi = M
sj

l , Mi ∈ sj est calculée
directement par le produit de la probabilité d'activation µsj du sous-ensemble sj auquel
appartient le modèle avec sa probabilité d'activation au sein de ce sous-ensemble µ

sj

l :

µi(k) = µsj(k)µ
sj

l (k) (6.28)

A un instant k donné, la prise de décision pour la détection du modèle actif est directe-
ment réalisée en exploitant les µi(k) : le modèle déclaré actif est celui ayant la probabilité
d'activation µi(k) la plus élevée. Comme dans le chapitre 2, on peut, à un instant k donné,
ne pas prendre de décision (c'est-à-dire déclarer qu'aucun modèle n'est actif) si la proba-
bilité µi(k) est inférieure à un seuil donné.

Décision hiérarchisée

On peut envisager, à un instant k donné, une prise de décision à deux niveaux. Pour
le premier, on cherche le sous-ensemble contenant le modèle actif en exploitant les pro-
babilités d'activation µsj(k) des sous-ensembles. Puis, pour le deuxième, on détecte le
modèle actif en utilisant les probabilités d'activation µ

sj

i (k) des modèles appartenant au
sous-ensemble choisi au cours du premier niveau.
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Chapitre 6. Estimateur multi-modèle structuré

Le premier niveau de décision consiste à trouver le sous-ensemble sj qui a la probabilité
d'activation µsj(k) la plus élevée, de lui attribuer la valeur 1, et de donner la valeur 0 aux
probabilités des autres sous-ensembles ; cela peut être écrit :
Si l'on a j tel que µsj(k) > µsi(k) ∀i = 1, . . . , n

alors on impose µsj(k) = 1 et µsi(k) = 0

Puis les probabilités d'activation µi(k) des modèles peuvent être calculées par µi(k) =

µsj(k)µ
sj

l (k) ce qui revient à écrire :
µi = µ

sj

l (k) pour Mi ∈ sj, Mi = M
sj

l

µi(k) = 0 pour Mi /∈ sj

A partir des probabilités µi(k), on prend une deuxième décision pour déterminer le modèle
actif. Comme dans la décision par calcul direct, on peut, à un instant k donné, ne pas
prendre de décision (c'est-à-dire déclarer qu'aucun modèle n'est actif) si la probabilité
µi(k) est inférieure à un seuil donné.
La décision hiérarchisée permet d'éliminer l'in�uence des modèles appartenant aux autres
sous-ensembles qui ont été déclarés non actifs par le premier niveau de décision et permet
de ne considérer, au moment du deuxième niveau de décision, qu'un sous-ensemble de
modèles au lieu de tout l'ensemble des modèles.

Décision mixte

C'est un couplage entre la décision par calcul direct et la décision hiérarchisée. Un
paramètre γ est dé�ni a�n de prendre la décision sur l'activation des sous-ensembles.
Si la plus élevée des probabilités d'activation des sous-ensembles est supérieure à un
seuil γ on force la probabilité d'activation la plus élevée µsj(k) du sous-ensemble sj à
1 et les probabilités d'activation des autres sous-ensembles à 0. Si la plus élevée des
probabilités d'activation des sous-ensembles est inférieure au seuil γ, on procède comme
pour la méthode directe, c'est-à-dire la probabilité d'activation µi(k) d'un modèle sera
le produit entre la probabilité d'activation µsj(k) du sous-ensemble auquel appartient le
modèle et la probabilité d'activation µ

sj

l (k) de ce modèle dans son sous-ensemble. Les
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6.5. Exemple

di�érentes étapes s'explicitent :
Si l'on a j tel que µsj(k) > µsi(k) ∀i = 1, . . . , n

alors si µsj(k) > γ on impose
µsj = 1 et µsi = 0, ∀i = 1, . . . , n

puis µi(k) = µsj(k)µ
sj

l (k), Mi = M
sj

l

sinon on calcule directement µi(k) = µsj(k)µ
sj

l (k), Mi = M
sj

l

6.5 Exemple

On considère le fonctionnement d'un système décrit par un ensemble de modèles M =

{M1, M2, M3, M4}. On choisit de regrouper les modèles deux à deux S = {s1, s2} avec
s1 = {M1, M2} et s2 = {M3, M4}. Les quatre modèles M1, M2, M3, M4 s'explicitent :

x(k) =


 0.5 0.1

0 0.6


 x(k − 1) +


 1

1


 u(k − 1) + +w(k − 1)

z(k) =
[
1 1

]
x(k) + v(k)

x(k) =


 0.5 0.1

0 0.6


 x(k − 1) +


 1

1


 u(k − 1) + w(k − 1)

z(k) =
[
1.2 1

]
x(k) + v(k)

x(k) =


 0.5 0.1

0 0.6


 x(k − 1) +


 1

1.5


 u(k − 1) + w(k − 1)

z(k) =
[
1 1

]
x(k) + v(k)

x(k) =


 0.5 1

0 0.6


 x(k − 1) +


 1

1.3


 u(k − 1) + w(k − 1)

z(k) =
[
1 1

]
x(k) + v(k)

Les gains statiques des quatre modèles sont : g1 = 5.00, g2 = 5.50, g3 = 6.50, g4 = 5.90.

Un scénario similaire à celui du deuxième chapitre est envisagé pour comparer les
performances de la méthode proposée (avec décision directe, hiérarchisée et mixte) avec

141

te
l-0

01
35

04
9,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
M

ar
 2

00
7



Chapitre 6. Estimateur multi-modèle structuré

BDI FA ND IID TMD/(pe)
Décision directe 0.6860 0.0001 0.2595 0.0172 8.1818

Décision hiérarchisée 0.7420 0.0001 0.1981 0.0430 6.2727

Décision mixte 0.7730 0.0034 0.1031 0.0004 6

Méthode GPB1 0.6610 0.0001 0.3265 0.0017 5.9091

Tab. 6.1 � Performance de la détection pour les méthodes proposées

celle de l'algorithme GPB1. Les résultats de cette comparaison sont présentés dans le
tableau 6.1. Les commutations sont générées en utilisant une matrice de Markov Π donnée
par :

Π =




0.9 0.033 0.033 0.033

0.033 0.9 0.33 0.033

0.033 0.033 0.9 0.033

0.033 0.033 0.033 0.9




Les variances des bruits sont données par :

Q =


 0.001 0

0 0.001


 .

R = 0.5

La �gure 6.3 représente les entrées-sorties du système. La �gure 6.4 représente les pro-
babilités d'activation de chaque sous-ensemble ainsi que les probabilités d'activation de
chaque modèle calculées par la méthode directe ainsi que celles calculées par la méthode
GPB1. La �gure 6.5 représente les mêmes grandeurs que la �gure 6.4, mais les probabilités
d'activation des modèles sont calculées par la prise de décision hiérarchisée ainsi que par
la méthode GPB1. La �gure 6.6 représente les mêmes grandeurs que les �gures 6.4 et 6.5,
mais obtenues par la méthode mixte.
Les résultats consignés dans le tableau 6.1 montrent que les performances des méthodes

de prise de décision proposées sont généralement meilleures que celles de la méthode GPB1
sauf pour le retard à la détection où la méthode GPB1 est légèrement plus performante
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6.5. Exemple

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

0.5

1

1.5

Entrée

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

5

10

Sortie

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

5

10

Sortie Bruitée

Fig. 6.3 � Entrée-sorties du système
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Chapitre 6. Estimateur multi-modèle structuré
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Fig. 6.4 � Probabilités d'activation (méthode directe)
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6.5. Exemple
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Fig. 6.5 � Probabilités d'activation (méthode hiérarchisée)
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Chapitre 6. Estimateur multi-modèle structuré
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Fig. 6.6 � Probabilités d'activation méthode mixte
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6.6. Conclusion

BDI FA ND IID TMD/(pe)
{M1,M2}, {M3,M4} 0.7200 0.0038 0.1248 0.0071 5.4000

{M1,M3}, {M2,M4} 0.6830 0.0015 0.1333 0.0018 5.5556

{M1,M4}, {M2,M3} 0.7730 0.0034 0.1031 0.0004 5.6400

Tab. 6.2 � Performances de la détection en fonction des regroupements des modèles

que les méthodes proposées dans ce chapitre.
On remarque aussi qu'il y a des di�érences entre les di�érentes méthodes de prise de
décision. La méthode qui donne les meilleurs résultats est la méthode mixte suivie par
la méthode hiérarchisée puis la méthode directe. On a constaté sur d'autres simulations,
réalisées avec une autre séquence de commutations, que les résultats, représentés sur le
tableau 6.2, varient légèrement si l'on change la manière de regrouper les modèles dans les
sous-ensembles, en utilisant pour chaque regroupement la méthode mixte. Cela montre
une certaine in�uence du regroupement des modèles sur les performances du diagnostic.

6.6 Conclusion

Dans cette partie, on a introduit la notion de subdivision de l'ensemble de modèles
pour les estimateurs multi-modèles bayésiens et cela en se distinguant de l'approche de
X.R. Li. En e�et, l'approche proposée considère l'ensemble de tous les modèles en utilisant
des sous-estimateurs fonctionnant en parallèle, contrairement à la méthode de X.R. Li qui
prend en compte uniquement le sous-ensemble sélectionné à chaque cycle d'exécution. Les
résultats obtenus sur plusieurs exemples valident l'approche utilisée par une comparaison
avec la méthode GPB.
La méthode structurée nous permet d'agir sur de nouveaux paramètres par rapport aux
estimateurs multi-modèles classiques tel que la répartition des modèles dans les sous-
ensembles ainsi que le nombre des sous-ensembles. Elle fournit aussi des informations
supplémentaires comme la probabilité d'activation des sous-ensembles. La structure de la
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Chapitre 6. Estimateur multi-modèle structuré

méthode proposée permet, dans le cadre d'une procédure de diagnostic, de regrouper les
modèles de dysfonctionnement du même type dans le même sous-ensemble et d'utiliser
directement la probabilité du sous-ensemble pour détecter le défaut.
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Conclusion et perspectives

Les travaux développés dans ce mémoire de thèse constituent une contribution à l'étude
des méthodes de détection et de localisation de défauts par �ltrage multi-modèle, les
apparitions de défauts étant représentés ici par des changements de modèle. Ce type d'es-
timateurs permet simultanément d'estimer l'état du système et de calculer la probabilité
des di�érents modes de fonctionnement. Le système est caractérisé par un ensemble de
modèles de fonctionnements (fonctionnements normaux et anormaux) et par une matrice
de transition de Markov caractérisant les passages d'un mode de fonctionnement à un
autre mode de fonctionnement.
Tout au long de ce mémoire, notre étude a visé à améliorer les performances des méthodes
d'estimation multi-modèle et à les appliquer au diagnostic des systèmes à commutation.
Dans le premier chapitre, nous avons introduit l'estimation par multi-modèle sous ses
di�érentes formes présentes dans la littérature spécialisée.
Le deuxième chapitre a été dédié à l'utilisation des méthodes d'estimation multi-modèle
pour le diagnostic, où les systèmes en défaut ont été représentés par des modèles de fonc-
tionnement spéci�ques. Des règles de prise de décision sur le mode actif à chaque instant
ont été dé�nies, en se basant sur les probabilités d'activation des modèles, ainsi que des
critères de performance du diagnostic. On a montré sur quelques exemples l'in�uence du
bruit sur les performances de la détection de défauts et l'importance du rôle joué par la
matrice de Markov, supposée connue dans un premier temps. Compte tenu de l'in�uence
de cette matrice sur les performances des estimateurs multi-modèles, on a proposé, dans
le troisième chapitre, d'estimer la matrice des transitions de Markov. Deux méthodes d'es-
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Conclusion et perspectives

timation ont été proposées, la méthode quasi-bayésienne et la méthode par intégration
numérique. Ces méthodes ont été ensuite intégrées dans le contexte d'estimation multi-
modèle où l'on estime simultanément l'état du système, les probabilités d'activation des
modèles et la matrice de Markov.
Dans le quatrième chapitre, nous avons remplacé le �ltre de Kalman, utilisé habituelle-
ment dans les méthodes GPB et IMM, par un observateur à mémoire �nie qui est construit
sur la base d'un critère quadratique qui maximise la vraisemblance du modèle du système.
Par extension, cela nous a permis d'estimer les entrées inconnues et d'améliorer les per-
formances du diagnostic.
Nous avons proposé dans le cinquième chapitre un observateur d'état mixte. Cet obser-
vateur est une combinaison de l'observateur à mémoire �nie et de l'observateur de Luen-
berger ; la convergence de cet observateur a été étudiée à travers l'utilisation d'inégalités
matricielles et d'une fonction de Lyapunov quadratique. Le paramètre de pondération
entre les deux observateurs a été optimisé a�n de minimiser les erreurs d'estimation. L'es-
timateur proposé a été intégré dans le cadre de l'estimation multi-modèle en substitution
du �ltre de Kalman classiquement utilisé. On a pu constaté, sur des exemples, l'amélio-
ration des performances du diagnostic.
A�n de minimiser le phénomène de dispersion des probabilités d'activation des modèles
lorsque le nombre de modèles est important, on a ensuite élaboré une méthode d'estima-
tion hiérarchisée. Pour cela, les modèles sont regroupés en di�érents sous-ensembles. Un
sous-estimateur est construit en s'appuyant sur tous les modèles de chaque sous-ensemble.
Ces sous-estimateurs constituent les �ltres élémentaires d'un estimateur multi-modèle glo-
bal. Cette approche permet une prise de décision à deux niveaux. On détermine d'abord
le sous-ensemble actif, puis le modèle actif au sein de ce sous-ensemble.
Ces travaux de recherche ont mis en évidence certains problèmes pouvant faire l'objet de
ré�exions ultérieures :

� La qualité des résultats obtenus a essentiellement été constaté à travers l'analyse de
résultats de simulation. Cependant, des études analytiques peuvent être envisagées
dans le futur a�n de quanti�er l'apport des méthodes proposées par rapport aux
méthodes de référence du premier chapitre.
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� Il serait intéressant de mettre au point une méthode de choix systématique des
sous-ensembles de modèles pour les estimateurs multi-modèle structuré du sixième
chapitre. En e�et, les performances des méthodes proposées reposent en partie sur
la nature des regroupements e�ectués.

� La forme de l'observateur mixte pourrait être exploitée a�n d'intégrer des contraintes
sur l'état du système dans l'élaboration de l'observateur.

� Toutes les méthodes supposent que le système réel fonctionne selon l'un des mo-
dèles d'un ensemble prédé�ni. En cela, les méthodes proposées s'inscrivent dans un
contexte de reconnaissance supervisée. Il serait intéressant, en analysant les proba-
bilités conjointement à l'erreur d'estimation, de détecter l'apparition d'un mode de
fonctionnement inconnu non répertorié a priori et d'en e�ectuer, en ligne, l'identi�-
cation paramétrique (fonctionnement en mode non supervisé).

� On pourrait envisager d'étendre la stratégie de détermination du modèle actif em-
ployée par l'ensemble des méthodes exposées au cas des systèmes avec incertitudes
où les paramètres des modèles de fonctionnement sont incertains est où il faudra
utiliser des estimateurs qui tiendront compte de ces incertitudes.

� En�n, toutes les méthodes proposées n'ont été testées qu'en simulation. Il serait
important d'évaluer leur pertinence sur des systèmes réels en commençant par des
pilotes de laboratoire. Le très classique système à trois cuves, pour lequel les modèles
sont assez bien maîtrisés, pourrait faire l'objet des premières expérimentations.
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Conclusion et perspectives
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Résumé : Ce travail concerne la détection de défauts sur les systèmes sujets à des changements

de mode de fonctionnement. Le système réel est modélisé par un système à commutation mar-

kovienne qui est représenté par un ensemble de modèles de fonctionnement (fonctionnements

normaux et anormaux) et par une matrice de probabilité de transition de Markov qui contient

les probabilités de passage d'un modèle de fonctionnement à un autre. Cette représentation o�re

un cadre idéal à l'application des méthodes d'estimation multi-modèle. L'intérêt d'utiliser ce

type d'estimateurs réside dans le fait qu'en plus de l'estimation de l'état du système, les estima-

teurs multi-modèles procurent la probabilité d'occurrence ou d'activation de chaque modèle de

fonctionnement. Ces probabilités peuvent alors être utilisées pour la détection de défaut. Dans

ce travail, nous avons utilisé les spéci�cités de l'estimation multi-modèle a�n de procéder à la

détection et l'isolation des défauts qui peuvent a�ecter un système linéaire. Plusieurs amélio-

rations et aménagements ont été apportés à ce type d'estimateurs dans le but d'augmenter les

performances du diagnostic.

Mots-clés : Systèmes à commutation markovienne, Détection et localisation de défauts, Multi-

modèle, Estimation d'état, Synthèse d'observateurs.

Abstract : In this thesis, a fault detection method is developed for switching dynamic sys-

tems. These systems are represented by several linear models, each of them being associated to

a particular operating mode. The proposed method is based on mode probabilities with the aim

of �nding the system operating mode and estimating the state. The method also uses a priori

knowledge information about the mode transition probabilities represented by a Markov chain.

This kind of model o�ers an ideal framework to the application of the multiple model estimation

methods. The interest to use this type of estimators lies in the fact that in addition to the state

estimation, the multiple model estimators get the probability activation of each model. These

probabilities can be used for fault detection purpose. However, several improvements were made

to this type of estimators in order to increasing the performances of the diagnosis.

Key words : Markovian switching systems, Fault detection and isolation, Multiple model, State

estimation, Observer synthesis.
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