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Notations

— Matrices et opérateurs

M>0(M>0)
M <0 (M <0)
M <N

1,(7)

det (M)

rang (M)

M—l

MT (M-T)

Matrice carrée symétrique définie (resp. semi-définie) positive,
Matrice carrée symétrique définie (resp. semi-définie) négative,
Matrice M — N < 0 carrée symétrique définie négative,

Matrice identité de dimension p (resp. de dimension appropriée),
Déterminant de la matrice carrée M,

Rang de la matrice M,

Inverse de la matrice carrée M,

Transposée de M, resp. de l'inverse de M,

Inverse généralisée de Moore-penrose de M,

Matrice Z telle que M Z = 0 et la matrice (M T M l) de rang
maximal,

Partie Hermitienne de la matrice M & coefficients réels,
My =4 (M+M")

Partie non Hermitienne de la matrice M & coefficients réels,
My = 3 (M = 17)

Matrice symétrique, le symbole * représente M,

Valeurs propres de la matrice M,

Valeur propre minimale de la matrice M,

Valeur propre maximale de la matrice M,

Parties réelles des valeurs propres de la matrice M,
Parties imaginaires des valeurs propres de la matrice M,
Norme euclidienne de la matrice carrée M,

p
. 1. . . 2
Norme euclidienne du vecteur x de dimension p, ||z||* = > 22,
i=1

Produit scalaire, (z,y) = 21y, (z,y) € R? x RP
Produit de Kroneker,

— Ensembles et domaines

11
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Notations

— Acronymes

LML
BMZ
LTI
GEVP

IDLP
MIMO
SIMO

Ensemble des nombres réels,

Ensemble des nombres réels positifs ou nuls (resp. strictements po-
sitifs),

Espace réel euclidien de dimension p,

Ensemble des matrices de dimension (p X ¢) a éléments réels,
Ensemble des entiers naturels allant de 1 an, I, = {1,2,...,n}
Ensemble des fonctions contintiments dérivables,

Linear Matrix Inequality (Inégalité Matricielle Linéaire)

Bilinear Matrix Inequality (Inégalité Matricielle Bilinéaire)
Linéaire a Temps Invariant

Generalised EigenValues Problem (Probléme de Valeurs Propres
Généralisées)

Inclusion Différentielle Linéaire Polytopique

Multiple Input Multiple Output (Entrée Multiple Sortie Multiple)
Single Input Multiple Output (Entrée Simple Sortie Multiple)

— Notations relatives aux multimodéles

PDC

CDF
OPDC

z(),u(),y()

Ai7Bi7Ci

1 ()

i;ﬁrz:l

> Tt
1<j:1
£e(.)
£d ('7 )

Parallel Distributed Compensation (loi de commande basée sur le
retour d’état)

Compensation et Division pour modéles Flous

Output PDC (loi de commande basée sur le retour de sortie)
Respectivement,  état, entrée et sortie du systéme,
(x(),u(.),y()) e RP x R™ x R!

Respectivement, matrices d’état, d’entrée et de sortie du i®™ mo-
dele local LTI (A;, By, C;) € RPP x RP™ x REP

i®me fonction d’activation correspondant au i®™¢ modéle local LTI

tel que p; () >0, > p; () =1
i=1

Nombre de modéles locaux LTI (correspondant au nombre de régles
dans la terminologie des modeles Takagi-Sugeno)
Nombre maximal de fonctions d’activation p, (.) actives & chaque
instant, i. e. py, (1) fippq () otipyy () Ok €Ly k+17 <1
n n
Cette expression représente >, >z,
i=1 j=Li#j
n n
Cette expression représente >, > ;%
i=1 j=T,i<j
Expression utilisée dans le cas continu,

£C ()(,L]7 Y) = —(Xingji)TY + Y(X‘LJ;XJ'L)

Expression utilisée dans le cas discret,
£4(Xiy,Y) = Xy Gy

12
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Introduction

— Contexte et motivation

L’automatique repose sur la notion de systéme, représentant un ensemble d’éléments
pour former un tout structuré. L’automaticien construit un schéma théorique qui vise
a rendre compte du comportement dynamique interne de ce systéme. On obtient alors
un modele, représentation mathématique qui doit tendre a ressembler le mieux possible
a la réalité du processus. Le dilemme réside alors entre la fidélité du modele avec le
processus réel et 'adéquation de ce modele & une forme mathématiquement exploitable.
Les lois définissant un systéme relient entre elles un certain nombre de grandeurs : les
entrées (u (t)) qui refletent ’action de I’environnement sur le systéme, les sorties (y (2))
qui représentent I'action du systéme sur 'environnement ainsi que les mesures extraites
du systéme, et enfin les états (x (t)) qui décrivent le systéme & un moment donné.
Par exemple, un systéme se modélise par une loi mathématique g(u (¢),y (t)) = 0 du
comportement entrées/sorties ou par une loi dx (t) /dt = f(x (t),u(t)) de 'évolution
de son état. Ces lois doivent étre les plus complétes possibles et représenter tous les
modes de fonctionnement, ainsi que toutes les interactions entre les différentes gran-
deurs. Devant la difficulté de la tache, 'automaticien est souvent amené, & partir de
considérations physiques, & considérer certaines classes de systémes manipulables par
des outils mathématiques existants. Des restrictions structurelles (linéarité vis-a-vis de
Ientrée, platitude, convexité) produisant des approximations de modéles sont considé-
rées. Au début de cette démarche, la tendance a été d’utiliser des modeles LTI. Cette
approche est d’ailleurs probante dans la mesure ot nombre de systémes, en premiére
approximation et au voisinage d’un point de fonctionnement, sont bien représentés par
leur modele LTT; le modéle non linéaire est alors représenté par un seul modéle linéaire
(linéarisé tangent autour d’un point d’équilibre). L’inconvénient d’une telle approche
est son aspect uniquement local, le modéle linéaire n’étant qu'une description locale du
comportement du systéme. Une approche globale basée sur de multiples modéles LTI
(linéaires ou affines) autour de différents points de fonctionnement a été élaborée ces
derniéres années. Cette approche, dite multimodéle, est une représentation polytopique
convexe pouvant étre obtenue soit directement & partir d’'un modéle mathématique
non linéaire par transformation directe d’'un modeéle affine en I'état [Wan96][Tan96]
[Mor00Oa] (voir paragraphe 1.1.1.3) ou par linéarisation autour de différents points de
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fonctionnement [Joh92][Mur97], soit & partir de données sur les entrées et les sorties
[Sug88][Gas00].

Ces derniéres années, I’approche multimodeéle a attiré ’attention de la communauté
des automaticiens et en particulier les problémes de stabilité ont suscité un intérét cer-
tain. Ce choix est motivé par le désir d’asseoir les problémes d’analyse et de synthese
(de lois de commande et d’estimation d’état) sur des bases numeériques. De telles pos-
sibilités sont devenues envisageables grace a la représentation polytopique convexe de
I’approche multimodeéle et le développement d’outils numériques de résolution efficaces.
L’avancée récente des outils informatiques et mathématiques basés sur les programmes
d’optimisation convexe permettent de résoudre une large classe de problémes d’analyse
et de commande multi-critere.

De nombreux travaux, concernant la stabilité des multimodéles ont été publiés ces der-
niéres années. La plupart de ces travaux se sont inspirés des techniques de commande
rencontrées dans la littérature. C’est dans ce sens que des études utilisant 'approche de
Lyapunov, 'approche géométrique, le critéere de Popov ou le critere du cercle, ont été
développées. Ainsi dans [Tan98b][Bla01b][Tei01][ChaOla], ’analyse de la stabilité par
des fonctions de Lyapunov quadratiques a été étudiée, dans [Mor00b][Gue0Olal[Cha02c]
[BlaO1b] [TanOla] des fonctions non quadratiques ont été utilisées, dans [Gue99b] ce
probléme est abordé par transformation en un probléme de type Lur’e alors que dans
[Aka00][Aka98]|[Che96] 'analyse de la stabilité a été étudiée en utilisant les propriétés
des M-matrices. [’étude de la stabilité constitue une phase importante dans I’analyse
des comportements dynamiques d’un systéme en boucle fermée. Dans la littérature, de
nombreuses approches ont été développées pour étudier la stabilité des différentes ca-
tégories de systémes : systémes incertains, systémes non linéaires, systémes bilinéaires,
systémes & parameétres variants, systémes a retard...[Fos93][Kha96][Bar01][Mag99]. Dans
le cadre des multimodeéles, la synthése de régulateurs est traitée par les techniques de
systémes incertains [Zak99|[Ca096] [Fen01] [Tan96|[Kir96][Tei99], par les techniques
des systémes interconnectés [Che96] [Aka98] [AkaOO], par modes glissant [BlaO1lb],
par les techniques de synthése de lois de commande adaptative [Pag01], par passivité
[Gor9g].

Notre sujet de thése ne prétend pas traiter toutes les approches pour toutes les classes
de systémes, il concerne uniquement ’analyse de la stabilité et la synthese de lois
de commande pour les multimodéles. Notre démarche est exclusivement basée sur la
deuxiéme méthode de Lyapunov et sa formulation LMZ. I’étude que nous avons menée
est organisée autour de deux axes : le premier traite ’analyse de la stabilité par des
fonctions de Lyapunov quadratiques, le deuxiéme fait appel aux fonctions de Lyapunov
non quadratiques.

L’intérét de la méthode quadratique vient du fait que la recherche d’une fonction de
Lyapunov (et des gains de retour d’état dans le cas de la stabilisation) est facile a
mettre en oeuvre et peut étre énoncée comme un probléme d’optimisation convexe en
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terme de LMZ résolu efficacement. Cependant, la méthode quadratique s’est avérée
trés conservative du fait que cette approche néglige toutes les informations contenues
dans les fonctions d’activation'. Ces contraintes deviennent plus conservatives encore
si I'on ajoute des contraintes de performances du systéme corrigé.

Pour réduire le pessimisme de la méthode quadratique, nous avons mené I’étude de
stabilité des multimodeéles en considérant deux types de fonction de Lyapunov non
quadratiques. La premiére, dite polytopique ou multiquadratique, est de la forme
Vizt) =zt)" S0, m (2(t) Pa(t), P, > 0. Elle est construite par interpolation
de fonctions de Lyapunov quadratiques locales & travers les mémes fonctions d’acti-
vation que le multimodéle lui méme. Le deuxiéme type de fonction de Lyapunov non
quadratique est de la forme V (z) = max (V; (), ...,V,, (z)) avec V; (z) = = (t)" P (t),
P, > 0,7 € I,. 1l s’agit de fonctions de Lyapunov quadratique par morceaux utilisées
conjointement avec la procédure S pour réduire le pessimisme des résultats quadra-
tiques.

— Organisation

Ce mémoire, décomposé en quatre chapitres, est organisé de la fagon suivante :

Chapitre 1 : Ce chapitre est consacré aux notions et aux outils utilisés le long de
ce document. On y trouve une présentation des différents méthodes d’obtention d’un
multimodele et un rappel de définitions de stabilité au sens de Lyapunov. Il présente
également 'outil LMZ et différentes techniques d’analyse et de réduction utilisées dans
ce mémoire.

Chapitre 2 : Le chapitre 2 est dédié a la méthode quadratique de Lyapunov. Nous y
présentons quelques conditions suffisantes de stabilité des multimodéles. L’accent est
mis sur une classe de multimodeéles acceptant des fonctions quadratiques. Ainsi, en se
basant sur les propriétés des M-matrices, des conditions suffisantes de stabilité sont
proposées. La stabilisation par retour d’état non linéaire a ensuite été considérée pour
le cas continu. Les conditions obtenues s’expriment sous forme d’Inégalités Matricielles
Bilinéaires (BMZI). Des algorithmes permettant de résoudre ce genre de probléme non
convexe sont utilisés. Apres un bref rappel de I’état de I'art des lois de commande exis-
tantes, la stabilisation par retour d’état, basée essentiellement sur les lois de commande
PDC? et CDF?, est étudiée. Dans ce cadre nous présentons des conditions suffisantes
permettant de maximiser le degré de stabilité (taux de décroissance) en réduisant le
pessimisme des méthodes existantes. L’estimation d’état est ensuite considérée. Le des

! Commme on le verra dans la section 1.1, les fonctions d’activation, dite aussi de pondération ou
d’interpolation, sont des fonctions normalisées vérifiant la propriété de convexité. Le modele global
non linéaire est obtenu par la somme pondérée des modéles LTT.

2Parallel Distributed and Compensation

3Compensation et Division pour modéles Flous
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variables de décision non mesurables (partiellement ou complétement) est traité et le
principe de séparation est abordé.

Chapitre 3 : Le chapitre 3 est intégralement consacré a I’approche non quadratique.
L’analyse de stabilité ainsi que la synthése de lois de commande par retour d’état et
d’observateurs (dit également multiobservateurs) y sont traités. L’organisation adoptée
consiste a étudier chacun de ces aspects (analyse puis synthése) successivement par
fonctions polyquadratiques et quadratiques par morceaux. Pour ce dernier type de
fonction non quadratique, la procédure S est utilisée en vue d’étendre les résultats de
synthése de la méthode quadratique. Des problémes numériques se sont posés auxquels
nous avons proposés des méthodes de résolution.

Chapitre 4 : La synthése de lois de commande par retour de sortie statique utilisant
des fonctions quadratiques et non quadratiques est 'objet du chapitre 4. Dans le cadre
de la stabilisation quadratique deux méthodes sont proposées. La premiére, basée sur
une transformation directe en LMZ, se fait sous certaines restrictions sur la matrice de
Lyapunov. La deuxiéme propose de résoudre le probléeme de synthése par formulation
en complémentarité sur le cone. S’inspirant des résultats issus de la stabilisation non
quadratique par retour d’état, des conditions suffisantes de stabilisation par retour de
sortie sont proposées dans la deuxiéme partie de ce chapitre.
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Chapitre 1

Vers les multimodéles

”La grande barriére ne se situe pas entre le linéaire
et le non linéaire, mais entre le convexe et le non
convexe” R. T. Rockafellar. Convex analysis, Prin-
ticeton univ. press, second edition, 1970.

1.1 Représentation multimodéle

La logique floue, depuis les travaux de Zadeh [Zad73] a connu un réel succeés non seule-
ment dans la modélisation mais aussi dans la commande de systémes complexes non
linéaires [Tak85]. Dans le cas de la commande floue, la question de approximation
universelle est primordiale : un modéle flou peut-il uniformément approximer n’im-
porte quelle fonction réelle sur un sous-ensemble compact avec un degré de précision
arbitraire 7 La capacité de 'approximation universelle d’'un modéle flou est la base
de presque toutes les recherches théoriques et de leurs applications en commande et
en identification floue. De nombreux chercheurs se sont intéressés a cette notion pour

donner une justification théorique aux succeés rencontrés au niveau des applications
[Buc92][Buc93] [Cas95].

Dans la littérature, on peut dénombrer de nombreux modeéles flous. Cependant, on peut
distinguer deux classes principales de modeéles flous : le modeéle flou de Mamdani et le
modele de Takagi-Sugeno (T-S) [Tak85][Sug88|. La principale différence entre ces deux
modeles réside dans la partie conséquence. Le modéle flou de Mamdani utilise des sous-
ensembles flous dans la partie conséquence alors que le modeéle flou de T-S utilise des
fonctions (linéaires ou non linéaires) des variables d’entrées. Dans le modéle linéaire
de T-S, la partie conséquence est un modele linéaire (représentation d’état, modéle
autorégressif). Le modeéle de T-S en représentation d’état est de loin le plus utilisé en
commande (et également en identification) car choisir des fonctions non linéaires dans
la partie conséquence complique P'analyse et la synthése des modeéles flous [Zen00].
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1.1.1 Meéthodes d’obtention d’un multimodéle

Les modeles T-S représentent les systémes non linéaires sous forme d’une interpolation
entre des modeéles linéaires locaux. Chaque modeéle local est un systéme dynamique
LTI valide autour d’un point de fonctionnement. Trois méthodes distinctes peuvent étre
employées pour I'obtention d’un modele T-S : par identification, par linéarisation autour
de différents points de fonctionnement (dans ce cas il s’agit de modeles locaux affines
da a la présence de la constante de linéarisation) ou par transformation polytopique
convexe. Dans la premiére situation, & partir de données sur les entrées et les sorties,
on peut identifier les paramétres du modele local correspondant aux différents points
de fonctionnement. Dans la deuxiéme et la troisiéme situation, on suppose disposer
d’un modéle mathématique non linéaire.

1.1.1.1 Par identification

Les modeles de type ”boite noire” sont identifiés a partir des données sur les entrées
et sur les sorties autour de différents points de fonctionnement. Indépendamment du
type de modéle choisi, cette identification requiert la recherche d’une structure ”opti-
male”, 'estimation des parameétres et la validation du modele final [Sug88|[Gas00]. Les
travaux portant sur I'analyse de stabilité des multimodeles MIMO adoptent souvent
la représentation d’état (plutot qu'un modeéle sous forme entrée-sortie). De méme, la
synthése de lois de commande des processus modélisés grace a I'approche multimodéle
utilisent la représentation d’état afin d’étendre au cas non linéaire les techniques de
commande par retour d’état. La construction d’observateurs non linéaires dits mul-
tiobservateurs a partir de structures multimodeéles utilise également la représentation
d’état en se basant sur I'observateur de type Luenberger.

Les modeles flous T-S sont assimilables & des mutimodeles. En effet, un modéle T-S
réalise une partition floue de 'espace caractéristique Z dit aussi espace de décision'.
Les zones de fonctionnement sont définies en termes de propositions sur les variables
de prémisse. Le modéle flou T-S coincide exactement avec un multimodéle en prenant
lopérateur produit comme opérateur de conjonction [Sug88]. Le caractere flou disparait
alors de la formulation du modeéle T-S car la partie conséquence d’une régle est une
fonction mathématique. Le modéle T-S a donc plus de rapport avec le multimodeéle
qu’avec les modeles linguistiques de Mamdani ou les modeéles & relation floue. Les
notions suivantes sont par conséquent équivalentes et expriment les mémes idées :

— degré de véracité normalisé <= fonction d’activation ou d’interpolation,
— espace de prémisse <> espace caractéristique (ou espace de décision),
— variables de prémisse <= variables de décision (ou variables caractéristiques),

— partie conséquence <= modele local.

!C’est l'espace caractérisé par Iensemble des variables caractéristiques (de décision) z(t) qui
peuvent étre des variables d’état mesurables et/ou la commande.
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La forme généralement retenue des modeéles T-S est

(cas continu) 1 (t) = Z w (2 (1) (A (t) + Biu (b)) (1.1)
(cas discret) x(k+1)= Z w; (z (k) (Aiz (k) + Bu (k) (1.2)

ol z (.) € R? est le vecteur des variables de décision et p, (.),7 € I,, sont les fonctions
d’activation.

Dorénavant les modeéles non linéaires de T-S seront simplement appelés ” multimodéles”.
D’autres formes de multimodéles sont répertoriées en annexe D.

1.1.1.2 Par linéarisation

Dans ce cas, on suppose disposer d’un modéle mathématique non linéaire du processus
physique qu’on linéarise autour de différents points de fonctionnement judicieusement
choisis. Considérons le systéme non linéaire suivant

z(t) = f(z(t),u(t)) (1.3)

avec f (.) € C'. La linéarisation du systéme (1.3) autour d'un point de fonctionnement
arbitraire (z;,u;) € RP x R™ est :

que l'on peut réécrire sous la forme

avec
_O0f(zu) | _Of (zu) | _
Az = 8:6 Z;iz 5 BZ = 8u 5;;2; 5 dZ = f (:Cz,uz) AZ:CZ Bzuz (1.6)

D’un point de vue mathématique, ceci correspond & approximer la fonction f (.) par
son plan tangent au point (x;, u;).

En supposant que les modéles locaux (dits aussi sous-modeéles) sont issus d’une li-
néarisation autour de n points de fonctionnement (z;,u;), la formulation multimodeéle
aboutit a

z(t) = Zu (2 (t) (Aiz () + Biu (t) + d;) (1.7)

ou u; (2 (t)), i € I,, sont les fonctions d’activation et z () est le vecteur des variables de
décision dépendant des variables d’état mesurables et éventuellement de la commande
u(t). Notons que dans ce cas, le nombre de modeéles locaux (n) dépend de la précision
de modélisation souhaitée, de la complexité du systéme non linéaire et du choix de la
structure des fonctions d’activation.
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1.1.1.3 Par transformation d’un systéme non linéaire affine en la com-
mande

Nous proposons d’étudier cette transformation dans le cas général d’un systéme non
linéaire affine en la commande :

, z(t)=f(z(t)+ B(z(t)u(?)
(cas continu) { y () = g (x(0) + D (x (£) u(t) (1.8)
. z(k+1)=f(z(k)+ B(xz(k))u(k)
ensaisere) | D i (19)

avec () ERP, u () e R™ y() €R, f(z(.) €RP, g(x(.) €R, B(z(.)) € RF™ et
D(z(.)) € R™,

La méthode de transformation exposée a été initiée par Tanaka et al [Wan96][Tan96].
Elle est basée sur une transformation polytopique convexe de fonctions scalaires ori-
gines de la non linéarité. [’avantage de cette méthode est de ne pas engendrer d’erreur
d’approximation et de réduire le nombre de modeéles locaux par rapport a la méthode
de linéarisation. En effet, dans le contexte de I'analyse de stabilité des multimodéles
et la synthese de régulateurs, le nombre de contraintes matricielles se trouve généra-
lement réduit par la méthode de transformation, ce qui est synonyme de moins de
conservatisme?.

Dans cette section, deux méthodes de transformation de modéles non linéaires affines
en la commande en multimodéles seront présentées. La premiére est basée uniquement
sur la bornitude des termes non linéaires. La deuxiéme est plutot orientée commande,
elle se soucie de la structure des matrices d’entrée issues de la transformation.

Dans ce qui suit, seul le cas continu est présenté sachant que les deux méthodes s’ap-

pliquent également au cas discret.
— Premiére méthode - sur le nombre de modéles locaux

Dans [Mor00Oa], une méthode de transformation de systéme non linéaire affine en la
commande est proposée. La méthode est basée sur la bornitude de fonctions continues.

Lemme 1.1 : soit h(x (t)) une fonction bornée de [—a, b — R pour tout x € [—a, b]
avec (a,b) € R™2. Alors il existe deux fonctions

F'():[~a, b] — [0,1],i € I, (1.10)
z(t) — F' (2 (1))

avec F' (x (t)) + F? (2 (t)) = 1 et deux scalaires o et 3 tels que

h(z(t)=F' (x(t)a+ F*(z(t) 3 (1.11)

2Une condition est dite conservative lorsqu’elle est trop contraignante ou pessimiste par
rapport au probléme considéré.
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Bien évidement, cette décomposition n’est pas unique. Une décomposition évidente de
h(z (t)) est de considérer sur [—a, b

B<h(z(t) <a (1.12)
f= min (hz(®), a= max (h(x(0) (1.13)
o) = L2 - 22 (1.14)

Cette méthode de décomposition sera utilisée par la suite. En revenant aux définitions
(1.8), sous 'hypothese que f (z(t)) et g (x (t)) sont continues et bornées sur U C RP
avec f (0) =0 et g (0) = 0, ces fonctions peuvent étre réécrites sous la forme suivante :

F®) = A@)e®), g®)=Ca®)) (1.15)
Le modele (1.8) devient
b0\ (Al®) Be®) [z
<mo>‘<cww>D@@»><ww) (1.16)

Par la suite, on pose
Bl - (AW BE0) i

Sous ’hypothese que E (z (t)) est continue et bornée, le lemme 1.1 permet de borner
chaque terme non constant de la matrice E (z (t)) et de la transformer sous la forme
suivante :

E(z(t) = Zu (z (1)) E; (1.18)

E; = < c D2~> (1.19)

Le nombre de modeéles locaux n issus de la transformation se trouve par conséquent
dépendre du nombre des non linéarités des variables d’état. L’exemple suivant illustre
la méthode.
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Exemple 1.1 .
Considérons le modele non linéaire affine en la commande (1.16) avec :
1 sin(z (2)) 1
A = B = 1.2
e =5 ") meor = ( Ly, (1.20)

Clx(t)=(23() 0),D =0
L’objectif est d’écrire E (x (t)) définie en (1.17) sous la forme (1.18)-(1.19) avec :

1 D1
E=] 2 -3 ¢ (1.21)
el 00

Les scalaires e sont les bornes issues de la transformation des termes non constants
de la matrice E (x (t)) . Cette derniére présente s = 2 termes non constants :

ha (21 (t)) = sin (21 (), ha (2 () = 25 (t) (1.22)
. 0 ha(xa(t))
|- XZ(t)

F1G. 1.1: Le terme non constant hy (x4 (t)).

Remarquons que le terme non constant hy (x; (t)) est borné V z (¢t) € R? alors que le
terme hsy (22 (t)) ne peut I'étre que sur un compact borné [—a,al, a > 0 (figure 1.1).
Ainsi, on peut transformer les termes non linéaires hy (z1 (t)) et hy (22 () V z (t) € U
avec U = R X [—a,al,a > 0 tels que :

B (o (1) = FY (o) 1+ F2 () (~1) (1.23)
Fl@m) = 30 +snm @), F@m)=50-snm@)  (12)
Frey = 2 gy o1 - 2 (1.26)
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Ainsi, on aboutit a 4 modeles locaux, obtenus & partir des 4 combinaisons possibles
des bornes des termes non constants hy (1 (t)) et ho (25 (t)), décrits par les matrices
E; (1.21) suivantes :

1 1 1 1 1 1

Ei=| 2 -3 a |, B=(2-30 (1.27)
a2 0 0 0 0 0
1 -1 1 1 -1 1

Es=| 2 -3 a2 |, E,=[2 -3 0 (1.28)
az 0 0 0 0 0

En prenant 'opérateur produit comme opérateur de conjonction, les fonctions d’acti-
vation, au nombre de 4, sont obtenues & partir des produits : Fl o2 il ov?2

p (@ () = F (21) Fy (22) , pip (2 (8)) = Fy (21) . F (w2) (1.29)
ps (x (8)) = FY (21) .Fy (22) iy (2 (1) = FY (21) . F5 (22) (1.30)

Remarquons que la transformation de A(z(t)), B(z(t)) et C(x(t)) conduit & un cer-
tain nombre de modeles locaux LTI dépendant du nombre de termes non constants
contenus dans ces matrices. En régle générale, si la matrice E(x(t) présente s termes
non constants alors le multimodeéle est constitué d’au plus 2° modeéles locaux. Notons
également que la transformation adoptée conditionne fortement les résultats d’analyse
puisque les matrices des modeéles locaux en dépendent directement.

Dans l’exemple 1.1, la decription multimodéle du systéme non linéaire (1.20) n’est
valide que dans le domaine U = R x [—a, a] de 'espace d’état. En effet V z (t) € U, le
multimodele correspondant a (1.20) est

& (t) ! A B\ [ z(t)

oo ) =Emeo (& 0) () 3
oul les matrices A;, B; et C; sont définies en (1.27)-(1.28) et les fonctions d’activations
en (1.29)-(1.30). Par conséquent, I’analyse de la stabilité de (1.20) basée sur son mul-
timodele (1.31) n’est que locale méme si la stabilité établie pour ce dernier est globale.
Cependant, si la matrice E(z(t)) est bornée V = (t) € RP, les résultats (relatifs a la
stabilité) établis pour le multimodéle se confondent avec ceux du systéme non linéaire
puisqu’il s’agit exactement du méme modele. Pour éviter toute confusion, nous préci-

sons que les résultats d’analyse et de synthése qui seront établis le long de ce mémoire
concerneront le multimodele.
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— Deuxiéme méthode - transformation structurelle en vue de la com-
mande

La partie qui précéde a montré comment représenter un systéme non linéaire affine
en la commande par un multimodéle avec réduction du nombre des modeles locaux
(par rapport aux méthodes basées sur la linéarisation autour de différents points de
fonctionnement). Il est bien connu que les résultats d’analyse et de synthése de lois
de commande formulés en termes d’inégalités matricielles dépendent du nombre de
modeéles locaux ; comme on le verra aux chapitres suivants, la réduction de ces derniers
est synonyme de moins de pessimisme.

En plus du nombre de modéles locaux, il est particulierement question de la structure
des matrices d’entrée. Il a été montré que la structure de ces derniéres conditionne
fortement les conditions de synthése de lois de commande en terme de réduction du
nombre de contraintes & résoudre. Ainsi, dans le cas de la ”colinéarité positive” des
matrices d’entrée (i. e. B; = a;B,a; > 0,i € I,) et plus particuliérement le cas des
matrices d’entrée identiques (B; = B,i € I,), une loi de commande dite CDF (voir

paragraphe 2.3) permet de réduire le nombre des LMZ & n au lieu de n(nt1) pour la

D)
loi de commande PDC.

Dans ce qui suit une méthode basée sur une transformation de type difféomorphisme
permet une mise sous forme réguliére des modéles non linéaires affines en la commande

[Mor00a] [Bla01a)].

La forme réguliére correspondant au systéme non linéaire décrit en (1.8) s’écrit :

M (1) ) ( fi (m) ) ( 0 )
‘ - + u () (1.32)
( s (t) fa (ny) B (n)
avec 1, € R4 n, € RY d < m et B, (n,) € R%? une matrice inversible de rang d.

Dans [Utk92], il a été montré que si rang(B(z (t))) = m, B(x (t)) étant la matrice
d’entrée du modele (1.8), alors ce dernier peut étre transformé sous la forme réguliére
(1.32). Le cas général a été traité dans [Per97] ou il a été montré qu’on peut toujours
remplir cette condition de rang avec un retour d’état statique. Sans perte de généralité,
considérons le cas classique ou B(z (t))) € RP™ avec rang(B(x (t))) = m.

Pour construire le difféomorphisme

T
e@)=( M) ~ Xom(@) - N(z)) (1.33)
transformant le modele (1.8) en la forme réguliére (1.32), on impose les conditions :

ox

bj(x) =0, i€, , jel, (1.34)
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B(z)=(bi(z) - bn(z)),bj(z) R (1.35)

Les m fonctions restantes : \,_,, (z), ---, A,(z) sont déterminées de maniére &
compléter le difféomorphisme ¢ (z) et assurer la régularité de la jacobienne de ¢ ().
Afin d’obtenir un modéle représentatif du procédé, il a été montré qu’il est nécessaire
de compléter ce difféfomorphisme par transformation, non linéaire ou non, du vecteur
de sortie y (t) = C (z (t)) [Sel91]. Cette transformation non linéaire a été utilisée dans
[Hen01] pour la conception d’observateurs non linéaires a entrées inconnues. La syn-
these de régulateur par mode glissant pour les systémes linéaires a retard [Gou02] et
des multimodeles a retard [Bla0la] est également basée sur la transformation du sys-
téme d’origine sous une forme réguliere. L’exemple suivant illustre cette méthode de
transformation.

Exemple 1.2 .

Considérons ’exemple suivant :

ar (z () 1
i) = [ m@e) |eo+| 2o |uo (1.36)
az (z (t)) sin (z1 (1))
y(t) = x1(t)
avec z (t) € R3, a; ()" € R3,i € Is et rang (B (z (t))) = 1. La résolution de 'équation :
a)\é—ix)B(x t)=0,1€ (1.37)
c’est-a-dire
e + a7, xy (t) + oz, sin (x1 (t)) =0, i € I (1.38)
aboutit aux fonctions suivantes
A (z) = cos (21 (t)) + 23 (1), Ao (2) = —xlT<t> + 5 (t) (1.39)

Pour compléter le diffécomorphisme ¢ (x) et assurer la régularité de sa jacobienne, on
choisit

On obtient la transformation non linéaire suivante :

)\1 (l’)
p(x)=| A (2) (1.41)
)\3 (.T)
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dont la jacobienne :

—sin(z1(t)) 0 1
8%(@ - —22() 10 (1.42)
v 1 00

est réguliere quelque soit z (¢) . En effet avec la transformation non linéaire

n, (t) cos (:U31 () + z3 (t)
n(t) | = —210 4 g (t) (1.43)
13 (1) x1 (t)

la forme réguliére correspondante & (1.36) est obtenue en dérivant par rapport au temps
(1.43) ; elle est de la forme

—sinz (t).a1 (x (t)) + a3 (z (1)) 0
nt) = 21 (t) a1 (z (t)) + as (z (1)) z(t)+ | 0 |u(t) (1.44)
ay (z (1)) 1

y(@) = n3(t)
Sachant que x = ¢ =1 (1), la matrice A (n (t)) n (t) est obtenue en substituant z; (t) par

N5 (t), o (t) par (772 (t) + @) et z3 (t) par (n, (t) — cos(ns (t))) . Le modele (1.44)
est ensuite écrit sous la forme

1) = > w0 (®) A+ Bult (1.45)
y(t) = Cn(t) (1.46)

avec B=(0 0 1) etC=(0 0 1).

Notons que si ce type de mise sous forme réguliére peut s’avérer intéressant dans cer-
tains cas, il ne peut ’étre dans un contexte général. La raison est simplement due au
fait que, si ce type de transformation permet d’obtenir de bonnes propriétés sur les
matrices d’entrée, elle peut rendre plus complexe le reste du modele. Ainsi on peut
introduire plus de non linéarité et donc un nombre de modéles locaux plus important.
Dans ce sens on peut méme rendre la tache de synthése de multiobservateurs plus
difficile : dans (1.36) y (t) = Cz (t), avec C = (1 0 0 ), la synthése de multiobser-
vateurs par la méthode quadratique dans ce cas est aisée, elle nécessite la résolution
de n LMZT (avec n le nombre de modeéle locaux). Cependant si C' = ( 010 ), avec
la transformation non linéaire (1.43), la sortie du modele sous forme réguliére devient
y(t) =mny (t) + @ qui contient un terme non linéaire, sa représentation multimodeéle
est y (t) = S0 ; (7 (1)) Cin (t). La syntheése de multiobservateurs, comme on le verra
dans le chapitre suivant, demande alors la résolution de n"T“ LMZI. Ainsi, il faut gar-
der a I'esprit que les variables choisies pour compléter la transformation non linéaire
peuvent également rendre complexe la structure du vecteur de sortie.
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1.1.2 Inclusions différentielles linéaires

Une inclusion différentielle linéaire (IDL) est définie par [Boy94] :
z(t) € Qz(t), = (0) =g (1.47)

ou z (t) € RP et Q C RPP. Une IDL peut décrire, par exemple, une famille de systémes
LTV. Dans ce cas, toute trajectoire de 'IDL satisfait

z(t)=A{t)x(t), z(0) =z (1.48)
Quand 2 est un polytope, 'IDL est dite polyptopique (IDLP), i. e.
A(t) e, Q=co{A, ., A} (1.49)

Dans ce cas, la matrice A (t) est une combinaison convexe des sommets A; du polytope :
Al (1) = t2) A (1.50)
i=1

oul les matrices A; sont connues et les scalaires positifs «; (.), i € I, satisfont la pro-
priété :

3 a; (t,z) =1, a; (t,x) >0 (1.51)

La linéarisation globale [Boy94] permet de représenter un systéme non linéaire variant
dans le temps par une IDLP. En effet considérons le systéme :

z(t) = f(t,2) (1.52)
Si la jacobienne A (t,x) = g—£ appartient a I'enveloppe convexe définie en (1.50), alors
toute trajectoire du systéme non linéaire (1.52) est aussi trajectoire de 'IDLP définie
par €). Bien évidemment nous devons garder a l'esprit qu’il s’agit d’une approxima-
tion source de conservatisme : de nombreuses trajectoires de 'IDLP ne sont pas des
trajectoires du systéme non linéaire.

Dans le cadre de la stabilité quadratique, I’analyse de la stabilité ainsi que la synthése
de lois de commande par retour d’état linéaire ne dépend pas des fonctions d’activation
w; (.). Dans ce sens, I'étude de la stabilité du multimodele (1.1) est identique a celle de
I'IDLP (1.49). Ce constat permet de qualifier la commande multimodéle de robuste du
moment ou les fonctions y, (.), ne participant pas a 1’élaboration de lois de commande
ni & l'analyse de stabilité, peuvent étre considérées comme des incertitudes polyto-
piques. Par contre, lorsqu'une loi de commande de type CDF, PDC ou de structures
dérivées (voir paragraphe 2.3) sont utilisées, la connaissance des fonctions d’activation
est fondamentale. Les résultats qui découlent de ces lois de commande permettent de
tenir compte des propriétés structurelles du multimodeéle (phénoméne de croisement
des modeles locaux LTI, fonctions d’activation ou leurs supports, matrices d’entrées
linéairement dépendantes).
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1.2 Analyse de stabilité

1.2.1 Stabilité au sens de Lyapunov : méthode directe

La méthode directe de Lyapunov s’appuie sur une observation physique fondamentale :
si énergie totale (qui est scalaire) d’un systéme, linéaire ou non linéaire, est contint-
ment dissipée (on parle de systéme dissipatif), alors on peut espérer que le systéme
tende vers un point d’équilibre. Ainsi 'idée de Lyapunov est d’examiner la variation
d’une fonction scalaire pour étudier la stabilité d’'un systéme donné.

Considérons tout d’abord le systéme non linéaire en régime libre décrit par

z(t) = f(z(t)) (1.53)

avec f (z (t)) € CH x(t) : R" — R"
Le systéme (1.53) est dit en équilibre autour de zy si, en 'absence d’influence externe,
son état ne varie pas au cours du temps, xq est alors appelé point d’équilibre.

Définition 1.1 (point d’équilibre) : xq est appelé point d’équilibre du systéme (1.53)
st f(xg) =0,Vt > 0.

Par la suite, on considérera que 1’origine de Iespace d’état est point d’équilibre (zy = 0)
du systeme (1.53). Cette hypotheése trés classique ne nuit en rien a la généralité du
propos car si xg # 0 est point d’équilibre de (1.53) alors xg = 0 est point d’équilibre
du systeme z = f (2 (t) + o).

Définition 1.2 : une fonction continue o (r) : [0,a) — [0,00) est dite de classe k si
elle est strictement croissante et a (0) = 0. Sia = oo et lima (r) = oo, la fonction est

dite de classe Koo .

Théoréme 1.1 [Isi99][Vid93] : soit une fonction scalaire V (x (t)) € C* telle que
ar (z (1) <V (2 (1) < az (z (1)) (1.54)
Vz|| < d oty (.) et as (.) sont des fonctions de classe k définies sur [0,d),d € R**

- Si a‘g—f)f(x) < 0,V|z|| < d alors le point d’équilibre (xy = 0) de (1.53) est
localement stable (il est globalement stable si, de plus, d = oo et les fonctions

ag (.) et ag (.) sont de classe koo ).

- Si a‘g—f)f () < —ag (||z]]), Y ||z]| < d avec ag (.) fonction de classe k définie sur
[0,d), alors le point d’équilibre de (1.53) est localement asymptotiquement stable.

- Si 8‘(;—5;”)]‘(:5) < —ag (||z|]) , Vo (d = o0) et les fonctions vy (.) et ag(.) sont de
classe koo alors le point d’équilibre de (1.53) est globalement asymptotiquement
stable.
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- Si a‘g—gﬂ)f () < —ap (||z]|) Vo (d = 00) et les fonctions ag (), aq (.) et as (.) sont
de classe ko de la forme :
ar (lz]) = allz”, a2 (l2]) = bllz]|”, oo (l2]]) = c||=[”
telles que a,b,c > 0,p > 1, alors le point d’équilibre de (1.53) est globalement
exponentiellement stable.

Pour des définitions relatives aux systémes non linéaires discrets, le lecteur peut se
référer par exemple a [Bor93].

1.2.2 Fonctions de Lyapunov ”types”

Dans le cas général, il n’existe pas de méthode pour trouver toutes les fonctions candi-
dates de Lyapunov. Dés lors, la théorie de Lyapunov conduit & des conditions suffisantes
de stabilité dont le pessimisme dépend de la forme particuliére imposée & la fonction
V (x (t)) et de la structure du systeme. Cependant, il existe des familles de fonctions de
Lyapunov souvent utilisées et dont I'adoption dépend de la nature du systéme & étu-
dier (systémes linéaires, systémes continus par morceaux, systémes a retard, systémes
linéaires incertains,...).

Fonction quadratique : le choix le plus classique consiste & utiliser une forme qua-
dratique :

Ve®) =zt  Pz(t),P>0 (1.55)

[’étude de la stabilité a ’aide de ce type de fonction a constitué la base de trés nom-
breux travaux jusqu’a maintenant (par exemple : [Gar97][Boy94]). Dans le cas des
systémes incertains, quand aucune information n’est connue sur la vitesse d’évolution
des parametres incertains, c’est pratiquement la seule méthode possible. Ce type de
fonction, adoptée pour étudier la stabilité des systémes linéaires, est aussi utilisée dans
le cas des multimodéles [Tan98a]. Sa forme générale est celle utilisée dans le cas des
systémes de type Lur’e [Kha96]. Trouver une telle fonction revient a trouver une ma-
trice définie positive. Dans le cas de I’approche multimodeéle, la formulation convexe du
probléme permet aisément ’extraction d’une telle fonction lorsqu’elle existe. L’inconvé-
nient de la méthode réside dans I'obtention de conditions de stabilité trés conservatives
comme on le verra dans le chapitre 2. Une autre variante de ces fonctions est de la
forme

Vi (1) = x(t)TZaiPiw (t) (1.56)

avec P, > 0 et a; € R™. Ces fonctions quadratiques sont utilisées dans le cas des
systémes interconnectés [Lun92][Sez88] et récemment dans la cas des multimodeéles
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[Aka00][Aka98][Che96]. Ces fonctions feront 1'objet d’é¢tude aux paragraphe 2.2.3 et
2.2.4.

De maniére & aller au dela du pessimisme de la stabilité quadratique, il est nécessaire
d’envisager d’autres fonctions candidates de Lyapunov.

Fonction polyquadratique : cette fonction est de la forme

Viz(t),z(t) = I‘(t)TZm (2 () P (1) (1.57)

avec P, > 0, p; (2 (¢)) > 0,> 7, p1; (2 (t)) = 1. Elle permet, dans le cas de 'approche
multimodele, de relaxer les contraintes imposées par la méthode quadratique. Ce type
de fonctions est également utilisé dans le cadre des systémes discrets & parameétres in-
certains bornés variants dans le temps [Daa0la]. Faisant appel a ’'optimisation convexe,
une procédure est proposée par Johansen [Joh00] pour extraire de telles fonctions pour
les systémes non linéaires contintiment différentiables de la forme z (t) = f (x,0) ou
x (t) est la variable d’état et 6 est un parameétre éventuellement variant dans le temps.
Ce type de fonction est aussi plus général dans le sens ou il inclut le cas quadratique,
car il suffit de choisir P, = P, i € I, pour se ramener au cas des fonctions quadra-
tiques. Il est aussi intéressant de noter que, par opposition & la méthode quadratique,
ce type de fonction tient compte de la vitesse de variation des variables de décision
du multimodeéle continu ce qui explique la réduction du conservatisme de la méthode
[Jad99][Cha00][Mor00b][Bla01b][Tan01a]. Dans le cas discret, ce type de fonction a per-
mis & Morére et al. [Mor0OOa] d’obtenir des conditions suffisantes moins conservatives
que les résultats issus de la méthode quadratique [Wan96]. Dans le cadre des systémes
discrets a incertitudes polytopiques, les travaux de Daafouz et al [Daa0la] ont abouti
a des conditions nécessaires et suffisantes pour que de telles fonctions existent. Ce type
de fonction sera étudiée au chapitre 3.

Fonction affine paramétrique : ce type de fonction de la forme

V(z(t) =z (@t) P®)z(t) (1.58)

avec P(0) = Py + 601P + ... + 0P, > 0 est souvent utilisé pour étudier les systémes
linéaires & parameétres incertains variants dans le temps du type :

z(t) = A(0)x(t) avec A(0) = Ay + 0141 + ... + 0 A, o les parametres 0; et leurs
variations sont bornés.
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L’expression (1.58) généralise les fonctions de Lyapunov quadratiques qui correspondent
a P, = ...= P, = 0. Elles sont moins conservatives® que les fonctions quadratiques car
elles tiennent compte des variations des parametres (voir par exemple [Gah96][Bar01].
Pour illustrer ce propos, considérons le cas d'un systéme LPV incertain a un seul
paramétre 0 i.e. A(0) = Ay + 61 A;. La condition de stabilité de ce systéme incertain
est A(6)" P(0) + P (0) A(9) + d(};ff)) < 0, ce qui est équivalent, dans le cas d’un seul
paramétre a: A ()" P (0) + P (0) A(0) +6,P, < 0.

Ainsi la stabilité ne sera vérifiée, pour une vitesse de variation 0, non bornée, que si P, =
0, ce qui correspond a la fonction de Lyapunov quadratique V (z (t)) = z (t)" Pyx: (t).

Par conséquent la stabilité quadratique se veut une stabilité a vitesse de variation
paramétrique arbitraire. La non prise en compte de la vitesse de variation paramétrique
91 explique en partie le conservatisme de la méthode quadratique. Cet exemple montre
en effet que la qualité des résultats obtenus dépend du choix du type de fonction de
Lyapunov relativement a la nature du systéme étudié.

Fonctions continues par morceaux : on peut distinguer les fonctions de Lyapunov
linéaires continues par morceaux et les fonctions de Lyapunov quadratiques continues
par morceaux [Oht01][Fen02][Pet97][Joh99b][Has98|. Ces fonctions non quadratiques
ont fait aussi I'objet d’applications dans le cas des systémes flous [Ca099][Zha01][Joh99b].
On peut distinguer également les fonctions quadratiques par morceaux de la forme

V(z(t) =max (Vi (z(t),...Vi(x(t),...Va (z(t)) (1.59)
Vix(t)=2z@®)" Px(t),P,>0,iel, (1.60)

Ce type de fonctions a fait objet d’étude dans le cas des systémes LTV [Boy94] et
présente I'avantage d’étre moins conservatives que les fonctions quadratiques. Nous les
utiliserons dans le cadre des multimodéles au chapitre 3 et au chapitre 4.

1.3 Analyse convexe et inégalités linéaires matri-
cielles

1.3.1 Analyse convexe

La notion de convexité tient dans ce mémoire une place importante étant données
les orientations choisies. En effet, les problémes d’analyse et de syntheése dont il est
question sont formulés en termes d’optimisation, convexe si possible. La convexité d’un
probléme d’optimisation a un double avantage :

3Par abus de langage, on dira qu'une fonction est moins conservative qu’une autre si elle conduit
a des solutions moins restrictives (conservatives) que celles issuent de 1’autre.
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— les temps de calcul pour trouver une solution sont raisonables ;

— il n’existe pas de minimum local de la fonction cotit & optimiser ; le résultat obtenu
correspond & un minimum global unique.

Cependant, si un probléme n’est pas convexe au départ, le transformer en une formu-
lation convexe peut parfois entrainer des domaines de validité trés restrictifs et des
contraintes trés conservatives. La solution ainsi obtenue par optimisation convexe est
optimale au sens du nouveau probléme mais pas nécessairement au sens du probléme
initial. Cette remarque est fondamentale pour I'interprétation des résultats obtenus par
des méthodes d’optimisation. Cependant, si la transformation non convexe / convexe se
fait par des équivalences, la solution obtenue est également optimale pour le probléme
initial.

La convexité est une notion a la fois ensembliste et fonctionnelle, voici les définitions
dans chacun des cas.

Définition 1.1 : ensemble convexe
Soit un ensemble E C R", E est un ensemble conveze si et seulement si

VAe0, 1JCR, V(z,22) € E* My + (1 - N1 €E (1.61)

Définition 1.2 : fonction convexe
Soit une fonction f : E C R" — R avec E un ensemble convexe, alors f est convexe
si et seulement si

YAe0, 1]CR, V(zy,z) € E% fAxy + (1 =N a) < Af (1) + (1= A) f(22)
(1.62)

Un probléme d’optimisation convexe s’énonce donc comme suit : min (f (z)), ou E est
zel

un ensemble convexe et f une fonction convexe.

Une formulation particuliére retiendra notre attention, il s’agit de 'optimisation sous
contraintes définies par des inégalités matricielles linéaires. Dans ce qui suit, on rappelle
les principaux résultats de ce formalisme.

1.3.2 Problémes classiques LMT

Depuis quelques années, de nombreux travaux ayant pour principal but de réduire une
grande variété de problémes de synthése ou d’analyse & des problémes d’optimisation
convexe impliquant des LMZ ont vu le jour. Parallelement, des méthodes efficaces de
résolution des problémes d’optimisation convexe ont été développées. Ces méthodes
appelées méthodes de point-intérieur développées initialement par Karmakar [Kar84]
pour la programmation linéaire furent étendues ensuite par Nesterov et Nemirovskii
[Nes94] au cas de la programmation convexe dans l'espace des matrices définies posi-
tives.
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Parmi les raisons qui ont fait de cette approche une des plus appliquées dans le do-
maine de la commande, on peut citer : ’existence de méthodes de résolution numérique
efficientes ou la possibilité de traiter la commande multicritére. Dans cette partie, on
présente les idées de base de Papproche LMZ [Boy94|[Ric01].

Définition 1.3 : étant donnée une famille de matrices symétriques Py et P;,i € I, de
RPP et un vecteur & = (1, T, ..., T,)" € R”, une LMI stricte (resp. non stricte) en
x;, 1 € I, s’écrit sous la forme :

n
F(z)=F+ inPi >0 (resp.>0) (1.63)
i=1
Remarquons que ’ensemble E défini par £ = {x € R" : F'(x) > 0} est convexe, ce qui
nous ameéne & considérer une contrainte LMZ comme une contrainte convexe.

Les trois problémes d’optimisation convexe les plus rencontrés sous forme de LMZ
sont :

— Probléme de réalisabilité’ : il s’agit de trouver un vecteur z tel que la contrainte
convexe F'(z) > 0 est satisfaite. Ce probléme peut étre résolu en cherchant le
vecteur x minimisant le scalaire t tel que :

—F(z)<tZ (1.64)

Si la valeur minimale de ¢ est négative, le probléme est réalisable.

— Probléme de valeurs propres (EVP) : il s’agit de minimiser la plus grande
valeur propre d’'une matrice symétrique sous une contrainte de type LMZ :

minimaiser \
M —-A(x)>0

B(z) >0 (1.65)

sous les contraintes {
— Probléme de valeurs propres généralisées (GEVP) : il s’agit de minimiser

la plus grande valeur propre généralisée d’une paire de matrices, par rapport a
une contrainte LMZ :

minimiser A
AB(z) — A(x) >0

sous les contraintes ¢ B (x) >0 (1.66)
C(z)>0

Ces problémes d’optimisation convexe peuvent alors étre résolus par différents
types de méthodes :

4Par abus de langage, on dira d’un systéme d’inégalités matricielles qu’il est réalisable (1'équivalent
du mot anglo-saxon feasible) s’il admet une solution.
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— Méthode des plans sécants
— Méthode de D'ellipsoide
— Méthode du type ”simplexe”

— Meéthode des points intérieurs (Méthode des centres, Méthode primale-duale,
Méthode projectives de Nemirovskii)

1.3.3 Techniques d’analyse et de réduction

Parmi les exemples les plus classiques de contraintes de type LMZ dont nous aurons
besoin tout au long de ce mémoire, citons :

1. Complément de Schur : soient trois matrices R (z) = R (z)" ,Q (z) = Q (z)" et
S (x) affines par rapport a la variable x. Les LMZ suivantes sont équivalentes :

N[ Qx) S(z)
" (smT R<x>>>0
W) R(z)>0,Q(x)—S@)R(z)"Sx)" >0

2. Contraintes quadratiques convexes : la contrainte sur la norme ||Z (z)|| < 1, ou
Z (x) € RP1 est affine par rapport la variable x € RP est représentée par

1y Z ()
( Z(aj)T 1, ) >0 (1.67)

3. Procédure-S : cette procédure est souvent utilisée en synthése par approche LMZ.
Il s’agit d’'une technique qui permet d’approcher un ensemble de contraintes
convexes ou non par une contrainte convexe.

Lemme 1.2 : soient Fy, ..., I, des fonctions quadratiques dépendantes des va-
riables £ € RP :

F; (€) = €TT¢ + 2uié +v;,i € I, (1.68)

ou Ty = T € RP. Alors la proposition (1) implique la proposition (2).
(1)  60>0,....,6, >0 tel que Fy (&) — > 6:F;(§) >0
(2) Fo(6)>0Y €40 tel que F.(€) > 0,i € 1,

St g =1, alors la réciproque est vraie également.

4. Lemme de projection : le lemme suivant, dit aussi lemme d’élimination, est un
des outils utilisés pour la synthese de régulateur.
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Lemme 1.3 : pour des matrices réelles W = WT, M, N de tailles appropriées,
les propriétés suivantes sont équivalentes.

— Il existe une matrice réelle K telle que :

W+ MKNT + NKTMT <0 (1.69)

— Il existe un scalaire o tel que :

W <oMM" et W <oNNT (1.70)

— Les compléments orthogonaux M=+ et N* de M et N, respectivement, véri-
fient :

MTWM* <0et NMTWNE <0 (1.71)

1.3.4 Extensions
1.3.4.1 Les LMZ non strictes

La LMZ F(x(t)) > 0 est strictement réalisable si F(z(t)) > 0 est réalisable. Quand
une LMZ est réalisable mais ne peut 1’étre strictement, la solution du probléme sous
sa version stricte peut étre différente de sa version non stricte. Pour illustrer cette
situation, considérons I’exemple suivant :

F(x):<g _Ox),xeR (1.72)

La contrainte stricte F'(z) > 0 est non réalisable alors que F' () > 0 a pour solution
unique z = 0.

Une méthode basée sur la réduction aux LMZ strictes est proposée en [Boy94]. La
méthode est basée sur I’élimination de I’égalité implicite du probléme non strict.
Parmi les logiciels permettant la résolution des inégalités matricielles non strictes, on
peut citer la LMZTOOL de [Nik95]. Notons que la toolbox LMZ Control de matlab
[Gah95] qui permet de résoudre les problémes de GEVP et ’EVP, ne permet pas de
résoudre les LMT non strictes.

1.3.4.2 Les inégalités matricielles bilinéaires

Un nombre important de probléemes de commande et d’observation s’expriment sous
forme d’inégalités matricielles bilinéaires (BMZ suivant 1’acronyme anglo-saxon) qui
peuvent étre vues comme une généralisation des LMZ. Il n’existe pas aujourd’hui de
méthode exacte pour résoudre ce genre de problémes, mais des heuristiques ont été
mises en place dans différents cadres.
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Définition 1.3 : on appelle BMZI en x;,i € I,,, une contrainte de la forme :

F(z)=F+ Z%’Pi + szixjpij >0 (resp. >0) (1.73)
i—1

i=1 j=1
ot les matrices P; et P;; appartenant a RPP sont symétriques.

Les BMZ, qui ne sont pas convexes, peuvent avoir plusieurs solutions locales et ne
peuvent pas étre résolues par les techniques d’optimisation convexe développées pour la
résolution des LMZT. De telles contraintes apparaissent dans de nombreux problémes ;
des méthodes itératives permettent, sans garantir la convergence, de résoudre certaines
classes de BMZ. Ces derniéres années des algorithmes aboutissant & des solutions
locales [Has99] et globales [Ber97] ont été proposés pour résoudre ces problémes non
convexes. Certaines BMZ peuvent étre converties en un probléme LMZ équivalent
avec une contrainte de rang. La résolution de ce genre de probléme apparait fréquement
dans les formulations d’analyse et de synthése. Il s’agit d’un probléme non convexe
difficile. Cependant, il existe des méthodes heuristiques permettant de trouver des
solutions & ce genre de problémes. Des algorithmes d’optimisation locale ou globale
peuvent étre employés. A titre d’exemple, dans [Hen99| les auteurs ont proposé un
algorithme heuristique pour résoudre un probléme £LMZ avec une contrainte de rang-
1. Dans [Apk00] une méthode basée sur celle de Frank et Wolfe permet de garantir
I'optimalité globale de la solution lorsqu’elle existe.

Cependant, certains problémes BMZ peuvent se ramener facilement a des LMZ. Plu-
sieurs méthodes sont alors envisageables :

a) Par un changement de variable judicieuz. Cette astuce mathématique est fréquems-
ment utilisée dans le cas du retour d’état statique (cas des lois de commande PDC et
CDF dans le cadre des multimodeles) ou le produit de deux variables qui apparait dans
les conditions de synthése est remplacé par une nouvelle variable.

b) Par les techniques d’élimination des variables en utilisant le lemme de projection.
La motivation principale de ce lemme est de traduire les problémes sous forme de
conditions LMZ afin de les résoudre efficacement & 1’aide des outils numériques. Cette
technique est souvent utilisée dans le cas du retour de sortie ou les inégalités matricielles
associées ne sont pas linéaires mais bilinéaires par rapport aux inconnues.

Ces techniques de linéarisation seront utilisées au cours des chapitres suivants. Elles
sont illustrées par le probleme BMZ en K; et P suivant :

P>0, (A +BK;)" P+ P(A+BK;)<0,Viel, (1.74)

En pré- et post-multipliant les inégalités (1.74) par P! = @ on obtient

Q >0, QA +BEK) + (4 +BK)Q <0 (1.75)
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— Reésolution par changement de variable
En posant Y; = K;Q on obtient les LMZ suivantes en Y; et @

Q@>0, AQ+ QA +BY;+Y "Bl <0 (1.76)

— Reésolution par élimination de variable

En pré- et post-multipliant les inégalités (1.76) par B;-, le complément orthogonal
de B;, on obtient les LMZ équivalentes suivantes :

Q >0, B (AQ+QA]) B <0 (1.77)

Une fois les variables K; éliminées et Q°P* calculée a partir de (1.77), les variables
K; sont obtenues en résolvant les LMZ (1.74).
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Chapitre 2

Stabilité et stabilisation

quadratique des multimodéles

2.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est de faire le point sur quelques approches permettant
I’étude de stabilité des multimodeéles et la synthése de lois de commande.

Ces derniéres années, de nombreux travaux concernant I'analyse et la synthése de
régulateurs ont été publiés. La plupart de ces travaux sont inspirés des techniques de
commande rencontrées dans la littérature. Par exemple, dans [Tan98b][Gue01b][Bla01b]
des résultats ont été obtenus en se basant sur des fonctions de Lyapunov quadratiques,
dans [Gue99b| ces problémes ont été abordés par transformation en un probléme de
type Lur’e alors que dans [Aka00][Aka98][Che96] I'analyse et la synthese de lois de
commande ont été étudiées en utilisant les techniques des systémes interconnectés et
les propriétés des M-matrices. La synthése de lois de commande a été également traitée
par les techniques de systémes incertains [Zak99][Cao96][Fen01] [Tan96] [Kir96][Tei99].

Ce chapitre est intégralement consacré a I'approche quadratique de Lyapunov. Il est
organisé de la facon suivante.

Dans le paragraphe suivant, nous présentons quelques conditions suffisantes de stabi-
lité des multimodéles. En se basant sur les propriétés des M-matrices, une classe de
multimodeles acceptant des fonctions de Lyapunov quadratiques est étudiée.

Dans le paragraphe 2.3, aprés un bref rappel de I’état de ’art des lois de commande
existantes, la stabilisation par retour d’état est abordée essentiellement par les lois
de commande PDC et CDF. Des résultats moins contraignants que ceux existants et
permettant de maximiser le degré de stabilité (taux de décroissance) des multimodéles
en boucle fermée sont ensuite proposés.

Le paragraphe 2.4 est consacré a 1’étude des multiobservateurs. Le cas des variables de
décision non mesurables est traité et le principe de séparation est également abordé.
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2.2 Stabilité quadratique

L’approche proposée dans ce chapitre repose sur les fonctions de Lyapunov quadra-
tiques. Il s’agit de chercher une matrice symétrique définie positive et sa fonction de
Lyapunov quadratique associée telles que certaines conditions simples garantissent les
propriétés de stabilité. Bien que conduisant a des conditions parfois conservatives, cette
méthodologie est, d’'un point de vue pratique, facile & mettre en ceuvre.

2.2.1 Stabilité globale

Considérons le multimodeéle continu de la forme

(t) = Z pi (2 (1)) (Aiz (t) + Biu (1)) (2.1)

avec

n

e (2(1) >0, > p(2(t) =1 (2:2)

i=1

Le multimodeéle en boucle ouverte correspondant & (2.1) est
p(t) =) p(z (1) A () (2.3)
i=1

Le multimodele (2.3) est globalement asymptotiquement stable s’il existe une matrice
symétrique P > 0 telle que les LMZ suivantes sont réalisables [Boy94][Tan98b] :

P>0, ATP+PA; <0,Vi€l, (2.4)

Ce résultat est obtenu en dérivant, le long de la trajectoire du multimodele (2.3), la
fonction quadratique (1.55). L’existence de P dépend de deux conditions :

— la premiére est liée a la stabilité de tous les modeéles locaux. Il est nécessaire que
chaque matrice A; soit de Hurwitz'.

— la deuxiéme condition est relative a I’existence d’une fonction de Lyapunov com-
mune aux n modeles locaux. Elle exige que la somme " | A; soit de Hurwitz.
La preuve peut étre obtenue en sommant les LMZ (2.4).

Cette derniére condition peut étre formulée par la proposition suivante.

Proposition 2.1 : sl existe deuz matrices telles que leur somme A;+A;,V (i,5) € I2
n'est pas stable, alors le multimodéle(2.3) ne peut étre quadratiquement stable.

lune matrice dont les valeurs propres appartiennent au demi-plan gauche du plan complexe.
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2.2 Stabilité quadratique

La proposition suivante généralise la précédente et fournit une méthode systématique
permettant de tester la non existence d’une matrice symétrique définie positive com-
mune.

Proposition 2.2 [Boy94] : déterminer si une matrice P vérifiant (2.4) n’existe pas
est équivalent a trouver des matrices Q; non toutes nulles telles que

Q1>0,.,Qn >0, (QA] +AiQ:) >0 (2.5)
i=1

Stabilité exponentielle
Le degré de stabilité, ou le taux de décroissance (decay rate) du systéme (2.3), est le
plus grand scalaire « tel que, quelque soit la trajectoire vérifiant (2.3), on a :

lime® ||z (#)]| = 0 (2.6)

t—oo

En d’autres termes, le taux de décroissance peut étre défini, sur toutes les trajectoires

—Inflz(@®)]|
¢

non nulles, par tlim inf . Prouver la stabilité exponentielle du systéme revient

a assurer que, pour toutes les trajectoires x (¢) vérifiant (2.3), on a pour a > 0 :
dv (x (t
3P>0: # +2aV (2 (1) < 0 (2.7)

En effet, dans ce cas, (2.7) implique que V (z (t)) < V (2 (0)) e72% et que pour toutes
les trajectoires vérifiant (2.3) on a

1/2
Aax (P7P
o ()] < = (5 (P) 2 12 (0)] avec r (P) = (ﬁ) )
Le systéme est alors dit a-stable ot a est bien un minorant du taux de décroissance des
trajectoires du systéme (2.3) qu’il serait important de maximiser. Notons que maxi-
miser le minorant du taux de décroissance est un probléeme de GEVP en P et a. Sa
formulation est la suivante [Boy94] :

maximiser o

P>0

2.
ATP+ PA; +2aP <0 (2.9)

sous les contraintes {

2.2.2 Stabilité locale
2.2.2.1 Ellipsoide invariant

Les fonctions quadratiques de Lyapunov ont une interprétation géométrique tres inté-
ressante en terme d’ellipsoides invariants®. Soit une matrice symétrique définie positive

2Un ellipsoide () est dit invariant dans le sens ot z (0) € eg implique z (t) € eg,Vt > 0
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Q et Dellipsoide centré sur zéro défini par
Q= {x c RP: xTQ’lx < 1}

Si la fonction de Lyapunov V (z (t)) = = ()" Q 'z (t) vérifie, pour toute trajectoire
x (t), la condition

dV (z (1))

e 0 (2.10)

alors toute trajectoire de condition initiale x (0) € ¢ ne s’échappe pas de ellipsoide.

x,(t)

Xx,(t)

X, (t)

Fic. 2.1: Ellipsoide invariant dans le cas d’un systéme a trois dimensions.

L’ellipsoide ¢ représente le domaine d’attraction qu’on peut estimer utilisant la fonc-
tion de Lyapunov quadratique et dont il faut maximiser le volume.

2.2.2.2 Maximisation du volume d’un ellipsoide contenu dans un polytope

Considérons le polytope décrit par
P={zeRl:ajz<1kel,} (2.11)
L’ellipsoide ¢ est contenu dans le polytope P si et seulement si :
max {ajz:z €eg} <1,k €1, (2.12)
ce qui est équivalent aux inégalités linéaires en () suivantes :
ai Qap < 1,k € 1, (2.13)

Ainsi I'idée est de maximiser le volume de I’éllipsoide g en maximisant le déterminant
de la matrice @ (det (Q)) sous la contrainte (2.13).
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2.2 Stabilité quadratique

La proposition suivante établit la stabilité locale exponentielle du point d’équilibre
(g = 0 d’un multimodeéle valide dans le domaine polytopique P de la forme (2.11) et
évalue également le domaine d’attraction le plus large contenu dans P [Boy94].

Proposition 2.3 : soit le multimodéle (2.3) valide dans le polytope P décrit en (2.11).
L’origine du multimodéle (2.3) est exponentiellement stable si le probléme convezxe sui-
vant en Q) est verifié :

maximiser det (Q)

Q>0
sous les contraintes QAT + A,Q +2aQ < 0,7 € I, (2.14)

aj Qar, < 1,k € I,

De plus Uellipsoide €y est le domaine d’attraction le plus large contenu dans P qu’on
peut estimer par une fonction quadratique de Lyapunov.

Preuve : voir [Boy94|, paragraphe 5.2. =

2.2.3 Autre approche

En général, il n’existe pas de méthode systématique permettant ’obtention d’une fonc-
tion de Lyapunov quadratique. Cependant, dans le cas particulier ot les matrices A;
sont de Hurwitz et commutatives par paire, il est possible de construire, de maniére
systématique, une fonction de Lyapunov quadratique [Nar94]. Par la suite, nous propo-
sons une approche basée sur les propriétés des M-matrices. Cette approche met ’accent
sur une autre classe de multimodeles acceptant des matrices de Lyapunov communes.
Cette étude est basée sur les fonctions candidate sde Lyapunov de la forme :

Viz@t)=z@)" Z%’Pﬂ (t), P >0,a; € R* (2.15)
i=1
Il s’agit d’'une fonction de classe ko :

clle @I <V (2 ) < exllz () (2.16)

avec ¢ = )\min (Z?:l OéZPZ) >0et = )\max (Z?:l OéZR) > 0.

Théoréme 2.1 [Cha02g] : supposons qu’il existe des matrices symétriques P; > 0,
Si > 0 et S;; telles que :

1. ATP,+ PA < =Sy, Vi€,
2. ATP,+ PA; < S;, ¥ (i,j) € I}, i # ]

3. ® est une M-matrice
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avec
Amin (S11) = [Amax (S12)| e — [Amax (S1n)|
o— | Pmax (G2l Awin (S2) :
5 : 5 = [Amax (Stn-1n) |
- ’)‘max (Sm)l T - P‘max (Sn(n—l))l Amin (S"n)

(2.17)

alors le multimodéle (2.3) est globalement exponentiellement stable.

Preuve : considérons la fonction de Lyapunov (2.15). Sa dérivée le long du multimodéle
(2.3) donne

V(z(t) = ZZa,uJ ) (ATP, + PA;) z (t)

i=1 j=1

= (Z i (2 ATP + PA —l— Z OQMJ z(t)) (Afpz + Pz'Aj)> z (t)
i#£j:1
(2.18)

avec les conditions 1) et 2) du théoréme 2.1, I’égalité (2.18) devient

Vie@) <z@) (— Zaiﬂi (2 (1) Si + Y cup; (2 (1) 5ij> z (t) (2.19)

i#£j:1
Sachant que [Wei91] :
V2 (1) i (S)l 2 (O < |2 (07 Sz (8] < Pas (Sl Il O (220)
I'inégalité (2.19) entraine

V('Q:(t)) < _Zai/‘i (2 (1)) Amin (Si) | (¢ H +ZO‘1UJ maX(Slj)l"'Q:(t)HQ

i#£j:1
= —p(z(1) @at)]* (2.21)
avec ¢ définie en (2.17) et

pE) = (mGE) wpE®) - mE®)), a=(a a - )
(2.22)

Finalement comme ® est une M-matrice, alors il existe un vecteur positif « tel que le

" . T
vecteur 3 = ®a est positif (voir annexe C). Posons 8 = ( 3, B, --- B, ) , nous
pouvons écrire

(2 ()6 = Brin > 0 (2.23)
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2.2 Stabilité quadratique

avec B =min ( By, B, -+, B, ). Ainsi avec les conditions (2.23) et la propri¢té
(2.16), 'inégalité (2.21) devient

V (x(t)) < =26V (z (1)) (2.24)

l ﬁmin
2 co

ou b = > 0 est le degré de stabilté du systéme. Ce qui permet d’écrire

V(z(t) <V (x(to))exp (=26 (t —t)),V t > to,V x (t) € RP (2.25)
Ainsi la stabilité globale exponentielle du multimodele (2.3) est prouvée. m

Le résultat obtenu utilisant la fonction de Lyapunov (2.15) permet d’obtenir une autre
classe de multimodéle admettant une matrice de Lyapunov commune P.

La difficulté majeure de la méthode réside dans le fait que 'obtention d’une M-matrice
n’est pas directe et qu’il n’y a pas, a notre connaissance, de méthodes qui permettent
d’imposer cette propriété a une matrice. Une idée pourrait étre de remplacer la matrice
Si; par S; + 7Z ou T est un parameétre réel et Z la matrice identité de dimension
appropriée, et par itération sur 7, chercher une M-matrice si elle existe.

Exemple 2.1 .

Considérons le multimodeéle décrit par les deux modeéles locaux suivants :

0 1 0 204
A = A, = 2.2
! < —0.06 —1 ) ? < —0.5 —15 ) (2.26)

L’application directe des conditions du théoréme 2.1 n’aboutissent pas & une M-matrice.
Ainsi, on ne peut rien conclure quant a la stabilité du systéme. Cependant, en rempla-
cant les matrices S;; par S;; + 71, on obtient le systéme LMZT :

Pr>0,P,>0,514+7>0,S+7] >0 (2.27)
ATP + PA < —(Sn+7I) (2.28)

ATPy 4+ PyAy < — (Spo +71) (2.29)

AT Py + PyA; < Spo (2.30)

ATP + P Ay < Sy (2.31)

Par itération sur 7, on obtient :
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p— (10944 1015 (08162 0.6503 (2.3)

1.0115 1.6493 0.6593 1.3542

60.5371  7.9986 329.5031  —30.1390
7=035n = ( 7.9986  637.6728 ) 2 < —30.1390 686.1743 ) (233)
G _ ( 606.8745 105.6867 [ —265.4610 —109.2164 (2.3
7\ 105.6867 —643.8083 /7 T\ —109.2164 —75.1089 '
et
60.7263 —675.3418

®= ( —25.4171  327.2742 ) (2.35)

qui est une M-matrice. On conclut que le multimodele (2.26) est globalement exponen-
tiellement stable et il a comme fonction de Lyapunov

Vz@®)=z#)" (1P, + axP) z (t) (2.36)

avec, par exemple, ap = 1 et oy € [11.1211 12.8761]. Les matrices P; et P, sont
définies en (2.32).

2.2.4 Multimodéle discret

Considérons le multimodéle discret suivant
v(k+1)=> p (2 (k) (A (k) + Bu (k) (2.37)
i=1

ou p; (.) sont les fonctions d’activation respectant les propriétés (2.2). Le multimodéle
(2.37) en boucle ouverte s’écrit

z(k+1) = Z pi (2 (k) Asz (k) (2.38)

Le multimodeéle discret (2.38) est quadratiquement asymptotiquement stable s’il vérifie
les conditions suivantes :

P>0,ATPA,—P<0Niel, (2.39)

Ces conditions obtenues en considérant, le long de la trajectoire du multimodele (2.38),
la variation de la fonction de Lyapunov V (z (k)) = z (k)" Pz (k), donne une condi-
tion suffisante de stabilité asymptotique du multimodeéle discret (2.38). Néanmoins,
I’existence de la matrice P > 0 dépend de deux conditions :
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— la premiére est liée a la stabilité de tous les modeéles locaux : chaque matrice doit
étre de Schur?.

n
— la deuxiéme condition nécessaire exige que le produit matriciel [] A; soit égale-

i=1
ment de Schur [Ngu98|.

Notons que dans le cas particulier ot les matrices A; sont de Schur et commutatives par
paire, il est possible de construire, de maniére systématique, une fonction de Lyapunov
quadratique [Nar94]. Utilisant les propriétés des M-matrices, nous pouvons également
étendre le résultat que nous avons obtenu dans le domaine continu (théoréme 2.1) au
cas discret, ce résultat n’est pas présenté dans ce manuscrit.

Certains travaux ont essayé de réduire le conservatisme de la méthode quadratique
[O1i99][Kim95][Mar95]|[Joh99b]. Par exemple Kim et al [Kim95] supposent la connais-
sance & chaque instant des fonctions d’activation, ils considérent le multimodéle comme
un systéme linéaire avec des incertitudes de modélisation. La procédure S est aussi uti-
lisée pour tenir compte du support des fonctions d’activation et réduire le pessimisme
des résultats quadratiques d'un multimodele affine [Mar95][Joh99b]. Dans [Bla01b], il
est montré que lorsque les fonctions d’activation p; (.) vérifient I’hypothése suivante :

Hypotheése 2.1 : il existe n point z; tels que p,; (x;) = 1,i € I,.

alors les deux propositions suivantes sont équivalentes
) Q(z) =3 p(z) (AfP+ PA;) <0
i=1

Quand cette hypothése n’est pas vérifiée, pour assurer @ (z) < 0, il est possible de
trouver des conditions suffisantes meilleures que Q); < 0 et ainsi réduire le conserva-
tisme de la méthode quadratique. Pour plus de détails et des exemple illustratifs de la
méthode, le lecteur peut consulter [BlaOlal. Il est important de noter que dans le cas
de fonctions d’activation vérifiant ’hypothese 2.1, le résultat de [BlaO1b] se réduit a
la stabilité quadratique classique, i.e. ATP + PA; < 0,i € I,,. Le résultat obtenu est
également étendu au domaine discret.

2.3 Stabilisation par retour d’état

Les conditions de synthése s’obtiennent fréquemment en utilisant formellement les
conditions d’analyse et en remplacant les matrices de la représentation d’état du sys-
téme en boucle ouverte par celles du systéme bouclé. Le probléme ne se formule pas
directement comme un probléme LMZ, mais s’appuie sur des contraintes de type

3Une matrice dont le module de chacune de ses valeurs propres appartient au disque de centre
(0,0) et de rayon 1.
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BMZI. C’est le cas de la stabilisation par retour d’état et retour de sortie. Comme il

a été décrit au chapitre précédent, plusieurs méthodes sont alors envisageables pour se
ramener a des LMZT.

Nous présentons tout d’abord certaines techniques mises en oeuvre pour élaborer des
lois de commande dans le cadre des multimodéles.

1. Loi de commande PDC et ses dérivées

La méthode PDC [Wan96] est utilisée pour élaborer une loi de commande pour
les multimodeéles. L’idée est de construire un régulateur par retour d’état relatif &
chaque modéle local LTI. De fagon similaire & la technique utilisée pour interpoler
les modéles locaux, la loi de commande globale est obtenue par interpolation des
lois de commande linéaires locales. Elle est de la forme

u(t) = - Z i (2 (1)) Kz (t) (2.40)

On s’apercoit facilement que ce type de loi de commande fait intervenir des termes
croisés : le modele local (A;, B;) avec le gain de retour linéaire K.

Pour résoudre cette difficulté, un retour d’état linéaire est utilisé ou les fonctions
d’activation sont omises [Kim95] [Kir96]|[Zak99] : u (t) = Kz (t). Cependant la
méthode s’avére trés pessimiste car il est facile de trouver des exemples ou il
n’existe pas de loi de commande linéaire stabilisante alors qu'une loi de commande
PDC existe. Ce constat est justifié par le fait que la variable commune K doit
stabiliser n modeéles locaux alors que, dans le cas de la commande PDC, on tient
compte du taux du recouvrement a travers les fonctions d’activation. Les résultats
issus de cette loi de commande seront exposés au paragraphe suivant.

— Loi de commande PPDC

La loi de commande PPDC (Proportional PDC), dérivée de la loi de com-
mande PDC, est également proposée dans [Lin01]. Elle est de la forme :

u(t) = —Zm (2 (1)) ki Kz (t) (2.41)

ou K € R™? est le gain de retour commun & tous les modeéles locaux et
k; € R est un coefficient de proportionnalité relatif a chacun des modeéles
locaux. I’avantage de telle loi de commande est la réduction du nombre des
inconnues & (n + mp) au lieu de (nmp) pour la loi de commande PDC.

n

— Loi de commande PDC augmentée du terme ) WFM (t)
i=1
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2.3 Stabilisation par retour d’état

Il s’agit d’une loi de commande qui tient compte de la variation des fonctions
d’activation ; elle est définie comme suit

wt) == m e kken) -3 PE D peg

i=1
Cette loi de commande qui impose des fonctions d’activation contintiment
dérivables, permet de réduire le conservatisme de la stabilisation quadratique
[TanO1b].

2. Loi de commande CDF
Dans le cadre des systémes SIMO, Guerra et al [Gue99a] ont proposé une loi de
commande dite CDF. L’avantage de cette loi de commande, inspirée des travaux
de Peterson [Pet87], est d’éviter 1'utilisation des modéles croisés.
Dans le cas des matrices d’entrée (B;) positivement linéairement dépendantes,

ie.da; >0: B; =a;B,V i€ I,, la loi de commande CDF s’applique aussi aux
systemes MIMO et s’écrit [Gue01b] :

(2 () e IS

n
Z Ky i
u(t) = —=L x (t) (2.43)
2%@@»%
Dans le cas particulier de la colinéarité positive des matrices d’entrée, la boucle
fermée s’écrit sans les modeéles croisés et les conditions de stabilisation sont celles
de la stabilité (en substituant A; par A; — B; K;), ce qui permet de réduire le degré
de conservatisme des résultats quadratiques par rapport a la loi de commande
PDC; il n’y a en effet que n LMZ a vérifier au lieu de % Cependant, dans
le cas général ou les matrices d’entrée ne vérifient pas la propriété de colinéarité
positive, la synthése d’une loi de commande CDF stabilisante de la forme (2.43)
produit des BMZ difficiles a linéariser ; un algorithme est proposé en [Mor0Oa.
Dans ce manuscrit, cette loi de commande sera utilisée uniquement pour illustrer

le cas de la colinéarité positive des matrices d’entrée.

3. Autres lois de commande

Les auteurs de [Par01] ont proposé deux lois de commande, la premiére est lége-
rement différente de la commande CDF (2.43), la deuxiéme peut étre vue comme
une loi de commande PDC (2.40) filtrée par un filtre passe bas.

— La premieére loi de commande, issue de la commande CDF, est de la forme :

u(t) = -2 x (t) (2.44)
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Remarquons que si o; = 1,V ¢ € [, , cette loi de commande ainsi que la
commande CDF se résument & la commande PDC. Sous I’hypothése de la
colinéarité positive des matrices d’entrée, cette loi permet également d’éviter
les modeles croisés.

— La loi de commande suivante inspirée des travaux d’Apkarian et al sur les
systemes LPV [Apk95] a aussi été proposée :

u(t) = Acu (t) + Z pi (2 (1)) Kz (t) (2.45)

J/

~
commande PDC

ou A, € R™™ et K; € R™P. 1l s’agit de la loi de commande PDC filtrée
par G (s) = (sI — A.)"". Les résultats qui en découlent seront exposés au
paragraphe suivant.

4. Lois de commande basées sur le retour de sortie

— Loi de commande DPDC

Il s’agit d’'une loi de commande dynamique non linéaire basée sur le retour
de sortie. Elle est construite comme suit [Li 00] :

Fe(8) = 3 50 1y (2 (0) 1y (2 (8)) (Awyre (1) + By (£))
1j=1 (2.46)
u(®) = 3 s (= (1) (Cae (1) + Doy (1)

”M:WMS

Les conditions de stabilisation quadratique obtenues sont des BMZT en les
parameétres du régulateur DPDC (Agj, Bei, Cei, D.). Pour résoudre ces
BMZI, une méthode de linéarisation basée sur celle proposée par Chilali
et al [Chi96b] est utilisée.

— Loi de commande OPDC
La loi de commande OPDC est de la forme [Cha02a] :

= ZN (2 (1) Fy (¢) (2.47)

Il s’agit d’une loi de commande statique basée sur le retour de sortie, gé-
néralement non linéaire. Dans le cas particulier ou les matrices d’entrée B;
sont linéairement dépendantes, la loi de commande ci-dessus est modifiée en
s’inspirant de la loi de commande CDF. La loi de commande OPDC modifiée
s’explicite [Cha02h] :

i i (2 '
u(t) == y (1) (2.48)
; Hi \= @i
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Il s’agit d’une loi de commande continue du fait que : > ", w, (2 (t)) a; >

r_niIn (c;) > 0. Cette derniére permet de réduire le conservatisme de la loi
1€1n

de commande (2.47). Ces deux lois de commande feront I'objet d’études
détaillées au chapitre 4.

2.3.1 Stabilisation des multimodéles continus

Durant ces derniéres années, de nombreux travaux concernant la synthése de lois de
commande pour les multimodeles ont été publié [Tan98b][Gue01b][Bla01b] [Kim00]
[ChaOla]. La synthése de régulateurs par la méthode quadratique exige 1'existence
d’une matrice symétrique définie positive P satisfaisant I’équation de Lyapunov pour
tous les termes dominants et les termes croisés 4. Des relaxations ont été apportées 4 la
loi de commande PDC [Kim00]. En comparaison avec cette derniére, I'usage de la loi
de commande CDF dans le cas de la colinéarité positive des matrices d’entrée produit
des conditions moins pessimistes.

Définition 2.1 : si les paires (A;, B;) sont commandables (stabilisables), alors le mul-
timodeéle (2.1) est dit localement commandable (stabilisable).

Définition 2.2 : si les paires (A;, C;) sont observables (détectables), alors le multimo-
déle (2.1) est dit localement observable (détectable).

Par la suite, le multimodele (2.1) est supposé localement commandable.

2.3.1.1 Loi de commande PDC

Le multimodele continu (2.1) en boucle fermée dans le cas de la loi de commande PDC
(2.40) est donné par :

z(t) = Z Z pi (2 (8) s (2 (1) G (¢) (2.49)

avec
Gij = Ai — BiK; (2.50)

Le multimodeéle décrit en (2.49) est globalement asymptotiquement stabilisé via la loi
de commande PDC (2.40) s’il existe une matrice symétrique définie positive P et des
matrices K, 1 € I,, qui vérifient [Tan98a] :

£:.(Gij, P) <0, (i,5) € I, i < j (2.52)

1Le terme A; — B;K; est dit croisé quand i # j et dominant quand i = j .
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avec ju; (z (t)) p; (2 (t)) # 0(°), Gy défini en (2.50) et

T
£.(Gy, P) = (%) P+P <@> (2.53)

Les conditions de stabilité (2.51)-(2.52) sont assez conservatives car elles demandent
la stabilité de tous les modeéles (dominants et croisés). Le théoréme suivant permet de
réduire ce conservatisme en tenant compte des interactions entre les modeéles locaux
voisins (caractérisés par le nombre r de modeles locaux actifs a chaque instant). Les
conditions obtenues n’imposent que la stabilité des modeéles dominants.

Théoréme 2.2 : s’il existe des matrices symétriques P > 0, Q > 0 et des matrices
K;,i € I, qui vérifient

£C<Gii,P)+<T—1)Q<O,Vi€]n (254)

£C(G237P)_Q§07v (27])6157 <7 (255)

avec i, (2 (t)) p; (2 (1)) # 0, Gy = A; — B;Kj et v étant le nombre mazimal de mo-

déles locaux activés simultanément, alors le mulimodéle décrit en (2.49) est globalement
asymptotiquement stable.

Preuve : voir [Tan98b|. =
Pour réduire d’avantage le degré de conservatisme des résultats ci-dessus, le théoréme
suivant est proposé [Kim00].

Théoréme 2.3 : sl existe des matrices symétriqgues P > 0, Q;; et des matrices K;, 1 €
I, qui vérifient

£.(Gii, P) + Qi <0,V i€, (2.56)
£.(Gij, P)+ Qi <0,V (3,5) € I2, i < j (2.57)
Qll an
Lo >0 (2.58)
Qin - Qum

avec i, (2 (t)) p; (2 (t)) # 0 et Gij = A; — B;Kj,alors le mulimodéle décrit en (2.49) est
globalement asymptotiquement stable.
Preuve : La preuve est obtenue en dérivant le long du multimodele (2.49) la fonction

candidate de Lyapunov V (z () = 2 (t)" Pz (t) en tenant compte des conditions (2.56)-
(2.58). m

®Ceci veut dire qu'il faut vérifier ces inégalités matricielles pour tout i < 7, (i,5) € I2 sauf pour
les paires (i, j) telles que p; (2 (t)) p; (2 (t)) = 0, ce qui permet de réduire le nombre de contraintes a
satisfaire.
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Remarques 2.1 .

1. Preuve de la relaxation apportée par le théoréeme 2.3 par rapport au théoréme
2.2 quand r = n : s’il existe des matrices P > 0 et () > 0 qui satisfont (2.54)-
(2.55), alors on peut toujours trouver une matrice symétrique définie positive
suffisamment voisine de 0, Q). = 0, telle que I'inégalité suivante est vérifiée :

GIP+PGy+(n—1)Q+Q.<0,Viel, (2.59)

Considérons la condition (2.58) avec Q;; = —Q et Q;; = (r—1)Q + Q., et sa
forme quadratique suivante ot v; € R?, i € I, :

v (n—-1)Q+Q: —Q —Q
V1 . 0
_Q (TL - 1) Q + QE :
v : : -Q o
- )Y Qu - 23 Qu+ S T
i=1 i<j =1

=> (wi—v)" Qi —v) + > v/ Qev; >0
i=1

1<j
N J J N 7
v~ v

>0 >0

Ainsi on montre que quand les conditions du théoréme 2.2 sont vérifiées, celles
du théoréeme 2.3 le sont également, ce qui explique la relaxation apportée. Nous
constatons toutefois peu de différence entre ces deux résulats quand r < n, i. e.
dans le cas des fonctions d’activation a supports borné.

2. Linéarisation des conditions du théoreme 2.3 : en pré- et post-multipliant par
P! = X les BMZ (2.56)-(2.58) en K; et P, on obtient les LMZ suivantes en

Ni et X :
X >0
XAT + A X —N'BI' - BN, +Y; <0,Viel, (2.61)
XA + A, X + XA + AjX — NI'BI' — BN, -
N/'B] — B;N; +2Y;; <0,V (i,j) € I},i < j (2.62)
Yio - Y
oo >0 (2.63)

avec Y;j = XQ”X et K; = NiX_l,Vi € {1, ..,n}

Dans le cas particulier ot les multimodéles vérifient la propriété de la colinéarité positive
des matrices d’entrée (3 o > 0: B; = o;B,Vi € I,), la loi de commande CDF (2.43)
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produit des conditions de stabilité moins conservatives que la commande PDC. Le
multimodele en boucle fermée (2.49) s’écrit ainsi sans termes croisés.

z(t) = Zu (2 (1) (Ai — BiE) x (t) (2.64)

Les conditions de stabilité obtenues aux théorémes 2.2 et 2.3 sont réduites a la stabilité
des modeéles dominants :

La loi de commande (2.44) aboutit elle aussi a des conditions similaires (il suffit de
substituer B; par B).

Remarquons que si les paires (A;, B;), i € I, sont commandables, alors il existe des
gains de retour d’état K; permettant de placer les valeurs propres des modeéles locaux
dominants (A; — B;K;) au méme endroit. Dans ce cas, il est probable qu'une matrice
commune a tous les modeles dominants existe.

2.3.1.2 Taux de décroissance

Les théorémes 2.2 et 2.3 garantissent uniquement la stabilité globale du multimodéle dé-
crit en (2.49). Afin de garantir un certain taux de décroissance, les auteurs de [Tan98a]
ont proposé des contraintes supplémentaires faisant intervenir les termes dominants
(Gi;) et les termes croisés (Gj;) . Ces contraintes additives au niveau des termes croisés
conduisent bien évidemment, a des conditions plus pessimistes.

Par la suite, le taux de décroissance est garanti en reportant le probléme uniquement
sur les termes dominants plus naturellement commandables. Ainsi 'idée de soulager
les contraintes au niveau des termes croisés est maintenue. Nous proposons le résultat
suivant :

Proposition 2.4 [Cha02i] : s’il existe des matrices symétriques P > 0, Q > 0, des
matrices K;,i1 € I, et un scalaire o > 0 qui vérifient

£e(Gis P)+ (r —1)Q +2arP <0,V i € I, (2.66)
£C(GU7P)_Q§07V (27])6157 <7 (267)

avec p; (2 (t)) p; (2 (t)) # 0, Gy = Ai — BiKj et r étant le nombre mazximal de mo-
déles locaux activés simultanément, alors le mulimodéle décrit en (2.49) est globalement
exponentiellement stable avec une vitesse de décroissance au moins égale a .

2

Preuve : multipliant les contraintes (2.66) et (2.67) respectivement par p,; (z (£))” et

o6



tel-00004605, version 1 - 9 Feb 2004

2.3 Stabilisation par retour d’état

p; (2 (t)) p; (2 (t)) puis en sommant, on obtient aprés sommation :
Zuz )2 (GEP + PGy + (r — 1) Q + 2aP) +
> () () (G + G P+ P (Gy+Gi) =2Q) <0 (268)

1<j:1

Ce qui donne en tenant compte des propriétés des fonctions d’activation
G(2)" P+ PG (z ( Z 1; ( - 1) Q + 2raP Z () <0 (2.69)

avec G (z) = > > 1; (2 (1)) iy (2 (1)) Gy et Gij = A; — BiKj. La propriété suivante :

e
Il
—
.
Il
—_

Z pr(z) > % (voir proposition 3.1, paragraphe 3.2.1) permet d’écrire

)

G (2)" P+ PG (2) 4+ 20P < G (2)" P+ PG (2 ( Z“z —1>Q+
ZQTPiMi (z(t)* <0 (2.70)

ce qui correspond a V (z (1)) + 2aV (z(t)) < 0 avec V (z(t)) = = (t)" Pz (t). Par
conséquent la condition (2.8) est vérifice. m

Notons que le taux de décroissance maximum peut étre obtenu en considérant le pro-

bléme de GEVP en X et a [Cha02i] :

maximaiser o

X >0

XA+ A X —N'B —BiN;+ (r—1)Y +2raX <0,Vie€l,
XAT + A X + XAT + A;X — N'B] — B;N,—
NIBY — B;N; —2Y <0,V (i,5) € I2,i < j

sous les contraintes

(2.71)
avec Y = XQX et K; = N;X 1. Vi € I,,.

Notons également que le méme résultat peut étre obtenu en considérant le théoréeme
2.3. L’exemple suivant illustre la synthése de la loi de commande PDC avec un certain
degré de stabilité.

57



tel-00004605, version 1 - 9 Feb 2004

Chapitre2. Stabilité et stabilisation quadratique des multimodeéles

Exemple 2.2 .

Considérons le multimodeéle suivant décrit par deux modeéles locaux instables paramé-
tréspara>0et b >0 :

@ (t) =Y p (1 (8)) (A (1) + Byu (1)) (2.72)

avec

A2:<ib_110>,32:(8>,02:(10) (2.73)

py (o1 (1) =1 — iy (a (1) = L2 (1 (D) (2.74)

Le multimodele (2.72) stabilisé via la loi de commande PDC s’écrit
z(t) =G (x(t)z(t) (2.75)

avec G (z (1)) = 27, o7, (x (1)) p; (w(t)) (A; — B;Kj;) . La synthese de cette loi de
commande avec un degré de stabilité o = 15 est obtenue en considérant les conditions
linéarisées de la proposition 2.4. Pour (a,b) = (10,5) on obtient :

0.0078  0.377 04 195
< 0.377 24.3090 ) @ (19.5 1092.4) (2:76)
Ky = (1704 83075 ), Ky = (49 23254 ) (2.77)

La figure 2.2 montre le domaine d’évolution des valeurs propres de la matrice G (x (t)).
On vérifie que les parties réelles des valeurs propres de la matrice G (z (t)) sont toutes
a gauche de —a = —15.

2.3.1.3 Autre loi de commande

Le multimodele (2.1) avec la loi de commande (2.45) permet d’obtenir le systéme
augmenté suivant :

T(t) =) p(z(t) Az () (2.78)

avec

z(t) = (fv 0", U(t)T)TJL- = ( é iz ) (2.79)
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Om(A(G(x)))

_40 1 1 1 1 1 ]
<300 280 200 -180 -100 -&0 0

[e(A(G(¥)))

F1G. 2.2: Le domaine d’évolution des valeurs propres de la matrice G (z (t)) .

Le systéme (2.78) est asymptotiquement stable s’il existe une matrice symétrique ¢ > 0
telle que

A;Q+ QAT <0,Vie I, (2.80)

Il s’agit d’un probléme non convexe en les variables ), A. et K;,i € I,,. Sous I’hypothése
que la matrice ( K; A. ) , © € I, est de plein rang ligne, les auteurs de [Par01] ont
appliqué la technique d’élimination des variables matricielles sur A, et K;. En pré-
multipliant (2.80) par la matrice de rang maximal N7 = ( Zop Opm ) et en la post-
multipliant par la matrice N, on obtient le probleme LMZ en () :

Q>0,(A B )QN+N'Q( 4 B ) <0 (2.81)

Une fois la matrice @) > 0 calculée, elle est ensuite reportée dans (2.80). Le systéme
d’inégalités matricielles obtenu est convexe en les paramétres du régulateur A, et K;,i €
I,.

Remarquons que nous pouvons linéariser les inégalités (2.80) en choisissant la matrice
symétrique @ > 0 de forme diagonale :

[ Qu 0
Q—( 0 Q22)>0 (2.82)
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Les inégalités matricielles (2.80) deviennent des LMZ en Q11, Q29, Y. et Y :

( A;Qn + QnA;fF B;Q2 + YiT ) <0

* Y, + YT (283)

avec
Ki =YQ1' A. = Y.Qp)

Cependant, notons que choisir la matrice () de structure diagonale est générateur de
pessimisme.

2.3.2 Multimodéle discret

Le multimodeéle discret (2.37) en boucle fermée dans le cas de la loi de commande PDC
est donné par :

w(k+1) = Y w2 (k) (2 (k) Gy (k) (2.84)

i=1 j=1

Le multimodele discret (2.84) est globalement asymptotiquement stabilis¢ via la com-
mande PDC s’il existe des matrices symétriques P > 0 et (Q > 0 qui vérifient [Tan98b]

£L£4(Gyi, PY+(r—=1)Q <0,Vi € I, (2.86)
£4(Gij, P)—Q <0,V (i,§) € I2,i < j (2.87)

avec 1 (2 (t)) pj (2 (£)) 7 0 et

T
£4(Gij, P) = (%) P (%) _p (2.88)

Afin de réduire le pessimisme des conditions (2.86)-(2.87), le théoréme suivant utilise
plusieurs matrices @);; au lieu d’une matrice commune @ [Kim00].

Théoréme 2.4 : 57l existe des matrices symétriques P > 0, @Q);; et des matrices K;
qui vérifient :

£4(Gii, P) + Qi <0,Vi € I, (2.89)
£4(Gij, P) + Qi <0,V (i,7) € I2,i < j (2.90)
Qll an
Lo >0 (2.91)
Qin - Qun

avec pi; (2 (k) p; (2 (k) # 0 et Gi; = A; — BiKj, alors le mulimodéle décrit en (2.84)
est globalement asymptotiquement stable.
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Preuve : Il suffit d’analyser le long de la trajectoire du multimodele (2.84), la variation
de la fonction de Lyapunov quadratique V (z (k)) = z (k)" Pz (k). =

La linéarisation des inégalités matricielles ci-dessus est obtenue en utilisant le complé-
ment de Schur et en pré- et post-multipliant par P~! = X les BMZ (2.89)-(2.91). On
obtient :

> .
X >0 (2.92)
X—Ys o« |
XY %
(%(AiX—l-AjX—BjNi—BiNj) X)—OvV@»])E et <J (2.94)
Yn -+ Y.

avec Y;j = XQUX et K; = NiX_l,Vi el,.

Remarquons que les autres résultats du domaine continu sont facilement transposables
au domaine discret en substituant £, (.,.) par £4(.,.). En effet dans le cas de la loi de
commande CDF et de la colinéarité positive des matrices d’entrée, le multimodéle en
boucle fermée s’écrit sans modeéles croisés :

z(k+1)= Z 1, (2 (k) (A; — BiK;) = (k) (2.96)

La stabilité globale asymptotique de ce multimodele est réduite & 'existence d’une
matrice symétrique P > 0 et des matrices K; telles que :

£4((A; — B.K;),P) < 0,Yi € I, (2.97)

Afin d’améliorer les performances de la loi de commande PDC, nous allons considérer
le taux de décroissance tout en maintenant les relaxations apportées aux niveaux des
termes croisés.

Proposition 2.5 [Cha02i] : s’il existe des matrices symétriques P > 0, Q > 0, des
matrices K;,1 € I, et un scalaire 0 < o < 1 qui vérifient
£4(Gi, PY+(r—1)Q+r(l—a)P<0,Viel,
£4(Gij, P) = Q <0V (i,5) € I, i< j (2.99)
avec i, (2 (t)) p; (2 (1)) # 0, Gy = A; — B;Kj et v étant le nombre mazimal de mo-

déles locaux activés simultanément, alors le mulimodéle décrit en (2.84) est globalement
exponentiellement stable avec une vitesse de décroissance au moins égale a az.
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Preuve : tenant compte des contraintes (2.98) et (2.99), de la définition de £, (G, P)
et des propriétés des fonctions d’activation, I’expression suivante est vérifiée :

Zﬂz (GLPGy; — P+ (r—1)Q+r(1—a)P) +

23 (2 (), (= (1) ((%)P (B - Q) <0 (2100

1<j:1

Ce qui donne en tenant compte des propriétés des fonctions d’activation

G(2)" PG (z ( Zu, —1>Q+r(1—a)PZui(z(k))2<O

(2.101)

avec G (2) = > > w; (2 (k) p; (2 (k) Gij et Gij = A; — B;K;. La propriété suivante :
i=1j=1

n
STui(z) > % (voir proposition 3.1, paragraphe 3.2.1), permet d’écrire
i=1

G(2)" PG (2) —aP <0 (2.102)
ce qui correspond a V (z (k +1)) — oV (z (k)) < 0 avec V (z (k) = z (k)" Pz (k) .1]/_3;1—
nallement, on obtient : ||z (k)| < a*/2 (s (P))"? |l (0)] avec & (P) = (w) |

Amin (PT P)
|

Remarquons que pour garantir un certain degré de stabilité, les auteurs de [Tan98a]
ont proposé des contraintes supplémentaires sur les contraintes faisant intervenir et
les termes dominants (G;;) et les termes croisés (G;;) . Le résultat que nous venons de
présenter reporte le probléme uniquement sur les termes dominants plus naturellement
commandables, ce qui conduit bien évidemment, & des conditions moins pessimistes.
Notons également que le taux de décroissance maximum peut étre obtenu en considé-
rant le probléeme de GEVP en X et o [Cha02i] :

minimiser o

(X >0
1l—r+ra)X—(r—1)Y =x ‘
I
sous les contraintes < A; X — BN, b >0,Vicl,
X+Y § B o
> I2
\ <%((Ai+Aj)X—BiNj—BjNZ.> X)—()»V(@,])E n,z<]

(2.103)

avec Y = XQX et K; = N; X1, Vi € I,,. Rappelons que o = 1 correspond & la stabilité
asymptotique.
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D’autres approches concernant la synthése de régulateurs existent. Utilisant les pro-
priétés des M-matrices, nous pouvons étendre le résultat d’analyse du théoréme 2.1 a
la synthese de lois de commande. La commande multicritére (contraintes sur la borne
de la commande, sur la borne de la sortie,...) des multimodeles est également traitée.
Ces contraintes sont formulées en termes LMZ [Boy94|[Tan98b).

2.4 Synthése des multiobservateurs

Les techniques de synthése basées sur le retour d’état (lois de commande PDC, CDF)
nécessitent de disposer de tout le vecteur d’état. Comme cette condition est rarement
vérifiée, 'usage d’un observateur devient nécessaire. Dans la littérature des multimo-
deles, le multiobservateur est construit par interpolation d’observateurs locaux d’ordre
plein (ou réduit) de type Luenberger. Cependant, la plupart de ces travaux supposent
disposer de variables de décision mesurables [Ma 98][Lop99][Mor00b][Yon00][ChaO02f]
[Cha02b]. Certains travaux ont cependant traité le cas ou les variables de décision
ne sont pas toutes mesurables. Par exemple dans [Bla0la], une méthode basée sur la
majoration de la partie non mesurable est proposée ; dans [Cha02d] on trouve une pro-
cédure de résolution basée sur le découplage des variables de synthese (K;, L;, P) par un
choix classique de la matrice P de structure diagonale. Ce choix, souvent contraignant,
a permis dans notre cas de synthétiser séparément mais non simultanément les gains
de Pobservateur (L;) et ceux du régulateur (K;). Cependant, le principe de séparation
qui a été établi pour le premier cas, semble difficile & démontrer pour le deuxiéme cas.
Dans cette section, nous rappelons tout d’abord quelques résultats sur les multiobser-
vateurs et la propriété de séparation dans le cas des variables de décision mesurables.
Dans ce cas, nous montrons que cette propriété garantit ’existence d’une fonction
de Lyapunov quadratique pour le multimodéle augmenté. Nous proposons ensuite de
traiter le cas des variables de décision non mesurables.

2.4.1 Variables de décision mesurables

A Texception des lois de commande DPDC et OPDC (voir paragraphe 2.3), les lois de
commande proposées auparavant étaient toutes basées sur un retour d’état. Cependant
en pratique, les variables d’état ne sont pas toujours mesurables. Ainsi, sous ’hypothése
de la détectabilité locale du multimodele (2.1), ce paragraphe propose la construction
de multiobservateurs. On suppose que les variables de décision dépendent uniquement
des variables d’état mesurables. Le multiobservateur est obtenu par interpolation de
plusieurs observateurs locaux de type Luenberger :

n

() = 32 p (2 (D) (Aid (1) + Biu () + Li (y () — 9 (1))

= (2.104)
g(t) = P (2 (1) Ci (¢)
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ou & (t) et g (t) représentent respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie
reconstruits. Les fonctions d’activation sont les mémes que celles caractérisant le mul-
timodele (2.1), elles obéissent aux propriétés (2.2). L'erreur d’estimation du vecteur
d’état est notée

) =a(t)—i(t) (2.105)

Tenant compte des expressions (2.1) et (2.104), la dynamique de l'erreur d’estimation
est donnée par ’équation suivante :

B = DD w0 (2 () 057 (1) (2.106)

i=1 j=1

avec
0i = A; — LiC;, (i, §) € I, (2.107)

La syntheése du multiobservateur consiste en la détermination des gains locaux L;,7 €
I,, afin d’assurer la convergence vers zéro de la dynamique de l'erreur d’estimation
(2.106). Les conditions de synthése du multiobservateur (2.104) sont duales de celles
du multirégulateur (2.49). 11 suffit de substituer dans les théorémes du paragraphe 2.3,
les termes £, (G;;, P) par £.(0;;, P) pour le cas continu et £4(Gy;, P) par £4(0;;, P)
et pour le cas discret.

Les conditions obtenues sous forme BMZ sont immédiatement linéarisées par le change-
ment de variables Y; = PL;. Ces conditions sont étendues a la convergence exponentielle
globale.

Théoréme 2.5 [Cha02f] : s’il existe des matrices symétriques P > 0 et Q) > 0 et des
matrices L;,i € I, qui vérifient

1
2£.(044,P)—Q<0,Y(i,j) € I2i<j (2.109)
avec ju; (2 (k) p; (2 (k) # 0 et Oy = A; — L;C;), alors le multiobservateur (2.104) est
globalement exponentiellement convergent.

Preuve : La preuve est issue de la dérivation de la fonction quadratique V (x (t)) =
z(t)" Pz (t), le long de la trajectoire du systéme (2.106). Aprés quelques opérations
élémentaires, nous obtenons V (z (t)) < —2\“[::)((2)
exponentielle globale. m

V (x(t)), ce qui prouve la stabilité

Le retour d’état reconstruit en utilisant une commande PDC est

u(t) = — Z p; (2 (1)) K (t) (2.110)
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Tenant compte de (2.110), 'observateur (2.104) devient

B0 =D i (z() 1y (2 (0) (G () + LiCy (1)) (2.111)

i=1 i=1

ou Gi; = A; — B;K; et & (t) est définie en (2.105). Combinant (2.111) et (2.106), on

obtient le systéme augmenté suivant

) =) Y (=) (2(t) Gy

7 (1) (2.112)
i=1 i=1

avec
— . Gz'j LZCJ
Gy = ( Y ) (2.113)

F(t) = (:i:(t)T gz(t)T) (2.114)

Ainsi, le systéme augmenté décrit en (2.112) est globalement exponentiellement stable
s’il existe des matrices symétriques P > 0, Q > 0 et des matrices L;, K;,7 € I, qui
vérifient

£c(Gy, P) + <r — %) Q<0,i¢el, (2.115)
2£.(Gij, P) —Q <0,Y(i,j) € I7,i < j (2.116)

avec p; (2 (t)) p; (2 (t)) # 0. Il s’agit d'un probléme non convexe dont les variables sont
P, Q, L; et K; et qui n’est pas transformable en LMZ par les techniques classiques de
changement de variables.

La propriété de séparation garantie pour les systémes linéaires [Kha80] est également
valide dans le cas des multimodéles dont les variables de décision sont mesurables
[Ma 98]. Le théoréme suivant sur la propriété de séparation est obtenu par applica-
tion directe du résultat de [Ma 98]. Nous allons montrer que cette propriété garantit
Iexistence d’une fonction de Lyapunov, paramétrée par un scalaire positif o, de la
forme

V() = (z(t)" P(o)(x(1)) (2.117)

P(o) = (JSI 0232) (2.118)

permettant de prouver la stabilité (globale exponentielle) du systéme augmenté (2.112).
Une condition sur o est obtenue.

Théoréme 2.6 [Cha02f] : s’il existe des matrices symétriques Py > 0, P, > 0,01 >0
et Qo > 0 qui vérifient

fc(Gii,PO—F(T—%) Ql <0,i€]n

2.11
2£.(Gij, P) — Q1 <0,V (i,)) € I2i < j (2.119)

(multirégulateur) {
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£Lc (04, P) + (T——)Q2<0 1€ 1,

2.12
2£.(0i, P) — Q2 <0,V (i,5) € I2,i < (2.120)

(multiobservateur) {

alors la fonction (2.117) avec o > max (01,03) respectant les conditions (2.121)-
(2.122), est une fonction de Lyapunov qui prouve la stabilité globale exponentielle du
systéme augmenté (2.112).

Amin (PlLiCi (fc (i, P2) + ( %) ) PlLiCi>T>
Amas (Lo (Giis Pr) + (r = 3) Q1)
Nain (P1 (LiC + LiCi) (2L (O35, P2) = Q) (P1 (LiC + LiCi))")
Amax (2£¢ (Gij, Pr) — Q)

(2.121)

o1 =

(2.122)

09 =

Preuve : la stabilité du systéme augmenté décrit en (2.112) est assurée par la réali-
sabilité des conditions (2.115)-(2.116). Choisissons @ (o) de méme structure que P (o)
définie en (2.118)

Q(0) = ( %1 ! ) (2.123)

Substituant les matrices P (o) et @ (o) dans (2.115)-(2.116) et tenant compte de
(2.113), on obtient :

£ (Gis, Pr) P L;C; 1 Q, 0

(£40uR) BLC Y (1) (0 0y
2£c(Gij, Pr) - Pr (LG + LiCy) Q, 0

( * 20£. (045, P) ) B ( 0 00, ) <0 (2.125)

Le complément de Schur appliqué aux inégalités (2.124)-(2.125) permet de trouver
respectivement, quand les inégalités (2.119) et (2.120) sont satisfaites, o1 et oo définis
n (2.121) et (2.122). Ainsi, il suffit de choisir o suffisamment grand tel que o >
max (o1, 09) pour que la fonction (2.117) soit une fonction de Lyapunov du systéme
augmenté (2.112). m

La synthése de multiobservateurs et la propriété de séparation pour le cas discret sont
obtenus directement en substituant dans le théoréme 2.6 £.(.,.) par £4(.,.). Notons
également que pour obtenir un observateur avec une vitesse de convergence & définir,
nous pouvons utiliser la proposition 2.4.

2.4.2 Variables de décision non mesurables

Dans cette section, nous supposons qu'une partie (ou la totalité) des variables de dé-
cision ne sont pas mesurables. On note Z (t) une estimation des variables de décision
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dépendant des variables d’état estimées Z (¢). Ainsi les fonctions d’activation du ré-
gulateur PDC sont différentes de celles du multimodele (2.1). La loi de commande
s’explicite :

- Zui (2 (1) K (t) (2.126)

Le multiobservateur (2.104) et le systéme augmenté (2.112) se réécrivent alors respec-

tivement
(1) = 2 i (2(1)) (A (1) + Bru(t) + Li (y (1) — § (1))
ol (2.127)
§(0) = X (2 (1) i ()
et
D> i (2 () (2() py (2 () Gign7 (1) (2.128)
i=1 j=1 h=1
avec
. Gin BiKp,
G = 2.129
" ( Sin O + AB;K, ) (2.129)
Gih = Az - Binn Sijh = AAZJ - ABZ'th + LjAChi (2131)

Les expressions de 7 (t) et ©,; sont définies respectivement en (2.114) et (2.107). Le
systéme augmenté (2.128) est globalement asymptotiquement stable s’il existe une
matrice symétrique P > 0, et des matrices L; et K; qui vérifient

GL. P+ PGyj;; <0,V (i,5) € I? (2.132)

ijj

~ - T ~
(Gijh + G,.hj) P+P (Gijh n Gihj) <OV (i,j,h) eI, j<h (2.133)

avec ju; (2 (t)) p; (2(t)) py, (2(t)) # 0. Les contraintes obtenues sont non convexes et
peuvent avoir, par conséquent, de nombreuses solutions locales. Elles sont difficiles &
linéariser par les techniques classiques de changement de variables. Des algorithmes de
linéarisation peuvent étre appliqués a ce genre de contraintes (voir paragraphe 1.3.4.2).
La méthode que nous proposons permet de synthétiser le régulateur PDC et 1’observa-
teur séparément mais non simultanément [Cha02b][Cha02d]. Sans perte de généralité,

P= ( };1 ]22 ) (2.134)
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En substituant (2.134) dans (2.132) et (2.133), nous obtenons respectivement

TP + PGy PLBK:+ ST.P
( GU 1+ 1G1] 184 i"— Szj] 2 ) < 07 (17]) c ]Z (2135)
* Ziij

(Gin + Gi))" Pr+ Py (G + Gij) PB; (K + Ky) + (Sij + Sing)” Po <0
* Eijn + Sing
(2.136)
Y (i,j,h) € I3, j < h avec
Zijn = (On + AB;Ky)" Py + Py (9;, + AB; Ky, (2.137)

Les inégalités matricielles (2.135) et (2.136) sont des BMZ en les variables Py, P, L;
et K; difficiles a résoudre simultanément. Cependant, remarquons que si ces inégalités
(2.135) et (2.136) sont vérifiées, cela implique les BMZ en K; et P; suivantes

GLP 4+ PGy < 0,(i,5) € I, (2.138)
(Gin+Gyy)" P+ PL(Gin+ Gyy) <0,Y (i, 5,h) € I, j < h (2.139)

avec G, = A; — B;Kj,, dont la linéarisation est facile & obtenir par les méthodes
classiques de changement de variables. Les matrices P, et K; sont ensuite remplacées
dans (2.135) et (2.136) par leurs valeurs respectives P{*" et K" obtenues en résolvant
les contraintes (2.138) et (2.139). Ainsi, le systéme d’inégalités matricielles obtenu
devient linéaire en P, et Y; avec Y; = P,L;. La procédure de calcul de L; et K; peut
étre résumée ainsi [Cha02b] :

1. Choisir la matrice P de la forme (2.134).

2. Calculer P et K™ a partir de (2.138) et (2.139). Si une solution existe aller a
I’étape 3, sinon arréter.

3. Les matrices P et K" i € I, sont reportées dans les contraintes (2.135) et
(2.136). Ces derniéres deviennent des LMZ en P, et Y; = P»L;. Aprés obtention
de P, et Y;, déduire L; = Y; Py ',i € I,,.

La méthode permet, quand les étapes (2) et (3) sont réalisables, de calculer les gains
K; et L;,i € I, séquentiellement.

Exemple 2.3 : Cas de variables de décision mesurables

Considérons le multimodele de I’exemple 2.2 (page 52) avec a = 49 et b = 10. A partir
des conditions (2.119), tenant compte de (2.50), on détermine

Ki= (492 —053),Ky= (518 —0.09 ) (2.140)
0.028 0.043 0.032 0.064
b= ( 0.043 0.147 ) Q= ( 0.064 0.171 ) (2.141)
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Les conditions (2.120) tenant compte de (2.107) permettent également de calculer

L= (30398 —9.0539 )" Ly= (500398 —9.0539 )" (2.142)
29.9427 1.5509 8.4517  0.00

P — = 2.14

2 ( 1.5509 29.9427>’Q2 ( 0.00 8.4275) (2.143)

Les conditions (2.121)-(2.122) permettent de calculer o; = 9.6869 et 0o = 1.9098. En
effet avec les matrices P = P (10) et Q = @ (10) ou Py, P5, Q1, (2 sont obtenues en
(2.141) et (2.143), on peut facilement vérifier que les conditions (2.115)-(2.116), ga-
rantissant la stabilité globale exponentielle du systéme augmenté, sont respectées. Ces
conditions ne sont pas respectées pour o = 1 par exemple. Un exemple de simulation
est donné en figure 2.3 avec les fonctions d’activation (2.144) :

1— 20 vz, (1) € [-3,3]

2.144
0, ailleurs ( )

i (@1 (1)) = 1= iy (1 (1)) = {

X(t)

(1)

u(t)

F1a. 2.3: Le systéme augmenté avec x (0) = (1.7, —0.7) et 2 (0) = (1.5, — 0.5)

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, 'analyse de la stabilité en se basant sur des fonctions de Lyapunov
quadratiques est considéré. Nous avons proposé une approche basée sur les propriétes
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des M-matrices. Cette approche met I'accent sur une classe de multimodéles acceptant
des matrices de Lyapunov communes. La stabilisation des multimodéles basée sur ce
résultat produit des résultats non convexes. Des algorithmes de linéarisation existants
sont appliqués, ce qui permet de transformer le probléme en LMZ résoluble par les
outils numériques. I approche proposée (théoréme 2.1) n’apporte aucune relaxation par
rapport au résultat classique de la méthode quadratique. La relaxation de la méthode
en considérant la procédure S constitue une perspective de ce travail.

Afin d’améliorer les performances de la loi de commande PDC, nous avons également
proposé des conditions suffisantes, formulées en un probléeme GEVP, permettant de
maximiser le degré de stabilité du multimodéle en boucle fermée. Le résultat que nous
avons obtenu reporte le probléme uniquement sur les termes dominants, ce qui conduit
a des conditions moins pessimistes.

L’estimation d’état a base de multiobservateurs est également considérée. Dans ce
sens, la commande des multimodéles continus dans le cas des fonctions d’activation
dépendantes de variables de décision non mesurables est considérée. Une méthode pour
synthétiser séparément (mais non simultanément) les gains du retour d’état et les gains
d’observation est proposée. Dans le cas des fonctions d’activation mesurables pour
lequel la propriété de séparation a été établie, une méthode permettant de déterminer
une fonction de Lyapunov prouvant la stabilité du systéme augmenté est proposée.
Dans [AkhO3], nous avons également considéré la construction de multiobservateur a
entrées inconnues. L’application directe de cet observateur pourrait étre, grace a la prise
en compte des entrées inconnues, la base de la conception d’une procédure de détection
et de localisation de défauts d’actionneurs (ces résultats ne sont pas présentés dans ce
manuscrit).

La puissance de la méthode quadratique vient du fait que la recherche d’une fonction
de Lyapunov commune (et des gains de retour d’état dans le cas de la stabilisation)
peut étre énoncé comme un probléme d’optimisation convexe en terme de LMZT résolu
efficacement. Cependant, le défaut majeur réside dans I'obligation de satisfaire n LMZ
vis-a-vis de la méme matrice P. Ces contraintes deviennent encore plus difficiles a
satisfaire si I'on ajoute des contraintes de performances. Ce conservatisme provient
également du fait que cette approche omet toutes les informations contenues dans les
fonctions d’activation.

Le chapitre suivant propose une autre voie, celle de ’analyse et la synthése de lois de
commande par des fonctions non quadratiques. Il s’agit particuliérement de deux types
de fonctions : les fonctions polyquadratiques (1.57) et les fonctions quadratiques par
morceaux (1.59).
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Chapitre 3

Stabilité et stabilisation non
quadratique

?(Ce qui fait ’honneur de la science, ce n’est pas la
possession de connaissances, d’irréfutables vérités,
mais la quéte obstinée et audacieusement critique
de la vérité” Karl Popper. Les deux problémes fon-
damentaux de la théorie de la connaissance.

3.1 Introduction

Le chapitre précédent a été consacré a ’analyse de stabilité, la synthése de régulateurs
et 'estimation d’état des systémes non linéaires décrits par des structures multimodeéles.
L’étude est basée sur les fonctions quadratiques de Lyapunov et les résultats qui en
découlent sont souvent pessimistes. Ce chapitre propose 'utilisation d’une autre classe
de fonctions, celle des fonctions de Lyapunov non quadratiques.

Parmi ces fonctions, on peut citer les fonctions quadratiques par morceaux (piecewise
quadratic functions). L’analyse et la syntheése de lois de commande utilisant ce type
de fonction ont été étudiées ces derniéres années. Ainsi, supposant les fonctions d’ac-
tivation connues, les multimodeéles sont transformés en un ensemble de modeéles LTI
incertains a incertitudes bornées; des conditions de stabilité sont obtenues en utilisant
des fonctions quadratiques par morceaux [Cao99|[Ca096][Zha01]. L’utilisation de ces
fonctions a permis également a Johansen et al [Joh99b] d’étudier la stabilité des mul-
timodeles continus affines (modeéles locaux présentant des constantes). Cette approche
permet de réduire le conservatisme de la méthode quadratique en tenant compte de la
partition de I'espace d’état induite par les fonctions d’activation & support local borné
(par exemple les fonctions trapézoidales, triangulaires). Ainsi, I'idée est de partager I'es-
pace d’état en régions de fonctionnement (operating regions) X; correspondant chacune
a une seule dynamique active (modele local i) et en régions d’interpolation (interpo-
lation regions) ou différentes dynamiques sont actives simultanément. Une matrice P;
commune a tous les modéles actifs est & chercher dans chaque région. Cette approche,
par opposition a celle citée précédemment, n’exige pas la connaissance des fonctions
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d’activation & chaque instant, la connaissance de leurs supports est suffisante. Ce type
de fonction a été également considéré par Petterson et al [Pet97]. Cependant, si dans
[Ca099] [Ca096][Zha01] [Pet97] la discontinuité des fonctions de Lyapunov considérées
est tolérée, les fonctions utilisées par Johanson et al [Joh99b] sont continues grace a
des contraintes supplémentaires sur les matrices P;.

Un certain nombre de travaux proposent également des fonctions de Lyapunov non qua-
dratiques de la forme V (z (¢)) = z (¢)" Yo i (z(t)) Pz (t), P > 0, dite aussi poly-
quadratiques compte tenu des propriétés des fonctions d’activation (2.2) [Jad99][Cha02e]
[Mor00b][Gue0la] [Bla01b][Tan01a][Daa0la[Joh00]. On peut noter que les résultats ob-
tenus permettent de réduire le pessimisme de 'approche quadratique. Toutefois, il est
intéressant de remarquer la grande différence entre les résultats du domaine continu et
du domaine discret pour ce type de fonction. Si les résultats obtenus en discret sont
globaux et sous forme LMZ [GueOlal[Daa0Olal, les résultats en continu sont souvent
locaux et sous forme BMZ [Bla01b][Cha00][Tan01la]. Nous avons également considéré
une autre classe de fonctions non quadratiques de la forme V (z (t)) = max (V; (z (t)))
avec Vi (z (¢)) =z ()" Pa (t), P, > 0,i € I,, [Cha02c]. Les résultats obtenus en continu
et en discret sont assez satisfaisants en comparaison avec ceux obtenus avec des fonc-
tions quadratiques. La méthode proposée permet également de surmonter le pessimisme
des fonctions quadratiques continues par morceaux [Joh99b] quand les fonctions d’ac-
tivation sont a support global (i. e. le nombre de modéles locaux actifs & chaque instant
(r) est égal au nombre total de modeéles locaux (n), ce qui est par exemple le cas des
fonctions d’activation gaussiennes).

3.2 Stabilité non quadratique des multimodéles conti-
nus

Bien que ’approche quadratique soit intéressante du point de vue mise en ceuvre pra-
tique, la démarche a montré ses limites dans le cas des systémes saturés, des systémes
linéaires continus par morceaux [Joh99a|, des systémes linéaires incertains et égale-
ment dans le cas des multimodéles. Parmi les causes de conservatisme de la méthode
quadratique, on peut rappeler qu'un multimodeéle est vu comme une IDLP : les fonc-
tions d’activation généralement dépendantes de I’état sont totalement ignorées. Toute
I'information contenue dans ces fonctions est non utilisée (supposée inconnue).

Les résultats présentés dans ce paragraphe sont issus de [Cha02e][Cha00] pour I'ap-
proche polyquadratique et de [Cha02c] pour "approche quadratique par morceaux.
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3.2.1 Analyse par fonctions polyquadratiques

Dans cette section, la fonction candidate de Lyapunov considérée ne dépent que de
I’état du systéme; elle est de la forme :

V(et)=z@) Pz()z() (3.1)
P(z(t) = Zu (z () B, P >0 (3.2)

Compte tenu des propriétés des matrices P, et des fonctions d’activation (convexité),
il est facile de vérifier que la fonction (3.1) est une fonction candidate de Lyapunov :

allz (@) <V (2 (1) < ez llz (1) (3-3)
€1 = max (Amin (B;)) > 0, ¢ = Erel}n (Amax (F)) >0 (3.4)

Ce type de fonction de Lyapunov a fait ’objet d’études dans le cas des multimodéles.
Par exemple, dans [Bla01b|[Jad99] [Tan01a], la méthode proposée demande a priori une
borne sur la variation des variables d’état. Cette hypothése implique, dans le cas des

multimodeéles continus, des dérivées de fonctions d’activation W bornées. Notons
que dans [TanOlal, les variables de décision (z(¢)) ne sont pas restreintes aux variables

d’état et des conditions de stabilité sous formes d’inégalités matricielles sont obtenues

dp; (2(1))

1 € I, sont bornées.

sous ’hypothése que les quantités
Hypotheése 3.1 : les fonctions d’activation p, (x (t)) sont continiment dérivables.

Considérons la dérivée, par rapport au temps, de la fonction candidate de Lyapunov
(3.1) :

Vie(t)=a(t)" Px®)z)+x ) Pat)dt)+z() Pla@t)a(t) (3.5

Le dernier terme 2 (t)" P (2 (t)) « (t) peut étre majoré comme suit

20 Py = oS (P S0 pay
(

(5
(M g

T
() )
52(1) ) T (t)’ peut étre majoré indépendamment de

IN

P (t) (3-6)

i=1

Ainsi, dans le cas ou le terme

I'état (ou de sa variation), c’est-a-dire
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Hypotheése 3.2 : il existe un scalaire v > 0 tel que
RP i€ I,

(Q%%gD>T¢(O‘f§L@Vx(ﬂ e
Alors cette hypothése permet d’écrire
s @ Pla®)z®) <2t vy Ra( 37)
i=1
Dans ces conditions, la dérivée (3.4) de la fonction candidate de Lyapunov s’explicite :
Vi) <i) Ple@)zt)+zt) Pl®)i) +z@) v i Px(t)  (38)

Quand ’hypothése 3.2 est vérifiée!, les conditions de stabilité obtenues sont globales,
dans le cas contraire elles sont uniquement locales.

Les résultats que nous allons présenter par la suite en formulation LMZ sont basés
sur la majoration de la dérivée temporelle de la fonction candidate polyquadratrique
(3.8) dépendant uniquement de I’état du multimodele. Dans [BlaOla], I’analyse de la
stabilité des systémes T-S est abordée par ce type de fonctions. Le résultat développé
dépend de la norme du vecteur d’état ce qui rend difficile son exploitation d’un point
de vue numérique. Des majorations permettent de transformer ces conditions en LMZ.

Théoréme 3.1 : supposons qu’il existe des matrices symétriques R >0, P; > 0,1 € I,
et trois matrices symétriques U, V' et Py qui vérifient :

ATP,+ PA; <U i€, (3.9)
A} P+ PjA; + AP+ BA; <2VY (i,5) € I5,i < j (3.10)
U-V <0 (3.11)
~-R<P-P,<R icl, (3.12)
Oy, (z (t
v+§:m Y (U= V) + |3 (t) %%é2”3<0 (3.13)

alors le multimodéle en boucle ouverte (2.3) est globalement asymptotiquement stable.

2
!Par exemple, pour le multimodéle suivant : @ (t) = S p; (z(t)) Az () avec py (z(t) = 1 —
i=1

fis (z () = e I#OI” | Ihypothese 1.1 est vérifide :
Op (w ()N
K8w> )

avec o = max (| Amax (4:)]) -
1€l>

=2|e

—l=@ll Z,ul )) Az (t)],i € I

< 206~ 1o ||z (1)|% < 22, vz (t) € R
e
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Preuve : voir [Bla0la]. m

Notons que la stabilité globale établie au théoréeme 3.1 exige 'existence a priori d’une
borne sur la variation de I'état ||z (¢)||,Vx (t) € RP; si ce n’est pas le cas, ces conditions
n’aboutissent qu’a une stabilité locale. Notons également que dans [BlaOla], pour ex-
ploiter numériquement la condition (3.13), le terme > | u? (x (¢)) est minoré par n !

(n étant le nombre de modeles locaux LTT).

Afin d’améliorer le résultat précédent (théoréme 3.1), la majoration doit se faire le
plus finement possible pour que les conditions de stabilité soient les moins contrai-
gnantes possibles. Pour atteindre cet objectif, la proposition suivante qui suppose une
certaine connaissance a priori du couplage des fonctions d’activation, i. e. le nombre

maximal de modeéles locaux activés & chaque instant (r) permet de minimiser le terme
Sor uf (z(t)) par ! au lieu de n~! [Cha02e][Cha00] :

Proposition 3.1 : tenant compte des propriétés des fonctions d’activation (2.2), les
inégalités suivantes sont vérifiées ¥V r € {2,..,n} :

S En ()11 (314)
i#£j:1

NHCES (315)
i=1
ou 1 est le nombre maximal de modéles locaux activés a chaque instant.
Preuve : les propriétés des fonctions d’activation permettent d’écrire
n 2 n n
1= (Z i (Z)> = Z,Uz' (Z)2 + Z pi (2) 1 (2) (3.16)
i=1 i=1 i£j:1

L’inégalité suivante [Tan98al :

> m(2) > : > 12wy (2) (3.17)

-1
r 2

permet de déduire la propriété (3.14). De méme 'inégalité (3.15) se déduit directement
a partir de I'inégalité (3.14) et de I'égalité (3.16). m

Cette proposition va nous permettre de réduire le pessimisme du théoréme 3.1 en
tenant compte du nombre maximal de modeéles locaux (r) activés a chaque instant. Le

résultat suivant suppose la connaissance a priori d'une borne (v) sur la variation d’état
(hypothese 3.2).
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Théoréme 3.2 [Cha02¢] : supposons qu’il existe des matrices symétriques @@ > 0 et
P; > 0,1 € I, et des matrices symétriques U et V' qui vérifient les LMT suivantes :

P,>Pi.,i€l, jel, ., (3.18)
ATP +PA; <UVi€l, (3.19)
A} Pj+ PjAi + AJ P+ BA; <2V)Y (i,5) € I,i < j (3.20)
U-V<0 (3.21)
V4r (U=V)+vY Pi<-Q (3.22)
i=1

avec pi; (2 (t)) p; (2 (t)) # 0, v le nombre mazimal de modéles locauzr activés a chaque
instant et v une borne sur la variation d’état préalablement évaluée (hypothése 3.2).
Alors le point d’équilibre du multimodeéle (2.3) est globalement exponentiellement stable.

Preuve : supposons que 'hypothése 3.2 soit vérifiée, la dérivée (3.8) de la fonction de
Lyapunov le long du multimodeéle (2.3), tenant en compte des conditions (3.18), (3.19)
et (3.20), s’exprime

Vi) < =@ (Z pi (@)U +2)  py (@ (1) g ( (1)) V) z(t) +

T (t)TI/ZR-x (t) (3.23)

ou de fagon équivalente :

V() <)’ VZ P (t) + ()" (V + Zu (2 (8)* (U~ V)) z(t)  (3.24)

La condition (3.21) et la propriété (3.15) de la proposition 3.1 permettent d’écrire

Viz@) <z@)" (V +r (U -V)+ VZP,) x(t) (3.25)
i=1
par conséquent la condition (3.22) garantit la stabilité exponentielle du multimodéle
(2.3). m

Remarquons que lorsque les fonctions d’activation sont a support global i. e. r = n, la
condition (3.18) est triviale. Dans [Cha00], nous avons également obtenu des conditions
de stabilité locales et des contraintes sur I’état (ou sa variation) sont proposées.

3.2.2 Analyse par fonctions quadratiques par morceaux

Dans une structure multimodeéle, les matrices d’état sont valides dans une région limi-
tée de 'espace de fonctionnement (qui correspond a 'espace d’état quand le vecteur
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des variables de décision dépend uniquement de ’état). Par conséquent, la condition
quadratique (A7 P + PA; < 0) peut n’étre valide que dans la zone de fonctionne-
ment correspondante. Pour réduire le pessimisme de la méthode quadratique, qui omet
toute information contenue dans les fonctions d’activation, d’autres types de fonctions
non quadratiques candidates de Lyapunov sont considérées. Par exemple, les fonctions
considérées dans [Ca099][Cao96][Zha01] sont basées sur le découpage de 'espace d’état
en n régions. La méthode utilise une heuristique pour déterminer des fonctions de Lya-
punov quadratiques pour chaque région. Dans [Joh99b], pour tenir compte des proprié-
tés structurelles des multimodeéles, des fonctions de Lyapunov quadratiques continues
par morceaux ont fait 'objet d’étude dans le cas des multimodeéles affines. La méthode
exige que les modéles locaux actifs sur les supports contenant ’origine soient linéaires.
Les conditions de stabilité qui découlent de 1’étude de ces fonctions sont sous forme
LMZ, ce qui constitue un avantage par rapport a la méthode proposée dans [Ca099].
Cette procédure de construction est reprise récemment par Feng [Fen02] dans le cas
discret pour I'analyse des systémes linéaires par morceaux. Nous proposons par la suite
de décrire la procédure de construction de ces fonctions [Joh99b].

Considérons le multimodeéle affine suivant :
B() =Y (x ) (A (t) + a;) (3.26)
i—1

ot a; = 0 pour les fonctions d’activation non nulles a l'origine. Le multimodele (3.26)
est réécrit comme suit :

fm=§)mam&ﬂw (3.27)

Ai:<‘gi C(L;),i'(t):<x(t)T 1)T (3.28)

L’analyse de stabilité du multimodeéle affine (3.27) est basée sur la construction de
fonctions de Lyapunov de la forme :

z(t)" Px(t), z(t) € X;,i € I

Vi(t)) = { T BI(), T(t) € Xii el (3.29)

avec Iy 'ensemble des indices de partitions de I'espace d’état X; C R? qui contiennent
lorigine et I; 'ensemble des indices de partitions X; qui ne contiennent pas 1’origine.
Afin d’assurer la continuité des fonctions candidates de Lyapunov (3.29), les matrices
P, et P; sont paramétrées par la matrice 7' comme suit

P, = F'TF, icl,

P, = FE'TF;, icl (3.31)
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avec F; = (F; f;) et fi = 0 pour i € Iy, sont des matrices & construire, satisfaisant
Fz(t)=Fz(t), =(t) € X;NX; (3.32)

On construit également les matrices E; = (E; e;) avec e; = 0 pour i € I telles que
E;Z (t) est non négative’ V x(t) € X;. La non négativité de E;Z (t) implique que :

z(t)" ETW,E;z (t) > 0, V z(t) € X; (3.33)

pour toute matrice W; non négative. Pour plus de détails sur la construction des ma-
trices F; et E; le lecteur peut se référer a [Joh99b] section VI.

La notation K (i), qui sera utilisée par la suite, représente 1’ensemble des indices des
matrices d’état des modeles actifs dans la partition X; (par exemple quand X; repré-
sente une région de fonctionnement, K (i) contient un seul indice, celui associé a la
matrice d’état active).

Théoréme 3.3 : sl existe des matrices symétriques T, U; et Wi, avec U; et Wy, non
négatives telles que

P, = FE'TF,icl (3.34)
P = FITF,icl (3.35)

et qui satisfont

P, — E'UE; >0 (3.36)
AP, 4 P A, + EFWyE; < 0,i € Iy, k € K (i) '
ATP, + P A, + ETWyE; <0,i € 11,k € K (i) ‘

alors le multimodéle affine (3.27) est exponentiellement stable sur son domaine de
validité | J X;.

Preuve : voir [Joh99b]. m

Il est important de rappeler que, quand les fonctions d’activation sont a support global
(fonctions gaussiennes par exemple), la partition suggérée dans [Joh99b] est impossible
a réaliser et I’approche est réduite a la méthode quadratique, i. e. & chercher une matrice
P > 0 commune, ce qui montre les limites de la méthode.

Dans [Cha02c|, nous avons considéré un autre type de fonction de la forme :

V(z(t) =max (Vi (z(t)),....,Vi(x(t)),...,Vu(z(t))) (3.38)

2Une matrice A = (a;;) € RPP est dite non négative si toutes ses composantes réelles a;; sont non
négatives (a;; > 0).

78



tel-00004605, version 1 - 9 Feb 2004

3.2 Stabilité non quadratique des multimodéles continus

Vi(x(t)=z@t)" Pz (t),P,>0,ic1, (3.39)

Il s’agit de fonctions candidates de Lyapunov puisque V (x (¢)) > 0,V z (t) # 0 et
V' (0) = 0. L’utilisation de ce type de fonction n’est pas nouveau et a fait ’objet d’étude
dans le cadre des systémes LTV [Boy94|. Compte tenu de la similitude de ces systémes
avec les multimodeéles, nous avons abordé I’analyse de la stabilité des multimodéles en
se basant sur ces fonctions de Lyapunov.

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes de stabilité du multimodele

@ (t) = Zui (2 (t)) Az () (3.40)

en utilisant le procédure S et la fonction candidate de Lyapunov (3.38).

Théoréme 3.4 [Cha02¢c] : supposons qu’il existe des matrices P; > 0 et des scalaires
Tijk > 0 tels que

AP+ PA+)) 1 (P —P) <0V (i,5) € I (3.41)
k=1

alors le multimodeéle (3.40) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve : considérons la fonction candidate de Lyapunov (3.38); il s’ensuit
Vi(x(t)=Vi(z(t) siVi(z(t) 2 Vj(x(t), (i) € Ij,j #1i (3.42)

Par conséquent

dV (z (t)) _ dVi(z (1))
dt dt

Pour des raisons de simplicité d’écriture V; (x (t)) sera noté V;. On obtient

si Vi (2 (1) 2 V; (@ (1), (6,5) € I, j # i (3.43)

> o (8) 30 (2 (1) (ATP + PLA) 2 () siV 2 (t) : Vi > Viey,i € Ly
dv (z(t) _J =
i :

n

> o (t)" 2 i (2 () (AT P, 4+ PoAy) z (t) siVa(t) : V, > Viyi € Iy

(3.44)

La stabilité asymptotique de (3.40) est garantie si % < 0 pour toutes trajectoires

non nulles vérifiant (3.40). Ainsi, si les conditions suivantes sont vérifiées

>z (t)” (ATPi+ PA)z(t) <0siVa(t) o )" (P, — Pyy)x(t) > 0,i€ I,

; z(t)" (ATP,+ P, A) z(t) <0siVa(t) :x &) (P,—P)x(t)>0,iel,
(3.45)
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alors le multimodele (3.40) est globalement asymptotiquement stable. Finalement ’ap-
plication de la procédure S aux contraintes quadratiques (3.45) permet d’aboutir au
résultat (3.41). m

Remarques 3.1 .

1. 11 est important de noter que les conditions de stabilité issues de ’approche
quadratique sont incluses dans les conditions (3.41). Ainsi quand P, = P,i € I,,,
la fonction (3.38) devient V (2 (t)) = z (t)" Px (t) et les conditions (3.41) sont
réduites & AT P + PA; < 0.

2. Le théoréme 3.4 peut également étre démontré en considérant la fonction de
Lyapunov candidate

Vi(z (@) =min (Vi (z(t),...Vi(@ (@), Va(z(t))) (3.46)
Vi(z(t) =) Pa(t),icl, (3.47)

3. L’utilisation de la procédure S et de la fonction candidate de Lyapunov (3.38)
conduit & un probléme non convexe (3.41). Cependant si on fixe les scalaires 7,
les contraintes du théoréme 3.4 deviennent linéaires en P, et aboutissent a n?

LMT.

3.2.3 Exemple illustratif

Considérons le multimodele (3.40) & trois modeles locaux stables
3

B (0= i (= (1) A (1) (3.49)

i=1

ol

0o 1 0 1 0 204
n=3A4= ( —0.06 —1 ) A2 = ( ~1.94 -1 ) A = < 0.5 —1.5 ) (3.49)

et les fonctions d’activation sont définies par (figure 3.1)

(o () = 20O gy = 2@ O gy @ ®)

Zw (o1 (1)) > wi (2 (1) z wi (2 (1)
(3.50)

avec

o1 (21 () = exp (—% (%)) s (@1 (1) = exp (—% (2“))) ,
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057

10

F1c. 3.1: Fonctions d’activation gaussiennes normalisées (3.50).

La méthode quadratique échoue & prouver la stabilité de ce modéle. Ceci peut étre aisé-

ment vérifié en considérant le probléme réalisable suivant (contraintes (2.5), proposition
2.2) :

@1>0,Q2>0,Q3>0 (3.52)
QAT + A1Q1 + Q247 + AyQr + Q3A3 + A3Qs > 0 (3.53)

Les conditions du théoreme 3.3 échouent également a prouver la stabilité de ce multi-
modele car les fonctions d’activation sont & support global. Avec la méthode polyqua-
dratique, les conditions de stabilité a satisfaire sont celles du théoréme 3.2 avec r = 3.
La résolution du systéeme LMZ (3.18)-(3.22) montre que ce systéme n’est réalisable
que pour v < 0.084. Par conséquent, le résultat du théoreme 3.2 issu de la méthode
polyquadratique aboutit uniquement a une stabilité locale.

Les conditions de stabilité que nous avons proposées au théoréme 3.4 aboutissent &
neuf inégalités bilinéaires en P; et 7,5 > 0 :

3
A?P1+P1Ai+z7'i1k(P1—Pk)<0,7:613 (354)
k=2
3
ATP+ PA+ Y mop(Pr—P) <0, i€ (3.55)
k=1 k22
2
A?Pg—i-PgAi—i-ZTigk(Pg—Pk)<0,iGIg (356)
k=1

Avec le choix suivant des parameétres

Tz = T113 = 0,7212 = T913 =1, 7312 = 7313 = 0 (3-57)
Tion = Ti23 = 0,7221 = Too3 = 1,739 = 7323 = 0 (3-58)
Ti31 = Tiz2 = 1,To31 = Ta32 = 0,733 = T332 = 1 (3.59)
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on obtient neuf LMZ en P;, P, et P; réalisables :

[ 715815 49.0675 [ 715815 49.0675 [ 70.8724 14.7524
Y7\ 49.0675 786195 )72\ 49.0675 78.6195 )% \ 14.7524 69.1407
(3.60)

Ainsi le multimodele (3.48) est globalement asymptotiquement stable. Un exemple de
simulation de ce multimodeéle est présenté & la figure 3.2 avec différentes conditions
initiales.

151

Xo(t)

-20 -15 -10 -5 0 5
Xy(t)

Fi1c. 3.2: Plan de phase du multimodele (3.49)-(3.50) avec différentes conditions ini-
tiales.

3.3 Stabilité non quadratique des multimodéles dis-
crets

3.3.1 Analyse par fonctions polyquadratiques

L’analyse de la stabilité des multimodeéles discrets MIMO basée sur les fonctions can-
didates de Lyapunov de la forme :

V@%DZﬁ%f}jM@@WR%%%B>O (3.61)

a abouti & des résultats assez satisfaisants en comparaison avec ceux du domaine
continu. Les résultats de stabilité obtenus dans le domaine discret sont globaux, sous
forme de LMZ et moins pessimistes que les résultats de la méthode quadratique.
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Les travaux entrepris avec ’approche quadratique visant & réduire son degré de suffi-
sance ont permis de développer une méthode assez avantageuse dans la mesure ou elle
permet, dans le cas discret, d’introduire une matrice permettant d’ajouter un degré de
liberté supplémentaire trés utile dans la synthése de lois de commande [O1i99].

Théoréme 3.5 : soit P une matrice symétrique définie positive. Les inéqgalités matri-
cielles suivantes sont équivalentes :

L ATPA-P <0
P *
. (GA G+GT—P) >0

La similitude avec les systémes incertains [Oli99] a permis de montrer en se basant sur
les fonctions polyquadratiques (3.61), que le multimodele discret (2.38) est globalement
asymptotiquement stable s’il existe des matrices symétriques P; > 0 et des matrices
Gi,i € I, telles que [Mor00a] :

P, *
' 0,V (i,5) € I 3.62

Dans [Daa0lal, des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction de Lyapu-
nov polyquadratique existe ont été démontrées. Ce résultat développé dans le cadre des
systémes incertains est directement applicable aux multimodeles discrets. Le théoréeme
suivant est proposé.

Théoréme 3.6 : les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une fonction de Lyapunov de la forme V (z (k)) = z (k)" 27, p; (2 (k) P (k)
prouvant la stabilité globale asymptotique du multimodéle (2.58).

2. 1l existe des matrices symétriques P; > 0, ¢ € I,, satisfarsant

P, *
’ 1, 7) € I? .
<3A1f3)>owud>en (3.63)

La fonction de Lyapunov est alors donnée par V (x (k) = x (k)" 327, u; (2 (k) Pz (k).
3. 1l existe des matrices symétriques S; et des matrices G;, 1 € I, satisfaisant

,5) € I* 64
PR EYATODEY - (3.64)

La fonction de Lyapunov est alors donnée par V (z (k) = x (k)" S0, i (2 (k) S e (k) .

Preuve : voir [Daa0la]. =

L’apport majeur du théoréme 3.6 est de fournir des conditions nécessaires et suffisantes
sur l'existence d’une fonction polyquadratique de la forme (3.61). Il a également 1’avan-
tage de montrer que les deux conditions de stabilité (3.63) et (3.64) sont équivalentes
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et présentent ainsi le méme degré de conservatisme. En effet, a ’encontre de ce qu’on
pourrait croire, du point de vue analyse de stabilité, la condition (3.64) n’apporte
aucune "relaxation” par rapport a (3.63).

L’intérét de cette formulation réside dans la synthese de lois de commande. Comme
on le verra par la suite, la méthode introduit la matrice GG; qui n’est pas forcément
symétrique dans les conditions de synthese de lois de commande, ce qui permet en plus
de découpler les matrices de Lyapunov des gains du régulateur.

3.3.2 Analyse par fonctions quadratiques par morceaux

Dans [Cha02c|, nous avons considéré la fonction candidate de Lyapunov de la forme :
V(2 (k) = max (Vi (z (k) , .., Vi (z (K)) , ...V (2 (K))) (3.65)

avec
Vi(z (k) =z (k)" Pa(k),P,>0,iel, (3.66)

Utilisant la procédure S et la fonction candidate de Lyapunov (3.65), le résultat déve-
loppé dans le domaine continu est étendu au cas discret.

Théoréme 3.7 [Cha02¢c] : supposons qu’il existe des matrices symétriques P; > 0 et
des scalaires T;;, > 0 tels que

ATPA = P+ mip (P = P) <0, ¥ (i) € I (3.67)
k=1
alors le multimodeéle (2.38) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve : La preuve est identique a celle du théoreme 3.4. m

Les remarques 3.1 sont aussi valables dans le cas discret. Le théoréme 3.7 produit des
conditions suffisantes de stabilité mais toutefois moins conservatives que celles issues
de la stabilté quadratique. Il faut noter également que lorsqu’aucune fonction poly-
quadratique n’existe (théoréme 3.6), une fonction quadratique continue par morceaux
(théoreme 3.7) peut exister comme le montre ’exemple suivant.

3.3.3 Exemple illustratif

Considérons le multimodeéle suivant décrit par deux modéles locaux stables

0.749 —1 0.932 0.4
:2 A = A = .
nes A ( 04 08 ) 2 ( 0.1 o.4> (3.68)
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Les fonctions d’activation sont telles que

(o (1)) = L0 D ) =1y i k) (369

Les conditions de stabilité du théoréme 3.6 échouent a prouver la stabilité de ce multi-

modele, ce qui montre qu’aucune fonction polyquadratique de la forme (3.61) ne peut
exister. Avec les conditions de stabilité que nous avons proposées au théoréme 3.7, on
obtient quatre inégalités bilinéaires en P, > 0 et 7,5, > 0 :

ATPIA, — P+ 71115 (P — Py) <0
AT Pl Ay — P+ To19 (P — P2) <0
ATPA — Py + 719 (P, — P) <0
ATPyAy — Py + 7991 (Py — P1) <0

Avec le choix suivant des parameétres
T2 =0, To12 =1, T121 = 2, 7921 =0 (3-74)
les BMZT sont transformées en LMZT réalisables en P, et P, :

(11.7060 0.7443 ) (11.0630 5.1254 )
1= y 12 =

0.7443  29.2653 5.1254  14.8184 (3.75)

Ainsi le multimodele (3.68)-(3.69) est globalement asymptotiquement stable. Un exemple
de simulation de ce multimodéle est présenté a la figure 3.3 avec différentes conditions
initiales.

3.4 Stabilisation non quadratique par retour d’état

3.4.1 Approche utilisant des fonctions polyquadratiques
3.4.1.1 Cas des multimodéles continus

La synthése de lois de commande utilisant les fonctions de Lyapunov polyquadratiques
a été, ces derniéres années, I’objet de nombreux travaux. Par exemple, dans [BlaOlal, les
résultats de la stabilisation des multimodéles issus de la commande PDC sont exprimés
en termes de BMZ et dépendent de I’état du systéme, ce qui pose le probleme de
la résolution numérique. Dans [Tan0Ola], des conditions de stabilisation sous forme
d’inégalités matricielles ont été obtenues via la loi de commande PDC et sa structure
dérivée (2.42)[Tan01b].

Rappelons que notre objectif est de formuler des conditions de stabilité sous forme
d’inégalités matricielles et susceptibles d’étre linéarisées par les algorithmes existants
quand ces inégalités sont bilinéaires en les variables de synthése. Pour cela, on suppose
que I’hypotheése suivante est vérifiée :
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201

151

10r

%(t)

-10r

-151

-201

240 -30 -20 -10 0 10 20
X1 (t)

F1G. 3.3: Plan de phase du multimodele (3.68)-(3.69) avec différentes conditions ini-
tiales.

Hypotheése 3.3 : on suppose que seulement deux modéles locaux sont activés a chaque
instant (r = 2).

Dans ce cadre, nous allons établir des conditions suffisantes de synthese de loi de
commande PDC, exploitables numériquement en se basant sur celles de [Bla0lal. Un
multimodele continu bouclé via la loi de commande PDC s’écrit :

() =) > (=) (2(t) Gy (1) (3.76)

i=1 j=1

avec
Gij = Ai — BiK; (3.77)

La dérivée (3.8) de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du multimodéle
(3.76), s’explicite

Viet)=2)" R@®)zt)+zt)" Px(t)z(t) (3.78)
R(z®) =33 > m(@®)p (@ ®) m (@ (1) Si (3.79)
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Dans le cas de la stabilisation, le terme z (t)” P (z (t)) z (t) est dépendant du gain de
retour K;,2 € I, :

P P () () < () | (W) i) Pe(t)  (381)

Sous I'hypothése 3.1, la majoration suivante est également vérifiée :

(25 50| < [2aletihoc
H‘”‘—H Iz (@) (382)
o= max Gyl (383)

(i,4)€12

La contrainte (3.83) est vérifiée si les LMT suivantes en a et K; sont réalisables :

* ol

( al (A;— BK;)" ) >0,¥ (i,4) € I2 (3.84)

Ainsi, s'il existe o et K vérifiant (3.84) et n > 0 tels que

H op; (x

a—H e ()] < n.Va (1) € R (3.85)

alors l'expression (3.81) peut étre majorée comme suit

T Px@) ) < onz(t Z Pux(t ) € RP (3.86)

Afin d’affiner certaines majorations nécessaires pour rendre les résultats exploitables
numériquement et ainsi réduire leurs pessimismes, nous allons tout d’abord considérer
les deux propositions suivantes [ChaOlb] :

Proposition 3.2 : tenant compte des propriétés des fonctions d’activation (2.2), l'in-
égalité suivante est vérifiée :

Z i (Z)S >

ot r est le nombre de modéles locaux activés a chaque instant.

‘3|>—t

Z 1 (2 2 Vre{2,.,n} (3.87)

i#£j:1
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Preuve : les propriétés des fonctions d’activation permettent d’écrire

Domi (e =13 () (2) (3.88)

1#£j:1

L’égalité (3.88) multipliée par > p, (2 (t)) s’explicite aprés développement du membre
=1

a gauche

S w27+ s (2) i ( —1—Zuz (3.89)
i=1 i1 i#j:1

Tenant compte de (3.14) (proposition 3.1), on déduit la proposition 3.2. m

Proposition 3.3 : quand le nombre de modéles locauz activés & chaque instant est
r = 2, l'inégalité suivante est vérifiée :

Z i (3)3 >

Preuve : les propriétés des fonctions d’activation permettent d’écrire

(3.90)

e

> s (2) (2 Z i (2 (i (2) + 115 (2)) (3.91)

i#j5:1 1<j:1
dans le cas ol r = 2, cette égalité se réduit a
Z Hi (Z)Q p (2) = Z p; (2) pj (2) (3.92)
i#j4:1 i<j:1
Remarquons également que
Z pi () iy (2) =2 Z pi (2) 1 (2) (3.93)
i#£5:1 1<j:1

Tenant compte de la proposition 3.2 et de la propriété (3.14) (proposition 3.1), on
déduit avec r = 2 :

Zn:ui (2)” 2%—%(1-%) :i (3.94)

d’ou la proposition 3.3. m
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Théoréme 3.8 : supposons qu’il existe des matrices symétriques QQ > 0, P, > 0,1 € I,,
U et 'V, des matrices K;,1 € I,, et un scalaire v qui vérifient les BMZ suivantes :

P, > Pjys, i€y, jel, (3.95)
Sw < U, i€l (3.96)
Siji + Sjii + Si; <3V, (i,§) €I2,i#j (3.97)
U—-V<0 (3.98)
3V+U
=+ on(P+ B) < —Q (3.99)
ol (Az — BZ'KJ')T .. 92
> I 1
(Ai_Bin BT S0 e (3.100)

avec fi; (2 () py (2 (t)) # 0, Sijr = (Ai — B;K;)" Py + P, (A; — B;K;), et 1 une borne
respectant (3.85). Alors le multimodéle (3.76) est exponentiellement stable.

Preuve : I'égalité (3.79) peut se réécrire

n

R(x(t) = Y wla®)nu(@@®)m (@) (S + S+ Sjin + Siwi + Seij + Segi) +
i jAk:1 ST
quand r=2)
Z i (@ () 1y (2 (8)) (Sigi + Sjis + Siig) + > pi (@ (1))” S (3.101)
1#£j:1 i=1

Tenant compte des conditions (3.96) et (3.97), on obtient
)<V 4+ Z“z S(U-V) (3.102)

En utilisant la proposition 3.3, 'expression (3.102) devient :

3V +U
) < 1
V+ Z w (x () (U -V) < 7 (3.103)
avec ’hypothése (3.86) et la contrainte (3.95), expression (3.78) s’explicite
2
. 3V +U
Viz@t) <z’ ( I + anZB) z (1) (3.104)
i=1

Avec la condition (3.99), on vérifie V (z (t)) < —z (t)" Qz (t), d’ou la stabilité expo-
nentielle. m
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Remarques 3.2 .

— Dans le cas des matrices d’entrée positivement linéairement dépendantes, il est
plus intéressant de considérer la loi de commande CDF que la loi de commande
PDC. Ainsi le multimodele (3.76) est exponentiellement stable s’il existe des
matrices symétriques QQ > 0, P, > 0,7 € I,,, U et V et des matrices K;,i € I,, qui
vérifient les BMZ suivantes :

P,>Pj,,iel, jel,., (3.105)
GIP+ PGy <U, icl, (3.106)
GuP) + PGy + G P+ PGy <2V, (i,5) € In,i < j (3.107)
U-V <0 (3.108)
Var ™ (U=V)+an) P <-Q (3.109)
i=1
al GT
kX3 > N X
(* aI)_O,ZEIn (3.110)

avec G“ = Az - BzKu Vr € {2, ,TL}
— Le cas général, i. e. une loi de commande PDC et Vr € {2,..,n}, est traité

dans [Bla0Ola]. Les résultats obtenus aboutissent a des conditions de stabilité non
exploitables par les outils numériques.

Les résultats de la stabilisation polyquadratique par retour d’état (lois de commande
PDC ou CDF) sont exprimés sous formes de BMZ en P; et K;. Ces derniéres ne sont
pas linéarisables par les méthodes classiques de changement de variables. Des algo-
rithmes aboutissant & des solutions locales [Has99] et globales [Ber97] sont proposées
pour résoudre ce genre de probléme non convexe. La méthode adoptée est celle dite
homotopique proposée par Hassibi et al [Has99] pour résoudre localement une BMZT.
La méthode est basée sur une approximation au premier ordre permettant de réduire
la complexité de calcul des BMZ a celle des LMT.

On pose :
Pi :RO+6P1',KJ‘ :Kj0+5Kj (3111)

ou Py et K; sont des valeurs initiales. Aprés avoir négligé les termes du second ordre
Bi6K;6P;, 6P;B;0K; et leurs transposés des BMZ (3.96)-(3.97), nous obtenons des
LMZ en 6P, et 6K;. En effet la formulation LMZ correspondante a ces BMZ s’obtient
en remplagant S, par

Sijk = Al Pro + ProAi — KjoB] Poo — PuoBiKjo + AT 6P, + 6P A;
—K Bl 6Py — 6P, B;Kjo — 6K B] Pyo — ProBi6 K (3.112)
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avec Py + 6P, > 0.

Pour que ces approximations restent valables, les contraintes suivantes doivent étre
ajoutées : ||0F|| < C|| Pl et |0K;|| < ¢ || Kol avec 0 < ¢ < 1. La formulation LMZ
de ces contraintes sur les normes est la suivante :

. . JN? SKT
(4 )0 (5 )0 e

avec Z l'identité de dimmension appropriée. Cependant, le probléme majeur de la
méthode reste le choix de valeurs initiales.

3.4.1.2 Cas des multimodéles discrets

L’approche polyquadratique a donné naissance a des résultats assez intéressants dans le
domaine discret, des résultats souvent transformables en LMZ par simple changement
de variable. Dans ce sens, les critéres de stabilisation quadratique retenus au départ
pour leur facilité de mise en ceuvre se trouvent désormais dépassés par la simplicité
de la formulation LMZ et la réduction considérable du conservatisme apportée par la
méthode polyquadratique. Dans le cadre de la loi de commande PDC, des conditions
de stabilisation obtenues en se basant sur I’approche décrite dans [Oli99] ont été for-
mulées sous formes LMZ [Mor00a]. Afin de relaxer d’avantage ces résultats, des lois de

commande obtenues par modification de la loi de commande PDC ont été synthétisées
[GueOla].

Loi de commande PDC :

Le théoréme suivant [Mor0Oa] formulé en termes de LMZ donne des conditions suf-
fisantes de stabilisation d’un multimodéle discret dans le cas d’une loi de commande

PDC : u(k) = = > ", w; (2 (k)) K;z (k) . Le multimodele discret (2.37) bouclé via la
loi de commande PDC s’écrit

P (1) = 303 s (2 (R)) iy (= (8) Gy () (3114)
i=1 j=1
avec GU:AA2 — BzK]
Théoréme 3.9 : supposons qu’il existe des matrices symétriques P;, Vi € I, et des
matrices K; et G solutions des inégalités matricielles :

P * ,
( GGT G+GT— P, ) >0,V (i,k) € I, (3.115)

P, + P % N o
I 11
(G(Gij+Gji)T 2(G+G" - P) ) >0,V (4,4, k) € ID,i < j (3.116)

avec Gy = A; — B;K;, alors le multimodéle discret décrit en (3.114) est globalement
asymptotiquement stable.
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Preuve : voir [Mor00al. m

La transformation en LMZ est immédiate par le changement de variable R; = GK/
et les gains de la commande PDC sont donnés par K; = RIG™T (I'existence de G
est assurée par la contrainte G + GT > P, > 0). Remarquons que le nombre de LMZ

est w au lieu de @ dans le cas quadratique. Ce nombre est réduit & n? dans
le cas de la loi de commande CDF, car seules les LMZ (3.115) sont nécessaires pour

garantir la stabilisation du multimodéle.
Loi de commande PDC modifiée :

Le résultat suivant propose, par un changement de loi de commande PDC, une for-
mulation LMZ plus avantageuse que la formulation précédente [GueOlal. La loi de
commande en question s’explicite :

ulk) == > (= (W) K, (Z b (= () Gi) o (k) (3117)

Avec cette loi de commande, le multimodéle discret (2.37) s’écrit

p(k+1) =D (= (k) (= () (AG, = BiKy) (Z b (2 () Gi) o (k)

(3.118)

Théoréme 3.10 : supposons qu’il existe des matrices symétriques P; et des matrices

K; et G; solutions des LMI :

P, «
1 k) € 1, 11
( A;G; — B K, G+ Gg _p, ) >0,V (i,k) € I (3.119)
L ' g 3
>0,V el i<
( AiGj + AjGi - Bin — BjKi 2 (Gk + Gg _ Pk) ) , (Z,], ) cl}i<j

(3.120)

alors le multimodéle (2.37) est globalement asymptotiquement stabilisé via la loi de
commande (3.117).

Preuve : voir [GueOla]. =

Ce résultat permet de "relaxer” d’avantage les contraintes du théoréme 3.9. Le change-
ment de la loi de commande PDC en la loi de commande (3.117) permet d’introduire
des matrices GG; au lieu d’'une matrice unique G, ce qui est synonyme de moins de
conservatisme. D’autres résultats sont obtenus en utilisant la loi de commande

u(t) = — Zu (2 (k) Ki (Z pi (2 (k) Pi) z (t) (3.121)
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Pour obtenir les conditions de stabilité relatives a cette loi de commande, il suffit de
substituer dans (3.119) et (3.120) P; & G;. Cependant, I'intérét de la loi de commande
(3.117) par rapport a celle décrite en (3.121) est de rendre indépendante la synthése de
la loi de commande des matrices de Lyapunov P;. D’autres résultats issus de ces lois de
commande ont été également obtenus [GueOla] en s’inspirant des travaux de [Kim00].

Loi de commande CDF :
Cette loi de commande est intéressante a mettre en ccuvre dans le cas de la colinéarité
positive des matrices d’entrée (o; > 0,0 € I,) :

z(k+1) = Z 1 (2 (k) (Aiz (k) + i Bu (k) (3.122)

Le résultat suivant propose des conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’une
fonction de Lyapunov polyquadratique permettant de prouver la stabilisation du mul-
timodele discret (3.122).

Théoréme 3.11 : il existe une fonction de Lyapunov polyquadratique permettant de
prouver la stabilité asymptotique globale du multimodéle discret (3.122) via la loi de
commande CDF (2.43) si et seulement s’il existe des matrices symétriques S;, S; et
des matrices G;, R; solutions des LMI

.o 9
AGi— BR; S, ) >0,V (i,7) € I (3.123)

Les gains de la loi de commande CDF sont tels que K; = Rinl,i e r,.

Preuve : la preuve est obtenue par application directe du théoréme 3.6 en substituant
A; — B;K; a A; avec le changement de variable R, = K;G;. L’existence de G;l est
assurée par la contrainte G; + G > S; > 0. =

Remarquons que le gain de retour K; ne dépend pas explicitement de la matrice de
Lyapunov P, = S;'. La matrice G, qui n’est pas forcément symétrique, introduit un
degré de liberté supplémentaire pour la synthése du gain K;.

3.4.2 Approche utilisant des fonctions quadratiques par mor-
ceaux

[’étude que nous proposons dans ce paragraphe est exclusivement basée sur les fonc-
tions quadratiques par morceaux :

V(z(t) =max (Vi (z(t),....,Vi(x(t)),..., Vo (z(t))) (3.124)

Vitz(t) =z @t) Pxz(t),P,>0,i€el, (3.125)
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Nous présentons tout d’abord des conditions de stabilisation des multimodéles continus
via la loi de commande PDC puis CDF. Nous étendons ensuite ces résultats en vue de
la stabilisation des multimodeles MIMO discrets.

3.4.2.1 Cas des multimodéles continus

Loi de commande PDC :

En utilisant la procédure S et la fonction candidate de Lyapunov (3.124), la stabilité
du multimodele (3.76) peut étre obtenue directement & partir du théoréme 3.4 en sub-
stituant G;; a A;. Cependant, 'exploitation systématique du théoréme 3.4 conduit a
des résultats conservatifs. Ainsi, afin d’obtenir des conditions de stabilisation moins
contraignantes, les résultats "relaxés” de la méthode quadratique [Tan98a] sont exploi-
tés.

Théoréme 3.12 [ChalOlc] : supposons qu’il existe des matrices symétriques Q > 0,
P; > 0, des matrices K; et des scalaires T;j1,; > 0 tels que

GhPe+ PG+ (r—=1)Q+ > Tum (Pe—P) <0 V (i,k) €I} (3.126)

1=1
(Gij + Gji)" P+ Pu (Gi + Gyi) — 2Q+Z7'z'jkz (Pe—P) <0V (i,5,k) € I,i<j
1=1

(3.127)

avec Gi; = A; — B;Kj, alors le multimodéle (3.76) est globalement asymptotiquement
stable.

Preuve : Considérons la fonction candidate de Lyapunov (3.124). Il s’ensuit
V(2 (t) =Vi(z(t) siVi(a(t) 2 Vi(z(t),V (k1) € I}k #1 (3.128)

Par conséquent

dv (z (1)) _ dVi (z (1))

siVi(z(8) > Vi(z(t),¥ (k1) € 2k #1 (3.129)

dt dt
Pour des raisons de simplicité d’écriture Vi (x (t)) sera noté V. On obtient
dv (x (t)) ~x
W) " S0 (= 00 1y (= 1)) (G P+ PiCi) 1)
i=1 j=1
siVi > VLY (k)€ 2 k#1 (3.130)

qu’on peut réécrire sous la forme suivante :

N———

v (dfl; ) =T <t>T (1; w; (2 (1)) M (2(t)) ((Gij + Gji)T Py + P, (Gi; + Gji) ) x () +

z ()T (Zn: i (2 (1) (GL Py + Psz»i)) () siVi >W,VY (k1) €I k#1 (3.131)

i=1
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Ainsi, si les conditions suivantes sont vérifiées

> 2 (1) ((Giy + i) Pt Pu(Gyy+G) —2Q) 2 (1) < 0
siTV z(t) sz (Po—P)x(t) >0, (k1) eI k+1 (3.132)

siVa(t) :xz@t) (Po—B)az(t)>0,(k1)el2k+£1
alors % < 0 et par conséquent le multimodele (3.76) est globalement asymptotique-
ment stable. Finalement I’application de la procédure S aux contraintes quadratiques

(3.132) permet d’aboutir aux résultats (3.126)-(3.127). =

Le théoréme 3.12 exige 'obtention d’une matrice () commune & ces inégalités

matricielles. Pour relaxer d’avantage ce résultat, nous nous inspirons des conditions

n2(n+1)
2

relaxées sur la stabilisation quadratique [KimO00].

Théoréme 3.13 [ChaOlc] : supposons qu’il existe des matrices symétriques Q;j, P; >
0, des matrices K; et des scalaires T;j > 0 tels que

GEP:+ PiGii + Qu+ Y Tiw (Pe— P) <0, (i,k) € I (3.133)
=1

(Gij+ Gi)" Pu+ Pe (Gij + Gji) +2Qi; + ZTijkl (Pe = P) <0, (i,j,k)€L}i<]
=1

(3.134)
Qll QIQ e an
Q= Q}Q Q2 ' >0 (3.135)

avec Gi; = A; — B;Kj, alors le multimodéle (3.76) est globalement asymptotiquement
stable.

Preuve : la preuve est obtenue de la méme maniére qu’au théoréme 3.12, en considé-
rant la fonction candidate de Lyapunov (3.124) et en appliquant la procédure S aux
conditions (2.56)-(2.58). m

Remarquons que ces résultats incluent ceux de la méthode quadratique dans le sens
ou ils sont moins restrictifs. Ainsi, il suffit de prendre P, = P, = P pour retrouver
les résultats quadratiques. Néanmoins, les résultats issus des fonctions de Lyapunov

quadratiques par morceaux demandent la résolution de w

inégalités matricielles
(soit n fois plus que la méthode quadratique). Ces inégalités matricielles sont en plus des
BMZI en P;, K; et 7,5 difficiles a linéariser par les méthodes classiques (changement de

variables). La méthode que nous suggérons pour linéariser ces contraintes est d’utiliser
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tout d’abord la procédure exposée au paragraphe 3.4.1.1 puis de procéder par itération
sur 7 > 0.

Dans le cadre de la loi de commande CDF, le multimodele (3.76) s’explicite :

(k1) = i (2 (k) Gi (k) (3.136)

avec G; = A;—B; K;. On obtient, par application directe du théoréme 3.4 en substituant
a A; la matrice Gy, le résultat suivant :

Théoréme 3.14 [ChalOlc] : supposons qu’il existe des matrices symétriques P, > 0,
des matrices K; et des scalaires T > 0 tels que

GiP+ PGy + Y T (Pe—P) <0V (i,k) € I (3.137)
=1
alors le multimodéle (3.136) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve : voir théoréme 3.4. m

Dans le cas d’une loi de commande linéaire u(t) = —Kz(t), les conditions de stabilité
sont similaires a celles du théoréme ci-dessus en substituant a G;; la matrice A; — B; K.
Les conditions des théorémes de ce paragraphe sont exprimées sous formes de BMZT
en P, K; et 7;j1. Ces derniéres ne sont pas linéarisables par les méthodes classiques.
La méthode de linéarisation décrite au paragraphe 3.4.1.1 peut étre utilisée. Ainsi, la
linéarisation de P,G;; est obtenue aprés avoir remplacé P; par Py + 6F;, > 0, K; par
Ko+ 0K;, ou Py et K;q sont des valeurs initiales, et négligé les termes du second ordre.
La formulation LMZ correspondante a ces BMZ s’obtient en remplacant P,G); par

PyGii = (Puo + 6P) Ai — (Pyo + 6P:) BiKjo — PuoBid K; (3.138)

auxquelles il faut ajouter les contraintes (3.113) assurant la validité de I’approximation.
Exemple 3.1 .

Considérons le systéme suivant & deux modéles locaux instables avec By = 2B :

2.31 —71.83 227.6 1
A = 1 0 o |.Bi=1| o0
0 1 0 0.1

1.60 —107.1 180 2

A, = 1 0 0 |.Bo=1] 0
1 0 0.2
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Les contraintes a résoudre sont celles du théoréme 3.14 linéarisées en (3.138) avec les
contraintes sur P, P, K; et Ky

(B on Yo, <<<||Kio||>2 oK!

5P, Py 5K, T ) >0, (=02 i€l

Avec les valeurs initiales

02 07 O 03 05 0
Po=107 6 =3 |, Po=1| 05 7 0.6
0 -3 9 0 06 1

Kig=(6 —31 202 ), Kyo=(5 —52 120)
et
T2 =1, T121 =0, To12 =1, 7201 =0 (3.139)

les contraintes linéarisées sont réalisables et aboutissent aux résultats suivants :

0.39 085 0.04 225 204 -0.59
P=| 08 718 =295 |, P»= 204 8492 -0.88
0.04 —-2.95 10.21 —-0.59 —-0.88 13.23

Les gains de la loi de commande PDC sont

Ky = (2959 —29.28 204.24 ), K> = ( 16.96 —41.11 118.32 ) (3.140)

3.4.2.2 Extension aux multimodéles discrets

En utilisant la procédure S et la fonction candidate quadratique par morceaux, les
résultats que nous avons obtenus dans le cas continu via la loi de commande PDC sont
étendus au cas discret.

Théoréme 3.15 [ChalOlc] : supposons qu’il existe des matrices symétriques Q > 0,
P, > 0, des matrices K; et des scalaires T;;, > 0 tels que

GiPGii— P+ (r—1)Q + Z%l (P,—P)<0 VY (i,k) e I? (3.141)
=1

=1
V(i k) € 1yi < j

avec G;; = A; — B K, alors le multimodéle (3.114) est globalement asymptotiquement
stable.
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Preuve : la preuve est similaire & celle du théoréme 3.12 en considérant les conditions
(2.86)-(2.87). m

Le théoréme suivant "relaxe” le précédent dans le sens ou des matrices );; sont intro-
duites a la place de la matrice () commune.

Théoréme 3.16 [ChaOlc] : supposons qu’il existe des matrices symétriques Q;;, P; >
0, des matrices K; et des scalaires T;;1,; > 0 tels que

GZPkGii — P+ Qi+ iTiikl (Pk — Pl) <0 V (i, /{:) € ]2 (3.143)
=1
(Gij + sz»)T Py (Gij + Gyi) — 4P, +4Q,; + zn: Tiji (P — P) <0 (3.144)
=1
V (i,5,k) € I3 i < j
Qu Q2 - Qi
Q= Q,” @2 '5 >0 (3.145)
Ou o o O

avec G;; = A; — B K, alors le multimodéle (3.114) est globalement asymptotiquement
stable.

Preuve : la preuve est similaire & celle du théoréme 3.12 en considérant les conditions
(2.89)-(2.91). m

Dans le cas de la colinéairité positive des matrices d’entrée et de la loi de commande
CDF, le multimodele (2.1) s’explicite

z(k+1) = Z pi (2 (k) Giiz (k) (3.146)

avec G; = A; — B;K;. Nous obtenons par application directe du théoréme 3.7, en
substituant & A; la matrice Gy;, le résultat suivant :

Théoréme 3.17 : supposons qu’il existe des matrices symétriques P; > 0, des matrices
K; et des scalaires T;1; > 0 tels que

Gg;PkGii_Pk‘i‘ZTikl (Po—P)<0 V (i,k) eI} (3.147)
=1
avec Gy; = A; — B;K;, alors le multimodéle (3.146) est globalement asymptotiquement
stable.

Les conditions des théorémes de ce paragraphe sont exprimées sous formes de BMZ en
P, K; et ;5. Ces derniéres ne sont pas linéarisables par les méthodes classiques. La
méthode de linéarisation décrite au paragraphe 3.4.1.1 peut étre utilisée aprés trans-
formation par le complément de Schur.
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3.5 Synthése de multiobservateurs

Dans cette section, la synthése de multiobservateurs de la forme (2.104) est traitée.
L’étude est abordée uniquement en utilisant les fonctions quadratiques par morceaux.
Le cas polyquadratique est directement transposable pour le domaine discret a partir
du théoréme 3.9.

3.5.1 Cas des multimodéles continus

La dynamique de 'erreur d’estimation dans le cas de variables de décision mesurables
est donnée par I’équation suivante :

()= > (=) p,(=(1) Oy (1) (3.148)

i=1 j=1

avec
0i = A — LiC;, (i, 4) € I (3.149)

La syntheése du multiobservateur consiste en la détermination des gains locaux L;,7 €
I,, afin d’assurer la convergence vers zéro de la dynamique de erreur d’estimation
(3.148). Pour la synthése du multiobservateur (2.104), il suffit de substituer, dans les
théoremes 3.12 et 3.13, les termes G;; = A; — B,K; par ©,; = A; — L;C};. Les conditions
obtenues sont des BMZ que nous pouvons linéariser en utilisant la procédure décrite
au paragraphe 3.4.1.1. Par la suite, nous allons formuler des conditions suffisantes
d’existences de multiobservateurs sous forme £LMZ avec contraintes sur le rang (voir
paragraphe 1.3.4.2). Ces conditions sont énoncées au théoréme 3.18 puis pour moins
de conservatisme au théoréme 3.19.

Théoréme 3.18 [Challc] : supposons qu’il existe des matrices symétriques de RPP
Q >0 et P, >0, des matrices Ry, et des scalaires T;j > 0 tels que

=1

(3.150)
(A + A;)" Po+ Po (A + A;j) — RiuiCj — RyiCi — C R, — CI' R, — 2Q +
=1
rang ( P R; ) =rang(P)=p, i €1, (3.152)
avec
T T
P=(P P -+ P,) ,R=(Riy Ry -+ Rp) (3.153)
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alors il existe un multiobservateur de la forme (2.104) globalement asymptotiquement
convergent. Le gain de l’observateur est L; = P~ R;. La matrice P~ représente l"inverse
généralisée de Moore-Penrose de P.

Preuve : ces conditions sont obtenues directement & partir du théoréme 3.12 en subti-
tuant ©;; = A, — L,C; a G;; = A, — B, K avec le changement de variables Ry; = P, L;.
La contrainte de rang (3.152) s’impose afin de garantir que le changement de variables
Ry; = P.L; ¥V (i, k) € I? conduit au moins & une solution. ®

Théoréme 3.19 [Challc] : supposons qu’il existe des matrices symétriques Q;;, P, >
0, des matrices Ry, et des scalaires T;j, > 0 tels que

A;Tpk + PkAZ — szcz — C;TRE + sz + ZTiikl (Pk — Pl) < 0, (i, ]{?) & ]i (3154)
=1

(Ai + A))" Po + Py (A + A;j) — RyiC; — Ry;Cy — CI'R}; — CI'RL +2Qu; +

zn:njkl (P,—P) <0,V (i,5,k) €I’ i<j (3.155)
=1
Qll QlQ an
Q= Q}Q Q2 'E >0 (3.156)
mng( P R; ) =rang(P)=p, i € I, (3.157)
avec
P=(P P -+ Po) ,Ri=(Ruy Ry - Ru) (3.158)

alors il existe un multiobservateur de la forme (2.104) globalement asymptotiquement
convergent. Le gain de l'observateur est L; = P~ R;.

Preuve : ces conditions sont obtenues directement & partir du théoréme 3.13 en subti-
tuant ©;; = A, — L,C; a G;; = A, — B,K; avec le changement de variables Ry; = P, L;.
La contrainte sur le rang (3.157) assure l'existence d’un gain d’observation L;. m

Dans le cas d’une matrice de sortie commune C; = C,i € I,,, la dynamique de I'erreur
d’estimation dans le cas de variables de décision mesurables est donnée par I’équation
suivante :

)= ) mi(z() (=) Qi (1) (3.159)
i=1 j=1
avec O;; définie en (3.149). Dans ce cas, la synthése de multiobserateurs est réduite aux

conditions suivantes :
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Théoréme 3.20 [Challc] : supposons qu’il existe des matrices symétriques P, > 0,
des matrices Ry; et des scalaires T;1, > 0 tels que

APy + PoA; — RCi — CTR + Y 7 (Po— P) <0, ¥ (i,k) € I} (3.160)
=1

rang( P R; ) =p (3.161)
avec
T T
P=(P P -+ P,) ,R=(Ry; Ry -+ Ry) (3.162)

alors il existe un multiobservateur de la forme (2.104) globalement asymptotiquement
convergent. Le gain de l'observateur est L; = P~ R;.

Preuve : ces conditions sont obtenues directement & partir du théoréme en subtituant
0, =A;,— L,C; a G; = A; — B;K; avec le changement de variables Ry, = PL;. m

Afin de construire le multiobservateur, nous devons résoudre les inégalités matricielles
(3.154)-(3.156) avec la contrainte de rang-p. Résoudre ces contraintes LMZ (aprés
avoir fixé les scalaires 7;;,;) avec une contraite de rang-p est un probléme non convexe
difficile. Des méthodes heuristiques peuvent étre utilisées pour résoudre cette classe de
probléme (voir paragraphe 1.3.4.2).

Remarquons qu’il suffit de prendre P, = Py, 7 € I,, pour retrouver les résultats quadra-
tiques. En effet, les conditions des théorémes 3.18, 3.19 et 3.20 deviennent des LMZ en
Py et Ry;, puisque P, — P, = 0 et la condition de rang devient alors triviale (le gain de
I'observateur est obtenu directement L; = Py lROi)- Ces résultats incluent donc ceux
de la méthode quadratique dans le sens ot ils sont moins restrictifs.

3.5.2 Extension aux multimodéles discrets

La dynamique de ’erreur d’estimation dans le cas de variables de décision mesurables
est donnée par I’équation suivante :

B 1) = 307 s (2 (k) sy (2 () O35 () (3.163)

i=1 j=1

avec ©,; défini en (3.149). Les résultats que nous avons obtenus dans le cas continu
sont étendus au cas discret. En utilisant le complément de schur, une formulation LMZ
sous contrainte de rang est proposée par le théoréme 3.21.
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Théoréme 3.21 [Cha03] : supposons qu’il existe des matrices symétriques de RP-P
Q >0 et P, >0, des matrices Ry, et des scalaires T;j > 0 tels que

n

Pk_(r_DQ_ZTikl(Pk_Pl) *

i= >0, V (i,k)€l? (3.164)
PLA; — RyiC; B,

AP, +4Q — > Tiim (P — P
e 4Q = 2 maa (Be=B) ) gy (4,5,k) € I3, < j (3.165)
rang( P R; ) =p, i €1, (3.166)

avec
T T

P=(P P -+ P,) ,R=(Ry Ry -+ Ru) (3.167)

alors Uerreur d’estimation (3.163) est globalement asymptotiquement convergente vers
zéro. Le gain de l'observateur est L; = P~ R;.

Preuve : ces conditions sont obtenues directement & partir du théoréme 3.15 apreés
avoir appliqué le complément de Schur et subtitué ©,; = A; — L,C; a G;; = A; — B, K;
avec le changement de variable Ry; = Py L;. La contrainte de rang (3.166) s’impose afin
de garantir que le changement de variables Ry; = P.L; V (i, k) € I? conduit au moins
a une solution. m

Des conditions similaires peuvent étre obtenues directement & partir du théoréme 3.16
en subtituant ©,; = A, — L,C; a G;; = A; — B;K; avec le changement de variable

Dans le cas d’une matrice de sortie commune C; = C,i € I,,, la dynamique de I'erreur
d’estimation dans le cas de variables de décision mesurables est donnée par I’équation
suivante :

Flh+1) =3 3w (z (k) gy (= (k) O (k) (3.168)

avec Oy défini en (3.149). La synthése du multiobserateur est alors réduite aux condi-
tions suivantes :

Théoréme 3.22 [Cha03] : supposons qu’il existe des matrices symétriques P; > 0, des
matrices Ry; et des scalaires T;j > 0 tels que

Pk_ZTikl(Pk_Pl> *

=1
Py A; — Ry C; Py
rang( P R; ) =p (3.170)

>0, V (i,k) e’ (3.169)
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avec
P=(P, P, - P) ,R=(Ry Ry - Ru) (3.171)

alors Uerreur d’estimation (3.163) est globalement asymptotiquement convergente vers
zéro. Le gain de l'observateur est L; = P~ R;.

Preuve : ces conditions sont obtenues directement & partir du théoréme 3.17 en sub-
stituant ©;; = A; — L;C; & Gy; = A; — B; K; avec le changement de variable Ry; = Py L;.
|

Ces résultats incluent ceux de la méthode quadratique. En prenant P, = Py,i € I,,,
il s’ensuit que P, — P, = 0 et la condition de rang devient alors triviale. Dans ce cas,
les conditions des théoremes 3.21 et 3.22 sont des LMZ en Py et Ry et le gain de
I’observateur est obtenu directement par L; = F; 'Ro;.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, des conditions suffisantes de stabilité, de synthése de lois de com-
mande et de multiobservateurs ont été proposées. L’étude a été menée en considérant
deux types de fonctions non quadratiques. Concernant les fonctions polyquadratiques,
il est important de remarquer la grande difficulté & trouver des résultats satisfaisants
dans le domaine continu. Outre les probléemes numériques, des efforts supplémentaires
restent nécessaires pour améliorer les résultats de synthése. Dans le cas des fonctions
quadratiques par morceaux, la dualité domaine continu-domaine discret se fait natu-
rellement. L’étude de stabilité a abouti & des résultats intéressants (théoreme 3.4 et
théoréme 3.7). Pour la synthéese de lois de commande et de multiobservateurs, de nom-
breuses conditions suffisantes ont été proposées. Ces résultats conduisent cependant &
des contraintes non convexes. Une formulation LMZ sous contraintes de rang a été
proposée pour la synthése de multiobservateurs.

Les conditions proposées dans ce cadre, concernant la stabilisation et 1’estimation
d’état, garantissent uniquement la stabilité asymptotique. Le probléme de placement
de poles, la synthése d’une loi de commande stabilisante basée sur un observateur et
par suite la propriété de séparation ne sont pas abordés. Ces points peuvent constituer
une perspective intéressante de ce travail.
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Chapitre 4

Stabilisation par retour de sortie

4.1 Introduction

La commande par retour d’état suppose la disponibilité compléte des variables d’état
du systéme, ce qui n’est pas toujours possible. Nous sommes donc amenés & considérer
des problémes ou la commande dépend uniquement de la sortie mesurée du systéeme
y (.). Dans ce sens, des régulateurs basés sur le retour de sortie sont proposés. Par
exemple dans le cas continu, Tanaka et al [Li 00] se sont intéressés au cas dynamique non
linéaire. Dans ce cas, une loi de commande non linéaire, appelé DPDC (Dynamic PDC),
est proposée. Dans [Han00|, utilisant les techniques des systémes incertains et des
fonctions quadratiques par morceaux, un régulateur dynamique linéaire est considéré.
La méthode est basée sur le découpage de I'espace d’état en sous-espace défini par
chacune des fonctions d’activation. Le multimodeéle est ainsi transformé en différents
modeles locaux linéaires présentant des incertitudes bornées.

Ce chapitre traite le probleme de la stabilisation par retour de sortie, il est composé de
deux parties. La premiére partie traite la stabilisation quadratique et la deuxiéme par-
tie la stabilisation non quadratique. Dans la section 4.2, nous présentons tout d’abord
la synthése de la loi de commande OPDC (2.47) en utilisant des fonctions de Lya-
punov quadratiques. Deux approches sont considérées; la premiére s’appuie sur une
transformation en LMZ du probléeme BMZ de départ et la deuxiéme utilise une for-
mulation en un probléme de ”complémentarité sur le cone”’!. Dans la section 4.3, nous
proposons de synthétiser cette loi de commande (OPDC) en exploitant les résultats de
la stabilisation issus des fonctions polyquadratiques et des fonctions quadratiques par
morceaux.

IDu mot anglosaxon : cone complementarity problem.
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4.2 Stabilisation quadratique par retour de sortie

Cette section est dédiée a la synthése de la loi de commande OPDC par la méthode
quadratique. Les résultats qui y sont exposés sont issus de [Cha02h][Cha02a][Cha02i].
La stabilité pour la commande OPDC et le placement de podles pour la commande
OPDC modifiée (2.48) sont également traités.

4.2.1 Loi de commande OPDC et formulation LMZ

Rappelons que dans le cas d'un systéeme LTT :

& (t) = Az (¢) + Bu(?) (4.1)
y(t) =Cz (1)

Le systeme LTI (4.1) est stabilisable par retour de sortie statique u(t) = Ky(t) si et
seulement s’il existe des matrices P > 0 et X > 0 telles que :

B (XAT + AX) B <0 (4.2)
CH"(A"P+PA)CT <0
PX =T

avec BTB+ =0 et CC*+ = 0.

Dans [Gar01], une méthode algébrique est proposée pour synthétiser un retour de sortie
statique pour un systéme LTI discret. Sous certaines conditions, le gain de retour est
calculé a partir des matrices (A, B, C') du systéme.

Se basant sur les travaux de [Ger96] sur la stabilisation des systémes LTI par retour
de sortie statique, les auteurs de [Ben97| parlent de triplet (A, B,C) simultanément
stabilisable et détectable (SSD). Pour la suite, nous supposons que le multimodeéle est
localement SSD.

Définition 4.1 : si les triplets (A;, B;, C;) i € I, sont SSD, alors le multimodéle est
dit localement SSD.

Motivés par les travaux de Feng et al [Han00], de [Daa0lb] sur les systémes & com-
mutations et les résultats issus de la loi de commande PDC [Tan98a|, nous proposons
d’étudier la stabilisation des multimodeéles par la loi de commande OPDC :

u(t) =37 pi (=) By (1) (4.5

Le multimodele continu (2.1) avec le régulateur (4.5) dans le cas ou C; = C, i € I,
s’explicite :

w() =) Y (=) (= (t) Ay (1) (4.6)

i=1 j=1
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avec

La synthese de la loi de commande OPDC (4.5) peut étre obtenue directement en sub-
stituant & la matrice G,;; = A; — B; K la matrice ;11-]- dans les conditions de stabilisation
(2.54)-(2.55) et (2.56)-(2.58), obtenues via la loi de commande PDC. Ainsi, a partir de
ces conditions, on obtient respectivement

P>0, Q>0 (4.8)
£, (An», P) Y (r—1)Q<0Viel, (4.9)
et
£, (;1“-, P) Y Qu<0Viel, (4.11)
L (AihP) +Qiy <0V (i,j) €Ll i<y (4.12)
Qll ot an
Q= o >0 (4.13)
an an
avec
At A\ A+ A
£, (Aij,P) — (%) P+P (%) (4.14)

Malheureusement, ces inégalités matricielles non convexes en P et F; Vi € I, sont
impossibles a linéariser par les techniques de changement de variable classiques, ce qui
constitue la difficulté majeure de la stabilisation par retour de sortie. Par la suite, nous
proposons une formulation LMZ pour la synthése d’un régulateur OPDC et également
pour le placement de poles.

Hypotheése 4.1 : la matrice C est de plein rang ligne

Considérant 'hypothése 4.1 vérifiée, nous proposons une formulation convexe du pro-
bleme BMZ traduit par les conditions (4.9)—(4.10) puis (4.11)-(4.13). Bien que la
méthode donne naissance & des contraintes algébriques supplémentaires, elle est facile
a mettre en ceuvre. La formulation LMZ est donnée par le théoréme 4.1 et, pour moins
de pessimisme, par le théoréme 4.2.

Théoréme 4.1 [Cha02a] : supposons qu’il existe des matrices symétriques S > 0 et
X >0, ainst que des matrices N; et M qui vérifient :

A X + XA + BNC+C'N/'Bf + (r—1)S <0,Vie I, (4.15)
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(Ai + A)) X + X (A; + A)T + (BiN; + B;N;) C + CT (B;N; + B;N;)" —25 <0
(4.16)

V(i,j) eIt i<j
avec
CX =MC (4.17)

et p; (2 (t)) p; (2 (t)) # 0 alors le multimodele (4.6) est globalement asymptotiquement
stable. Le retour de sortie non linéaire (4.5) est défini par

F,=N,M™! (4.18)
Preuve : compte tenu de la définition (4.14), la condition (4.9) est équivalente a
X (Ai + BiFC)' + (A4 + BEC)X + (r—1)S < 0 (4.19)

avec P = X >0et S =P QP! Tenant compte de (4.17) et du changement de
variable suivant

EM = N, (4.20)

on obtient les LMZ (4.15). Les LMZ (4.16) sont obtenues a partir de (4.10) a I'aide
des mémes changements de variable. Comme C' est supposée de plein rang ligne, des
équations (4.17) et (4.20), on déduit que M = CXCT (CCT) et F;, = N,M ', m

Théoréme 4.2 [Cha02h] : supposons qu’il existe des matrices symétriques X > 0 et
Sij, des matrices N; et M qui vérifient

A X + XA + BiN,C+CT'NI'BT + S, < 0,Vi € 1, (4.21)

(Ai + A)) X + X (A + A)" + (B:N; + B;N;) C + CT (B;N; + B;N;)" +25;; <0

(4.22)
V(i,7) € I2i<j
5&1 T S&n
Lo >0 (4.23)
Sln Snn
avec
CX =MC (4.24)

et p; (2 (1)) p; (2 (t)) # 0. Alors le multimodele (4.6) est globalement asymptotiquement
stable. Le retour de sortie non linéaire (4.5) est défini par

F,=NM"'icl, (4.25)
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Preuve : la preuve est similaire a celle du théoréme 4.1. m

Les conditions de stabilité du théoréme 4.2 n’exigent pas une matrice commune S
comme c’est le cas pour le théoréme 4.1, d’ou la réduction du pessimisme.
Remarquons que dans le cas d’un retour de sortie linéaire F; = F, Vi € I, les conditions
de stabilité des théoréemes 4.1 et 4.2 se réduisent a l'existence de matrices X, N et M
telles que :

X >0,AX + XA + BNC+CT'N'B] <0 (4.26)

avec CX = MC. Le gain de retour est F' = NM L.

4.2.1.1 «-stabilité

Les théorémes 4.1 et 4.2 garantissent une loi de commande PDC asymptotiquement
stabilisante. Afin de garantir un certain taux de décroissance, on peut s’inspirer de la
proposition 2.4. Nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 4.1 [Cha02i] : supposons qu’il existe des matrices symétriques S > 0 et
X >0, des matrices N; et M et o > 0 qui vérifient :

A; X + XAT + B;N,C + CTNI'Bl + (r —1) S+ 2raX < 0,Vi € I, (4.27)

(Ai + A)) X + X (A; + A)" + (BiN; + B;N;) C + C" (B;N; + B;N;)" —25 <0
(4.28)
V(i,j) € In,i < j

avec
CX = MC (4.29)

et p; (2 (1) ;i (2(t)) # 0 et r le nombre mazimal de modéles locaux actifs simulta-
nément, alors le multimodéle (4.6) est globalement exponentiellement stable avec une
vitesse de convergence au moins égale a «. Le retour de sortie non linéaire (4.5) est
défini par

F,=N;M™* (4.30)

Preuve : la preuve est obtenue directement en considérant le théoréme 4.1 et en
s’inspirant de la proposition 2.4. m
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4.2.1.2 Améliorations

Dans le cas particulier de la colinéarité positive des matrices d’entrée, la loi de com-
mande OPDC modifiée [Cha02h] :

> i (2 (1)) aiF
u(t) ==

H;
Zu (2 () o

2

y (1) (4.31)

conduit au multimodéle suivant
B() =Y (2 (1) Ay (1) (4.32)
i=1

avec A;; définie en (4.7). Remarquons que le multimodele (4.32) s’écrit uniquement
en fonction de ses termes dominants (i.e. ¢ = j ). Ainsi le multimodeéle (4.32) est
globalement asymptotiquement stable s’il existe une matrice symétrique P > 0 telle
que

£, (Aii, P) <0,Viel, (4.33)

ot £.(.,.) est défini en (4.14). Le théoréme suivant propose une formulation LMZ des
conditions non convexes (4.33).

Théoréme 4.3 [Cha02h] : supposons qu’il existe une matrice symétrique X > 0 et
des matrices N et M telles que

A; X + XA} + B,N,C +C"N/'B] <0,Vie I, (4.34)
avec
CX =MC (4.35)

Alors le multimodéle (4.32) est globalement asymptotiquement stable. Le retour de sor-
tie non linéaire (4.31) est défini par

F,=N,M! (4.36)

Preuve : déduite directement & partir du théoréme 4.1 en considérant les contraintes
(4.33). m

Il est intéressant de noter que, dans ce cas particulier, la loi de commande OPDC
(4.5) nécessite la résolution de (n + 1) n/2 LMZ alors que la loi de commande OPDC
modifiée (4.31) limite ce nombre & n, ce qui permet de réduire considérablement le
conservatisme de la commande par retour de sortie.

110



tel-00004605, version 1 - 9 Feb 2004

4.2 Stabilisation quadratique par retour de sortie

La seconde amélioration proposée concerne les performances de la loi de commande
OPDC modifiée en termes de placement de poles et la formulation LMZ du probléme.
Il y a peu de littérature consacrée au placement de poles par retour d’état ou par re-
tour de sortie. Dans [Hon00], les auteurs considérent qu’il suffit de placer les poles des
termes dominants (i. e. A; — B; K; dans le cas de la stabilisation par retour d’état) dans
une région D du plan compléxe pour garantir les mémes performances du multimodéle
en boucle fermée. Malheureusement, ceci ne peut étre vérifié théoriquement ; les au-
teurs omettent 'influence des termes croisés (i. e. A; — B;K;) sur les performances du
systéme en boucle fermée. Ainsi, il est trés important de noter que les contraintes de
performances supplémentaires relatives aux termes dominants ne garantissent pas les
performances du mutimodeéle en boucle fermée. Pour résoudre ce probléme et garantir
ces performances pour le systéme bouclé, on peut imposer les mémes contraintes de
performances aux termes croisés [Tan98a]. L’inconvénient d’une telle méthode est la
perte des relaxations apportées aux critéres de synthése.

Par la suite, nous nous intéressons au placement de poles par retour de sortie du
multimodele (4.32) et plus particulierement a sa formulation LMZ. L’amélioration des
performances de la loi de commande OPDC modifiée s’appuie sur les résultats énoncés
par [Chi96b| qui sont rappelés en annexe A. Pour que les poles du systéme régulé (4.32)
soient situés dans une région LMZ particuliére définie par deux matrices o = ol et 3
préalablement déterminées et caractérisant les performances désirées, il suffit que

Mp (A, X) =a@ X + 8@ (A4:X) + 7 @ (A4:X)" <0 (4.37)

ol A;; est définie en (4.7). Tenant compte de (4.17) et (4.18), les inégalités matricielles
non linéaires (4.37) deviennent des LMZ en X et N; :

Mp (A, X) =a® X + 8@ (4X + BiN,C) + 8" ® (AX + BN,C)" <0 (4.38)
Ainsi, s’il existe une matrice symétrique X > 0 et des matrices N; et M qui vérifient :
a® X+ 6@ (AX + B;iN,O) + T @ (A X + BiN,C)" <0 (4.39)
avec
CX =MC (4.40)
alors la loi de commande OPDC (4.5) avec
Fy=N,M™ (4.41)

assure la stabilité globale asymptotique du multimodele (4.32) et satisfait les perfor-
mances désirées.
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A titre d’exemple, considérons la région D formée par le disque de centre (—g, 0) et de
rayon r > 0. La région LMZ correspondante est (voir annexe A) :

fo(z) = ( R ) (4.42)

z+q —r

Une telle région permet de fixer le taux de décroissance : —q + r et le coefficient
d’amortissement : £ ., = /1 —1r%/¢? (r < q) du systéme bouclé en question. La région
LMT correspondante a la région définie par (4.42) s’explicite

( —rX qX + AZX + BZNZC

. Cox ) <0,i€l, (4.43)

Ce placement de poles est également valable dans le cas d’un retour linéaire de sortie
et dans le cadre de la loi de commande CDF (pour la stabilisation par retour d’état).

4.2.2 Extension au cas discret

Dans cette section, la synthese de lois de commande OPDC pour des multimodéles
discrets est abordée; tout d’abord en étendant directement les résultats obtenus dans
le domaine continu au domaine discret, puis en supposant la matrice de sortie sous la
forme C' = (Z 0). Dans ce cas particulier, on intégre la contrainte algébrique (4.24)
directement dans les conditions de synthése.

Avec la loi de commande OPDC
u(k) =2 w;(2(k)) Fy (k) (4.44)
i=1
le multimodele discret (2.37) ou C = C;, i € I,, s’explicite :

21 =33 (2 (0) (= (8) Ay (k) (4.45)

i=1 j=1
avec

La synthése de la loi de commande (4.44) peut étre obtenue directement en substi-
tuant dans les conditions (2.86)-(2.87) et (2.89)-(2.91), 'expression de £,4(Gi;, P) par

£4 (:42»]-, P) . On obtient respectivement

£a (Aii, P) Y (r—-1)Q<0Viel, (4.47)

£4(A5,P) = Q<0Y (i) € I2i<j (4.48)
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et
A¢Amp)+Qﬁ<aw€Ll (4.49)
£La (AiﬁP) + Qi <0,V (i,5) € I2i<j (4.50)
Qu - Qum
: . | >o (4.51)
C?hz Tt C?nn

L’expression £y (.,.) est définie en (2.88). Les conditions obtenues sont des BMZ en
P et F;. Considérant I’hypotheése 4.1 vérifée, nous allons étendre les résultats obtenus
dans le domaine continu au domaine discret. Les conditions suffisantes obtenues avec
le théoréme suivant seront relaxées par la suite.

Théoréme 4.4 : supposons qu’il existe des matrices symétriques X, S et des matrices

N;, M vérifiant :

X>08>0 (4.52)
X—(r—1)8 =« .
(AiX+BZ»NiC X)>0,We]n (4.53)

=z I 4.54
( L(AiX + A;X + B;N,C + B,N,C) X ) >0,Y(i,5) € I,i < j (4.54)

avec
CX = MC (4.55)

et p; (2 (t)) i (2 (t)) # 0. Alors le multimodéle (4.45) est globalement asymptotiquement
stable. Le retour de sortie non linéaire (4.44) est défini par

F,=N,M™* (4.56)

Preuve : tenant compte de la définition de £4 (., .), le complément de Schur est appliqué
aux conditions (4.47)-(4.48) préalablement pré- et post multipliées par X = P~!. La
condition (4.55) et le changement de variable F;M = N; conduisent aux contraintes
(4.52)-(4.54). m

Des conditions suffisantes similaires a celles obtenues au théoréme 4.4 mais moins pes-
simistes peuvent étre obtenues en considérant les conditions (4.49)-(4.51). La réduction
du conservatisme est introduite par les matrices 5;; au lieu d’une matrice commune S.
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Théoréme 4.5 : supposons qu’il existe des matrices symétriques X et S;; et des ma-
trices N;, M vérifiant :

(AiX+BZ»NiC X)>0,Vzeln (4.57)
X — Sz'j * L. 9 . .
> .
( L(AX + A,X + B,N.C + BN,C) X ) 20V ) elni<y  (458)
S o S
: : >0 (4.59)
Sln T Snn
avec
CX =MC (4.60)

et pu; (2 (t)) p; (2 (t)) # 0. Alors le multimodéle (4.45) est globalement asymptotiquement
stable. Le retour de sortie non linéaire (4.44) est défini par

F,=NM! (4.61)

Preuve : la preuve est identique a celle du théoréme 4.4 en considérant les conditions
(4.49)-(4.51). m

Avec la loi de commande OPDC modifiée

u(k) == (4.62)

ol a; € R™ le multimodele (4.45), dans le cas de la colinéarité positive des matrices
d’entrée, s’écrit :

o (k1) =3 (2 () (A + BEC) 2 (1 (1.63)
i=1
Il suffit qu’il existe des matrices symétriques X > 0, N; et M vérifiant :

X * ,
(AiX+BZ»NiC X)>0,Vzeln (4.64)

avec

CX = MC (4.65)
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pour que le multimodeéle (4.63) soit globalement asymptotiquement stable. Le retour
de sortie non linéaire (4.62) est défini par F; = N;M~!, ce qui permet de réduire le
nombre de LMZ a n au lieu de M LMT du théoréeme 4.4.

Cas particulier : Si I'on suppose que la matrice de sortie s’écrit sous la forme
C =(Z 0) avec Z est la matrice identité et 0 est la matrice nulle de dimensions
appropriées, la synthése d’une loi de commande OPDC se rameéne a celle de la loi de

commande PDC avec une structure particuliére du retour d’état. Dans ce cas, la loi de
commande OPDC (4.5) avec y(k) = Cx(k) devient :

w(k) =3 pi (= (k) Fi (k) (4.66)
FE=(F 0) (4.67)

u(k) € R™ z(k) € R?, y(k) € Rl et F; € R™!. Le multimodeéle en boucle fermée devient

e (1) =305 s (2 (00 s (= (1)) (A + By 2 () (468)
i=1 j=1
L’usage du changement de variable classique adopté dans le cas de la stabilisation
quadratique par retour d’état conduit a une contrainte non convexe compte tenu de
la structure imposée au retour d’état F;. Cette difficulté est résolue avec le théoréme
suivant qui permet d’assurer la stabilité asymptotique du multimodele (4.68) et ainsi
synthétiser le gain de retour F}, tenant compte de sa structure (4.67).

Théoréme 4.6 : supposons qu’il existe des matrices symétriques S;; € RPP X € RPP
et des matrices N; € R™P ¢ € I, ayant les structures suivantes

X 0
M= 0)’X:< 0 Xm) (4.69)
oty X11 € RM, Xop € ROD-0=D et wérifiant les LMT
X -5 %
(A2 . I 4‘
(AzX‘f‘BlNl X) >0,vi € I ( 70)
X =5 * o 5 ..
Z I 471
<%(A2'X+AjX+BjNZ~+BiNJ.) X)—O»V(Z,J)G 2i<j (4.71)
S oo S
A R (4.72)
Sln et Snn

avec ju; (2 (t)) p; (2 (t)) # 0. Alors le multimodéle (4.68) est globalement asymptotique-
ment stable. La loi de commande (4.66) est définie par

F, = Ny X (4.73)
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Preuve : Les conditions (2.93)-(2.95) dans le cas de la loi de commande (4.66) avec
le changement de variable F; X = N; aboutissent aux conditions LMZ (4.70)-(4.72).
Les structures imposées aux matrices X et N; garantissent l'existence de la solution
(4.73). L’existence de X;;' est garantie par la contrainte X >0 m

Les conditions obtenues sont assez contraignantes. Ce conservatisme est di, d’une
part, aux structures particuliéres imposées aux matrices X et N; et, d’autre part, a la
dépendance du gain F; de la matrice X, et par conséquent de la matrice de Lyapunov
(V(xz) = z(t)T X 1x(t)). Ce résultat sera relaxé dans le paragraphe 4.2 en utilisant les
fonctions polyquadratiques.

Des résultats similaires a ceux du théoréme 4.6 peuvent étre obtenus en considérant
les conditions (2.86)-(2.87). Ces résultats peuvent étre également étendus au domaine
continu en appliquant les mémes changements de variable avec les structures particu-
lieres décrites en (4.69) (ces résultats ne sont pas présentés dans ce manuscrit).

4.2.3 Formulation par complémentarité sur le cone

Une autre maniére d’aborder la stabilisation par retour de sortie est de transformer le
probléme en un probléme de complémentarité sur le cone [Elg97]. Elle procéde par une
technique d’élimination des variables du régulateur. La reconstruction du régulateur
est obtenue aisément dans un second temps en résolvant le probléme LMZ en Fj,
i € I,. S'inspirant de ces travaux, nous présentons la synthése de la commande OPDC
[Cha02a].

Il a été établi que le multimodele (4.6) est globalement asymptotiquement stable s’il
existe une matrice symétrique P > 0 telle que :

£C(Eh,P>«<(LVie]5 (4.74)
£o(Ay,P) <0V (,)) € Ii < j (4.75)

avec A;; = A; + BiF;C et £.(.,.) définie en (4.14). La synthese de la loi de com-
mande OPDC (4.5) revient a résoudre les inégalités bilinéaires (4.74)-(4.75) en P et
F; i € I,,. Nous proposons de résoudre ces BMZ par transformation en un probléme
de complémentarité sur le cone. La procédure de résolution comporte deux étapes. La
premiére consiste en ’élimination des variables du régulateur (F;,i € I,,) en procédant
par équivalence alors que la deuxiéme étape sert a reconstruire ces variables F;,i € I,.

4.2.3.1 Elimination des variables du régulateur

Compte tenu de la définition de £.(.,.) (4.14), les contraintes (4.74) peuvent étre
réécrites :

ATP + PA, + PB;F,C + CTEF (PB)" <0 (4.76)
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L’application du lemme d’élimination 1.3 aux inégalités (4.76) permet d’éliminer les
variables Fj,7 € I, :
ATP+ PA; — 0,PB;BI'P <0 (4.77)
ATP+ PA; —0,C"C < 0 (4.78)
oi,t € I, sont des scalaires réels. Pour garantir I’équivalence entre les propositions du
lemme 1.3, la méme procédure d’élimination est appliquée a la forme stricte de (4.75).
Nous obtenons, aprés élimination de la variable F;
(4; + A; + B,F;C)" P+ P(A; + A; + B,F;C) — 0;;PB;B]' P < 0 (4.79)
Puis en éliminant F; des inégalités (4.79)-(4.80), on obtient :
(A + A;)" P+ P(A; + A;) — 0,jPB;B P — 5;;PB;B] P < 0
(Ai+ A)" P+ P (A + Aj) — 0;,C7C —5,;PB;BI'P < 0
(A + A" P+ P (A + A)) — 0,,07C —5,CTC < 0

En regroupant (4.77), (4.78), (4.81)-(4.84), nous obtenons le systéme d’inégalités matri-
cielles équivalent au probléme non convexe (4.74), (4.75) avec p; (2 (t)) p; (2 (t)) # 0 :

ATP 4 PA; — 0,0TC < 0

Q(Ai+A)" + (A +4)Q—0yB;B] B <0
. A . YO — o..B.BT T
QA+ A4)" + (A + 4) Q — 0 B;Bf QC ) 0 s
X UijI
(Ai + A)T P+ P(A; + A)) —0;,CTC  PB; — 0
(Ai+ A" P+ P (A + A;) —o,,CTC CT -0
L * UZJI
PQ=1T (4.86)

ou 7 est la matrice identité, 0;; = (7)) et Ty; = (7). Remarquons que le systéme
d’inéquations matricielles (4.85) est linéaire en les matrices P, ) et les scalaires o;, 0,
U;; et U;; alors que I'égalité (4.86) est non linéaire. Cette égalité est écrite sous sa forme
équivalente a ’aide des deux contraintes suivantes :

Tr(PQ) =p (4.87)
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<J; g)zo (4.88)

La contrainte Tr(PQ) n’est pas convexe, pour résoudre un tel probléme, un algorithme

convergent est proposé en [Elg97]. Cette heuristique est basée sur Iapproximation
linéaire de T'r (PQ) par T (P,Q + QoP) ou Py et Qo sont des solutions particuliéres
des LMZT (4.85) : il s’agit de minimiser cette trace en différents points réalisables. Cet
algorithme engendre une suite ¢, (des valeurs de la trace : Tr (Py@ + Qo P)) décroissante
et minorée par 2p, si ce minorant est atteint, alors le minimum global est atteint (voir
annexe B). La solution du probléme initial s’obtient alors en résolvant le probléme de
complémentarité sur le cone suivant :

minimiser Tr (PoQ 4+ QoP) sous les contraintes : (4.85) et (4.88) (4.89)

4.2.3.2 Reconstruction des variables du régulateur

Il est important de noter que s’il existe des matrices PP" et Q°P' satisfaisant (4.89),
alors il existe un retour de sortie non linéaire (4.5) qui stabilise globalement asympto-
tiquement le multimodele (4.6). En effet, une fois obtenues les matrices PP" et QP a
partir de (4.89), on substitue la matrice P"* & la matrice P dans le probléme initial
(4.74)-(4.75), qui devient linéaire en les gains du régulateur F;,i € I,,. Ainsi on peut
énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 4.7 [Cha02a] : soient Py et Qo des matrices de RPP solutions particuliéres
des LMI (4.85)-(4.88). S’il existe des matrices P°P' et Q' satisfaisant les LMT
(4.89) telles que Tr (PoQ" + QoP") = 2p, alors il existe un retour de sortie non
linéaire de la forme (4.5) dont le gain de retour F;i € I, est solution des LMI

(4-74)-(4.75).

Exemple 4.1 .

Considérons le systéme de 1’exemple 2.2 (page 52) avec a = 1, b = 10. La résolution
du probléme de complémentarité sur le cone (4.89) associé a 1'algorithme [Elg97] (voir
annexe B) conduit aux résultats suivants :

0.1361 0.0352 7.3896 —0.1666
port opt _ 4.90
( 0.0352 1.5596 ) ¢ ( —0.1666 0.6450 ) ( )

qui vérifient bien PP'Q" = 7. Avec la valeur de P obtenue, le probleme (4.74)-
(4.75) devient linéaire en F} et F :

(A, + BiF,C)" PP 4 PP (A, + BiF,C) <0 (4.91)
(Ag + By F,C)" PPt PPt (Ay + ByF>C) < 0 (4.92)
(A + Ay + BiF,C + By F,O)T PPt PPt (A + Ay + BiF,C + ByF1CO) < 0 (4.93)
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10

X(t)
P

15

05

Xo(t)

u(t)
g <
A

-100

F1G. 4.1: Stabilisation via la loi de commande OPDC (4.95) .

La résolution de ces LMZ donne les gains de retour suivants :
F, = —7.1128, Fy = —2.2239 (4.94)
La simulation du systéme stabilisé via la loi de commande OPDC (4.5)
u(t) = (uy (y @) Fr+pa (y (1) F2) y (2) (4.95)

avec les expressions suivantes des fonctions d’activation

(1 — tanh (y))
T

(1 + tanh (y))

pa (y (1) = =

py (y (1) = (4.96)

et les conditions initiales  (0) = ( 10 0.5 ) est donnée par la figure (4.1).

Il est important de noter que 'utilisation du théoréme 4.1 échoue & synthétiser une loi
de commande OPDC stabilisante pour cet exemple.

Remarques 4.1 .

— La formulation par complémentarité sur le cone est moins conservative que celle
issue des théorémes 4.1, 4.2 car aucune restriction sur la structure de la matrice
(@ et aucune hypothése sur la matrice C' ne sont imposées.

— La formulation par complémentarité sur le cone semble plus difficile & mettre
en oeuvre dans le cas des contraintes (4.9)-(4.10) et (4.11)-(4.13) a cause de la
matrice Q).
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— La formulation par complémentarité sur le cone dans le cas de différentes matrices
de sorties C;, 4 € I,, est possible. Pour cela il suffit de remplacer dans (4.74), Ay;
par A; + B;F;Cy, V (i,k) € I? et dans (4.75) A;; par A; + B;F;Cy V (i,5,k) €
I3i<j.

— Du point de vue numérique, les conditions issues des théorémes 4.1, 4.2 sont
plus faciles a mettre en ceuvre; ainsi on propose de n’utiliser la formulation par
complémentarité sur le cone que lorsque la premieére méthode ne permet pas
d’obtenir un résultat.

4.3 Stabilisation non quadratique par retour de sor-
tie

Dans ce paragraphe nous proposons de traiter la stabilisation non quadratique par
retour de sortie des multimodeéles discrets, tout d’abord par les fonctions polyquadra-
tiques et ensuite par les fonctions quadratiques par morceaux. Les résultats relatifs
aux multimodeéles continus pour ces derniéres fonctions peuvent étre obtenus directe-
ment par extension des résultats du domaine discret. Ils ne sont pas exposés dans ce
manuscrit.

Rappelons que le multimodéle (2.37) avec la loi de commande OPDC (4.5) s’écrit

w(k+1)=> 3 p (2 (k) u; (2 (k) (A; + BiF;C) z (k) (4.97)

i=1 j=1

Dans ce qui suit, nous allons proposer des conditions suffisantes de stabilité du multi-
modele (4.97). La premiére méthode s’appuie sur les fonctions polyquadratiques sous
I’hypothese 4.1, i. e. C' de plein rang ligne (paragraphe 4.3.1). Deux approches sont
considérées ; la premiére fait usage du changement de variable proposé auparavant (pa-
ragraphe 4.2.1), la deuxiéme se raméne au retour d’état avec des structures particuliéres
sur les gains locaux. Les résultats obtenus dans ces deux cas sont exprimés sous forme
de LMZ. La deuxiéme méthode ne demande aucune hypothése sur la matrice de sortie
C' (paragraphe 4.3.3). Elle utilise les fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux
qui conduisent & des conditions suffisantes sous forme de BMZ, ce qui constitue son
principal inconvénient.

4.3.1 Cas des fonctions polyquadratiques

Considérant 'hypothése 4.1 vérifiée, nous allons étudier la stabilisation par retour de
sortie en se basant sur les fonctions polyquadratiques (1.57) et les changements de
variable appliqués dans le cas quadratique. Nous pouvons énoncer le théoréme suivant
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Théoréme 4.8 [Challc] : s’il existe des matrices symétriques P, et des matrices N;
1€ 1,, M et G vérifiant

< * G+GT—PZ ) >07V<Z7l>€]n (4.98)
P+ P; A;G + B;N,;C + A;G + B;N,C - .
< % 2(G+GT - P) >0,V (i, 4,0) € Ii<j  (4.99)
avec
CG = MC (4.100)

alors le multimodéle discret décrit en (4.97) est globalement asymptotiquement stable.

La loi de commande OPDC' (/].44) est définie par
F,=N,M! (4.101)

Preuve : rappelons que la variation de la fonction polyquadratique (1.57) le long du
systéme (4.97) s’écrit

AV (2 () = ()" (AT (Y (e 1) PAG) = 3 - () R-) 1)
- - (4.102)

avec

n n

Az) = > (2 (k) (= (k) (A + BiFO) (4.103)

i=1 j=1

Compte tenu des expressions (4.98) et (4.99), I'expression suivante est toujours vérifiée

Y mz(k+1) (Z i (2 (R))* @uig + ) (2 (k) p; (2 (k) (Puij + %‘i)) >0

1<j:1
(4.104)
avec
P, A,G+ B;N;,C
i = ¢ ’ e 4.105
& (* 2(G+GT—B)> (4.105)
ce qui est équivalent a
> i (z (k) P, a(z)G
=1 n >0 (4.106)
* G+G" = m(z(k+1) R
=1
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> (= (k Z w; (z(k+1) Pa’ (2) >0 (4.107)

avec les contraintes (4.101) et (4.100), I'expression (4.107) s’écrit
Zuz (k+1)PA(z) = > i (2 (k) P < 0 (4.108)
i=1

ce qui est équivalent & AV (z(k)) <0. m

En s’inspirant des travaux de Kim et al [Kim00] sur la stabilisation quadratique et pour
moins de conservatisme, nous proposons la synthése de la loi de commande OPDC par
les conditions suffisantes suivantes.

Théoréme 4.9 [Challc] : s’il existe des matrices symétriques Py, Qu, Qij, (1,7,1) €
I3,i < j et des matrices N;, Vi € I,, M et G vérifiant

< * 2 (G+ GT — Pz) > 2Qij,V (i,7,0) € I,,i < j (4.110)
Qll le e anl
Q.m @a >0,Viel, (4.111)
: - Q(n—l)nl
Qi Qu-tm  Qu
avec
CG=MC (4.112)

alors le multimodéle discret décrit en (4.97) est globalement asymptotiquement stable.

La loi de commande OPDC' (/}.44) est définie par
Fo— N (4.113)

Preuve : compte tenu des expressions (4.109) et (4.110) et des propriétés des fonctions
d’activation, I'inégalité suivante est vérifiée

Z py (2 (k+1)) (Z pa (2 (B))? @i+ i (2 (k) py (2 (k) (Puig + ‘I’ljz‘)) >

i<jil

Zuz (k+1)) (Zu Qu+22uz (2 (k ))sz) (4.114)

i<j:1

122



tel-00004605, version 1 - 9 Feb 2004

4.3 Stabilisation non quadratique par retour de sortie

avec ®;;; définie en (4.105). Compte tenu de la condition (4.111), on vérifie que :

D i (2 () Qu 42 g (= (k) (= (k) Qun =

i<j:1
(1) " Qu Qu e Q1 wy (1)
N2.<-> Q.IQI Qo : M2.<'> >0 (4.115)
: : Qn—1)ni :
Moy, () anl e Q(nfl)nl in o, <>

la suite de la preuve est identique & celle du théoréme 4.8. m

Remarquons que dans les deux théorémes 4.8 et 4.9, la synthése du gain F; est indépen-
dante des matrices de Lyapunov P;, ce qui constitue un avantage majeur par rapport
aux résultats issus de la méthode quadratique (paragraphe 4.2). Cependant le résul-
tat du théoréme 4.9 a permis de "relaxer” d’avantage les contraintes du théoréme 4.8.
Ces relaxations sont introduites & travers les matrices ();;; qui ne sont pas forcément
définies positives.

Dans le cas ou C' = ( T 0 ) , le théoréme suivant propose de synthétiser la loi de
commande OPDC (4.66) (i. e. le gain de retour F;) en tenant compte de sa structure
(4.67).

Théoréme 4.10 [ChaOlc] : s’il existe des matrices symétriques P, € RPP et des ma-
trices N; € R™P 4 € I,,, et G € RPP qyant les structures suivantes

Gy 0 )
N,=(Ny; 0),G= 4.116
( ) ( Ga1 Gor ( )
ot Gq1 € R, Gy € RV Goy € RO-D-0—D) et yérifiant les LMT
P, A B;N; .
( ) Gf;}_ﬂ ) >0, (i) € I2 (4.117)
P+ P, AG+ BN, +AG+ BN, o
el 4.11
(" e ) ovinenics @

alors le multimodéle (4.68) est globalement asymptotiquement stable. La loi de com-

mande (4.66) est définie par
F; = NyGit (4.119)

Preuve : les conditions sous formes de LMZ (4.117)-(4.118) sont obtenues directe-
ment des conditions (3.115)-(3.116) en substituant A4; + B;F; & Gy; avec le changement
de variable F;GT = N;. Les structures imposées aux matrices G et N; en (4.116) garan-
tissent l'existence de la solution (4.119). Les contraintes (4.117)-(4.118) assurent que
G+GT — P, >0et P, >0 ce qui garantit 1'existence de G7;' et par conséquent du
gain F;. m
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Remarques 4.2 .

— En s’inspirant du théoréme 4.9, les conditions (4.117)-(4.118) peuvent étre direc-
tement relaxées en introduisant des matrices Q;; et @;j.

— Remarquons que dans le cas des théoremes 4.8, 4.9 et 4.10, la synthése de la
loi de commande OPDC (4.66) est indépendante des matrices de Lyapunov P.
De plus en comparaison avec les conditions (4.69)-(4.72) du théoréme 4.6 (issues
de la stabilisation quadratique), aucune structure particuliére n’est imposée aux
matrices de Lyapunov P;. La matrice G, qui n’est pas forcément symétrique,
permet ainsi d’introduire une relaxation considérable par rapport aux résultats
issus de la stabilisation quadratique (voir exemple 4.3.2).

— Notons également qu’on peut toujours se ramener & une matrice de sortie de
plein rang ligne sous la forme C' = ( 0 ) . 1l suffit d’appliquer le changement
de variable Z (.) = Tz (.) ot T est une matrice réguliére telle que y (.) = CT 'z (.)
et CT'=(T 0).

Dans le cas de la colinéarité positive des matrices d’entrée, I'usage de la loi de commande
OPDC modifi¢e (4.62) avec C = ( T 0 ) permet au multimodéle (4.45) de s’écrire sans
ses termes croisés :

r(k+1) = Zﬂz ) (A; + B,F;) x (k) (4.120)

ou F; = ( F; 0 ). Ainsi les conditions de stabilit¢ du multimodele (4.120) se réduisent
aux conditions (4.116) et (4.117) du théoréme 4.10. Cependant, pour moins de conser-
vatisme nous proposons d’exploiter les conditions (3.64) qui fournissent plus de degrés
de liberté.

Théoréme 4.11 [Challc] : s’il existe des matrices symétriques S; € RPP et des ma-
trices N; € R™P et G; € RPP ¢ € I, ayant les structures suivantes

Gill O )
N,=(Ny 0),G; = 4.121

( ' ) < Gz’Ql Gi22 ( )
ot Gy € RY, Gigy € RPDE Grop € ROD-0D et werifiant les LMT

,9) € 1, 4122
AGi + B;iN; S, ) >0,Y(i,) € I (4.122)

alors le multimodéle (4.120) est globalement asymptotiquement stable. La loi de com-
mande (4.62) est définie par

F; = NaGy) (4.123)
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Preuve : la preuve est obtenue par application directe des conditions (3.64) en sub-
stituant A; + B, F; & A; avec le changement de variable N; = F;G;. L’existence de G;ﬁ
est assurée par la contrainte G; + G > S; > 0. m

L’avantage de cette formulation est d’introduire différentes matrices G; non symé-
triques. Les gains F; ne dépendent plus d’une matrice unique G, ce qui est synonyme
de moins de conservatisme.

4.3.2 Exemple illustratif

L’exemple suivant permet de comparer les résultats issus des deux théorémes (4.8 et
4.9). Considérons le multimodele discret suivant décrit par deux modeéles locaux :

~1.3 047 2.4
Al_( 0 0.5)’31_(4.7)’01_(1 0)

-0.3 0.5 0.3
A2=< 06 0'5),32:(2'2),02=(1 0) (4.124)

Les conditions de stabilisation (4.109)-(4.111) du théoréme 4.9 sont réalisables et abou-
tissent aux résultats suivants :

P ( 231.1151 —24.7835) <317.2137 32.6572 )
1= ) 2 = )

—24.7835 708.8690 32.6572  695.1096

o 246.4290 0
\ —20.5447 704.6203

2

Les gains de la loi de commande OPDC, u (k) = ) u, (2 (k)) Fiy (k) , sont

i=1
Fy =0.3294, F, = 0.1375 (4.125)

Un exemple de simulation du multimodéle avec la loi de commande OPDC dont les
gains sont définis en (4.125) et les fonctions d’activation en (4.126) est présenté par la
figure 4.2.

i (& (k) = 1= py (& (k) = 5 (1 — tamh (= (k) (4.126)

N =

Remarquons que les conditions (4.98)-(4.99) du théoréme 4.8 ne sont pas réalisables et
il en est de méme pour celles (4.57)-(4.59) du théoréme 4.5 issues de la stabilisation
quadratique.
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F1c. 4.2: Stabilisation non quadratique par retour de sortie du multimodeéle (4.124)
avec la loi de commande OPDC.

4.3.3 Cas des fonctions quadratiques par morceaux

Les résultats de stabilisation par retour d’état que nous avons établis via la loi de
commande PDC dans le domaine discret en utilisant la fonction candidate de Lyapunov
(1.59) sont étendus a la stabilisation par retour de sortie (loi de commande OPDC).
Ainsi, il suffit de remplacer dans les théorémes 3.15 et 3.16 G;; = A; — B,K; par
A; + B, F;C. Le résultat suivant peut étre obtenu :

Théoréme 4.12 [ChalOlc] : supposons qu’il existe des matrices symétriques Q > 0,
P, > 0, des matrices FI; et des scalaires T;j,; > 0 tels que

Pk—(T—l)Q—lzn:lTikz(Pk—B) *

= >0, V (i,k)el? (4.127)
Py, (Ai + B,F;C) By

4Pk+4Q_ZTijkl(Pk_B> X
=1

- >0,V (i,5,k) € I3i<j (4.128)

alors le multimodéle (4.45) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve : ces conditions sont obtenues directement & partir du théoréme 3.15 en sub-
stituant Az + BIFJC a Gij = Az — BZKJ |
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Dans le cas de la loi de commande OPDC modifiée, les conditions de stabilisation se
résument aux conditions suivantes

Pk_ZTikl(Pk_Pl) *
=1

>0 (4.129)

Ces conditions sont exprimées sous forme de BMZ en P, F; et ;. La méthode de
linéarisation décrite au paragraphe 3.4.1.1 peut étre utilisée. La formulation LMZT
correspondante a ces BMT s’obtient en substituant a Py (A; + B; F;C), 'expression :

avec Py + 6P, > 0, auxquelles il faut ajouter les contraintes (?7) assurant la validité
de 'approximation.

Exemple 4.2 .

Considérons le multimodeéle discret de [Yon00] décrit par deux modeéles locaux

0 1 0.5
A1_<—0.6 1.6)’31_(1.2>’01_(1 0)

A2:<_8.9 1%8>,32:(1(.)4>,02:(1 0) (4.131)

pour lequel les auteurs ont proposé une loi de commande PDC basée observateur. Par
la suite nous proposons une loi de commande OPDC pour cet exemple. La synthése de
cette loi de commande est basée sur les conditions de stabilisation (4.127)-(4.128) du
théoréme 4.12 linéarisées en (4.130) en tenant compte des contraintes sur P;, P, F] et
Fs

(Po 6P, (C | Fol))® 6FT .
<6B~ Py >0, §F, 7 >0, 1€ I

Avec ¢ = 0.2, les valeurs initiales
30 —30 3 -3
Py = Py =
10 (—30 30 ) 20 <—3 7 )
Fio=—10, F50 = —20
et
Tie =1, T122 =2, Tor2 =1, Too1 =2, Tizi2 =1, 71201 =0 (4~132)

les contraintes linéarisées sont réalisables et aboutissent, a la 14°"¢ itération, aux ré-
sultats suivants :
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1.7164 —1.5593 1.7130 —1.5563 0.0071  —0.0062
Pl - y 42 — 7Q =

—1.5593 1.7311 ~\ —1.5563  1.7279 —0.0062  0.0068

Les gains de retour de la loi de commande OPDC sont :

Fy = —0.1757, F, = —0.0632 (4.133)

4.3.4 Conclusion

A travers ce quatriéme chapitre, nous avons proposé des conditions suffisantes permet-
tant la synthése de lois de commande statique par retour de sortie (loi de commande
OPDC). Différentes approches ont été considérées; la premiére s’appuie sur ['utilisa-
tion des fonctions de Lyapunov quadratique. Dans ce sens, une formulation LMZ par
complémentarité sur le cone (théoréme 4.7) ainsi que par transformation en LMZ du
probléeme BMZ de départ (théorémes 4.1 et 4.2) ont été proposées. Si la premiére
formulation n’impose aucune restriction, la deuxiéme suppose une matrice de sortie C
unique et de plein rang ligne. Dans un deuxieme temps, cette étude a été basée sur les
fonctions non quadratiques. En se basant sur les fonctions polyquadratiques les résul-
tats obtenus dans le domaine discret sont sous formes de LMZT alors que ceux obtenus
par les fonctions quadratiques par morceaux sont sous formes de BMZ. Ces derniers
résultats posent le probléme de résolution numérique. Notons également la grande dif-
ficulté a formuler, par la méthode polyquadratique, des résultats satisfaisants pour le
domaine continu. La méthode demande des études plus approfondies pour aboutir &
des résultats moins pessimistes et résolubles numériquement.
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"Il y a de l'apparence qu’on tirera un jour des
conséquences bien utiles de ces paradoxes, car il
n’y a guére de paradoxes sans utilité” G. W. Von
Leibnitz.

Les méthodologies développées dans ce mémoire de thése sont essentiellement théo-
riques. Elles sont dédiées & 'analyse et la synthése de lois de commande pour les
systémes non linéaires décrits par des structures multimodeéles. Leur établissement fait
appel exclusivement & la deuxiéme méthode de Lyapunov et au formalisme LMZ. Au
dela de I'outil mathématique, leurs mises en oeuvre nécessitent souvent le recours a des
algorithmes numériques tels que la linéarisation de BMZ, la minimisation de trace, la
prise en compte de contrainte de rang.

L’étude que nous avons menée est organisée en deux parties : la premiére traite I’analyse
de la stabilité par des fonctions de Lyapunov quadratiques, la deuxiéme fait appel aux
fonctions de Lyapunov non quadratiques.

Ainsi, en se basant sur les propriétés des M-matrices, une classe de multimodéles accep-
tant des fonctions quadratiques sont étudiées et des conditions suffisantes de stabilité
sont proposées [Cha02g]. La stabilisation par retour d’état non linéaire a ensuite été
considérée. Les conditions obtenues s’expriment sous forme de BMZ. Des algorithmes
permettant de résoudre localement ou globalement ce genre de probléme non convexe
sont utilisés. Afin d’améliorer les performances de synthése (de régulateurs PDC ou de
multiobservateurs), nous avons proposé des conditions moins conservatives sous forme
LMT permettant de fixer le taux de décroissance de 'erreur d’estimation. En effet,
cette contrainte de performance est garantie en reportant le probléme uniquement sur
les termes dominants supposés commandables, ce qui permet de maintenir les relaxa-
tions au niveau des termes croisés.

Une loi de commande statique non linéaire basée sur le retour de sortie est également
proposée [Cha02a] [Cha02h]. Deux techniques de synthése de cette loi de commande
sont exposées. La premiére est basée sur une formulation convexe sous forme de LMZ
[Cha02h] ; nous avons également considéré le probléme de placement de poles formulé
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en terme de LMZ. La deuxiéme technique quant a elle, est basée sur la transformation

du probléme (non convexe) de synthése en un probléme de complémentarité sur le cone
[Cha02a).

Les techniques de synthése basées sur le retour d’état nécessitent la disponibilité de tout
le vecteur d’état. Comme cette condition est rarement vérifiée, 'usage d’un observateur
devient nécessaire. Ce multiobservateur est construit par interpolation d’observateurs
locaux de type Luenberger [Cha02f][Cha02b]. Dans un premier temps, le cas ou 'on
dispose de variable de décision mesurables est ¢tudi¢ [Cha02f]. Pour remédier a cette
hypothése souvent difficile a vérifier, nous avons traité le cas des variables de déci-
sion non (toutes) mesurables [Cha02b][Cha02d]. Les conditions de synthése obtenues
s’expriment sous forme de BMZ difficiles & linéariser par les techniques classiques de
changement de variable. Dans ce sens, nous avons proposé une procédure de résolu-
tion basée sur le découplage des variables de synthése (gains de I'observateur et du
régulateur)[Cha02d][Cha02b]. La méthode proposée permet de synthétiser séparément,
mais séquentiellement, les gains de 'observateur et du régulateur.

L’intérét des résultats obtenus vient du fait que la recherche d’une fonction de Lyapunov
commune (et des gains de retour d’état dans le cas de la stabilisation) est facile & mettre
en oeuvre et peut étre énoncée comme un probléme d’optimisation convexe en terme
de LMZT résolu efficacement. Cependant, la méthode quadratique s’est avérée tres
conservative du fait que cette approche néglige toutes les informations contenues dans
les fonctions d’activation. Ces contraintes deviennent plus conservatives encore si ’on
ajoute des contraintes de performance du systéme corrigé.

Pour réduire le pessimisme de la méthode quadratique, nous avons mené I’étude de
stabilité des multimodeles en considérant deux types de fonction de Lyapunov non
quadratiques.

La premiére, dite polytopique ou multiquadratique, est de la forme V (z (t),z (t)) =
z ()" S (2 (t)) Pz (t), Py > 0. Elle est construite par interpolation de fonctions
de Lyapunov quadratiques locales & travers les mémes fonctions d’activation que le
multimodeéle lui méme. L’étude de ce type de fonction a permis, dans le cas continu,
d’obtenir des conditions de stabilité sur la variation de 1’état [Cha00][Cha02e]. Ces
résultats s’avérent trés utiles lorsqu’aucune fonction de Lyapunov quadratique ne peut
étre trouvée [Cha02e].

Le deuxiéme type de fonction de Lyapunov est de la forme V' (z) = max (V4 (x) , .., V,, (x))
avec V; (z) = 2 Pyx, P; > 0,1 € I,,. Il s’agit de fonctions de Lyapunov non quadratiques.
Ces fonctions, dites quadratiques par morceaux, sont utilisées conjointement avec la
procédure S pour réduire le pessimisme des résultats quadratiques. Les conditions de
stabilité obtenues sont formulées sous forme de LMZ [Cha02c|. Ces résultats, assez
satisfaisants dans le domaine continu et discret, ont abouti & réduire considérablement
le conservatisme de la méthode quadratique. Ce type de fonction permet d’envisager
des extensions intéressantes concernant la commande par retour d’état ou par retour
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de sortie et également & propos de 'estimation d’état des multimodeles [ChaOlc|. Les
résultats obtenus sont bilinéaires en les variables de synthése. Des formulations LMZ
sous contraintes de rang ou en utilisant des algorithmes de linéarisation existants sont
proposées.

Malgré ces développements, certains axes méritent des réflexions plus approfondies.
Les perspectives demeurent nombreuses et doivent étre orientées vers la diminution du
conservatisme des conditions qui peut intervenir aux niveaux suivants :

— L’utilisation des fonctions candidates de Lyapunov polyquadratiques et quadra-
tiques par morceaux ont permis de réduire le conservatisme des résultats issus
des fonctions quadratiques. Explorer d’autres classes de fonctions de Lyapunov
reste un moyen possible de réduction de conservatisme.

— Le choix systématique des lois de commandes PDC, CDF (ou de structures déri-
vées) n’est pas toujours une bonne démarche. L’idée pourrait étre de combiner ces
derniéres avec des méthodes issues des systémes non linéaires. Un exemple d'une
telle démarche est présenté dans [MorOOa] et constitue une piste intéressante.

— Les conditions d’analyse et de synthese issues de la méthode polyquadratique dans
le domaine continu, demande des réflexions plus approfondies pour aboutir a des
résultats moins pessimistes et résolubles numériquement. La littérature récente
sur ce sujet propose des pistes intéressantes notamment & travers [TanOla] qui
propose une formulation LMZ du probléme de synthése.

— La plupart des méthodes actuelles basées LMZ, demandent la stabilité de tous
les modeles locaux (A;) (a part celle de Blanco [Bla01b] issue de la méthode qua-
dratique et qui demande des fonctions d’activation particuliéres qui n’atteingnent
pas les bornes, i. e. 0 et 1). Nous pensons qu’il n’y a pas nécessité a considérer
la stabilité du modele local (i) quand celui-ci correspond seulement & un point
transitoire et non & un point d’équilibre. Cette ”constatation” permettrait de
réduire le conservatisme des résultats d’analyse actuels. Ceci permettrait égale-
ment, a notre avis, de réduire le conservatisme des hypothéses trés contraignantes
de "multicommandabilité” et de "multiobservabililité”.

— Les conditions proposées dans le chapitre 3 utilisant les fonctions quadratiques par
morceaux et concernant la stabilisation et ’estimation d’état, garantissent uni-
quement la stabilité asymptotique. Le probléme de performances du multimodéle
corrigé, la synthése d’une loi de commande stabilisante basée sur un observateur
et, par suite, la propriété de séparation ne sont pas abordés. Ces points peuvent
constituer une perspective intéressante de ce travail. Ces conditions ont aboutit
a des contraintes non convexes qui posent des problémes numériques et qui de-
mandent des efforts supplémentaires pour adapter des algorithmes existants dans
ce domaine.
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Régions LMT

A.1 Définition d’une région LMZ

Un sous-ensemble D du plan complexe est appelé région LMZ d’ordre n s’il existe une
matrice symétrique o € R™” et une matrice 5 € R™” telles que :

D={z2€C:fp(z)=a+B2+3"2<0} (A.1)

On peut remarquer que la fonction caractéristique f de variable complexe z prend ses
valeurs dans ’ensemble des matrices Hermitiennes d’ordre n et qu’'une région LMZT est
symétrique par rapport a I'axe réel puisque f2 (2) = fp (z). Cette derniére propriété
est souvent vérifiée par les régions utilisées pour I’étude de la D-stabilité! d’une matrice
réelle puisque le spectre d'une matrice réelle est auto-conjugué.

Théoréme A.1 [Chi96b][Chi96a] : soient A € R™™ et D une région LML définie par
(A.1). La matrice A est D-stable si et seulement s’il existe une matrice X € R™",
symétrique définie positive, telle que :

Mp(AX)=a® X+ 08 (AX)+ " @ (AX)" <0 (A.2)

Pour tester la D-stabilité d'une matrice réelle dans une intersection de régions LMZ,
les auteurs de [Chi96b] ont montré qu’'une seule solution symétrique définie positive a
cette LML est nécessaire.

Considérons la région D résultante de l'intersection de r sous-régions LMZ D;. Les
valeurs propres d’'une matrice réelle appartiennent & D si et seulement s’il existe une
matrice X € R™" symétrique définie positive, telle que :

Mp (A X)=0; @ X +3,® (AX) + 7 @ (AX)T <0,i eI, (A.3)

1On dit d’une matrice A qu'elle est D-stable si et seulement si toutes ses valeurs propres sont
strictement contenues & l'intérieur d’une région D du plan complexe
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ce qui est équivalent a :

Mp (A, X)=a® X + 8 (AX) + 8" @ (AX)" = diag (Mp, (A, X)) < 0,i € I,
(A.4)

ou :
a = diag (aq, ..., ), B =diag (By,...,5,) (A.5)

Cette inégalité montre clairement que D peut elle-méme étre formulée comme une
région LMZ. Ceci montre que 'approche LMZT permet de considérer la méme matrice
X pour toutes les sous-régions de 'intersection tout en préservant la nécessité de la
condition de D-stabilité.

A.2 Exemples de régions LMZ intéressantes

L’inégalité (A.2) peut également s’écrire sous la forme suivante :

anX + 01 AX + 0By (AX>T o aX + B, AX + B, (AX)T
: : <0 (A.6)
ol p;; et ¢;; représentent les éléments (7, j) de o et 3 respectivement.
— Demi-plan gauche ouvert
Re(z) <0 2+2<0 (A.7)

11 suffit de prendre @ = 0 et § = 1. De l'expression (A.7) on déduit la LMZ

suivante :
AX +(AX)" <0 (A.8)
— a-stabilité
Re(z) < —a<2a+2+2<0 (A.9)

11 suffit de prendre @ = 2a et 8 = 1, ce qui donne la LMZT :

2aP + AX + (AX)" <0 (A.10)
— Bande verticale
—2as+2z+7% 0
A1l
a1<§Re(z)<ag<:>( 0 2a1—(z+2)><0 (A.11)
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A.2 Exemples de régions LMZT intéressantes

Il suffit de prendre o = < —2a; 0 ) et 0 = ( L 01 ), ce qui donne la
. _

0 2a 0
LMTL
—2a,X + AX + (AX)" 0 Ao
0 20, X — (AX+ (AX)T) <0 (A-12)
— Bande horizontale
—2a z-—z
3 Al
|\sm(z)|<a<i><_Z_i_Z —2a><0 (A.13)
11 suffit de prendre o = —2a 0 et 0= 01 , ce qui donne la LMZ :
0 2a -1 0
—2aX AX — (AX)T
0 A.14
( CAX 4 (AX)T 2aX ) = (A.14)
— Disque de rayon R et de centre (q, 0)
—R z—q
- Al
|z q|<R<:>(2_q _R)<O (A.15)
11 suffit de prendre o = R et B = 01 , ce qui donne la LMT :
—q —R 0 0
—RX —qgX + AX
Al
( —gX +(AX)"  —RX ) <0 (4.16)

Dans le cas ot R = 1 et ¢ = 0 (ce qui correspond au cas discret), on obtient :
ATXA - X <0.

— Secteur conique

aRe (2) + [b.Sm (2)] < 0 = ( Z((jfg ;b(it;) ) <0 (A.17)

11 suffit de prendre o = < 8 8 ) et B = < Z _ab ), ce qui donne la LMZ :

( a (AX + (AX)T§ b (4X — (4x)") ) <0 (A.18)

b(AX = (AX)T) o (AX +(4X)")
Ona:0<9<§,cos(0):ﬁ, sin (0) = W
En effet :

sin (0) (AX +(AX)")  cos () (AX — (AX)" 0 A19
— cos (0) (AX—(AX)T) sin (0) (AX + (AX)" - (A
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Annexe B

Probléme de complémentarité sur
le cone

Dans le but de pouvoir utiliser les outils de résolution des inégalités matricielles [Gah95|
[Nik95], toutes les conditions doivent nécessairement étre convexes. La présence de
conditions non convexes rend en général le probleme NP-difficile.

Considérons le probléme non convexe en V, W et Z suivant :

7w
VW o= T (B.2)

FV.W,2) > o,<V I)zo (B.1)

ou V, W sont des matrices symétriques de méme dimension et F'(.) est une fonction ma-
tricielle affine symétrique. Les inégalités (B.1) représentent ’ensemble des contraintes
LMZI du probléme et la condition (B.2) la contrainte non convexe. Le probléme de
complémentarité sur le cone correspondant est

minimiser Tr (VW) sous les contraintes (B.1) (B.3)

Le théoréme suivant garantit I’existence d’une solution au probléeme si et seulement si
le minimum de (B.3) est p [Elg97].

Théoréme B.1 : soient V et W deux matrices symétriques définies positives de RPP

(‘I/vf/)zo (B.4)

Alors VW =T si et seulement si Tr(VW) = p.

telles que
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ChapitreB. Probléme de complémentarité sur le cone

B.1 Linéarisation et algorithme

L’heuristique proposée dans [Elg97] pour résoudre ce probléme repose sur une méthode
de linéarisation introduite par Frank & Wolfe. L’heuristique prend alors la forme d’une
suite de conditions LMZ :

1. Trouver Vg, Wy et Zy qui satisfont les contraintes LMZ (B.1). Si le probléme est
réalisable, arréter. Sinon, poser k = 1.

2. Les matrices V_1, Wy_1 et Z,_1 étant fixées, trouver V;, W} et Z, solutions du
probléeme LMT

minimiser Tr (Vi Wy + Wi_1Vi) sous la contrainte (B.1)

3. Si objectif T'r (Vy_1W) + Wy_1V}) atteint un point stationnaire, arréter. Sinon,
poser k =k + 1 et aller a (2).

B.2 Propriétés de ’algorithme

Nous rappelons quelques propriétés fondamentales de cet algorithme.
Théoréme B.2 : soit (ty) la suite définie par Tr (Vi i Wy + Wi_1Vi) k>0
1. La suite (t) est minorée : ¥ k < 1,tx > 2p.
2. La suite (ty) est décroissante.
3. La suite (ty) converge vers to > 2p.

4. too = 2p si et seulement si VW =1 a ['optimum.

Le probléme de la convergence de la suite souléve le probléme du critére d’arrét. Dans
le cas de la stabilisation quadratique par retour statique de sortie d'un systéme LTI,
un critére est proposé dans [Elg97].
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Annexe C

Propriétés des M-matrices

Ces définitions se trouvent dans [Fos93].

Définition C.1 : Z-matrice
Une matrice A = (a;;) € RP? dont tous les termes extra-diagonaux sont négatifs ou
nuls est appelée Z-matrice.

Théoréme C.1 : M-matrice
Pour qu’une Z-matrice A soit une M-matrice, il faut et il suffit qu’une des propriétés
suivantes qui sont équivalentes entre elles, soit vérifiée :

— Toute valeur propre de A a sa partie réelle positive,
— Tous les déterminants mineurs principaux de A sont positifs,
— AL existe et est non négative (tous ses éléments sont positifs ou nuls),

— Il existe un vecteur v positif (v # 0), tel que le vecteur Av est aussi un vecteur
strictement positif,

— A est une matrice a diagonale quasi-dominante positive, i. e. il existe un ensemble
de réels k; tels que :

p
Iijajj — Z K; |Cl,z'j| > O,VJ € Ip
i#£j:1
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ChapitreC. Propriétés des M-matrices
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Annexe D

Différentes formes de multimodéles

On peut énumérer différentes formes de multimodeéles selon que 1’on fait la segmentation
sur Pentrée ou sur la sortie (i. e. sur les variables d’état mesurables) et aussi selon la
nature du couplage entre les modéles locaux. Cependant on peut noter cing structures
de multimodéles groupées en deux classes :

— modeles locaux couplés

— modeles locaux découplés
Au lieu d’un modéle sous forme entrée-sortie, souvent utilisé en identification, la re-
présentation d’état est de loin plus adoptée en analyse des multimodeles. De méme,
la commande des processus représentés par des multimodéles adopte la représentation
d’état afin d’étendre au cas non linéaire des techniques de commande par retour d’état.
La construction d’observateurs non linéaires, appelés multiobservateurs dans le cadre
de 'approche multimodele, requiert aussi des modeéles locaux exprimés sous la forme

de modele d’état. On se contentera par la suite de la forme discréte de la représentation
d’état.

D.1 Modéles locaux couplés

Considérons le systéme non linéaire suivant

z(k+1) = f(z (k) + B(x (k) u(k)
y (k) =g (x (k)

La représentation multimodele de (D.1) obtenue par interpolation de n modéles locaux

(D.1)

est

z(k+1) = Z pi (2 (k) (Aiz (k) + Biu (k) (D.2)

y (k) = Z pi (2 (k) Ciz (k)
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ChapitreD. Différentes formes de multimodeéles

ou p, (z (k)) est la fonction d’activation relativement au modele local i dépendante du
vecteur des variables de décision z (k).

Remarques D.1 :

— Chaque modeéle local 7 n’est valable que dans I’espace engendré par la fonction
d’activation p; (2 (k)) correspondante méme si les variables = (k) et y (k) sont
globales.

— Dans le cas général, la segmentation est fonction de I’état mesurable (ou d’une
combinaison de I’état mesurable, la sortie du systéme en l'occurrence) et éven-
tuellement de ’entrée.

Cette structure est la plus utilisée en analyse aussi bien qu’en synthése des multi-
modeles. Une autre variante de la structure (D.2) est proposée dans [Lia99]. Cette
structure simplifiée, qui est basée sur un modele LTT unique pondéré par des scalaires
ki € R, permet de réduire le nombre de paramétres & optimiser. La représentation
multimodeéle a la forme suivante :

z(k+1)= Zui (z (k) ki (Az (k) + Bu (k)), i € I, (D.3)

Les structures suivantes peuvent étre vues comme des variantes de la structure (D.2).
Il s’agit d’une interconnexion de n modeéles en paralléle dont la pondération est réalisée
sur les entrées ou sur les sorties locales [Rag01]. La sommation de ces derniéres fournit
la sortie globale du systéme

— Modéles locaux couplés avec segmentation de ’entrée
Structure du modele local 7 :
v (k+1) = Aw(k)+ Bu(k), u(k)=p,(z (k) u(k) (D.4)

Le modele global est obtenu par sommation directe des modeles locaux couplés (figure
D.1) de la fagon suivante :

n

rk+1) = > (Aix (k) + Bu (k)) (D.5)

i=1

y(k) = Zyi(k)vieln

— Modeéles locaux couplés avec interpolation des sorties locales
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D.2 Modéles locaux découplés

Ha(z(k))
+ >
p Modédelocal 1
) : _ (9
——p Hn(z(k)) = . L »
v, Ly $
I p| Modédelocal n
Fic. D.1: Modéles locaux couplés avec segmentation de l’entrée.
Ha(z(k))
, v
p/ Modelelocal 1 L
" ()
—» Mn(2(k) = —>
|, v, ¢
L »| Modéelocal n —p

F1G. D.2: Modeles locaux couplés avec interpolation des sorties locales.

Structure du modéle local 7 :

Le modele global est interpolé par pondération des modeles locaux (figure D.2) de la
facon suivante :

z(k+1) = Z pi (2 (k) (Aiz (k) + Biu (k) (D.7)

v = (0w (k) i€ 1,

D.2 Modéles locaux découplés

Dans les cas précédents, les modeles locaux sont couplés du fait de l'utilisation de
la sortie globale dans leurs expressions. Une autre représentation multimodeéle est de
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Ha(z(k))

v

Modéelocal 1 L >

y(k)

u(k)

Hn(z(k))

v 1

l

Modéelocal n —p

FiG. D.3: Modeles locaux découplés avec interpolation des sorties locales.

considérer que les modeéles locaux sont totalement découplés.

— Modéles locaux découplés avec interpolation des sorties locales

Il s’agit d’une interconnexion de n modeles en paralléle dont les sorties locales sont
pondérées par les fonctions d’activation, leur sommation fournit la sortie globale du
systeme.

Le modele local i peut s’écrire sous la forme d’équation d’état

zi(k+1) = Aux; (k) + Bu(k) (D.8)

Le modeéle global peut étre interpolé par la sommation pondérée des variables d’état
et de sortie (figure D.3) de la fagon suivante :

r(k+1) = Z pi (2 (k) (Ai (k) + Biu (k) (D.9)

y(k) = Zm(z(k))yi(k),z'efn

— Modéles locaux découplés avec segmentation de ’entrée

L’architecture de ce découplage reste la méme que précédemment sauf que les pondé-
rations sont réalisées au niveau de I'entrée.

Structure du modéle local 7 :

zi(k+1) = Aw; (k) + Bu(k), u(k) = p; (z (k) u(k) (D.10)
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D.2 Modéles locaux découplés

Ha(z(K))

v

L »{ Modéelocal 1

" . - y(K)
—» Mo(z(K)) = :

- p{ Modéelocal n J

Fic. D.4: Modéles locaux découplés avec segmentation de ’entrée.

Le modele global est interpolé de la fagon suivante (figure D.4) :

n

rk+1) = Y (Aixl- (k) + Byu (k)) (D.11)

i=1

y(k) = Zyi(k)vieln
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