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RÉSUMÉ.L’Analyse en Composantes Principales (ACP) est largement utilisée pour le diagnostic
de fonctionnement de système. Cependant, l’un des inconvénients majeurs de l’ACP résulte de
l’utilisation de techniques d’estimation par moindres carrés, techniques qui échouent souvent
à s’affranchir des biais de mesure accidentels. Ce papier présente uneprocédure de détection
et de localisation de défauts de mesure. La méthode proposée ne nécessite pas d’étude prélimi-
naire relative à la détection et au rejet de valeurs aberrantes dans les données utilisées pour la
conception du modèle ACP. Le modèle ACP obtenu étant robuste, c’est-à-dire non contaminé
par les valeurs aberrantes, son utilisation pour le diagnostic est alors efficace.

ABSTRACT.Principal component analysis (PCA) is a powerful fault detection technique which has
been widely used in process industries. However, a main drawback of PCA is that it is based on
least squares estimation techniques and hence fails to account for outliers which are common
in physical processes. This paper is concerned with the fault detection and isolation problem.
The proposed method does not require a data matrix without outliers for a PCA model design.
Indeed, the approach directly uses the eventually corrupt database to elaborate a robust PCA
model allowing fault detection. Then reconstruction principle and fault signatures analysis are
used for fault isolation.

MOTS-CLÉS :Valeurs aberrantes, analyse en composantes principales, robustesse, signature de
défauts, détection de défauts, localisation de défauts.

KEYWORDS:Outliers, principal component analysis, robustness, fault signature, fault detection,
fault isolation.
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1. Introduction

L’analyse en composantes principales est une technique numérique bien éprouvée
dans le domaine du traitement de données pour réduire la dimension de l’espace de
représentation d’un système (Jolliffe, 1986).

L’ ACP est essentiellement basée sur la mise en évidence de relations linéaires
entre les variables et présente un caractère d’optimalité au sens d’un critère portant
sur l’erreur quadratique d’estimation en valeur moyenne (MSE). Il est bien connu
que l’estimation basée sur l’utilisation de critères de type MSEest moins robuste aux
valeurs aberrantes que celle issue d’autres critères commecelui de l’erreur en valeur
absolue (Hubertet al., 2005).

Pour tolérer la présence de valeurs aberrantes, une analyseen composantes prin-
cipales robuste peut être conduite en calculant une matricede covariance des données
robuste, cette matrice étant un point clef pour la recherchedu modèleACP. Dans
(Fekri et al., 2003), les auteurs définissent une matrice de variances et covariances
"locale" en ce sens que la forme proposée tend à privilégier la contribution d’obser-
vations proches au détriment d’observations éloignées dues à la présence de valeurs
aberrantes.

Notre présentation est consacrée au problème de détection et de localisation de
défauts dans des données qui résultent, en général, de dysfonctionnements du procédé
ou du système d’acquisition de mesure. La contribution porte essentiellement sur la
détection de valeurs aberrantes et leur localisation en utilisant des outils complémen-
taires : l’analyse en composante principale robuste, la reconstruction de données et
l’analyse de résidus. La section 2 est un bref rappel, d’une part, de l’analyse en com-
posantes principales dans le cas classique et, d’autre part, de l’analyse en composantes
principales robuste aux valeurs aberrantes. Une procédurede détection et de localisa-
tion des valeurs aberrantes est ensuite proposée en section3, puis, en section 4, est
appliquée à un exemple où plusieurs variables sont simultanément en défaut.

2. Principe de l’analyse en composantes principales

Soit une matrice de donnéesX ∈ ℜN×n, de vecteurs lignesxT
i , qui rassemble les

N mesures effectuées sur lesn variables du système.

2.1. Approche classique

Dans le cas de l’ACPclassique, les données sont supposées être recueillies surun
système ayant un fonctionnement normal (absence de défauts).

L’ ACPdétermine une transformation optimale (vis-à-vis d’un critère de variance)
de la matrice de donnéesX :

T = XP et X = TPT (1)
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T ∈ ℜN×n est la matrice des composantes principales etP = [p1 p2 . . . pn] ∈
ℜn×n, où les vecteurs orthogonauxpi sont les vecteurs propres correspondant aux
valeurs propresλi de la décomposition en valeurs et vecteurs propres de la matrice de
covariance (ou de corrélation)Σ deX :

Σ = PΛPT avec PPT = PT P = In (2)

avecΛ = diag(λ1 . . . λn) une matrice diagonale où les termes diagonaux sont ordon-
nés dans l’ordre décroissant.

Il est bien connu que l’analyse des valeurs propres de la matrice Σ de covariance
renseigne sur le nombre de composantes principales à retenir (Jolliffe, 1986). Une fois
déterminé le nombreℓ de composantes à retenir, la matriceX des données peut être
approximée. Pour cela la matrice des vecteurs propres est partitionnée sous la forme :

P =
(

P̂ P̃
)

P̂ ∈ Rn×ℓ (3)

A partir de la décomposition (1), on peut alors expliciter lapartie principaleX̂ des
données expliquées par lesℓ premiers vecteurs propres et la partie résiduelleX̃ expli-
quée par les composantes restantes :

X̂ = XP̂ P̂T = XCℓ (4)

E = X − X̂ = X(I − Cℓ) (5)

2.2. Approche robuste

Une difficulté majeure de l’ACPprovient de sa sensibilité aux valeurs aberrantes.
Dans (Fekriet al., 2003) les auteurs définissent une matrice de covariance "locale" qui
tend à privilégier la contribution d’observations prochesau détriment d’observations
éloignées dues à la présence de valeurs aberrantes. Cette matrice est définie par :

V =

N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1

wi,j(xi − xj)(xi − xj)
T

N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1

wi,j

(6)

où les poidswi,j sont eux-mêmes définis par :

wi,j = exp

(

−
β

2
(xi − xj)

T Σ−1(xi − xj)

)

(7)

β étant un paramètre à régler pour obtenir effectivement une réduction de l’influence
des observations éloignées, les auteurs préconisant une valeur voisine de2. L’ACP
peut alors être conduite sur cette "nouvelle" matrice de covariance réputée robuste
vis-à-vis des valeurs aberrantes grâce à la présence de poids adaptéswi,j .
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3. Détection de défauts

L’ ACPpeut être utilisée pour la détection de défauts, les défautsse traduisant par
des données aberrantes que l’on peut mettre en évidence par projection dans certains
espaces. Tout d’abord, on rappelle comment reconstruire unensemble der variables
parmi n à partir desn − r variables restantes. Puis, on montre l’utilisation de cette
reconstruction pour la détection de données aberrantes.

3.1. Reconstruction de données

En considérant les résultats rappelés à la section 2, on peutécrire la décomposition
suivante :

x = x̂ + x̃, x̂ = Cℓ x, x̃ = (I − Cℓ) x (8)

dans laquellêx et x̃ sont respectivement la projection dex sur les espaces engendrés
par lesℓ composantes principales et lesn− ℓ composantes restantes (espace résiduel).

Soit R l’ensemble des indices des variables reconstruites,le vecteur̂xR correspon-
dant à la reconstruction de cesr variables est donné par (Duniaet al., 1998) :

x̂R = GR x (9a)

GR = [I − ΞR(Ξ̃T
RΞ̃R)−1Ξ̃T

R)], Ξ̃R = (I − Cℓ) ΞR (9b)

où la matriceΞR ∈ ℜn×r est la matrice des directions de reconstruction constituéede
0 pour indiquer une variable non reconstruite (respectivement, de 1 pour une variable
reconstruite). Par exemple, prenons le cas où on souhaite reconstruire les variables
R = {2, 4} parmi 5 variables, la matriceΞR est de la forme :

ΞR =

[

0 1 0 0 0
0 0 0 1 0

]T

On remarque que dans le cas où(Ξ̃T
RΞ̃R)−1 existe, lesr variables sont reconstruc-

tibles sinon elles ne sont que partiellement reconstructibles.

La structure particulière de la matriceGR montre bien que seules les composantes
du vecteurx associées à l’ensembleR sont reconstruites à partir du modèleACPréduit
à ℓ composantes principales robustes et desn − r autres composantes dex.

3.2. Génération de résidus structurés

Dans l’objectif du diagnostic, l’estimé (9a) peut être comparé aux mesures, ce qui
permet de construire un résidu (Duniaet al., 1998). Il est défini par la projection du
vecteur des variables reconstruites dans l’espace résiduel :

x̃R = P
(ℓ)
R x (10)

P
(ℓ)
R = (I − Cℓ) GR (11)
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Propriété. La matrice de projectionP (ℓ)
R vérifie les deux propriétés suivantes :

P
(ℓ)
R ΞR = 0, ΞT

R P
(ℓ)
R = 0 (12)

Par conséquent, les composantes dex̃R ne sont donc pas sensibles aux compo-
santes dex correspondant aux indices contenus dans l’ensembleR. Cette propriété
est utilisée pour localiser les composantes dex affectées par un défaut.

Pour préciser ce point fondamental, considérons le cas d’une donnée sainex∗ cor-
rompue par un bruit de valeur moyenne nulleǫ et d le vecteur des amplitudes des
défauts agissant dans les directionsΞF :

x = x∗ + ǫ + ΞF d (13)

Dans cette expressionx∗ est la vraie valeur (et donc satisfait au modèleACP ) etx est
une observation disponible dex∗. En vertu de (10), le résidu calculé en reconstruisant
lesr composantes dex s’explicite :

x̃R = P
(ℓ)
R (x∗ + ǫ + ΞF d) = P

(ℓ)
R (ǫ + ΞF d) (14)

dont l’espérance mathématique vaut :

E(x̃R) = P
(ℓ)
R ΞF d (15)

– si la direction de reconstructionΞR est celle des défauts, alors toutes les compo-
santes du vecteurP (ℓ)

R ΞF sont nulles etE(x̃R) = 0,

– si la direction de reconstructionΞR est différente de celle des défauts, alors les
composantes du vecteurP

(ℓ)
R ΞF ne sont pas a priori nulles.

Ainsi, en considérant toutes les reconstructions possibles, l’analyse des amplitudes
des résidus̃xR obtenus est révélatrice de la présence de défauts et permet de détermi-
ner les composantes de la mesure affectées par des défauts.

4. Résultats numériques

Pour mettre en évidence l’aptitude de la méthode proposée à détecter des dé-
fauts de mesure, un exemple de synthèse dont les valeurs aberrantes sont parfaitement
connues est utilisé. La matriceX est constituée deN = 108 observations d’un vecteur
x à 8 composantes générées de la façon suivante :

xi,1 = v2
i + sin(0.1i), vi ∼ N (0, 1) (16)

xi,2 = 2 sin(i/6) cos(i/4) exp(−i/N)

xi,3 = log(x2
i,2), xi,4 = xi,1 + xi,2

xi,5 = xi,1 − xi,2, xi,6 = 2xi,1 + xi,2

xi,7 = xi,1 + xi,3, xi,8 ∼ N (0, 1)



6 4ème Colloque Interdisciplinaire en Instrumentation.

Aux données ainsi générées ont été superposées des réalisations de variables aléa-
toires à distribution normale centrée et d’écart-type0.02 ainsi que des défautsδx1,
δx2, δx3, δx4 représentés par des biais d’amplitude égale à3 et définis de la façon
suivante : des instants10 à 24 pour la variablex1, des instants35 à 49 pour les va-
riablesx2 et x3, des instants60 à 74 pour les variablesx3 et x4, des instants85 à 99
pour la variablex4. Dans la suite, ces quatre intervalles sont désignés parI1, I2, I3,
I4.

Concernant l’analyse a priori de la localisation des défauts, nous nous limitons à
donner une table réduite de signatures (table 1) établies à partir des propriétés (12).
Elle ne fait apparaître que quelques défauts possibles, notésδ, ceux affectant les va-
riables1, 2, 3, 4 et ceux affectant les couples de variables{1, 2}, {1, 3}, {1, 4},
{2, 3}, {2, 4}, {3, 4}. La première colonne est relative à la norme∆R des résidus ob-
tenus en utilisant toutes les composantes dex sauf celles dont l’indice appartient à
l’ensembleR :

∆R =‖ x̃R ‖2 (17)

∆1 ∆2 ∆3 ∆4 ∆5 ∆6 ∆12 ∆13 ∆14 ∆15 ∆16 ∆23 ∆24 ∆25 ∆26 ∆34 ∆35 ∆36

δ1 0 × × × × × 0 0 0 0 0 × × × × × × ×

δ2 × 0 × × × × 0 × × × × 0 0 0 0 × × ×

δ3 × × 0 × × × × 0 × × × 0 × × × 0 0 0
δ4 × × × 0 × × × × 0 × × × 0 × × 0 × ×

δ12 × × × × × × 0 × × × × × × × × × × ×

δ13 × × × × × × × 0 × × × × × × × × × ×

δ14 × × × × × × × × 0 × × × × × × × × ×

δ23 × × × × × × × × × × × 0 × × × × × ×

δ24 × × × × × × × × × × × × 0 × × × × ×

δ34 × × × × × × × × × × × × × × × 0 × ×

Tableau 1.Table réduite des signatures de défauts

Cette table, que le lecteur pourra étendre à l’ensemble des défauts, fournit une
correspondance entre les symptômes et les défauts. Par exemple, le défautδ2 affecte
toutes les projections sauf celles établies sans les composantes2, {1, 2}, {2, 3}, {2, 4},
{2, 5}, {2, 6}.

A partir des données contaminées, le modèleACP robuste, limité à quatre axes
principaux choisis à partir de l’examen des valeurs propresdeV , a été déterminé. La
reconstruction est ensuite effectuée à partir de toutes lesvariables sauf la variable1,
puis à partir de toutes les variables sauf les variables1 et 2, puis à partir de toutes les
variables sauf les variables1 et 3 ... la dernière reconstruction étant faite à partir de
toutes les variables sauf les variables7 et8.

La figure 1 visualise la reconstruction des variables sans utiliser les variables
{2, 3}. Elle montre la reconstruction des cinq premières variables. LesN données
reconstruites ont ensuite été projetées sur l’espace résiduel. Pour chaque observation,
l’indicateur de défaut∆R a été calculé (17).
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Figure 1. Reconstruction des variables sans utiliser les variables{2, 3}

Analysons la figure 1. Les variables{2, 3}, biaisées pour les observations des in-
tervallesI2 et I3, ne sont pas utilisées pour la reconstruction, la variablex4 étant
également biaisée sur l’intervalleI3. Pour les observations de l’intervalleI2, les re-
constructions sont donc correctes pour toutes les variables. En effet, on observe la
superposition des variables reconstruites avec les variables vraies c’est-à-dire non biai-
sées (en pratique ces dernières sont inconnues, mais dans cette phase où les données
sont générées, la comparaison est possible). On a égalementindiqué la mesure de la
variable afin de la comparer à la reconstruction. Ce résultatest confirmé par le dernier
graphique de la figure 1 où l’on a tracé la norme du vecteur des résidus (17). Pour les
observations de l’intervalleI2 cette norme est proche de la valeur0 témoignant ainsi
de l’absence de valeurs aberrantes dans les variables utilisées pour la reconstruction
et la projection, c’est-à-dire toutes les variables saufx2 et x3. On note aussi que les
trois autres groupes d’observations (I1, I3, I4) sont affectés de défauts, sans savoir
exactement quelle(s) composante(s) du vecteur de mesure ensont la cause. Finale-
ment, compte tenu de la présence de défauts dans les quatre intervalles, l’examen de
la figure 1 conclut à :

– dans l’intervalleI2, x2 etx3 sont en défaut,

– dans chaque intervalleI1, I3, I4, d’autres variables quex2 etx3 sont en défaut.

Les autres projections (non présentées ici) se construisent et s’interprètent de façon
analogue. La table 2 résume les conclusions issues de l’analyse des projections. La
ligne ∆1 est relative à la projection des résidus avec reconstruction sans utiliser la
première variable ... Le symbole0 témoigne de l’absence de défaut dans l’intervalle
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considéré. Le diagnostic est donc :

– dansI1, x1 est en défaut,

– dansI2, x2 etx3 sont en défaut,

– dansI3, x3 etx4 sont en défaut,

– dansI4, x4 est en défaut.

I1 I2 I3 I4

∆1 0 × × ×
∆23 × 0 × ×
∆24 × × × 0
∆34 × × 0 0

Tableau 2.Signatures de défauts

5. Conclusion

Lorsque des valeurs aberrantes corrompent les données, l’ACP classique s’avère
inefficace, alors que sa version robuste donne des résultatstout à fait satisfaisants.
Sur les exemples traités, la présence d’environ25 pour-cent de données aberrantes
autorise une estimation correcte des directions principales c’est-à-dire peu sensibles à
ces valeurs. On peut donc construire un modèleACPdirectement à partir des données
disponibles contenant d’éventuels défauts.

Le résultat le plus important concerne le diagnostic de fonctionnement de système,
appliqué ici à la détection et localisation de données aberrantes. Pour cela, on a montré
comment construire des indicateurs de défaut. L’utilisation conjointe des principes de
reconstruction et de projection des données a permis de détecter et d’isoler de façon
efficace les données aberrantes.

La procédure proposée ici n’est pas, en principe, limitée par le nombre de va-
riables. Cependant, le volume de calcul risque de devenir incompatible avec un trai-
tement en ligne des données et une réduction du nombre de reconstructions et projec-
tions est envisageable ; ce point méritera une attention particulière dans la suite de nos
travaux.
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