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Introduction
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Cas statique

y = sin(x)
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Cas statique
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y = µ1(x)y1 + µ2(x)y2

µ1(x)+ µ2(x) = 1

0 ≤ µi(x) ≤ 1
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Cas dynamique















ẋ(t) =
n
∑

i=1
µi(ξ (t))(Aix(t)+Biu(t))

y(t) =
n
∑

i=1
µi(ξ (t))(Cix(t)+Diu(t))

0 ≤ µi(ξ (t)) ≤ 1
n
∑

i=1
µi(ξ (t)) = 1

i = 1, ....,n

Intérêt des multi-modèles
Propriété d’approximateur universel.

Utilisation des outils élaborés dans le cas des systèmes linéaires.

Absence de l’analyse spécifique de la non-linéarité (cas : ξ (t)
mesurable)
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Contexte de l’étude

Diagnostic à base de modèle














˙̂x(t) =
n
∑

i=1
µi(ξ (t))(Ai x̂(t)+Biu(t)+Gi(y(t)− ŷ(t)))

ŷ(t) =
n
∑

i=1
µi(ξ (t))(Ci x̂(t)+Diu(t))

Défauts actionneurs

ξ (t) = y(t)

Défauts capteurs

ξ (t) = u(t)

Objectif principal
Estimation d’état à base de multi-modèle à variables de décision
non mesurables pour le diagnostic.

ξ (t) = x(t).
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Estimation d’état
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Estimation d’état

Multi-modèle







ẋ(t) =
n
∑

i=1
µi(x(t))(Aix(t)+Biu(t))

y(t) = Cx(t)

Multi-observateur







˙̂x(t) =
n
∑

i=1
µi(x̂(t))(Aix(t)+Biu(t)+Gi(y(t)− ŷ(t)))

ŷ(t) = Cx̂(t)
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Estimation d’état

l’erreur d’estimation est donnée par :

e(t) = x(t)− x̂(t)

La dynamique de l’erreur d’estimation est :

ė(t) =
n

∑
i=1

(Ai(µi(x)x −µi(x̂)x̂)+Bi(µi(x)−µi(x̂))u−µi(x̂)GiCe

Hypothèses 1

|µi(x)−µi(x̂)| ≤ Ni |x − x̂ |
‖x(t)‖ ≤ β1

‖u(t)‖ ≤ β2
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Synthèse de l’observateur

Deuxième méthode de Lyapunov
Considérons la fonction candidate de Lyapunov V(e(t)), où e(t)
représente l’erreur d’estimation d’état

V (e(t)) = e(t)T Pe(t).

La convergence de l’erreur d’estimation d’état vers zéros est assurée
si:

1 V (e(t)) > 0, ∀t
2 V̇ (e(t)) < 0, ∀t

En utilisant les hypothèses énoncées,l’étude de la négativité de la
dérivée de la fonction de Lyapunov conduit aux conditions énoncée
dans le théorème 1 sous forme LMI.
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Estimation d’état

Théorème 1 : Convergence asymptotique

L’erreur d’estimation entre le système et le multi-observateur tend
asymptotiquement vers zéro s’il existe deux matrices P et Q
symétriques et définies positives et des matrices Ki tel que:

AT
i P +PAi −CT K T

i −KiC < −Q




−Q +θi I PAi PBi

AT
i P −I 0

BT
i P 0 −I



 < 0

θi = N2
i (β 2

1 +β 2
2 )

Les gains Gi sont déduit à partir de Gi = P−1Ki .
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Réduction du conservatisme

constantes de Lipschitz et borne sur l’entrée importantes.

Apparition de la borne sur l’état.

Extension de la méthode

A0 = 1
n

n
∑

i=1
Ai , Ai = Ai −A0 +A0 = Ai +A0

Le système deviendra :

ẋ(t) = A0x(t)+
n
∑

i=1
µi(x(t))(Aix(t)+Biu(t))

y(t) = Cx(t) .
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Estimation d’état

Structure de l’observateur

˙̂x(t) =
n

∑
i=1

µi(x(t))(Ai x̂(t)+Biu(t)+Ki(y(t)− ŷ(t))),

ŷ(t) = Cx̂(t).

Synthèse des gains Ki

Détermination des gains Ki de l’observateur pour que son état
converge asymptotiquement vers l’état du système.
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Estimation d’état

Structure de l’observateur
Réécriture de la structure de l’observateur :

˙̂x(t) = A0x(t)+
n

∑
i=1

µi(x̂(t))(Ai x̂(t)+Biu(t)+Gi(y(t)− ŷ(t)),

ŷ(t) = Cx̂(t),

Ai = Ai −A0,

A0 =
1
n

n

∑
i=1

Ai .

Synthèse des gains Ki

Détermination des gains Ki de l’observateur pour que son état
converge asymptotiquement vers l’état du système.

Ichalal, Marx, Ragot, Maquin (CRAN) Estimation d’état des systèmes non linéaires JD-JN-MACS 2007 14 / 25



Synthèse de l’observateur

Deuxième méthode de Lyapunov
Considérons la fonction candidate de Lyapunov V(e(t)) :

V (e(t)) = eT (t)Pe(t), P = PT etP > 0.

, où e(t) représente l’erreur d’estimation d’état

e(t) = x(t)− x̂(t).

La convergence de l’erreur d’estimation d’état vers zéros est assurée
si:

1 V (e(t)) > 0, ∀t
2 V̇ (e(t)) < 0, ∀t
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Synthèse de l’observateur

La dynamique de l’erreur d’estimation d’état est donnée par :

ė(t) =
n

∑
i=1

µi(x̂)(A0 −KiC)e(k)+Aiδi +Bi∆i ,

δi = µi(x)x −µi(x̂)x̂ ,

∆i = µi(x)u−µi(x̂)u.

Hypothèse 2
1 |µi(x)x −µi(x̂)x̂ | ≤ Mi |x − x̂ |,

Lemme
Soient X et Y deux matrices de dimensions appropriées, et λ > 0 un
scalaire :

X T Y +Y T X ≤ λX T X +λ−1Y T Y
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Synthèse de l’observateur

La négativité de la dérivée de la fonction de Lyapunov est démontrer
en utilisant les hypothèses 1 et 2 ainsi que le lemme.
Les conditions de convergence de l’observateur sont alors données
par le théorème 2.
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Estimation d’état

Théorème 2 : Convergence asymptotique

L’erreur d’estimation entre le système et le multi-observateur tend
asymptotiquement vers zéro s’il existe deux matrices P et Q
symétriques et définies positives et des matrices Ki ainsi que des
scalaires positifs γ, λ1 et λ2 tel que:

AT
0 P +PA0 −CT K T

i −KiC < −Q










−Q +λ1M2
i I PAi PBi NiγI

A
T
i P −λ1I 0 0

BT
i P 0 −λ2I 0

NiγI 0 0 −λ2I











< 0

γ −β2λ2 ≥ 0

Les gains Gi sont déduit à partir de Gi = P−1Ki .
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Exemple
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Exemple

Considérons le multimodèle suivant avec n = 2 modèles locaux, défini
par les matrices Ai , Bi et C :

A1 =

[

−2 1 1
1 −3 0
2 1 −6

]

, A2 =

[

−3 2 −2
5 −3 0

0.5 0.5 −4

]

,

B1 = [1 0.5 0.5 ]T , B2 = [0.5 1 0.25 ]T ,

C =
[

1 1 1
1 0 1

]
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Exemple

Considérons le multimodèle suivant avec n = 2 modèles locaux, défini
par les matrices Ai , Bi et C :

A1 =

[

−2 1 1
1 −3 0
2 1 −6

]

, A2 =

[

−3 2 −2
5 −3 0

0.5 0.5 −4

]

,

B1 = [1 0.5 0.5 ]T , B2 = [0.5 1 0.25 ]T ,

C =
[

1 1 1
1 0 1

]

Résultats de simulation:

G1 =





3.17 2.53
7.04 −4.58
−2.16 1.62



 ,G2 =





3.14 2.61
7.16 −4.63
−2.14 1.64
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Exemple
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Figure: Erreur d’estimation (gauche), Etat du système et de l’observateur
(droite)
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Exemple
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Figure: Sortie y du multi-modèle (bleu) et son estimé (ŷ) (rouge).
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Conclusions et perspectives

Conclusions
Représentation des systèmes non linéaires sous forme
multi-modèle à variables de décisions non mesurable en vue
d’élaborer des observateurs non linéaires pour les systèmes non
linéaires.

Des conditions suffisantes de convergence de l’observateurs ont
été présentées sous forme d’inégalités linéaires matricielles
(LMI).

On constate cependant que pour des valeurs importantes des
constantes de Lipschitz, les gains de l’observateur deviennent
importants.
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Conclusions et perspectives

Perspectives
Applications de cet observateur au diagnostic des systèmes non
linéaires.

Extension de la méthode aux cas des systèmes à temps discret.

Élaboration d’une méthode d’estimation d’état qui s’affranchit des
problèmes induit par l’apparitions des constantes de Lipschitz
ainsi que la borne sur l’entrée.

Extension de l’observateur pour l’estimation des entrée
inconnues.
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Merci beaucoup de votre attention!
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