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Principe de l’analyse en composantes principales

ACP
Diminution de l’espace de représentation en gardant la même
quantité d’information

z1
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Principe de l’analyse en composantes principales

Matrice de donnée X ∈ ℜN×n en fonctionnement normal

ACP
Maximisation de la variance des projections T = X P

T ∈ ℜN×n : matrice des composantes principales

P ∈ ℜn×n : matrice de projection

Décomposition en valeurs/vecteurs propres de la matrice de
covariance

Σ =
1

N −1
X T X = PΛPT avec PPT = PT P = In

Σ =
[

Pℓ Pn−ℓ

]

[

Λℓ 0
0 Λn−ℓ

][

PT
ℓ

PT
n−ℓ

]
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Principe de l’analyse en composantes principales

Décomposition

Partie principale : X̂ = X Pℓ PT
ℓ = X Cℓ

Partie résiduelle : E = X − X̂ = X (I −Cℓ)

x2

x1

X̂

E
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Faiblesse de l’ACP

Sensible aux valeurs aberrantes

z1

u2

u1

z2
u1’

u2’

⇒ Matrice de variance covariance robuste aux valeurs aberrantes
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L’Analyse en composantes principales robuste

Nouvelle matrice de variance robuste

V =

N−1

∑
i=1

N

∑
j=i+1

wi ,j(xi −xj)(xi −xj)
T

N−1

∑
i=1

N

∑
j=i+1

wi ,j

où les poids wi ,j sont eux-mêmes définis par :

wi ,j = exp
(

−
β
2

(xi −xj)
T Σ−1(xi −xj)

)

avec β paramètre de réglage
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Génération de résidus

Principe de reconstruction
Estimer r variables à partir des n− r variables restantes

x̂R = [I −ΞR(Ξ̃T
RΞ̃R)−1Ξ̃T

R)] x

Ξ̃R = (I −Cℓ) ΞR

avec ΞR : matrice des directions de reconstruction

Pour reconstruire 2 variables (R = 2,4) parmi 5 variables

ΞR =

[

0 1 0 0 0
0 0 0 1 0

]T
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Génération de résidus

Projection de xR dans l’espace résiduel

x̃R = P(ℓ)
R x , P(ℓ)

R = (I −Cℓ) [I −ΞR(Ξ̃T
RΞ̃R)−1Ξ̃T

R)]

Propriété : P(ℓ)
R ΞR = 0, Ξ

T
R P(ℓ)

R = 0

Illustration :
x = x∗ + ε +ΞF d

x̃R = P(ℓ)
R (x∗ + ε +ΞF d) = P(ℓ)

R (ε +ΞF d)

dont l’espérance mathématique vaut : E (x̃R) = P(ℓ)
R ΞF d

ΞF = ΞR : P(ℓ)
R ΞR = 0 et E (x̃R) = 0

ΞF 6= ΞR : P(ℓ)
R ΞR 6= 0 et E (x̃R) 6= 0

Tharrault, Mourot, Ragot, Maquin (CRAN) Diagnostic par ACP robuste JD-JN MACS 2007 9 / 15



Génération de résidus

Observation du vecteurs x̃R pour localiser un défaut

Indicateur global calculé pour chaque observation

∆R =‖ x̃R ‖2

Détection des valeurs aberrantes
Test de saut sur la quantité ∆R
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Application : Cas multi-défauts

On considère :

X =
[

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8
]

N = 108 observations

xi ,1 = v2
i +sin(0.1i), vi ∼ N (0,1)

xi ,2 = 2sin(i/6)cos(i/4)exp(−i/N)

xi ,3 = log(x2
i ,2)

xi ,4 = xi ,1 +xi ,2

xi ,5 = xi ,1 −xi ,2

xi ,6 = 2xi ,1 +xi ,2

xi ,7 = xi ,1 +xi ,3

xi ,8 ∼ N (0,1)

I1 I2 I3 I4
{10 : 24} {35 : 49} {60 : 74} {85 : 99}

x1 × 0 0 0
x2 0 × 0 0
x3 0 × × 0
x4 0 0 × ×
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Application : Cas multi-défauts

Sensibilité de l’indicateur global ∆R à la présence de défauts δ

δ1 δ2 δ3 δ4 δ12 δ13 δ14 δ23 δ24 δ34

∆1 0 × × × × × × × × ×
∆2 × 0 × × × × × × × ×
∆3 × × 0 × × × × × × ×
∆4 × × × 0 × × × × × ×
∆5 × × × × × × × × × ×
∆6 × × × × × × × × × ×
∆12 0 0 × × 0 × × × × ×
∆13 0 × 0 × × 0 × × × ×
∆14 0 × × 0 × × 0 × × ×
∆15 0 × × × × × × × × ×
∆16 0 × × × × × × × × ×
∆23 × 0 0 × × × × 0 × ×
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Reconstruction des variables sans utiliser la variable 1
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Reconstruction des variables sans utiliser la variable 1

x̃1,1
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Reconstruction des variables sans utiliser la variable 1

x̃1,2
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Reconstruction des variables sans utiliser la variable 1

x̃1,3
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Reconstruction des variables sans utiliser la variable 1

x̃1,4
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Reconstruction des variables sans utiliser la variable 1
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Reconstruction des variables sans utiliser la variable 1
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Reconstruction des variables sans utiliser la variable 1
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Reconstruction des variables sans utiliser la variable 1

I1 I2 I3 I4
∆1 0 × × ×
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Reconstruction des variables sans utiliser la variable 1

I1 I2 I3 I4
∆1 0 × × ×

⇒ Défaut sur x1 sur la période I1
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Application : Cas multi-défauts
Localisation des défauts

I1 I2 I3 I4
∆1 0 × × ×
∆23 × 0 × ×
∆24 × × × 0
∆34 × × 0 0

Signatures des défauts étudiés
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Application : Cas multi-défauts
Localisation des défauts

I1 I2 I3 I4
∆1 0 × × ×
∆23 × 0 × ×
∆24 × × × 0
∆34 × × 0 0

Signatures des défauts étudiés

- dans l’intervalle I1, x1 est en défaut
- dans l’intervalle I2, x2 et x3 sont en défaut
- dans l’intervalle I3, x3 et x4 sont en défaut
- dans l’intervalle I4, x4 est en défaut
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Conclusion & perspective

Conclusion
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Conclusion & perspective

Conclusion
ACP robuste vis-à-vis des valeurs aberrantes
–> applicable directement sur des données avec des défauts

les principes de reconstruction et de projection des données
–> isolation des valeurs aberrantes

Perspectives
Diminution du volume de calcul
–> réduction du nombre de reconstructions
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