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1. LACP?

@ L'ACP a été « inventée » en 1901 par Karl Pearson?@. Actuellement,
I'’ACP est utilisée comme outil d’exploration et d’analyse de
données ainsi que pour la conception de modéles.

4

@ L'ACP est basée sur une transformation de I'espace de
représentation des données, le nouvel espace étant de dimension
inférieure a celle de I'espace initial.

@ Selon les domaines d’application, I’ACP est aussi connue sous le
nom de transformation de Karhunen-Loéve, de transformation de
Hotelling ou encore de décomposition orthogonale.

@ LACP met en ceuvre une décomposition en valeurs et vecteurs
propres de la matrice de covariance des données ou encore une
décomposition en valeurs singuliéres de la matrice des données.

a. Pearson K. (1901) On Llnes and PIanes of Closest Flt to Systems of Points in Space.
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Principes de I'’Analyse en
Composantes Principales
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2. Principe de I'Analyse en Composantes Principales

@ On dispose d'une matrice de données X € ZN*", de vecteurs lignes xiT, qui
rassemble les N mesures effectuées sur les n variables du systéme. Critere de
réduction de dimension :

N
o(p) =3 %' —m" |2, m=pp'
i=1

@ Evaluer la matrice de covariance expérimentale des données :

_xT uuT
s =X (I UTU ) X
U, le vecteur de dimension N dont toutes les composantes sont égales a 1,
permettant de centrer les données.
@ Les directions pj, i = 1..n sont les vecteurs propres de X. Il convient donc de
résoudre I'équation :
2P =PA
P € #™" étant la matrice des vecteurs propres p; de et A € Z"" celle,
diagonale, de ses valeurs propres A;.
@ On peut également montrer la décomposition suivante :

X =TPT
T=XP
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2. Principle de la réduction de dimension

@ Définition
X=TPT, T=(4 tm) € 2N *™ : composantes principales
T =XP, P=(p1 Pm) € Z™*™ : vecteurs propres
Y =PAPT, A =diag(A;...Am) € Z™ ™M : valeurs propres

@ Décomposition de la matrice de variance-covariance

()
(" pmn) P=EOPOD) T (0 TE0)
X=X+X
X =xc® c —pOpOT
cm=0 _ ), —pOpEOT
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2. Reconstruction d'une variable

@ Reconstruction d’état

C;r = (Cr,l Crr—1 Crr Crrpa Cf,m)
2, = [cT, 0 cl/]
1-cr

l_1 0 O3
c=[cT, o I,
0.1 O I

@ |l est possible (sous condition) de reconstruire n'importe qu’elle composante de x
en utilisant les (m — 1) composantes restantes.
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2. Sommaire des résultats de '’ACP pour le diagnostic

@ Projection des données dans le sous-espace résiduel

%=(1-c) x

@ Reconstruction des données

)“(r(g) = GEZ)X r=1.n

@ Projection des reconstructions dans le sous-espace résiduel

£ = (1= = p{x r=1.n
1- Er ct fr

@ Détection de défauts

analyse de X, A(Z) et x( )
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3. Influence des valeurs aberrantes

@ ACP sur des données sans valeur @ ACP sur des données avec valeurs
aberrante aberrantes
Pente estimée : 1.502 Pente estimée : 1.834
6 6
4 4
2 2
0 0
-2 -2
-4 -4
-4 -2 0 2 4 -4
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3. ACP robuste aux valeurs aberrantes

@ Premiere idée : distributions
contaminées

@ ROBPCA : ACP robuste p(g) = A (0,02)+ (1 —p) #(0,02)
s o @ Deuxiéme idée : matrice de
. * .
o covariance robuste
* *
o, . NN .
NN Zi > WD) =x(1))(e)
* * i=1j=1+1
0.5 L 2R 4 V =
. N-1 N -
0 ¢ z Z W('?J)
i=1j=1+1
05— 05 1 15 2 ou les poids w(i,j) sont définis par :

w(ii)=exp (=5 1) -x() 12
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3. Distribution contaminée

@ Lapproche proposée repose sur la prise en fi(e) = ——e 1
compte de deux type d’erreurs dans les données. V2noy 2

1

2

@ Premier type : erreurs de faibles amplitudes fo(€) = 1 e
provenant de variations a caractére aléatoire du V2no,
comportement des capteurs. On les considere
comme des réalisations de variables aléatoire de f(e) = ufr(e) + (1 — p)fa(e)
distribution gaussienne.

@ Deuxieme type d’erreur : relatif aux valeurs i = e =
accidentelles, se manifestant sous forme de ol ol
données dites aberrantes; elles peuvent étre dues /\ /\
a des défauts passagers des capteurs. Ces valeurs =5 3 Y s o i w
aberrantes, généralement de forte amplitude, o - 00 =
peuvent aussi étre considérées comme des : : :
réalisations de variables aléatoires de distribution
gaussienne.

00 s o 5 1 00 s o 5 1

@ Les deux distributions seront caractérisées par des °t 01
variances différentes. De fagon globale, pour
représenter ces erreurs, on propose d'utiliser une
distribution dite contaminée correspondant au
mélange, avec des poids u et 1 — 1, des
distributions des deux types d’erreur :

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
FIGURE: Distribution  FIGURE: Distribution
contaminée (1 = 0.1) contaminée (i1 = 0.5)
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3. Estimation robuste : un exemple simple (moyenne et écrat-type)

TW#@T ?ﬁﬁ‘@‘f TWTTE Tlef ETTT?TT T&, [rifT)

o 10 20 30 40 50 60

o

Moyenne  Ecart-type

sans val.aberr. 0.964 0.279
avec val. aberr. standard 1.380 0.964
avec val. aberr. robuste 0.970 0.274
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3. ACP robuste

@ Rappel : projection des données

t=Xu, tes" @)
@ Lerreur de reconstruction des données a partir de cet axe est :
X=X(1-pp") &)
@ Hypothése B
X ~ A (0,081)+ (1 —p).# (0,051) ©)
@ Lerreur de reconstruction relative a I'observation de rang k, définie a partir de (2) :
(k)= (1—pp")x(k) 4

est considérée comme la réalisation d’une variable aléatoire de densité de probabilité :
f(X(k)) = pfr (X (k) + (1 — p)f2(X (k)

3 2
60~ oo (5
1 1

(k)= — L MNP
fZ(X(k)) - (27'[)%0'%’ exp < 20_22 >
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3. ACP robuste

@ Afin d’estimer a partir des mesures la direction de projection p, on forme la fonction de
log-vraisemblance de I'ensemble des erreurs de reconstruction, sous I'’hypothése
d’'indépendance statistique de ces erreurs :

V= % logf (X (k))
K=1

@ La recherche du maximum de ¥ vis-a-vis de p conduit a :

(XTW(p)X —Al)p =0
avec .
W (p) = diag(w(1)...w(N))

(k) +(1_u)fz(i(k))

2
1

o}
pfy (X (k) + (1 — )f2 (X (k))
(k)= (1-pp")x(k)

w(k)=
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3. ACP robuste

Comme la ondération W dépend implicitement de la direction p, la résolution est réalisée par une
procédure itérative. Ainsi, une procédure dite a itération directe s’explicite, en fonction de l'indice i

d'itération, de la fagon suivante :

E1

Es

(CRAN)

Initialisation i = 0,w() (k) =0
Solution a I'étape i

W (pM) = diag(w(-D(1)...wl
XTW ()X —anpi =0

(V)

%0 (k) = (1 —pOpOT)x (k)

() () () (i)
Hf (X 2(k)) _N)fz (Xz(k))
1 2
£ (k) + (1 - Y (%0 (k))

O gy — L C1XOK) |12
(%W (k) entoy exp( o7

M i)y — T X0 |12
f 7 (X (k)) @0t exp( 207

test de convergence

wi(k) =

uf (%

ACP 15/29



3. ACP robuste

@ A chague itération, le vecteur p retenu correspond au vecteur propre de la matrice
XW (p())X associé a la plus grande valeur propre de cette matrice.

@ A lafin de cette procédure itérative, on dispose ainsi de la premiére composante
principale déterminée de facon robuste vis-a-vis des valeurs aberrantes.

@ Pour rechercher les directions principales suivantes, on propose d'utiliser la
méthode classique de déflation qui consiste a soustraire progressivement de la
matrice X initiale les informations expliquées par la direction principale qui vient
d’étre trouvée.

Ainsi a I'étape ¢, notons X () 1a matrice X dont on a soustrait I'influence des
directions propres précédentes. On a alors la mise a jour suivante :

X (1) = x () — xp)p(T)

Cette procédure de déflation est appliquée jusqu’a avoir extrait 'ensemble de
I'information utile de la matrice des données X.
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Exemple numérigue : mesures
avec valeurs aberrantes
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4. Exemple

£ (k)
5(K)

3(K) =x; (k) ~x3 (k)
x; (k) = xq (k) — 3x3 (k)
2(k) = 0.5%3 (k) +x5.(k)
(k) = x3 (k) — 4x3 (k)
3(K) = 0265 (k) +x5.(k)

Modéle vrai Modéle vrai normalisé
1 1 0 0 0O O oO 1 0 0 0 O O -0556
-1 11 0 0 0 o 0 1 0 0O O O 0.556
1 -3 0 -1 0 O O 0O 0 1 0 O 0 -11112
0O 05 1 0 -1 0 O 0O 0 0 1 0 0 -2222
1 -4 0 0 0 -1 o0 0O 0 0 0 1 0 -0.833
0O 02 1 0 O 0 -1 0O 0 0 0 0O 1 -2778

TaBLE: Coefficients du modéle ayant généré les données
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4. Exemple

e A chaque variable ainsi générée a été superposé un bruit issu de la réalisation d’'une
variable aléatoire a densité gaussienne :

xi(k) =x" (k) +bi(k), bi(k)~.4#(0,0)

e De plus, des valeurs aberrantes (chacune d’amplitude arbitrairement égale a 2) ont
été ajoutées a différentes variables (table 2 ou la premiére ligne indique les variables
corrompues, la deuxiéme ligne indiquant les instants ou les valeurs aberrantes ont été
appliquées).

X1 X2 X3 Xa X5 Xe X7
k1210 3,4 6 10,19,28 19 28 37
TABLE: Liste des variables corrompues par des valeurs aberrantes
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4. Exemple
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FIGURE: Poids estimés
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FIGURE: Projection des données
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X7 —0.56x7 =0
X +0.56 x7 =0
x3—1.11x7=0
X4 —2.22%7=0
X5 —0.83 X7 = 0
Xg —2.78x7 =0

Modéle estimé de facon non robuste

X7 —0.61x7 =0
Xo+0.49x7 =0
X3—0.98x7 =0
X4 —2.89%x7 =0

X5 —1.04 X7 = 0
Xg—3.19 X7 =0

(CRAN)

Modéle estimé de facon robuste

X1 —0.57%x7=0
X2+0.53x7 =0
x3—1.11x7=0
X4 —2.23%7=0
X5—O.83 X7 = 0
Xg—2.76 X7 =0

4. Exemple

Modéle vrai normalisé
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Application au diagnostic J

(CRAN) ACP 22/29



5. Application au diagnostic

20
Variable 1
10
0
10 ‘ ) : ‘
50 100 150 200
Ur Y11 Yi2 €1 2 ‘ T Vaabe 2
X — U2 Yo1 Yoo €2 10
0
UN YN1 YN2 ©eN 10
. . 0 50 100 150 200
Uy =vZ+1+sin(0.1i), vi~ 4(0,1) 10
Vaij 3
ej ~ JV(O,].) o
Vi = auj a=1
o — b - 10
Yi,2 = bui b 2 0 50 100 150 200
5
ariable 4
0
-5 L L L L
0 50 100 150 200
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5. Application au diagnostic

ou dy; 9dy»
i | O 0 0 Résidus ry; obtenus en : reconstruisant les variables
rnz | O X X sans utiliser la variable 1 (u), calculant les résidus,
rg | O X X puis en projetant les résidus dans I'espace résiduel
M4 0 X X
r | X 0 X Résidus ry; obtenus en : reconstruisant les variables
ro | O 0 0 sans utiliser la variable 2 (y1), calculant les résidus,
rs | X 0 X puis en projetant les résidus dans I'espace résiduel
o4 X 0 X
a1 | X X 0 Résidus r3; obtenus en : reconstruisant les variables
ro | X X 0 sans utiliser la variable 3 (y,), calculant les résidus,
rs3 | O 0 0 puis en projetant les résidus dans I'espace résiduel
34 X X 0 L. . .
fa | X X X Re5|du.s.r4i obtengs en : reconstruisant les \’/a.rlables
tay | X X X sans utlllse_r la varlablg 4 (e), calcu[ant les regt_:ius,
fas | X X X puis en projetant les résidus dans I'espace résiduel
l44 0 0 0

TABLE: Faults signature
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FIGURE: ACP robuste. Projection des
erreurs de reconstruction sans utiliser la
variable 1
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5. Application au diagnostic
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variable 1
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5. Application au diagnostic
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5. Application au diagnostic
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Conclusion J
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6. Pour conclure

Perspectives de développement de 'ACP

@ Robustesse vis-a-vis de dérives

@ Systemes dynamiques

@ Systemes non linéaires

@ Liens avec d'autres techniques : sous-espaces
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