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Introduction. Contexte de l’étude

◮ Processus liés à l’environnement
Pollution de l’air, pollution de l’eau,
stations d’épuration d’eau, réseaux de
transport d’eau, bassins versants et
écoulement, pluviométrie . . .

◮ Diagnostic de fonctionnement de systèmes
Validation de mesures, détection et
localisation de défauts, commande
tolérante aux défauts . . .

◮ Modèles des processus environnementaux
Phénomènes difficiles à modéliser,
perturbations à effets critiques, variables
de concentration difficiles à mesurer . . .

◮ Enjeux fondamentaux
Protection de l’environnement, protection
du citoyen. . .
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1. Structure multimodèle
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1.1 - Obtention systèmatique d’un multi-modèle

Système non linéaire

Structure
{

ẋ(t) = f (x(t),u(t))
y(t) = g(x(t),u(t))

Difficultés d’utilisation

Multi-modèle

Structure


























ẋ =
r

∑
i=1

µi (x ,u) [Aix+Biu]

y =
r

∑
i=1

µi (x ,u) [Cix+Diu]

r

∑
i=1

µi (x ,u) = 1 et µi (x ,u)≥ 0,∀(x ,u) ∈ R
n×R

m

Facilités d’utilisation
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1.2 - Obtention d’un multi-modèle

• Système non linéaire
{

ẋ(t) = f (x(t),u(t))
y(t) = g(x(t),u(t))

• Système quasi-LPV
{

ẋ = A(x ,u)x+B(x ,u)u
y = C(x ,u)x+D(x ,u)u

• Décomposition par secteurs











A(x ,u) =
r

∑
i=1

µi (x ,u)Ai

B(x ,u) =
r

∑
i=1

µi (x ,u)Bi . . .

• Multi-modèle


























ẋ =
r

∑
i=1

µi (x ,u) [Aix+Biu]

y =
r

∑
i=1

µi (x ,u) [Cix+Diu]

r

∑
i=1

µi (x ,u) = 1 et µi (x ,u)≥ 0,∀(x ,u) ∈ R
n×R

m
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1.3 - Exercice : obtenir la forme MM d’un système dynamique non linéaire

◮ Equation d’état non linéaire

{

ẋ1 = x1+(1+x1).x2+(2−x1).u
ẋ2 = x21 −x1.x2+u

◮ Le système est non linéaire, mais . . .

◮ Une forme quasi LPV

ẋ = A(x).x+B(x).u

A(x) =

(

1 1+x1
x1 −x1

)

B(x) =

(

2−x1
1

)
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1.4 - Exercice : obtenir la forme MM d’un système dynamique non linéaire

◮ Forme LPV

A(x) =

(

1 1+x1
x1 −x1

)

B(x) =

(

2−x1
1

)

◮ Si x ∈ [−a a], il est toujours possible d’écrire :















x1 = µ1(x)(a)+µ2(x)(−a)

µ1(x) =
x1+a

2a
. (a)

µ2(x) =
a−x1

2a
. (−a)

◮ Ainsi :






















A(x) = µ1(x).A1+µ2(x).A2

A1 =

(

1 1+a

a −a

)

A2 =

(

1 1−a

−a a

)

◮ Même décomposition pour B

◮ Finalement, la forme MM est obtenue :

x(k+1) =
2

∑
i=1

µi (x)(Aix(k)+Biu(k))
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2. Séparation de modes
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2.1 - Systèmes singuliers

◮ Forme standard des systèmes singuliers à deux échelles de temps :

ε ẋf (t) = ff (xs(t),xf (t),u(t),ε)
ẋs (t) = fs (xs (t),xf (t),u(t),ε)

où xs ∈ R
ns et xf ∈ R

nf sont respectivement les variables lentes et
rapides et ε est un petit paramètre positif, connu sous le nom de
paramètre de perturbation singulière.

◮ Dans le cas limite où ε → 0, le système devient :

0 = ff (xs(t),xf (t),u(t),0)

ẋs (t) = fs (xs (t),xf (t),u(t),0)

◮ Système réduit :

xf (t) = ϕ(xs (t),u(t))
ẋs (t) = fs (xs (t),ϕ (xs (t),u(t)) ,u(t))
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2.2 - Multi-modèle sous forme de système singulier

• Forme MM avec variables d’état lentes et rapides :






















0 =
r

∑
i=1

µi (x ,u)
[

Ai
ff xf (t)+Ai

fsxs(t)+B i
f u(t)

]

ẋs(t) =
r

∑
i=1

µi (x ,u)
[

Ai
sf xf (t)+Ai

ssxs (t)+B i
su(t)

]

y(t) = Cf xf (t)+Cs xs (t)

• Vecteur de sortie augmenté :

ya(t) =

[

−Bf (u(t))u(t)
y(t)

]

• Forme MM avec variables d’état lentes et perturbations :











ẋs(t) =
r

∑
i=1

µi (x ,u)
[

Ai
ssxs(t)+B i

su(t)+Ai
sf xf (t)

]

ya(t) =
r

∑
i=1

µi (x ,u) [Cixs (t)+Gixf (t)]

avec :

Ci =

[

Ai
fs

Cs

]

Gi =

[

Ai
ff

Cf

]
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2.3 - Organigramme

Transformation par secteurs

Séparation de modes

Perturbations singuières

Multi-
modèle
singulier

Système
quasi-
LPV

Système 
non 

linéaire

Multi-
modèle

Multi-
modèle
perturbé

Factorisation

ẋ = f(x, u)

ẋ = A(x, u).x+B(x, u).u

ẋ =

r∑

i=1

µi(x, u)(Ai.x+Bi.u)

ẋs =
∑r

i=1
µi(x, u)(Asf,i.xf +Ass,i.xs +Bi.u)

ẋs =
∑r

i=1
µi(x, u)(Asf,i.xf +Ass,i.xs +Bi.u)

ya =
∑r

i=1
µi(x, u)(Ci.xs +Gi.xf )

0 =
∑r

i=1
µi(x, u)(Aff,i.xf +Afs,i.xs +Bi.u)
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3. Observateur d’un multi-modèle
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3.1 - Structure du multi-observateur

• Forme MM perturbée











ẋs(t) =
r

∑
i=1

µi (x ,u)
[

Ai
ssxs(t)+B i

su(t)+Ai
sf xf (t)

]

ya(t) =
r

∑
i=1

µi (x ,u) [Cixs (t)+Gixf (t)]

• Vecteur d’état augmenté

xa =

[

xs
xf

]

• Forme MM perturbée à état augmenté
En utilisant les notations précédentes et l’hypothèse d’entrées inconnues
variant lentement, le système est équivalent au système augmenté :











ẋa(t) =
r

∑
i=1

µi (xa(t),u(t))
[

Ãi xa(t)+ B̃i u(t)
]

ya(t) =
r

∑
i=1

µi (xa(t),u(t))C̃i xa(t)
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3.2 - Structure du multi-observateur

• Modèle du système : ≪ forme MM augmentée ≫











ẋa(t) =
r

∑
i=1

µi (xa(t),u(t))
[

Ãi xa(t)+ B̃i u(t)
]

ya(t) =
r

∑
i=1

µi (xa(t),u(t))C̃i xa(t)

• Observateur proportionnel :











˙̂xa(t) =
r

∑
i=1

µi (x̂a,u)
[

Ãi x̂a(t)+ B̃i u(t) + Ki (ya(t)− ŷa(t))]

ŷa(t) =
r

∑
i=1

µi (x̂a,u)C̃i x̂a(t)

• Réglage de l’observateur
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4. Modèle d’un réacteur biologique
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4.1 - Schéma et modèle de fonctionnement

Bioréacteur

Air

Clarifieur

Effluent

Recyclage

Alimentation

qin

qout

qwqR

Rejet

qa

Figure: Schéma d’un réacteur biologique

SNOXA XH
Eau à traiter

Biomasse

Air

Composés
d'amonium

Carbone
soluble

Eau   à traiter

Biomasse

Nitrites
Nitrates

Carbone
soluble

Azote

SS

SS
SNH

SO

17/28



4.2 - Variables caractéristiques

Entrée réacteur Sortie réacteur Recyclé

biomasse hété. XBH XBH ,in XBH ,out XBH ,R

biomasse auto. XBH XBA,in XBA,out XBA,R

substrat SS SS,in SS,out SS,R
oxygène SO SO,in SO,out SO,R

azote amo. SNH SNH ,in SNH ,out SNH ,R

nitrates SNO SNO,in SNO,out SNO,R

azote solu. SND SND,in SND,out SND,R

amonium SNH SNH ,in SNH ,out SNH ,R

Débit effluent q qin qout qR
Débit air qa
Volume V
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4.3 - Modèle de fonctionnement























































































ṠS(t) = −
1

YH

µH
SS(t)

KS +SS (t)

SO(t)

KOH +SO(t)
XBH (t)+(1− fP )bHXBH (t)+

qin(t)

V

[

SS,in(t)−SS (t)
]

ṠO(t) =
YH −1

YH
µH

SS(t)

KS +SS (t)

SO(t)

KOH +SO(t)
XBH (t)+

qin(t)

V

[

SO,in(t)−SO (t)
]

+Kqa(t)
[

SO,sat −SO(t)
]

ẊBH (t) = µH
SS (t)

KS +SS(t)

SO(t)

KOH +SO(t)
XBH(t)−bHXBH (t)+

qin(t)

V

[

XBH ,in(t)−XBH (t)+ fR
1− fW

fR + fW
XBH (t)

]
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4.4 - Hypothèses de fonctionnement

Bioréacteur

Air

Clarifieur

Effluent

Recyclage

Alimentation

qin

qout

qwqR

Rejet

qa

Absence d’oxygène dissous à l’entrée du réacteur

SO,in(t) = 0

Réacteur à volume constant
qout (t) = qin(t)+qR (t)

Soutirage du décanteur

qR (t) = fR qin(t), 1≤ fR ≤ 2

qW (t) = fW qin(t), 0< fW < 1

Décanteur parfait

qout (t)XBH (t) = [qR(t)+qW (t)]XBH,R (t)

SS,R (t) = SS (t)
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4.5 - Modes de fonctionnement rapides et lents

• Linéarisation du système non linéaire autour de plusieurs points de fonctionnement
(x0,u0) :

ẋ(t) = A0x(t)+B0u(t)

où

A0 =
∂ f (x ,u)

∂x

∣

∣

∣(x0 ,u0)

B0 =
∂ f (x ,u)

∂u

∣

∣

∣(x0 ,u0)

.

• Soient λ1 ≤ λ2 ≤ ...≤ λn les valeurs propres ordonnées de A0, la plus grande
(respectivement petite) valeur propre correspond à la dynamique la plus lente
(respectivement rapide).

• Cette séparation est réalisée en fixant un seuil τ de séparation des deux échelles de
temps :

λ1 ≤ ...≤ λnf << τ ≤ λnf +1 ≤ ...≤ λn
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4.6 - Modes de fonctionnement

• La séparation des dynamiques lentes et rapides est confirmée par les valeurs propres du
jacobien A0, comme on peut le remarquer à la figure ci-dessous qui présente ces valeurs
propres pour quarante points de fonctionnement.

• Deux valeurs propres (λ2 et λ3) sont incluses entre −50 et −0.4 et l’autre (λ1) autour
de −250. En fixant un seuil à τ = 70, on peut déduire que le système a une dynamique
rapide (xf = SS ) et deux dynamiques lentes (xs = [SO XBH ]

T ).

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−250

−200

−150

−100

−50 

−0.5 

Points de fonctionnement

Va
leu

rs
 p

ro
pr

es
 d

u 
jac

ob
ien

 A
0

λ
1
 (S

S
 )

λ
2
 (S

O
)

λ
3
 (X

BH
)

Figure: Valeurs propres du jacobien A0 calculées pour plusieurs points de l’espace de
fonctionnement
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4.7 - Passage au Multi-modèle :



































ṠS (t) =−
1

YH

µH

SS (t)

KS +SS (t)

SO (t)

KOH +SO (t)
XBH (t)+(1− fP )bHXBH (t)+

qin(t)

V
[SS ,in(t)−SS (t)]

ṠO (t) =
YH −1

YH

µH

SS (t)

KS +SS (t)

SO (t)

KOH +SO (t)
XBH (t)+

qin(t)

V
[SO ,in(t)−SO (t)]+Kqa(t)[SO ,sat −SO (t)]

ẊBH (t) = µH

SS (t)

KS +SS (t)

SO (t)

KOH +SO (t)
XBH (t)−bHXBH (t)+

qin(t)

V

[

XBH,in(t)−XBH (t)+ fR
1− fW

fR + fW
XBH (t)

]

• Variables de prémisse






















z1(u(t)) =
qin(t)

V

z2(x(t)) =
1

KS +SS(t)

SO(t)

KOH +SO(t)
XBH (t)

z3(u(t)) = qa(t)

• Transformation des variables de prémisse

zi (t) =
zi (t)−zi ,min

zi ,max −zi ,min
zi ,max +

zi ,max −zi (t)

zi ,max −zi ,min
zi ,min
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4.8 - Décomposition en modes de fonctionnement

Forme quasi-LPV du modèle : les matrices A(t) = A(x(t),u(t)) et B(t) = B(u(t)) sont
décomposées sous la forme :

A(t) =

[

Aff (t) Afs(t)
Asf (t) Ass (t)

]

B(t) =

[

Bf (t)
Bs(t)

]

où















Aff (t) =−z1(t)−
1

YH

µH z2(t) Afs (t) =
[

0 (1− fP )bH
]

Asf (t) =

[

YH−1
YH

µH z2(t)

µH z2(t)

]

Ass (t) =

[

−K z3(t)−z1(t) 0

0 −
fW (1+fR )
fW+fR

z1(t)−bH

]







Bf (t) =
[

z1(t) 0 0
]

Bs (t) =

[

0 K Sosat 0
0 0 z1(t)

]
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4.9 - Décomposition en modes de fonctionnement

Les matrices constantes Ai et Bi représentant les 8 sous-modèles sont définies en
utilisant les matrices A et B et les scalaires zi :

Ai
ff = Aff (z1,σ1

i
,z2,σ2

i
)

Ai
fs = [0 (1− fP )bH ]

Ai
sf = Asf (z2,σ2

i
)

Ai
ss = Ass(z1,σ1

i
,z3,σ3

i
)

B i
f = Bf (z1,σ1

i
)

B i
s = Bs (z1,σ1

i
) i = 1, ...,8

Le modèle est ainsi écrit de façon équivalente sous la forme MM en utilisant la
séparation en variables d’état lentes et rapides.
Considérons le vecteur de sortie y = Cf xf +Cs xs ayant les matrices correspondantes :

Cf =

[

1
0

]

Cs =

[

0 0
1 0

]
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4.10 - Observateur d’état

En appliquant l’observateur au modèle ASM1, représenté sous une forme MM
équivalente, les résultats d’estimation d’état sont tout à fait pertinents.
Le gain L2 de ω(t) vers ea(t) est bornée par γ = 1.203.
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Figure: Estimation d’état (observateur proportionnel intégral)
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4.11 - Sorties estimées
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Figure: Sorties et sorties estimées
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Conclusion

Apports

◮ Observateur de systèmes non linéaires

◮ Réduction de complexité sans perte d’information

◮ Séparation des modes lents et rapides

◮ Observateur à entrées inconnues pour l’estimation d’état

Perspectives

◮ Optimisation de la transformation SNL → MM

◮ Atténuation de l’effet du bruit de mesure
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