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RÉSUMÉ. Dans cette étude, on propose un nouveau type d’observateur d’état pour des systèmes
dynamiques comportant des non linéarités polynomiales. Lastabilité de la structure proposée
est analysée, de même que la convergence uniforme des estimations d’état. Le critère algébrique
simple et efficace des polynômes normaux d’amortissement deNaslin permet de réaliser la syn-
thèse des paramètres. Une série de simulations viennent illustrer les développement proposés
sur la base d’une équation de Van der Pol.

ABSTRACT.In this study a new type of state observer for dynamic systemscontaining non-linear
polynomials is proposed. The stability of the structure andalso the uniform convergence of
the state estimates are analyzed. The simple and efficient algebraic criteria of Naslin normal
damping polynomials permit synthesis of the parameters. A series of simulations illustrates the
proposed developments based on a Van der Pol equation.
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1. Introduction

Depuis les travaux deLuenberger[LUE 66], les observateurs d’état sont utilisés
autant en modélisation, qu’en contrôle ou identification desystèmes linéaires ou non
linéaires. On peut entre autre citer les travaux deBastin[BAS 88] concernant certains
systèmes non linéaires transformables en une forme canonique d’observation. Pour ré-
duire l’ordre et de la complexité de systèmes dynamiques,Stoev[J.H 02] exploite des
observateurs non linéaires utilisant des splines. Pour réaliser l’estimation d’un vecteur
d’etats pour des systèmes fortement bruités,Raoufi[RAO 05] utilise une approche
stochastique. La principale difficulté rencontrée dans l’utilisation d’observateurs avec
les systèmes non linéaires réside dans la mise en place d’uneméthode de synthèse
des paramètres. C’est pour contourner cette difficulté qu’est apparue la technique des
observateurs à forts gains proposée parTornambè[TOR 92], [BUL 98], [BES 04],
[NIK 05]. Cette approche consiste à réduire l’erreur d’observation dans une gamme
d’amplitudes prédéderminée en ayant la possibilité de s’abstraire des paramètres.
Le but de cette étude est de proposer un nouveau type d’observateur d’état pour sys-
tèmes physiques SISO, sans avoir à fixer arbitrairement une telle bande de fluctuation.
Les systèmes concernés par cette approche sont modélisables par des équations dif-
férentielles comportant des non linéarités de type polynomiales. L’objectif est de re-
construire une estimation non biaisée de l’espace d’état dusystème physique, à partir
d’un jeu de paramètres pour l’observateur, et d’une seule variable de sortie mesurée.
La mesure en question est éventuellement bruitée, et le bruit peut être ou non corrélé.
Les systèmes physiques concernés par notre approche sont uniformément observables
au sens deGauthier[GAU 81] etHermann[HER 77]. Ceci signifie que l’état du sys-
tème modélisé peut être déterminé à partir de son entréeu0(t) et sa sortiey(t). De la
façon la plus générale possible, on formalise ceci par :

d xi(t)

dt
= xi+1(t) i = 0 . . . n − 1 (1a)

xn(t) =

ν−1∑

i=0

bi Γi [u(t)] −

n−1∑

i=0

ai xi(t) −

ξ−1∑

i=n

ai Ψi [x(t)] (1b)

y(t) = xθ(t) (1c)

avec :

– n est l’ordre de l’équation différentielle

– ν est le nombre de fonctions d’entrées du système

– Γi [ u(t) ] sont lesν fonctions d’entrées continûment dérivables, linéairements
indépendantes utilisant comme variables le vecteur des dérivées successivesuT (t) =
[u0(t), . . . un−1(t)]

– xi(t) est laième dérivée temporelle dex0(t) ; le vecteur d’état s’écritxT (t) =
[x0(t), . . . xn−1(t)]

– ξ − n est le nombre de fonctions du vecteurx(t)
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– Ψi [ x(t) ] sont les fonctions d’état polynomiales, continûment dérivables, linéai-
rements indépendantes utilisant comme variables le vecteur d’étatx(t)

– ai, bi sont les paramètres du système physique

– y(t) est la variable de sortie mesurable

– θ est l’index de la variable d’état mesurée, compris entre0 etn − 1

Comme exemple d’un tel système à une entrée, une sortie, considérons l’équation de
Van der Pol[POL 27] :

x1(t) =
d x0(t)

dt
, x2(t) =

d x1(t)

dt
(2a)

x2(t) = b0 u0(t) − a0 x0(t) − a1 x1(t) − a2 Ψ2 [ x(t) ] + a3 Ψ3 [ x(t) ] (2b)

Ψ2 [ x(t) ] = x1(t) x0(t)
2 (2c)

Ψ3 [ x(t) ] = x1(t) (2d)

y(t) = x0(t) (2e)

avecn = 2, ν = 1, ξ = 4 �

En § 2.1 on procèdera à la description du nouvel observateur.Une méthode de calcul
est proposée en § 2.2 pour prouver le caractère uniformémentconvergeant du vecteur
d’état de l’observateur vers celui du système physique. En §2.3 cette même méthode
est utilisée pour prouver la stabilité de l’observateur. En§ 2.4 on abordera la problé-
matique de la synthèse de ses paramètres. En § 3 quelques simulations illustreront
l’observation d’état du système (2).

2. Observateur

2.1. Description

Les fonctionsΓi [u(t)] (1b) utilisent éventuellement les dérivées successivesu1(t)
à un−1(t) deu0(t). Si c’est le cas, ces dérivées doivent être reconstruites pour être
accessibles à l’observateur d’état. Pour éviter les dérivées par différence première,
on filtre le signal de stimulation par un filtre passe-bas à pôles multiples, de gain
unitaire et d’ordren. Soit u(t) son entrée,̂u0(t), . . . ûn(t) ses variables d’état,1/Tf

sa fréquence de coupure,ri ses paramètres. La structure d’un tel filtre est définie par :

ûi(t) =
d ûi−1(t)

dt
i = 1 . . . n

ûn(t) =
1

rn

[
z(t) −

n−1∑

i=0

ri ûi(t)

]

ri =
n !

i ! (n − i) !

(
Tf

)i
i = 0 . . . n

(3)
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La fréquence de coupure1/Tf doit être choisie au-delà de la fréquences propres la plus
élevée du système physique, pour conserver la richesse spectrale de stimulation. Les
variables d’état̂u1(t), . . . ûn−1(t) du filtre sont alors exploitables par l’observateur,
û0(t) est commune au système physique et à l’observateur. L’estimation de la distance
d’état entre le système physique et l’observateur est formée à partir dey(t) et dex̂θ(t),
l’estimée dexθ(t) par l’observateur :

∆yθ(t) = y(t) − x̂θ(t) (4a)

= xθ(t) − x̂θ(t) = ∆xθ(t) (4b)

Aprèsθ intégrations successives de l’écart∆yθ(t) on obtient la distance∆y0(t) :

d ∆yi(t)

dt
= ∆yi+1(t) i = 0 . . . θ − 1 (5a)

∆y0(t) = ∆x0(t) (5b)

Cette distance est utilisée comme erreur d’observation :

d x̂i(t)

dt
= x̂i+1(t) + hn−i−1 ∆y0(t) i = 0 . . . n − 1 (6a)

x̂n(t) =

ν−1∑

i=0

bi Γi [ û(t) ] −

n−1∑

i=0

ai x̂i(t)

−

ξ−1∑

i=n

ai Ψi [ x̂(t) ] (6b)

avec :

– hi : lesn paramètres de l’observateur

– Ψi [ x̂(t) ] : les ξ − n fonctions d’état linéairement indépendantes utilisant le
vecteur d’état̂xT (t) = [x̂0(t), . . . x̂n−1(t)] comme variables.

(6b) constitue la loi de comportement non linéaire de l’observateur. Comme exemple
illustratif, l’observateur d’état du système (2) s’écrit :

∆y0(t) = x0(t) − x̂0(t) (7a)

d x̂0(t)

dt
= x̂1(t) + h1 ∆y0(t) (7b)

d x̂1(t)

dt
= x̂2(t) + h0 ∆y0(t) (7c)

x̂2(t) = b0 û0(t) − a0 x̂0(t) − a2 Ψ2 [ x̂(t) ] + a3 Ψ3 [ x̂(t) ] (7d)

Ψ2 [ x̂(t) ] = x̂1(t) x̂0(t)
2 (7e)

Ψ3 [ x̂(t) ] = x̂1(t) (7f)
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Les paramètresa2, a3 font partie de la loi non linéaire d’amortissement variablede
l’équation deVan der Pol�

2.2. Convergence de la reconstruction d’état

Le but de l’analyse de convergence de l’observateur est de démontrer son caractère
globalement asymptotique au sens deLiapounoffvis à vis du système. En d’autres
termes, quelque soient les conditions initiales de l’observateur, ce dernier convergera-
t-il vers l’état du système physique ? Pour effectuer cette analyse, on ramène (6) à une
seule relation dépendant uniquement dex̂0(t) et de ses dérivées successives. Pour y
parvenir, on transforme (6a) en :

x̂i+1(t) =
d x̂i(t)

dt
− hn−i−1 ∆x0(t) (8)

La dérivée temporelle de (8) peut être égalée au membre de droite de (6a) d’ordre
supérieur. Chaque variable d’étatx̂1(t) . . . x̂n(t) peut ainsi s’écrire sous forme de dé-
rivées successives dêx0 :

x̂i(t) =
d (i) x̂0(t)

dt (i)
−

i∑

j=1

hn−j

d (i−j) ∆x0(t)

dt (i−j)
(9)

Pour la suite, simplifions l’écriture des dérivées temporelles :

x̃i(t) =
d (i) x̂0(t)

dt (i)
(10a)

∆x̃i =
d (i) ∆x0(t)

dt (i)
= xi(t) − x̃i(t) (10b)

Cette simplification permet de définir le vecteur

x̃(t)T = [ x̃0(t), . . . x̃n−1(t) ]

le vecteur des distances d’état

∆x̃(t)T = [ ∆x̃0(t), . . . ∆x̃n−1(t) ]

et de réécrire (9) :

x̂i(t) = x̃i(t) −

i∑

j=1

hn−j ∆x̃i−j(t) i = 1 . . . n − 1 (11)



6 cnriut09.

Analysons à présent l’écart de dynamique entre les variables xi(t) et x̂i(t) sous la
forme de variables∆x̃i(t) :

∆xi(t) = xi(t) − x̂i(t) i = 1 . . . n − 1 (12a)

= ∆x̃i(t) +

i∑

j=1

hn−j ∆x̃i−j(t) (12b)

Si l’on forme l’écart∆xn(t) entre (1b) et (6b) il vient :

∆xn(t) = −

n−1∑

i=0

ai ∆x̃i(t) −

ξ−1∑

i=n

ai ∆Ψ̂i(t) (13a)

∆Ψ̂i(t) = Ψi [x(t)] − Ψi [x̂(t)] (13b)

Le même∆xn(t) peut être réécrit à partir de (12b) :

∆xn(t) = ∆x̃n(t) +

n−1∑

i=0

hi ∆x̃i(t) (14)

En égalant les membres de droite de (13a) et (14), on obtient :

0 = ∆x̃n(t) +

n−1∑

i=0

( ai + hi )∆x̃i(t) +

ξ−1∑

i=n

ai ∆Ψ̂i(t) (15)

Dans cette expression, on cherche à remplacer le dernier membre de droite par une ex-
pression factorisable à l’aide de∆x̃i(t). Pour y arriver, les termeŝxi(t) des fonctions
Ψj [ x̂(t) ] pouri = 1 . . . n − 1 sont remplacés par les membres de droite de (11). On
peut illustrer ce point en développant par exemple les fonctionsΨ2 [ x̂(t) ] , Ψ3 [ x̂(t) ]
à l’aide de (7e) et (7f) :

Ψ2 [ x̂(t) ] = x̃1(t) x̃0(t)
2
− h1 x̃0(t)

2
∆x̃0(t)

= Ψ2 [ x̃(t) ] − h1 x̃0(t)
2
∆x̃0(t) (16a)

Ψ3 [ x̂(t) ] = x̃1(t) − h1 ∆x̃0(t) = Ψ3 [ x̃(t) ] − h1 ∆x̃0(t) � (16b)

Les fonctionsΨi étant de nature polynomiales, on peut introduire la formulede trans-
formation :

Ψi [ x̂(t) ] = Ψi [ x̃(t) ] −

n−1∑

j=0

∆x̃j(t) g̃ij [ x̃(t) ] (17)
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Les fonctions̃gij [x̃(t)] résultent des factorisations par le vecteur∆x̃(t) des termes
restants deΨi [x̂(t)]. On peut ainsi factoriser les fonctionsΨ2 [x̂(t)] et Ψ3 [x̂(t)] de
l’exemple (16) :

g̃20 [ x̃(t) ] = h1 x̃0(t)
2 g̃21 [ x̃(t) ] = 0 (18a)

g̃30 [ x̃(t) ] = h1 g̃31 [ x̃(t) ] = 0 � (18b)

Le dernier membre de gauche de (15) peut s’écrire :

ξ−1∑

i=n

ai ∆Ψ̂i(t) =

ξ−1∑

i=n

ai ∆Ψ̃i(t) +

ξ−1∑

i=n

n−1∑

j=0

ai ∆x̃j(t) g̃ij [x̃(t)] (19a)

∆Ψ̃i(t) = Ψi [ x(t) ] − Ψi [ x̃(t) ] (19b)

On cherche à présent à factoriser les fonctions∆Ψ̂i(t) par le vecteur des distances
∆x̃(t). Pour y arriver, on introduit les fonctions̃fij [∆x̃(t)] telles que :

ξ−1∑

i=n

ai ∆Ψ̃i(t) =

ξ−1∑

i=n

n−1∑

j=0

ai ∆x̃j(t) f̃ij [ ∆x̃(t) ] (20a)

f̃ij [ ∆x̃(t) ] =
∆Ψ̃i(t)

∆x̃j(t)
>= 0 (20b)

Ces fonctions̃fij [∆x̃(t)] sont soit nulles, soit définies semi-positives (20b). On peut
ainsi factoriser les fonctions∆Ψ̃2(t) et∆Ψ̃3(t) de l’exemple (16) :

f̃20 [ ∆x̃(t) ] = 0 f̃21 [ ∆x̃(t) ] =
∆Ψ̃2(t)

∆x̃1(t)
(21a)

f̃30 [ ∆x̃(t) ] = 0 f̃31 [ ∆x̃(t) ] =
∆Ψ̃3(t)

∆x̃1(t)
(21b)

On intervertit à présent l’ordre de sommation du membre de droite de (20a) et du
deuxième membre de droite de (19a) ; (19) se réécrit alors :

ξ−1∑

i=n

ai ∆Ψ̂i(t) =

n−1∑

i=0

Z̃i(t) ∆x̃i(t) (22a)

Z̃i(t) =

ξ−1∑

j=n

aj

(
g̃ji [ x̃(t) ] + f̃ji [ ∆x̃(t) ]

)
(22b)
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En insérant (22) dans (15) on obtient l’équation différentielle des distances d’état :

0 = ∆x̃n(t) +

n−1∑

i=0

Ãi(t) ∆x̃i(t) (23a)

Ãi(t) = Ai + Z̃i(t), Ai = ai + hi (23b)

Pour démontrer la convergence uniforme des distances d’état vers0, on cherche à
définir une fonction deLiapounoffappropriée. On peut choisir d’utiliser la forme
quadratique-intégrale suivante :

V (t) =
1

2

[
∆x̃T Pn ∆x̃

]
+ I (∆x̃) (24a)

Pn =




α00 . . . . . . 0
α10 α11 . . . 0

...
...

...
...

α(n−1)0 . . . . . . α(n−1)(n−1)


 (24b)

V (t) caractérise la stabilité de (23a).Pn est une matrice triangulairen × n définie
positive. Le terme intégraleI (∆x̃) est defini positif. Les conditions nécessaires à sa
détermination sont définies par les démonstrations suivantes. La forme développée de
Pn s’écrit :

V (t) = I (∆x̃) +

n−1∑

i=0

i∑

j=0

αij

2
∆x̃i(t) ∆x̃j(t) (25)

Le choix des paramètresαij ne peut se faire qu’en conciliant la positivité deV (t) et
la semi négativité dėV (t). Pour obtenirV̇ (t) on dérive temporellement (25), il vient :

V̇ (t) = İ (∆x̃) +

n−1∑

i=0

i∑

j=0

αij

2
∆X̃ij(t) (26a)

∆X̃ij(t) = ∆x̃i+1(t) ∆x̃j(t) + ∆x̃i(t) ∆x̃j+1(t) (26b)

que l’on peut également mettre sous la forme suivante :

V̇ (t) = İ (∆x̃) +
n−2∑

i=0

i∑

j=0

αij

2
∆X̃ij(t) +

n−1∑

j=0

α(n−1)j

2
∆X̃nj(t) (27a)

∆X̃nj(t) = ∆x̃n(t) ∆x̃j(t) + ∆x̃(n−1)(t) ∆x̃(j+1)(t) (27b)

A l’aide du membre de droite de (23) on remplace dans (27b) lesdérivées d’ordren
par :

∆x̃n(t) = −

n−1∑

i=0

[
Ai + Z̃i(t)

]
∆x̃i(t) (28)
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L’étape suivante consiste à factoriser les produits∆x̃i(t) ∆x̃j(t) de (27), et à choisir
la valeur de chaque paramètre deαij de sorte à :

– obtenir que les mineurs principaux dePn soient tous supérieurs à 0, donc∀ i =
j, αij > 0 ;

– à annuler les paramètresαij si Mod2(i + j) = 1, ce qui revient à annuler une
diagonale sur deux dePn ;

– à éliminer le maximum de produits∆x̃i(t) ∆x̃j(t) de (27) pour lesquelsi 6= j.

A ce stade, ce travail devient spécifique à chaque ordren choisi. Pourn = 1 à 4, les
combinaisonsPn suivantes permettent d’obtenir la positivité au sens deSylvester:

P1 =
[

1
]

(29a)

P2 =

[
A0 0
0 1

]
(29b)

P3 =




A1
2

2
0 0

0
A1

2
0

A1 0 1


 (29c)

P4 =




A0 0 0 0

0
A2

2
0 0

A2 0
A2

2

2 A0
− 1 0

0 2 0
A2

2 A0




(29d)

avec les conditions peu restrictives suivantes :

A0 > 0, A1 > 0, A2 > 0, A3 > 0 (30a)

A2 >
√

2 A0 pour n = 4 (30b)

Pour garantir la positivité des fonctions̃Zi(t)∆x̃i(t), les conditions suivantes doivent
être respectées :

İ (∆x̃) ≤ −

n−1∑

i=0

Z̃i(t) ∆x̃i(t) (31)

L’intégrale des termes̃Zi(t)∆x̃i(t) potentiellement définis positifs dans le membre
de droite de (31) permet de déterminerİ (∆x̃), et garantit la semi-négativité dėV (t).
Ce point est illustré par l’exemple de § 3 (59) à (62).
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Il résulte pourV̇ (t) soit une dépendance simple et directe à l’un où l’autre terme
∆x̃i(t)

2 soit une relation faisant intervenir plusieurs variables d’état. Pour des obser-
vateurs d’ordre 1 à 4 on obtient les fonctionsV̇ (t) :

V̇ (t) = − Ã0(t) ∆x̃0(t)
2 (32a)

V̇ (t) = − Ã1(t) ∆x̃1(t)
2 (32b)

V̇ (t) = [∆x̃0(t) ∆x̃2(t)] N3

[
∆x̃0(t)

∆x̃2(t)

]
(32c)

V̇ (t) = [∆x̃1(t) ∆x̃3(t)] N4

[
∆x̃1(t)

∆x̃3(t)

]
(32d)

A l’ordre 1 et deux on observe immédiatement le caractère semi négatif de (32a) et
(32b). A l’ordre3 et et4, il faut encore définir les deux matricesN3 etN4 :

N3 =




−
Ã0(t) A1

2
−

A1 Ã2(t)

2

−Ã0(t) −Ã2(t)


 (33a)

N4 =




−Ã1(t) −
Ã1(t) A2

2

−Ã3(t) −
A2 Ã3(t)

2


 (33b)

Ces dernière sont définies semi-négatives au sens deSylvester. Les fonctionsV̇ (t)
(32c) et (32d) sont définies semi-négatives. On note le caractère incomplet de leurs
vecteurs d’état, qui provient de l’annulation de certainesdiagonales dePn dont il a
été question plus haut.
La démonstration qui vient d’être faite concerne des observateurs définis par (6), ob-
servable au sens deHermannetGautier, dont l’équation de convergence des distances
d’état vers0 peut être caractérisée par (23). Il vient d’être prouvé que jusqu’à l’ordre4,
de tels systèmes possèdent une fonction deLiapounoffgarantissant une stabilité globa-
lement asymptotique. On en déduita fortiori la convergence uniforme des trajectoires
d’état de l’observateur vers celles du système physique.

2.3. Stabilité de l’observateur

Déterminons à présent l’équation différentielle de l’observateur uniquement sous
forme de dérivées successivesx̃i(t). Si i = n, (11) peut être égalée avec le membre
de droite de (6b). Il vient :

x̃n(t) +

n−1∑

i=0

ai x̂i(t) +

ξ−1∑

i=n

ai Ψi [ x̂(t) ] =

ν−1∑

i=0

bi Γi [ û(t) ] +

n−1∑

i=0

hi ∆x̃i(t) (34)
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En utilisant (11), le deuxième membre de gauche de (34) s’écrit :

n−1∑

j=0

aj x̂j(t) = aj x̃0(t) +
n−1∑

j=1

aj x̃j(t) −
n−1∑

i=1

i∑

j=1

ai hn−j ∆x̃i−j(t) (35a)

n−1∑

j=0

aj x̂j(t) =

n−1∑

j=0

aj x̃j(t) −

n−2∑

i=0

pi ∆x̃i(t) (35b)

pi =

n−1∑

j=i+1

aj hn+i−j (35c)

En (17) les fonctionsΨi [x̂(t)] ont été décomposés à partir d’une factorisation par des
termes∆x̃j(t). Dans cette expression factorisons les fonctionsΨi [x̃(t)] parx̃j(t). On
obtient la formule de transformation :

Ψi [ x̃(t) ] =

n−1∑

j=0

x̃j(t) fij [x̃(t)] (36)

On peut ainsi factoriser les fonctionsΨ2 [x̃(t)] etΨ3 [x̃(t)] de l’exemple (16) :

f20 [ x̃(t) ] = 0 f21 [ x̃(t) ] = x̃2
0 (37a)

f30 [ x̃(t) ] = 0 f31 [ x̃(t) ] = 1 � (37b)

En remplaçant les fonctionsΨi [x̃(t)] ainsi factorisées dans (17), on développe le der-
nier membre de gauche de (34) :

ξ−1∑

i=n

ai Ψi [x̂(t)] =

n−1∑

i=0

[
Ỹi(t) x̃i(t) + Z̃i(t) ∆x̃i(t)

]
(38a)

Ỹi(t) =

ξ−1∑

j=n

aj fji [x̃(t)] , Z̃i(t) =

ξ−1∑

j=n

aj g̃ji [x̃(t)] (38b)

(35b) et (38) sont insérés dans les deux derniers membres de gauche de (34), et l’on tire
l’équation différentielle de l’observateur sous forme de dérivées successives̃xi(t) :

ν−1∑

i=0

bi Γi [ û(t) ] +

n−1∑

i=0

Bi(t) xi(t) = x̃n(t) +

n−1∑

i=0

Ãi(t) x̃i(t) (39)
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avec :

Bi(t) = hi + Z̃i(t) i = n − 1 (40a)

Bi(t) = hi + pi + Z̃i(t) i = 0 . . . n − 2 (40b)

Ai = ai + hi i = n − 1 (40c)

Ai = ai + hi + pi i = 0 . . . n − 2 (40d)

Ãi(t) = Ai + Ỹi(t) + Z̃i(t) (40e)

Le membre de gauche de (39) constitue l’ensemble des entréesde l’observateur. La
stabilité de ce dernier peut être analysée sur la base du membre de droite, qui caracté-
rise la dynamique de l’observateur :

x̃n(t) +
n−1∑

i=0

Ãi(t) x̃i(t) = 0 (41)

Si cette équation tend vers0 pour t → ∞ quelque soient les conditions initiales
x̂(0) de l’observateur, alors le système sera stable. Pour le démontrer, on définit une
fonction deLiapounoffappropriée. On peut choisir d’utiliser une forme quadratique-
intégrale des variables d’état. Sous forme matricielle on écrit :

V (t) =
1

2

[
x̃T Pn x̃

]
+ I(t) (42)

La matricePn est identique à celle déterminée au § 2.2. Le terme intégralI(t) est
défini positif. Ses conditions de détermination vont être précisées dans les calculs qui
suivent. En suivant une procédure de calcul identique à (26)la dérivée temporelle de
(42) s’écrit :

V̇ (t) =
d I(t)

dt
+

n−2∑

i=0

i∑

j=0

αij

2
X̃ij(t)

+
n−1∑

j=0

α(n−1)j

2
X̃nj(t) (43a)

X̃ij(t) = x̃i+1(t) x̃j(t) + x̃i(t) x̃j+1(t) (43b)

X̃nj(t) = x̃n(t) x̃j(t) + x̃(n−1)(t) x̃(j+1)(t) (43c)

A l’aide de (40e) et (41) les dérivées d’ordren de (43c) sont remplacées par :

x̃n(t) = −

n−1∑

i=0

Ai x̃i(t) −

n−1∑

i=0

[
Ỹi(t) + Z̃i(t)

]
x̃i(t) (44)
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Pour contrôler la possible positivité de certaines fonction [Ỹi(t)+ Z̃i(t)] x̃i(t), on doit
toujours respecter les conditions suivantes :

d I(t)

dt
≤ −

n−1∑

i=0

[
Ỹi(t) + Z̃i(t)

]
x̃i(t) (45)

L’intégrales des termes
[
Ỹi(t) + Z̃i(t)

]
x̃i(t) potentiellement définis positifs dans le

membre de droite de (45) permet de déterminerI(t), et permet de garantir la semi-
négativité deV̇ (t). Ce point est ilustré par l’exemple du § 3 (49) à (57). La suitedes
calculs est absolument identique à celle de § 2.2 (29) à (33).La stabilité de l’observa-
teur est prouvée jusqu’à l’ordre 4.

2.4. Synthèse des paramètres de l’observateur

Les précédentes démonstrations de convergence uniforme § 2.2 et de stabilité
globalement asymptotique de l’observateur § 2.3 autorisent une synthèse de ses pa-
ramètreshi en appliquant une approximation à l’ordre un deLiapounoff, [LYA 92]
[GIL 88] [FUL 92] à (39) et (40). Ceci revient à y négliger les termes non linéaires
Ỹi(t) + Z̃i(t). (39) prend alors la forme d’une équation différentielle linéaire clas-
sique. Cette approximation concerne l’étude des points singuliers d’un système non
linéaire. On doit àLiapounoffun important théorème d’après lequel, sauf dans un cas
"critique" exceptionnel, on peut déterminer la nature du point singulier et notament
sa stabilité en négligeant les termes de degrés supérieurs à2. Ce théorème constitue
une justification de l’approximation des petits mouvements, qui consiste à linéariser
un système non linéaire en se limitant à de petits domaines devariation des variables,
autrement dit, en assimilant les fonctions non linéaires des variables au premier terme
de leurs développements en série.
Dans notre cas, cette propriété permet de réaliser la synthèse des gainshi et de garder
les racines de l’équation caractéristique de l’observateur linéarisé dans des conditions
où cette approximation est valide. On évite ainsi le "cas critique" deLiapounoff. Les
"petits mouvements" dont il est question concernent les différences de trajectoires
d’états entre le système et son observateur. Le rôle d’une structure observatrice étant
de réduire constamment ces différences, il est clair que le théorème en question y
trouve un parfait domaine d’application. Ne pas utiliser cette facilité conduit à des
équations très complexes et spécifiques à chaque modèle du comportement entrées-
sorties de l’observateur. Cette inutile complexité rend très ardue toute tentative de
synthèse des coefficientshi, alors que la stabilité du système linéarisé permet d’af-
firmer celle du système réel. En tenant compte de toutes ces considérations, on peut
réécrire le membre de droite de (39) comme suit :

x̃n(t) +

n−1∑

i=0

Ai x̃i(t) (46)
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La stabilité d’un système linéaire est liée à la position dans le plan complexe des
racines de son équation caractéristique. Le critère deRouth-Hurwitzet la méthode
des séparatricesd’Ajzerman[AJZ 60] fournissent des conditions pour que ces racines
soient toutes à parties réelles négatives, c’est-à-dire pour que le système considéré
soit stable. Mais sous leur forme usuelle, ces critères ne donnent aucune information
sur l’amortissement des régimes transitoires. Les polynômes normaux d’amortisse-
ment deNaslin [NAS 60] [NAS 63] [HUM 70] [GIS 90] fournissent un critère algé-
brique permettant l’analyse simple et rapide de l’amortissement associé aux racines
de l’équation caractéristique dans l’espace des paramètres.

Un polynôme normalD(s) = a0 + a1 · s + . . . + an · sn de degrén est entièrement
défini par :

– sa première pulsation caractéristiqueω0

– et son intervalle caractéristiqueγ.

Les pulsations caractéristiques deD(s) définies parNaslinsont :

ω0 =
a0

a1
, ω1 =

a1

a2
, . . . ωn−1 =

an−1

an

Le lien entre pulsations caractéristiques et intervalle caractéristiqueγ est donné par :

ω0, ω1 = ω0 · γ, ω2 = ω0 · γ
2, . . . , ωn−1 = ω0 · γ

n−1

Le coefficientγ est assimilé au régime d’amortissement général deD(s). Les poly-
nômes normaux d’amortissement sont définis par la conditionque les intervalles de
fréquence aient une valeur identiqueγ. Pour exploiter cette technique de synthèse, on
choisit pour l’observateur une constante de tempsTobs de dynamique plus élevée que
celle du système physique. L’ajustement des coefficients selon Naslin respecte le cri-
tère deRouth-Hurwitz. Le fait que les polynômes normaux constituent une condition
suffisante pour un bon amortissement permet de garantir la stabilité de l’observateur.
On détermine en premier lieu le coefficienthn−1 d’ordre le plus élevé :

hn−1 =
γ(n−1)

Tobs

− an (47)

D’un point de vue pratique, on donne souvent au coefficientγ des valeurs comprises
entre2 et 5/2. De proche en proche, on peut calculer ensuite les coefficients hi par
ordre décroissant, dei = n − 2 à0 :

hi =
[ n−1∏

j=i

γj

Tobs

]
− ai −

n−1∑

j=i+1

aj hn+i−j (48)

La synthèse des gainshi est réalisée à partir des résultats de l’approximation (46).
Leur mise en œuvre répond toutefois aux relations "exactes"(6), (23), en prenant soin
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d’initialiser le vecteur d’état
[
x̂0(0), . . . x̂n−1(0)

]
à 0. Ce fait mérite d’être souligné.

En procédant ainsi, les erreurs d’état sont diminuées, confortant la validité de l’ap-
proximation à l’ordre 1 deLiapounoffdécrite précédemment.
L’intérêt pratique du critère algébrique deNaslinréside dans sa simplicité de mise en
œuvre pour générer des gainshi en fonction des paramètres du système. Ceci permet
de conserver un amortissement garantissant un un régime stable.

3. Exemple applicatif

Etudions la stabilité de l’observateur d’état (7) du système deVan der Pol(2).
Les fonctionsΨ2 [ x̂(t) ] et Ψ3 [ x̂(t) ] de (7) ont été développées (16) sous forme de
dérivées successives dex̃0(t). En utilisant (37a), (37b) et (18a), (18b), les fonctions
fji [x̃(t)] et g̃ji [x̃(t)] permettent de poser les définitions suivantes :

Z̃0(t) = a2 h1 x̃0(t)
2

Z̃1(t) = 0 (49a)

Ỹ0(t) = 0 Ỹ1(t) = a2 x̃0(t)
2
− a3 (49b)

A0 = a0 + h0 A1 = h1 (49c)

Ã0(t) = A0 + Z̃0(t) Ã1(t) = A1 + Ỹ1(t) (49d)

B0(t) =h0 + Z̃0(t) B1(t) = h1 (49e)

L’équation différentielle de l’observateur peut être misesous une forme similaire à
celle de (39) :

x̃2(t) + Ã1(t) x̃1(t) + Ã0(t) x̃0(t) = b0 û0(t) + B1(t) x1(t) + B0(t) x0(t) (50)

Pour analyser la stabilité de (50), on annule son membre de droite. Du fait des fonc-
tions non linéaires̃Yi(t)+Z̃i(t), on utilise la fonctions deLiapounoffquadratique plus
intégrale suivante :

V (t) =
1

2

[
x̃T P2 x̃

]
+ I(t), P2 =

[
A0 0
0 1

]
(51)

En dérivant (51), la fonctioṅV (t) s’écrit :

V̇ (t) = A0 x̃0(t) x̃1(t) + x̃1(t) x̃2(t) + İ(t) (52a)

= −
[
A1 + Z̃1(t)

]
x̃1(t)

2
− Z̃0(t) x̃0(t) x̃1(t) + İ(t) (52b)

En fixant les conditions :

h0 > 0, a0 > 0, a2 > 0, a3 > 0 (53a)

h1 > a3, a0 + h0 > a3 h1 (53b)
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les paramètresh0, h1 sont calculés à l’aide de (47) et (48), qui permettent de satisfaire
aux conditions (53). Le premier membre de droite de (52b) estsemi-négatif, et la
matriceP2 est définie positive. On développeV̇ (t), il vient :

V̇ (t) = −
[

h1 − a3 + a2 x̃0(t)
2
]

x̃1(t)
2

− a2 h1 x̃1(t) x̃0(t)
3 + k0 ι0(x)

d x̃i(t)

dt

(54)

dont on égale les deux derniers termes du membre de droite :

k0 ι0(x)
d x̃i(t)

dt
= a2 h1 x̃1(t) x̃0(t)

3 (55a)

d x̃i(t)

dt
= x̃1(t), ι0(x) = x̃0(t)

3
, k0 = a2 h1 (55b)

V̇ (t) se réduit alors à :

V̇ (t) = −
[

h1 − a3 + a2 x̃0(t)
2
]

x̃1(t)
2 (56)

qui est bien semi-négative, et pour laquelle les conditions(53) sont suffisantes. La
positivité deV (t) pour toutx̃ 6= 0 est également obtenue :

V (t) =
1

2

[
( a0 + h0 − a3 h1 ) x̃0(t)

2 + x̃1(t)
2
]

+
a2 h1

4
x̃0(t)

4 (57)

L’observateur est globalement et asymptotiquement stable. Une première simulation
(Figure 1) illustre cette démonstration :

−8
−7
−6
−5
−4
−3
−2
−1

0
1

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

x̂
1

x̂0

x̂0, x̂1

Figure 1. Stabilisation dans l’espace d’état
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avec le paramétrage et les conditions initiales suivantes :

a0 = 1, a2 = 4, a3 = 2, b0 = 0, γ = 2, Tobs = 0.25 s, h0 = 31, h1 = 8
x0(t) = 0, x̂0(0) = 4, x̂1(0) = 0

(58)

Pour des conditions initiales non nulles, on observe la trajectoire d’état décroissant
asymptotiquement vers0 pourt → ∞.

Examinons à présent la convergence uniforme de la trajectoire de l’observateur vers
celle du système physique (§ 2.2). Insérons (18a), (18b) et (21a), (21b) dans (22b), il
vient :

Z̃0(t) = a2 h1 x̃0(t)
2
− a3 h1 (59a)

Z̃1(t) = a2
∆Ψ̃2(t)

∆x̃1(t)
− a3 (59b)

Pour garantir la convergence, on introduit les conditions différentielles suivantes :

İ (∆x̃(t)) =
∂ I (∆x̃(t))

∂ ∆x̃0(t)
(60a)

d ∆x̃0(t) = ∆x̃1(t) (60b)

∂ I (∆x̃(t))

∂ ∆x̃0(t)
= Z̃0(t) ∆x̃0(t) (60c)

I (∆x̃(t)) =

∫ ∆ex0(t)

0

Z̃0(t) ∆x̃0(t) d ∆x̃0(t) =
Z̃0(t)

2
∆x̃0(t)

2 (60d)

V̇ (t) se réduit à :

V̇ (t) = −

[
h1 − a3 +

∆Ψ̃2(t)

∆x̃1(t)

]
∆x̃1(t)

2 (61)

défini comme semi-négatif (conditions (52b) et (21a)). L’équation deLiapounoffest
définie positive et s’écrit :

V (t) =
[
A0 − a3 h1 + a2 h1 x̃0(t)

2
] ∆x̃0(t)

2

2
+

∆x̃1(t)
2

2
(62)

Une deuxième simulation (Figure 2) permet de vérifier expérimentalement la validité
de l’analyse : le système physique oscille selon un cycle limite centré suru(t) = 0.
Les paramètres suivants sont modifiés par rapport à (58) :

Tobs = 0.4 s, h0 = 11.5, h1 = 5
x0(0) = 1.37, x1(0) = 0, x̂0(0) = 0, x̂1(0) = 0

(63)
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Figure 2. Trajectoires de l’observateur et du système physique

On observe bien une convergence de la trajectoire d’état de l’observateur vers celle du
cycle limite du système physique. Une troisième simulation(Figure 3) est menée en
gardant le même paramétrage (63), mais en superposant àx0(t) un bruit blanc à bande
passante limitée, pour un rapport signal à bruits/n = max(x0(t))/max(η(t)) = 2

-2.5

-1.5

-0.5

0.5

1.5

2.5

14 16 18 20 22 24 26 28 30

seconds

x0(t)
x̂0(t)

y(t)

Figure 3. Observateur bruité : variables d’étatx0(t), x̂0(t), y(t)

On vérifie le caractère non biaisé de l’influence du bruit de mesure sur la variable
d’étatx̂0(t), estimée dex0(t). La fluctuation aléatoire de∆y(t) est de valeur moyenne
nulle. La structure d’état proposée remplit bien son rôle.
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4. Conclusions et perspectives

4.1. Conclusions

Ce nouveau type d’observateur permet la reconstruction de trajectoires d’état sta-
bles et exactes vis à vis de celles d’un système physique. Ce résultat a été démontré
jusqu’à l’ordre4 à l’aide de fonctions deLiapounoffglobalement et asymptotique-
ment stables (stable in the large). La méthode de calcul pourétendre ces résultats à
des systèmes d’ordre plus élevés a été détaillée.
Pour effectuer la synthèse des paramètres de l’observateur, on effectue une approxima-
tion à l’ordre un deLiapounoff(first order method) de l’observateur. Cette approxima-
tion "des petits mouvements" peut dans notre cas être étendue sans risque à l’ensemble
de l’espace d’état, en vertu des résultats de l’analyse globale de stabilité. L’équation
résultante autorise l’exploitation de la technique des polynômes normaux d’amortis-
sement deNaslinpour paramétrer l’observateur. Ce faisant, on dissocie la dynamique
de convergence des trajectoires d’état reconstruites de ladynamique du système phy-
sique. Ce point est intéressant, car il ouvre la porte à une identification en ligne des
paramètres du modèle sans risque de destabilisation de l’observateur.
Il est possible de démontrer que le vecteur d’état de l’observateur est de nature non
biaisée, ce qui autorise l’utilisation de cette technique pour la mesure et le contrôle de
procédés industriels.

4.2. Perspectives

Une première retombée de ces travaux pourrait concerner l’extension de cet obser-
vateur à des sytèmes multi-entrée, ou à la modélisation de systèmes mécaniques basés
sur des décompositions deLure. En effet, ce type d’applications se retrouve entre autre
dans la caractérisation de fluides complexes.
Une deuxième retombée pourrait consister à coupler cette stucture observatrice à un
algorithme d’identification en ligne, autorisant ainsi l’exploitation de cette structure
dans le cadre du contrôle adaptatif des procédés.
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