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Outil d’analyse des caractéristiques
d’un filtre numérique linéaire

« Un filtre numérique linéaire peut étre  décrit
mathématiquement par :

- une équation aux différences
- un produit de convolution

—~ sa fonction de transfert

* L’outil mathématique exploité pour faciliter son analyse est :

la transformée en Z
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/ Transformée en Z

* Soit un signal numérique x(k) causal. La transformée en Z est
définie par :

TX(k) .
Z(x(k))=X(z) = g x(k)z K R
k=0 .
0 1 k

ou
— ZzZ est la variable de la transformée en Z

- z=rel =a+jB

* On dit que X(z) est la transformée en Z du signal x(k)
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Lien entre transformée de Fourier
et transformée en Z

La transformée en Z définie précédemment est en fait la
transformée en Z monolatere

Il existe en effet la transformée en Z bilatere définie par :

X(z)= g x(k)z‘k

K=—o

I existe une relation entre la transformée en Z bilatére et la
transformée de Fourier d'un signal a temps discret :

+00

><(;°)=X(z)\z=ej2me = Y x(k)e
K=—o0

— j2fKT,
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/ Lien entre transformée de Laplace
et transformée en Z

Pour un signal échantillonné x(kT,)=x(k), la transformée de Laplace
est donnée par :

+00 +0

X,(s)= 3 x(ke™ e = 3 x(k)(e‘STe )k

k=0 k=0
En posant z=e3'e X(z) = Z(xe(t)) = § x(k) z7
k=0

La transformée en Z peut donc étre vue comme la transformée de
Laplace appliquée a un signal échantillonné (idéalement) dans
laquelle on a effectué le changement de variable :

sT
Z=e ¢
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Série entiere (rappels)
* Définition
On appelle série entiere de la variable x toute somme (finie ou

infinie) des éléments d'une suite numérique de terme général
= a,x¥ ol a, est un réel et k un entier naturel.

UO +U1 +U2+

Sur tout intervalle ou elle est convergente, une série entiére a pour
somme une fonction. Une série entiere est donc une fonction de la

forme :

a+ax+ax +. Ea X

* Remarques

Une série entiere ne converge pas nécessairement pour tout X.

I existe un entier R appelé rayon ou région de convergence tel que
la série entiere converge pour |x| < R et diverge pour |x| > R
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Région de convergence

La transformée en Z d'un signal x(k) est définie par une série entiere
(somme infinie des termes d'une suite numerique)

400 +0o0 Kk
X(z) =3 x(k) 7% = x(k) (2—1)
k=0 k=0
Quand cette somme est finie, la série est dite convergente et X(z) existe
C’est le cas pour certaines valeurs de la variable z qui définissent la

Région de Convergence (RdC) Région 5 Im(2)
e

convergenf\
RAC =1z=a+ jp telles que E ‘X(k)z_k‘ < R
0
pat \/ Re(z)

-~ RdC ne contient pas de pole de X(z). Elle correspond, en général, pour les
signaux causaux a l'extérieur d'un cercle |z|> a

— Pour les signaux physiques (qui ont une durée d’existence finie) :

RdAC= ensemble du plan complexe avec |'exclusion possible de z=0 ou z=<°
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/ Région de convergence - Exemple

* Soit le signal numérique dont les premieres valeurs sont :

x(0) =1, x(1) =4, x(2) =16, x(3) = 64, x(4) =256 ...

En appliquant la définition de la transformée en z, déterminer X(z). A quelle
condition la série obtenue converge-t-elle ? Cette condition étant supposée
respectée, donner la valeur de X(z).

=§x(k)z‘k=x(0)+x(1)z'1+x(2)z'2+...
. 1) (a4 (a) &4\
B 1 422 _[= * x _ T
X(z)_1+4z +4°z7z + ... (Z) +(Z) +(Z) + ... E(Z)

k=0
X(z)= E( ) Z: si |z]>4

1__
b4

Rappel : somme d'une suite géometrique de raison q Eq =— i ‘q‘ <1
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/ Transformée en Z - Exemple

* Soit le signal a temps discret a durée d’existence finie défini par :
x(0) =1, x(1) =2, x(2) =3, x(k>2) =0

En appliquant la définition de la transformée en Z, déterminer X(z)

X(z)=2x(k) z 7K =x(0)+x(1)z'1+x(2)z'2+...=1+22'1+3z'2

k=0
-1 -2
X(Z)=1+22 +3Z
1
2
Z°+27z+3
X(z)=212
Z
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Forme courante d’une transformée en Z

* La transformée en Z peut s’écrire sous 2 formes :
— Série entiere (forme peu pratique) : obtenue a partir de la définition

On obtient une série entiere en puissance négative de z pondérée par x(k)

x(z) — +Ex(k) zK o x(0)+x()z '+ x(2) 2%+ ...+ x(i)Z" +...
k=0

— Fonction rationnelle (forme la plus courante) en puissance positive
de z ou en puissance négative de z (z7)
1 z°

Exemple : X(z) = ou X(z)=
1-2z71+ 272 7% -2z+1
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k=0

e Echelon unité

\Z(F(k))=1_1z1 si ‘

* Impulsion unité Z((S(k)) =

1

Z

Z(1(k))=

Z (1)) = i ;2 (z—1)k

1-z

-1

711<1 o ‘Z‘>1

z-1

Z(é(k)) - ié(k) zK-500)2°+8(1)z7 " +... =

Somme d’une suite géométrique
de raison z

= 1
q =
29 -7

1

/ Transformée en Z de signaux usuels
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H. Garnier

11



POLYTECH-

UNIVERSITE
DE LORRAINE IR ANC Y

/ Transformée en Z de signaux usuels

* Signal géométrique (causal)

Z(akr(k)) __Z

Z-a

sia=ebTe, Z((ebTe)kF(k))= ZbT

z-e °
* Signaux sinusoidaux (causaux)
Z sin(a) T )

O e

Z (sin(w,kT, ) T(k)) -

z° —2cos(a)OTe)z+1

Z (z— cos(a)OTe))
z° — 2cos(a)oTe)z+ 1

Z(cos(a)OkTe)F(k)) =
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Propriétés de la transformée en Z
les plus importantes

e l.inéarité

/ (@ x(k)+b y(k))=a X(2)+bY(z)

*Retard temporel
/ (x(k-i))=2"X(z) Z(x(k -1))=2"X(2)
Z(x(k- 2))=22X(2)

* Avance temporelle

Z(x(k+i))=2 Z (x(k+1))=2X(2) - 2x(0)

]
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/ Propriétés de la transformée en Z

* Produit de convolution temporel
x(k)*y (k)= "> x(i) y(k-i)
i=0

Z(x(k)*y(k))= X(z)xY(z)

* Théoreme de la valeur initiale Théoréeme de la valeur finale

Z—>+00 K—>+o0

lim (x(k)) = lim (X (2)) lim (x(k))=lim((2-1)X(2))

Si les limites existent
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Transformée en Z inverse

* La transformée en Z inverse permet de retrouver les échantillons du
signal

- (S(z )) - s(k)

e Plusieurs méthodes existent :

1. Décomposition en somme de fonctions rationnelles et utilisation de tables

ZP’ ({!tielzf,-
S(z) = A, + A, + 013, % e,
Z - a1 Z - 62 SZ. OSZfZ'O eSfp
”Zp[e ’Zelz 5 ‘LZS 474
p]«‘ S&q& . elf?]ﬁ e
-1 1 4 4 €Sey, c 178 Y/ Cntg
s(k)=Z7(S(2))=Z7"| A +A, + g, e o, “lles,

Z
Z—a

s(k)=A1Z-1[ z ]+AZZ'1

z—a1

] +... carla transformée en Z inverse est linéaire
2

s(k)=A,(a,) utk)+ Ay () u(k)+...  car Z(akucio)) ==

Z-a
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/ Transformée en Z inverse - Exemple
Trouver I'original x(k) de la transformée ci-dessous :
2
X(z) - ——=
z°-3z+2

En déduire les valeurs de x(0), x(1), x(2) et x(3).
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/ Transformée en Z inverse - Exemple
Trouver I'original x(k) de la transformée ci-dessous :
2 2
X(z) = Z Z _A_% Azi
2_3z+2 (z2-1)(z-2) z-1 z-2
z-1 z-1 z?
A1—l/m—X(z)—I/m = -1
z—1 Z z—1 z (z-1)(z-2)
2
A, = lim Z2x(z)=lim?2___ 2
z—2 Z z—2 z (z-1)(z- 2)

x(k)=Z'1(X(z)) Z1L_1]+2Z1!_]

z-2

x(k)=-T(k)+2x2"T(k) = (-1+ 2T k)

k=0, x(0)=1; k=2, x(2)=7
k=1, x(1)=3; k=3, x(3)=15
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/ Transformée en Z inverse

2. Division polynomiale

n, n, -1
_B(Z)_bOZ +b1Z +...+bnb

X(Z)_ B n n_-1
A(z) a,z°+az° +..+a,

a

Il suffit de diviser B(z) par A(z) définis en puissance positive de z

pour obtenir une série en puissance décroissante de z' dont les coefficients
sont les valeurs x(k) recherchées.

B(z) A(z)

X(z)=x(0)+x(1)z'1+x(2)z'2+x(3)z'3+...

Par identification, on en déduit :  X(0), x(1), x(2), X(3),-
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/ Transformée en Z inverse
2. Division polynomiale - Exemple
2
X(2)=——~
z°-3z+2
z* z2 _3z+2
—z°4+3z2-2| 14327 +722 41523 ¢ ...+ x(i)Z" +...
3Zz+2

: X(z)=x(0)+x(1)z"+x(2)z'2+x(3)z'3+...+x(i)z"+...

Par identification, on en déduit :  x(0)=1, x(1)=3, x(2)=7, x(3)=15,-
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/ Intérét de la transformée en Z pour le filtrage numérique

* Permet de déterminer la réponse fréquentielle a partir de H(z)

ST .
+ OnconnaitH(z) 2°¢ ° lz=®™  H(F)=H(Z)| ..
S=jw=j2xaf ===

* Permet d’en déduire la réponse fréquentielle en amplitude et en phase

H(f)= \H(f )\ef‘ﬂ ) H(f)) - ‘% o(f) = Arg(H(f))

* Caractéristiques

- Réponses fréquentielles périodiques de « période » f,

— L’analyse et le tracé se limitent a la plage de fréquences [0 ; f, /2]

— Pas de pentes particuliéres au niveau du diagramme de Bode
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