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Filtrer mais pourquoi faire ?

* Les filtres jouent un role central en TNS. L'information utile est
souvent dissimulée au sein d'un signal

Le filtrage permettra d’extraire cette information utile

* Un filtre est souvent un systéme linéaire dont

— le role est de modifier le contenu spectral d'un signal sans y ajouter
de nouvelles composantes

— Il permet le renforcement ou 'atténuation d’une ou plusieurs
bandes de fréquences

TNS 3 H. Garnier
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Analyse/conception de filtres

Premiere situation rencontrée

*On connait le filtre et on souhaite déterminer ses caractéristiques :
type de filtrage réalisé, valeurs de fréquence de coupure

= Analyse de filtres

Exemple : déterminer le type de filtrage (passe-bas, passe-haut, ... ?) réalisé par
l'équation suivante :

y(k)=%e(k)+%e(k-1)

4 H. Garnier
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Analyse/conception de filtres

Deuxiéme situation rencontrée :

* On définit un cahier des charges (gabarit) précisant le type de
filtrage a réaliser : valeurs des fréquences de coupure, etc et on
souhaite déterminer le filtre : son ordre et son équation

=>» Conception de filtres

* Exemple : déterminer la fonction de transfert du filtre passe-bas qui

satisfait au gabarit ci-dessous :

GdB &
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»
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Signal du jour

Anomalies de température : écart entre la température mesurée en un lieu en degrés Celsius

par rapport a la température moyenne normale calculée sur une période d'au moins 30 ans
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Comment faire mieux
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terme ?

Source : GISTEMP Team, 2019: GISS Surface Temperature Analysis (GISTEMP), version 4.

NASA Goddard Institute for Space Studies. Dataset accessed 2019-11-20 at https:/ /data.giss.nasa.gov/ gistemp/

Température moyenne normale calculée sur la période 1950-1981
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Exemple d’application de filtrage :
Lissage des anomalies de température

Premier lissage : calcul sur une fenétre glissante de 2 échantillons de la valeur moyenne

1 1
y(k) =5 2 e(k-m) = = (e(k)+e(k-1))

m=0

¢  Mesurées )
Moyenne mobile sur 2 années A

0.8

Anomalies de température
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Exemple d’application de filtrage :
Lissage des anomalies de température

Deuxiéme lissage : calcul sur une fenétre glissante de 10 échantillons de la valeur moyenne

1 9
y(k) = 75 2 elk-m)

m=0

1

© Mesurées
Moyenne mobile sur 10 années
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Le réchauffement climatique

. semble s’accélérer clairement
a partir de 1980

-0.4 1

Anomalies de température
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Forme récursive / non récursive
d’un traitement numérique

o) — H |—— v

Forme non récursive du calcul sur une fenétre glissante de N échantillons de la moyenne d’un signal

V)= o 3 etkem) yv)=He)

Forme récursive du calcul sur une fenétre glissante de N échantillons de la valeur moyenne d’un signalf

= et LS ek otk N)- Lotkon)  yk-D= S etkem)
y(k) =558 )+Nm=1e( -m) +re(k-N)-e(k-N) N &
y(k=1)
1 1
y(k)=y(k-1)+e(k)-elk-N) y(k)=}[(;(k-1),6(k),e(k-N))

TNS 9 H. Garnier
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Forme générale d"un traitement numérique

y(k)=Hiy(k-1), (v(k-2), ..., e(k)e(k-1), ....)

77/:' est un filtre qui sera supposé dans la suite

e(k) —

H

— y(k)

linéaire

- invariant dans le temps

causal

10
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Outil d"analyse des caractéristiques
d"un filtre numérique linéaire

* Un filtre numérique linéaire peut étre décrit par :

— une équation aux différences
— un produit de convolution

- sa fonction de transfert

- sa réponse impulsionnelle

— saréponse fréquentielle

- son diagramme des pdles et des zéros

* On le réalise par un programme informatique de calcul

* L’outil mathématique exploité pour faciliter son analyse est la

transformée en Z (voir, si besoin, cours plus complet sur la transformée en
Z dans la rubrique pré-requis du cours de TNS)

TNS 11 H. Garnier
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/ Transformée en Z

* Soit un signal numérique x(k) causal. La transformée en Z est
définie par :

BN

— z est la variable de la transformée en Z

z=rel’ =a+jp

* Ondit que X(z) est la transformée en Z du signal x(k)

IX(k) )
Z(x(k))=X(z)= gx(k)z'k R
0 0 1 k
ou

TNS 12
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Lien entre transformée de Fourier
et transformée en Z
La transformée en Z définie précédemment est en fait la
transformée en Z monolatere
Il existe en effet la transformée en Z bilatere définie par :

400

X(z)= D x(k)z ¥

k=—OO

Il existe une relation entre la transformée en Z bilatére et la
transformée de Fourier d'un signal a temps discret :

+00

X(f)=X(z)‘Z=ej2ﬂfTe = ¥ x(k)e
KkK=—

— j2nfkT,

Z=ej23rfTe

13
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Lien entre transformée de Laplace
et transformée en Z

Pour un signal échantillonné idéalement x(kT,)=x(k), 1a transformeée
de Laplace est donnée par :

400

X, (s)= 3 x(kje™e = +Eoox(k)(e'”e )k
k=0

k=0
Enposant z=e®'s X(z) = Z(xe(t)) = § x(k) z7
k=0

La transformée en Z peut donc étre vue comme la transformée de
Laplace appliquée a un signal échantillonné (idéalement) dans
laquelle on a effectué le changement de variable :

N Y

TNS 14 H. Garnier
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/ Propriétés de la transformée en Z
les plus importantes
*Linéarité
Z (@ x(k)+b y(k))=a X(2)+bY(z)

* Retard temporel
Z(x(k-))=z" X(2)+2" " x(~1) + 272 x(~2) 4+ X(~i)

e Produit de convolution

\Z (x(K*y(K)= X(z)x Y(2)

Z(x(k-1))=z""X(2)+x(-1) L (x(k-2))=z"*X(2)+z " x(-1) + x(-2)

BN

/

TNS 15
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/ Table de Transformées en z

x(k) X(z)
S(k) 7
uck) %
ku(k) ; 2
(1)
a“u(k) z—za
Sin(QOk)u(k) : Z Sin(go)
z —ZCOS(QO)Z+1
V4 (Z—COS(QO))
\ cos(on)U(k) 22_2cos(£20)z+1 /

TNS

16
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Equation aux différences

* Un filtre numérique linéaire invariant dans le temps possédant une
entrée e(k) et une sortie y(k) peut étre décrit par une équation aux

différences (ou équation de récurrence) a coefficients constants :

apy(k)ray(k-1)+...+ay y(k-N) = bye(k)+b,e(k-1) +... + b, , e(k-M)

— N est I’ordre du filtre

17 H. Garnier
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Réponse impulsionnelle

* Un filtre numérique peut étre caractérisé par sa réponse
impulsionnelle h(k)

* Elle correspond a la réponse obtenue lorsqu’on envoie en entrée
une impulsion de Kronecker d(k)

. 10 h(k)
5(k) Filtre
| — linéaire > o
invariant T 0
_c c ; ! ? e 0o o
0 1 P 2 -1 0 1 2 3 4 k

réponse impulsionnelle

* Si h(k)=0 pour k<O, le filtre est dit causal

TNS 18 H. Garnier
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* La réponse impulsionnelle h(k) permet de calculer la sortie du filtre
y(k) a toute entrée e(k) via le produit de convolution discret

y(k)=h(k)*e(k)= E h(m)e(k-m)= E h(k-m)e(m)

* Si le filtre est causal : h(k)=0 pour tout kK <0

Produit de convolution \

y(k)=h(k)*e(k)= "y h(m)e(k-m)
m=0

/

TNS

19 H. Garnier
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Fonction de transfert en Z

* Soit I'équation aux différences d"un filtre :
ay(k)+ay(k-1)+...+a, y(k-N)=be(k)+be(k-1)+...+b,, e(k-M)
En appliquant la transformée en Z et en utilisant la propriété :
Z(x(k—i))=z"i X(z) en supposant les conditions initiales (CI) nulles
(ao+a7z_1 +...+ap Z_N) Y(z)= (b0+b1z_7 +...+ sz_M) E(z)

M

A _
H(Z)— Y(z) _ by +b,z" +...+b,,z

= en supposant les CI nulles
E(z) a,+az'+..+ayz

* (est aussi la transformée en Z de la réponse impulsionnelle

H ( z) - Z(h(k)) y(k) = h(k)*e(k) Y (z) = Z(h(k)*e(k))=H(z) x E(z)

-

20 H. Garnier
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/ Fonction de transfert en Z

Exemple

s(n)-0.8s(n-1)=0.2¢e(n)
S(z) _
E(z)

G(z)= ?

S(z) 02 02z

E(z) 1-0,8z" z-0.8

/

TNS 21
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Lien entre fonction de transfert et
équation aux différences

0,2z
z-0,8

Soit la fonction de transfert d"un filtre numérique H(z) =

Déterminer 1'équation aux différences du filtre

02z z' 02
z-0,8 z1 1-0,8z"

On exprime H(z) en puissance négative de z H(z)=

Y(2) = 0,2 car par définition H(z)= Y(2)
E(z) 1-0,8z7" E(z)

(1-0,8z7")Y(z)=0,2E(z)

Y(z)-0,82""Y(z)=0,2E(z)

y(k)-0,8y(k -1)=0,2e(k) carz-1(z-iv(z))=y(k_i) ici =1

TNS 22 H. Garnier
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Diagramme des poles/zéros

e Soit une fonction de transfert

M
()—f\(z)= jl%( - /)
(z) [1(z-p)

e Définitions

Zéros z; sont les racines du numérateur B(z)=0

8 Poles p; sont les racines du dénominateur A(z)=0

* Exemple
B(z) _ 0,2 _ 0,2z
A(z) 1-0,8z77 z-0.8

H(z)=

Diagramme des poles/zéros

Toujours écrire H(z) en puissance positive de z pour déterminer les poles/zéros

Re(z)

23
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Stabilité d"un filtre numérique

* Sion connait la fonction de transfert du filtre numérique

ﬁ(z_zf)

.
I
~\

H(z)=C
(2-p;)

—=

—
Il
R

Le filtre numérique est stable si tous ses pdles p; ont un module
inférieur a 1, c’est a dire s’ils sont situés a l'intérieur du cercle unité

2 Im(z)

il <1

0,2z
z-0,8

Exemple H(z)=

NNNNN
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Conditions de stabilité

filtres analogiques/filtres numériques

Filtres analogiques Filtres numériques
Im(s) Im(z)
< W,

STABLE
2
«—,/ {S = jw w, /2 =0
9% 5 ST, ™~
N0 Re(s) Z =€ 4 7 Re(z)
o, p, ﬁ STABLE W,
Re(tous les poles) <0 ‘tous les poles‘
module

TNS

25 H. Garnier
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/ Réponse d"un filtre a un signal sinusoidal \

* On envoie un signal sinusoidal de fréquence f,

e(k)= Esin(Zn:fok)
dans un filtre linéaire de réponse fréquentielle
H(f) =|H(f)|e/#")
* La sortie en régime permanent s’écrit :
y(k)= E\H(fO )‘sin (2nf0k +o(f, ))

C’est un signal sinusoidal de méme fréquence f, que 'entrée, MAIS
avec une amplitude et une phase différentes (qui dépendent de H(f,))

@priété des filtres linéaires) /

TNS 26 H. Garnier
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Réponse fréquentielle d"un filtre

C’est la TFtd de la réponse impulsionnelle h(k)
y(k)=h(k)"e(k)

H(f)=TFtd(h(k)) e e
Y(f)=1I"(h(k)"e(k))=H(f) x E(f)

sT
Z=e ¢

Si on connait H(z) } z=e/*"e H(f)=H( Z)‘z=ej2m‘Te

S=jo=j2xf

Permet d’en déduire la réponse fréquentielle en amplitude et en phase

Y(f) qp(f) - Arg(H(f))

H(f) = \H(f )‘ej‘?”( ) H(f)) - £

Caractéristiques

- Réponses fréquentielles périodiques de « période » f,

- L’analyse et le tracé se limitent a la plage de fréquences [0 ; f, /2]

— Pas de pentes particuliéres au niveau du diagramme de Bode

27 H. Garnier
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Fréquence de coupure (rappel)

* La fréquence de coupure est la fréquence a partir de laquelle le
filtre commence a agir de facon significative sur le signal d’entrée

* (lest la fréquence pour laquelle le signal d’entrée subit une
atténuation d'amplitude de 0,707 ou de -3 dB (valeur pour laguelle
['oreille est capable de discerner une différence)

H(f
H(f)=M ou  Ha(f.)=H(f)-3dB
c \/E dB\'c dB
10
% Of———— 3=+
£ -3 dB I
8 -10 \\\

28 H. Garnier
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/ Il existe 2 types de filtres numériques

Filtres a Réponse Impulsionnelle Finie (filtres RIF)

S b,-z_i % bizM_i h(k)
H(z)=B(Z) _i=0 _ i N
A(z) 1 M :
_V(k)=boe(k)+...+bMe(k—M) 0 1

* Filtres a Réponse Impulsionnelle Infinie (filtres RII)

1 k)

|

B(z) ;

2=z~

aiz

LMzZ|LMR

i 2 -1 0 | 3 4 “k
\y(k)=—a1y(k—1)+...-aNy(k—N)+bOe(k)+b1e(k-1)+...+bMe(k—M) /

TNS 29
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Filtres RIF ou filtres non récursifs
Caractéristiques principales

* Equation de récurrence (y(k) ne dépend que de I'entrée)
M
y(k)=Y he(k-i)=hye(k)+...+ hye(k-M)
i=0
* Fonction de transfert
M M .
Shz! Y h,.zM -
H(z)= B(z) _ i=0 _ =0
A(z) 1 M
— M : ordre du filtre
— Un filtre RIF d’ordre M possede N=M+1 coefficients ( b=h,)

* Stabilité

— poles : tous en p=0 => podles a l'intérieur du cercle unité
e filtres RIF toujours stables

30
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/ Réponse fréquentielle d"un filtre RIF

Fonction de transfert
M
H(z)= E h(k)z X
k=0

* Réponse fréquentielle

. . f
S fi’T’f s o H(f)=3 h(k)e
z=g%" K=0

e Tracé de H(f) et Arg(H(f))

* Filtres RIF a phase linéaire (dans la bande passante)

* Réponses périodiques de « période » f,

\° Zone utile d’analyse du filtrage : [0, f, / 2]

BN

—j2]l’ki

e

/

TNS 31
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Caractéristique de la réponse fréquentielle en phase
d'un filtre RIF

* La phase est linéaire (on parle de filtres a phase linéaire)

f)=Arg(H(f))=| ~
(f)=Arg(H(F)=| -
1
] S o i
@(f) _ .
o —7—cste 305 AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
§u4- et iymnssodimms e
(11| T U RN RN SORSURUUNL.. JONRTNN SO, GO .. o L RSN
Les composantes fréquentielles de I’entrée sont " A N S T (N SR R
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500  S000

toutes retardées de la méme valeur

* Important dans de nombreuses
applications

Phaze de H

- Transmission de données ou de vidéo

-100 ; i i 1 i i i i i
0 500 1000 1500 00 2500 3000 3500 4000 4500 5000
fréequence (Hz)

La phase est linéaire

TNS 32 H. Garnier
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Exemple
Analyse d'un filtre RIF d’ordre 1

Soit le filtre RIF d’ordre 1 décrit par :

y(k)=%e(k)+;e(k-1)

Déterminer :

a) la fonction de transfert en z

b) la réponse impulsionnelle

c) le diagramme des poles et des zéros. Conclure sur la stabilité
d) la réponse fréquentielle en amplitude et en phase

e) En déduire le type du filtrage réalisé

f) Préciser la (ou les) fréquence(s) de coupure

33
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Réponse fréquentielle

d’un filtre RIF passe-bas d’ordre 1
H(z)=1+1z'1
2 2 1 ‘
—— RIF d'ordre 1
Sous Matlab : o
B=[0.50.5]; £ 05
A=[10]; <
fe=1; % Te=1 année 0 | | | |
[H,f]=freqz(B,A 512 fe); 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
subplot(2,1,1) 0
plot(f,abs(H)),grid 05
subplot(2,1,2) (;;3
plot(f,angle(H)),grid I
xlabel(‘fréquence (année”{-1})") L8 - - 0131 - o
fréquence (année™)

Voir aussi l'interface graphique filterDesigner

TNS 34 H. Garnier
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Filtrage RIF d’ordre 1
des anomalies de température

Lissage : calcul sur une fenétre glissante de 2 échantillons de la valeur moyenne
= filtrage RIF d’ordre 1

1 1
y(k) = 5e(k)+5e(k-1)

1 T T T T T T

O Mesurées
0.8 - Moyenne mobile sur 2 années &

Anomalies de température

1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020
Années

35
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Réponse fréquentielle
d’un filtre RIF passe-bas d’ordre 10

1 @
H(z)=ﬁEzk
k=0

Sous Matlab :
N=10;
B=1/N*ones(1,N);
A=1;

fe=1; % Te=1 année
[H,f]=freqz(B,A,512,fe);
subplot(2,1,1)
plot(f,abs(H)),grid
subplot(2,1,2)
plot(f,angle(H)),grid

xlabel(‘fréquence (année”™{-1})"

Amplitude

—— RIF d'ordre 1
- = RIF d'ordre 10

0.5

0.2 0.3 0.4
fréquence (année'1)

Voir aussi l'interface graphique filterDesigner

36
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Filtrage RIF d’ordre 10
des anomalies de température

Lissage : calcul sur une fenétre glissante de 10 échantillons de la valeur moyenne
= filtrage RIF d’ordre 10
9

1
y(k) =35 E e(k-m)

1

©  Mesurées
08r Moyenne mobile sur 10 années .

06
04r
021

ol

-0.277¢

-0.4

Anomalies de température

-0.6 &

-0.8 g

_1 1 1 1 | 1 1
1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Années

37
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Filtres RII ou filtres récursifs
Caractéristiques principales

® Equation de récurrence (y(k) dépend de I’entrée et des sorties passées)

+00 N-1 M
y(k)= Y h(k)e(k-i)==> a;y(k-i)+ Y be(k-i)

i=0 i=1 i=0
y(k)=-ay(k-1)+...—ayy(k-N)+bye(k)+be(k-1)+...+ b,e(k-M)

* Fonction de transfert

gb,-z"'
H(z) = iz(/)\/ =C(Z—z1)(z—22)..,(z_zM)
7+Eaj2'j (Z-p )(2-Py)...(Z—Pp)
=

N : ordre du filtre

® Stabilité
Présence de poles => vérifier la stabilité ‘P,-‘ <1

38
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Filtres RII du 1¢ et 2nd ordre

» Filtres purement récursifs du 1" ordre

y(k)=-ayy(k-1)+bye(k)

b b,z
H(z)=—29 — = 0
1+a,z Z+a,

Poéle : p,= - a,

Stable si |p,|=|a,|<1

e Filtres purement récursifs du 2 ordre

y(k)=-ay(k-1)-ay(k-2)+bye(k)

b, b,z* b,z*
H(z)= 1 2 2 B
1+a,z +ayz z°+a,z+a, (Z—P1)(2-P2)

Stable si |p,|<7 et |p,|<1

TNS 39 H. Garnier
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Réponse fréquentielle
Filtre RII du 1¢ ordre

® Fonction de transfert

b
H(z)=—2—
1+ a1z_1
J 2.7'[L
* Réponse fréquentielle z-e¢
b, b,

H(f) = -

1+a1e e
e

* Tracé du module et de la phase en fonction de f

- Zone utile d’analyse du filtrage : [0, f. /2]

- Pas de phase linéaire

- Utilisation d'un logiciel (Matlab par exemple)

pour tracer la réponse fréquentielle

La phase n’est pas linéaire

2 1+a,cos ox ! — ja, sin ox !
f f

b0=0.2 a1=—0.8
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Exemple
Analyse d'un filtre RII d’ordre 1

Soit le filtre numérique décrit par 'équation de récurrence :

4 1
(k)= y(k-1)+_e(k)

Déterminer :

a) la fonction de transfert en z

b) la réponse impulsionnelle

c) le diagramme des poles et des zéros. Conclure sur la stabilité

d) la réponse fréquentielle en amplitude et en phase
e) En déduire le type de filtrage réalisé
f) Préciser la (ou les) fréquence(s) de coupure
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Réponse fréquentielle

d’un filtre RII passe-bas d’ordre 1
1/5
H(z)= x
1-4/5z : |
. —— RIF d'ordre 1

Sous Matlab : 9 \ - - g:rdq;c;ﬁ;e:o
B=1/5; £ 05 \
A=[1-4/5]; g N e,
fe=1; 0 \\// \\\./, Bl P . ™
[H,f] =freqz(B,A,512,fe); 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
subplot(2,1,1) 100 ‘ ‘
plot(f,abs(H)),grid R - L A
subplot(2,1,2) § ° T B —_ ot : N

@ s | N [ m
plot(f,angle(H)),grid &-100r N Mo N \: > .
xlabel(‘Fréquence (année”{-1})") ’

B 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
fréquence (année'1)
Voir aussi l'interface graphique filterDesigner
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Filtrage RII d’ordre 1
des anomalies de température

4 1
y(k) = y(k=1)+ze(k)

1 T T T T T T

¢  Mesurées d%
0.8 - | = filtrées (RIl d'ordre 1) .

Anomalies de température

_1 | | | | | |
1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Années
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Analyse d'un filtre numérique

POLYTECH’
NANCY

Produit de convolution

y(k)=h(k)*e(k)

<
\ de transfert

Réponse impulsionnelle
h(k)

En résumé !

Fonction

0  Re(z)
Diagramme des poles/zéros

TFtd

Equation aux différences

y(k)=-ay(k-1)+bye(k)

2000 2500 3000 3500 4000 4500 s0o00
eeeeeeeee Hz)

H(f)=H(z )‘Zzel?ﬂé _ ‘H(f )‘ejco(f)

TFtd-"

> Réponse fréquentielle

€

H(®)

TNS
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