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Avant-propos

Ces transparents sont issus d'une version initiale élaborée par ma collegue
Floriane Collin.

Je tiens a la remercier d'avoir autorisé leur adaptation.
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Automatique

@ Chapitre 1 - Introduction a I’Automatique et modélisation des
systemes
@ Chapitre 2 - Analyse des systemes
@ Chapitre 3 - Stabilité des systemes
e Définitions
o Critere de Routh-Hurwitz
@ Chapitre 4 - Systemes bouclés : commande, stabilité et
performances
@ Chapitre 5 - Correcteurs standards et leurs réglages
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Stabilité

lllustration de I'importance de la stabilité des systemes en Automatique
Atterrissage de la fusée Starship de SpaceX

https://www.youtube.com /watch?v=zM2I4TkZokc

Voir aussi le booster de la fusée Superheavy attrapé par la tour le 13 octobre 2024
https://www.youtube.com /watch?v=hI9HQfCAw64
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Stabilité

Si toute variation d'un systeme autour d'une position d'équilibre demeure au
voisinage de ce point, alors cette position est dite stable.
Ecarté d'une position d'équilibre, cette position est :

@ stable si le systeme tend a y revenir.

@ astable si le systeme atteint une nouvelle position d'équilibre.

@ instable si le systeme tend a s'en écarter davantage.

Stabilité = mesure de la tendance du systéme a revenir a sa position d'équilibre
aprés avoir été perturbé.
Illustration : bille roulant dans un rail

A : position d’équilibre instable
B : position d’équilibre astable
C : position d’équilibre stable
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Stabilité

Un systeme est stable si pour une entrée bornée, la sortie est aussi bornée.

Borné

Borné

Entrée Sortie

Un systeme est stable si sa réponse impulsionnelle tend vers 0 quand t — oo.

LWCRL
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Stabilité

Stabilité d’apres la réponse impulsionnelle

Exemples o

Gi(s) = H% o gi(t) = et (1)

Si a > 0, gi(t) converge = systéme stable ;

Si a < 0, gi(t) diverge = systeme instable ! stable

a>0

Impulse Respanse

1 ! instable
G = ;
) = CE G362
Gols) = ~1/6  1/10 —1/15 R
B +1 s+3 s —12 ?
gz(t) — 7e—t + —6737: _ —th !

6 10 15

stable stable

= systeme instable

3] T 83 04 05 06 07 08 08
Time (seconds)
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Stabilité

Stabilité d’apres la réponse indicielle

Systéme Systéme Systéme
stable stable oscillant

Systéme Systéme
instable instable

Un systéme est stable si sa réponse indicielle (a un échelon) tend vers une valeur finie
lorsque t — 4-o00.
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Stabilité

Soit un systeme linéaire représenté par une fonction de transfert G(s).
Le systeme est stable si tous ses pdles sont a partie réelle strictement négative

G(s) = gg; stable < Re(pi) < 0,Vp;

pi : pdles de G(s), aussi les racines de I'équation caractéristique D(s) =0

@ Equation différentielle sans second membre :
a0y (t) + -+ ay(t) + aoy(t) = 0
@ Solution : combinaison linéaire de termes de la forme

AePit (pole réel simple p;)
y(t) = At"ePit (pdle réel multiple p;)
Asin(wit + p)e” " (pbles complexes conjugués : p; = o; + jw;)

y(t) ne diverge pas < Re(p;) < 0,Vp;
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Stabilité

@ 1 pdle simple en zéro p; = 0 = Systeme astable

_(s—z1)...(s—zm)
B e SO P

@ 2 pdles imaginaires conjugués p1» = taj = Systeme astable

(s—21)...(s - zm)

€O = a6 —p) 5= pn)

@ Podles de multiplicité i sur I'axe imaginaire (i > 2) = Systeéme instable

(s—=z1)...(s — zm)
(s2+pi o) (s—pr)...(s—pn)

G(s) = C (s—z1)...(s—zm)

SG—p)(s—p =€
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Stabilité d’apres le calcul des pdles

Exemples

_ 1 - :
G1($) = GB(S) - (s+1)(5+2)(573)

s+2
1 pdle: p1 = -2

p1 < 0 = systéme stable 3 pdles: pr=—1lipp=—2/ps =3

p3 > 0 = systéme instable

1
1 G4(S) =
G = 2
25 = 597 s+ DG+ (2 +1)
2 poles: p1o =1+ 4 pdles: pr=—1;, pp =—2; p34==j
Re(pi2) >0 p3,4 sur I'axe imaginaire
= systeme instable = systeme astable
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Stabilité

Relation entre position des pdles et réponse impulsionnelle

pbles complexes

filtre passe bas he oscillateur
ho  2ime ordre conjugés
L AS t
t v
Sxet /Y
- % P
' 'y
pole smple_\ ! o ’, X H /—-—\
Pi i R -
( \k
he ¥ o " P: >
/ ‘ ' \‘\ X P' \
t [ Y 1
: P .
filtre passe bas xpe, [
1er Ordre s _4;
systémes stables N systémes instables

Un systéme est stable si Re(p;) < 0 V p; < tous les pdles doivent étre dans la partie

gauche du plan complexe.

Un systéme est stable si sa réponse impulsionnelle (a une impulsion de Dirac) tend

vers 0 lorsque t — +o0.
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Stabilité

Sous Matlab - Diagramme des péles et des zéros

Exemple
s34+3s2 45547

s4 4+ 483 + 65248542

G(s) =

s = tf(’s’);
G=(2+3%s>+5%xs+7)/(s"+4%s>+6xs>+8x%s+2);
zpplot(G) % voir aussi pole(G)

2 Pole-Zero Map
o
15 x
~ 1
P
§ 05
2
% 0 o * il 1
%
< 05
B
<
2
E
15 x
°
3.5 2 -15 - 05

Real Axis (seconds™)

Un systéme est stable si Re(p;) < 0V p;
< Tous les poles doivent étre dans la partie gauche du plan complexe.
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Stabilité

Et quand Matlab n’existait pas ?
Exemple

s> +35°+55+7

G(s) =
(s) 1255 4 14s% + 353 + 52 4+ 16s + 11

Le systeme décrit par G(s) est-il stable ?
Calcul des péles de G(s) (sans Matlab !) — compliqué !

Solution : critére algébrique de Routh-Hurwitz !

Routh-Hurwitz Criterion, An Introduction &

@ Visionnez les vidéos de Brian Douglas :
Routh-Hurwitz Criterion, Special cases!
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Stabilité

2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

" D(s)  ans"+ap_15""l--- 4 ais+ ag

N bms™ 4+ ---+ b b
(s) = (s) ms™ + -+ bis + by

@ Vérifier que V a; # 0 et V a; ont le méme signe puis construire le tableau
@ Recopier les coefficients du dénominateur dans les deux 1éres lignes

. R bi_1.1bi—2j+1 — bi—1j41bi—
© Compléter le tableau selon la regle : b, ; = 2=L17 24*; i—L,jit10i-2,1
i—1,1

@ G(s) stable < tous les termes de la 1ére colonne sont de méme signe.

Le nombre de pdles instables correspond au nombre de changement de signe dans la
p P g g
lere colonne.
S an an—2 an—4 T a0
sn—l an—1 an—3 an—5 T 0
-2
s" b3 1 bz 2
s"3 | by bg 2

S a0

ap_1dp—2 — ap_3an ap—1dp—4 — Ap—5an b3 1ap—3 — b3 pap—1
b1=—"—"—""—""" bhp=—""—"""""",....h1= —/—F—F—"——
ap—1 ap—1 b3 1

b
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Stabilité

2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Exemple 1

D(s) = s* +3s°—5s> + s+ 2

D(s) = ass* + a35> + a5 + a1s + ao

Tous les coefficients a; n'ont pas le méme signe (a2 < 0) — systéme instable !

Vérification avec le calcul des pdles :
p1 = —4.21,
P2 = —0.49,
p3,a = 0.85 £ j0.48 — systeme instable !
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2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Exemple 2

G(s) = !

s*+2s3+3s2+10s+8

Tous les coefficients du dénominateur a; > 0V /. On peut alors construire le
tableau de Routh

D(s) = 1s" + 25> +3s° +10s + 8

EN

1

)

0
w

w 9,

")
o
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2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Exemple 2

G(s) = !

s* 4253+ 352+10s+ 8

Tableau de Routh

D(s) = s" +2s> +3s> +10s + 8

EN

1 3

)

0
w

n 9,

7))
o
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2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Exemple 2

G(s) = !

s* 4253+ 352+10s+ 8

Tableau de Routh

D(s) = s" +2s> +3s> +10s + 8

‘11 3 8

0

0
w

w Y,

0]
o
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2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Exemple 2

G(s) = !

s* 4253+ 352+10s+ 8

Tableau de Routh

D(s) =s" +2s> +3s> +10s + 8

s*11 3 8
3|2

52

)

50
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2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Exemple 2

G(s) = !

s* 4253+ 352+10s+ 8

Tableau de Routh

D(s) =s" +2s> +3s> +10s + 8

sf11 3 8
|12 10
52

S

s0
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2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Exemple 2

G(s) = !

s* 4253+ 352+10s+ 8

Tableau de Routh

D(s) =s*+2s* +3s° + 10s + 8

sf11 3 8
s$|12 10 o0
52
S
s0
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2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Exemple 2

G(s) = !

s* 4253+ 352+10s+ 8

Tableau de Routh

D(s) = s" +2s> +3s> +10s + 8

0w un
w s
—
—_

o w
o

2x3-10x1
—s =

")
)
|
N

-2

%)

0
o
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2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Exemple 2

G(s) = !

s* 4253+ 352+10s+ 8

Tableau de Routh

D(s) =s*+2s* +3s° + 10s + 8

U NN
o N
© 5 w

o o

)
o
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2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Exemple 2
1
G = - Tabl de Routh
()= w2532 105 1 8 12bleau de Rou

D(s) = s* +2s° +3s> +10s + 8

EN

s 1 3 8

s$$1 2 10 0

2| 2 8 0 M =18
s | 18 -

0

H. Garnier Polytech Nancy - 3A 25/ 38



2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Exemple 2

G(s) = !

s* 4253+ 352+10s+ 8

Tableau de Routh

D(s) = s" +2s> +3s> +10s + 8

w 0,0, 0
oo N R
-
o3 w
o O o

)
o
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2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Exemple 2

G(s) = !

s* 4253+ 352+10s+ 8

Tableau de Routh

D(s) = s" +2s> +3s> +10s + 8

s*11 3 8

s 2 10 0

2| 2 8 0 %gx(*m =8
s 18 0

s° 8
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Stabilité

2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz
Exemple 2
1

G(s) =
()= G 2532 11051 8
Tableau de Routh

EN

s 1 3 8
S| 2 10 0
2| @ 8 0
s 18 0

s° 8

Tous les termes de la 1lére colonne n'ont pas le méme signe = systéme instable!
Le nombre de pdles instables correspond au nombre de changement de signe
dans la premiere colonne, 2 ici (de 2 4 -2 et de -2 4 18).

Vérification par le calcul des pdles
pr=—2, pp=—1, p34 =0.5+£,1.93 = 2 pdles instables
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Stabilité

Construction du tableau de Routh

Exemple 3
2
s°—bs+7
G(s) =
(s) s34+6s52+12s+8

Tous les coefficients du dénominateur a; > 0V /. On peut alors construire le
tableau

s3 1 12

s? 6 8

1 6x12—-8x1 _ 32
s 3 =3 0

0 | 32/3x8-0x6 _ g
32/3 =

Tous les termes de la 1ére colonne sont positifs = G(s) stable.

Vérification par le calcul des pdles
p1 = p2 = p3 = —2 = 3 poles stables
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Stabilité

2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Cas particulier 1 - Un zéro dans la lére colonne = systeme astable ou instable
D(s) =s* 435> +2s> + 65 +1

Tableau de Routh

stl1 2 1

3

s 3 0

210 1 3><276><1:O 3><170><1:1
3 3

S

0

Ce cas particulier est obtenu lorsque le systéme possede :
@ un ou plusieurs pdles astables (pbles sur I'axe imaginaire)
@ un ou plusieurs pdles instables (pdles dans la partie droite du plan complexe)

@ si I'élément nul est le dernier du tableau, présence d'1 péle nul ou de 2 pdles
imaginaires purs conjugués. Le systéeme est astable
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Stabilité

2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz
Cas particulier 1 - Un zéro dans la lére colonne = systéeme astable ou instable
D(s) =s* 435> +2s* + 65+ 1

Tableau de Routh On remplace le zéro par ¢ et on évalue la limite des
nouveaux termes lorsque ¢ — 0"

. st 1 2 1
53 1 2 1 53 3 6 0
s2 3 6 0 2 . 1
s 0 1 —

0
s s° 1

. 3 L
lim (6 - 7> = —o0 < 0 = systéme instable !
2 changements de signe dans la premiére colonne = 2 pdles instables

Vérification par le calcul des pdles
pr = —2.97; pp = —0.17; p3.4 = 0.07 £ j1.38 = 2 podles instables
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Stabilité

2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Cas particulier 2 - Une ligne entiére de zéros = systeme astable ou instable
D(s) =s"+3s> +4s®> + 35 +3

Tableau de Routh

4

s 1 4 3

3

5 3 3 0

2103 3 0 3><3;3><3:0 3><0;0><3:0
s |0 O

0

Ce cas particulier est obtenu lorsque le systéme possede :

@ une paire de pdles réels de méme amplitude mais de signe opposé (ex :
p1,2 = £1 ) = systéme instable

@ une paire de pdles imaginaires de méme amplitude mais de signe opposé (ex :
p1,2 = £j) = systéme astable

@ des paires de pdles complexes conjugués symétriques par rapport a |'origine du
plan complexe (ex : p1p» =1=%j, p3.4 = —1 % j) = systéme instable
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Stabilité

2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Cas particulier 2 - Une ligne entiere de zéros = systeme astable ou instable
D(s) =s*+3s° +4s> + 35 +3

Tableau de Routh On va 3 Ia ligne supérieure (a celle oli il n'y a que des zéros) et
on crée un polynédme A(s) formé des coefficients de cette ligne. On dérive alors A(s).
Les coefficients du polynéme dérivé remplace ceux de la ligne supérieure et on
poursuit la construction du tableau de Routh.

s*11 4 3
sS|13 3 0
s |13 3
st|0 0

A partir de la ligne supérieure, on construit : A(s) = 3s2 4 3 que 'on dérive :
A'(s) =65+0
La 3éme ligne du tableau est alors modifiée :

11 4 3
s$1 3 3 0
2|36 30
st | @3 go
s° 0
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Stabilité

2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Cas particulier 2 - Une ligne entiére de zéros = systeme astable ou instable
D(s) =s*+3s° +4s> + 35 +3

Tableau de Routh modifié

nn n u n
o = N W »
o™
o
o™
o

Dernier élément du tableau est nul | = le systeme est astable : 1 pdle en zéro
ou 2 pdles imaginaires purs conjugués

Vérification par le calcul des pdles
Ici on a deux pdles conjugués sur I'axe imaginaire = systéme astable
Poles : p1» = —1.540.866, p34 = £/
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2. Critere algébrique de Routh-Hurwitz

Cas particulier 2 - Une ligne entiére de zéros (2nd exemple)
D(s) = s° + 7s* + 65® + 425° + 85 + 56

Tableau de Routh

A partir de la ligne supérieure, on construit : A(s) = 7s* + 42s® + 56 que I'on
dérive : A'(s) = 285> +84s+0
La 2eme ligne du tableau est alors modifiée :

s° 1 6 8
st | 728 47 84 560
S| g3 g6 0
s> | 28 0

s'| 6 0

s° 0 méme conclusion que I'exemple précédent
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Stabilité

Critére de Routh-Hurwitz :
outil tres utile pour déterminer la plage de valeurs de gain d’un correcteur
qui garantit la stabilité d’'un systéme bouclé

Déterminer la plage de valeurs de k, qui permet au systéeme bouclé de rester

stable.
+ &(s) U(s) 1
Yo (s) X k TTRTT Y(s)
Méthode :
. . . Y(s)
@ on determine la fonction de transfert en boucle fermée Fgr(s) = v.(s)

@ on construit le tableau de Routh et on en déduit la plage de valeurs de k,
qui permet de respecter les conditions de stabilité du critere
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Stabilité

Détermination de la plage de valeurs d’un gain pour garantir la stabilité
d’un systéeme bouclé grace au tableau de Routh

@ on determine la fonction de transfert en boucle fermée Fgr(s)

_ Y(s) kp

F, = =
or (5) Yi(s) s®+3s2+2s5+k,

@ Tous les coefficients du dénominateur a; > 0V i = k, > 0.
On construit le tableau

s3 1 2
s? 3 kp
6—k
st 3 id 0

0 kp

Tous les termes de la 1lére colonne doivent étre positifs pour garantir
Fge(s) stable (sur la base de la connaissance du modele G(s)).

ko >0et 5% >0

Systeme stable < 0 < k, < 6
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Stabilité - Résumé

Un systeme est stable si sa réponse impulsionnelle tend vers 0 quand t — +oc.

lim g(t)=0

t—+oo

Un systeme est stable si ses pdles sont tous a partie réelle strictement négative
G(s) stable < Re(pi) < 0,Vp;

Tous les poles doivent étre dans la partie gauche du plan complexe

G(s) = IE\)IEZ; avec D(s) = ans" + an_15"" '+ -+ a1s+a0, a >0

Le systeme est stable si et seulement si les coefficients a; sont tous positifs et
si les termes de la 1lére colonne du tableau de Routh sont tous positifs.
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