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Pierre-Simon LAPLACE

e 23 mars 1749 - 5 mars 1827
« Grand scientifique francais

« A profondément influencé les
mathématiques, I'astronomie, la
physique et la philosophie des
sciences de son siécle

« La transformée qui porte son
nom facilite grandement I'analyse
des systemes a temps continu

Visionner la vidéo de Brian Douglas : Control Systems Lectures-The Laplace Transform
and the Important Role it Plays
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Définition

« Soit un signal a temps continu x(f) causal (nhul pour t<0), la
transformée de Laplace de x(t) est définie par :

L(x(t))=x(s) = Tx(t ) e~St dit

ou

A

' X(1) Signal a temps continu

M

0

— s est la variable de Laplace (parfois notée p)

— Sestcomplexe : s= atw

On dit que X(s) est la transformée de Laplace du signal x(t)

™~y

Remarque : les conditions de convergence de l'intégrale impropre ne seront pas indiquées

H. Garnier
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/ Transformée de Laplace de signaux usuels \

* Impulsion de Dirac o(t)
L (5(t)) =1 ‘ !
N 0 1
» Echelon unité )
A
1 1
L(r()=-
S >
0 t
* Rampe unite r(t)
1
L(r(t)) = —2 | ' >
S 0 t

* EXxponentielle causal (a scalaire réel ou complexe) ’e\atr(t) 450 ici
1

\ L( St r(t)) - é | )/
0 t
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Table de transformées de Laplace

x(t) X(s)
o(t) 1
1
It g
1
r(t)=t I{(t) 3_2
n!
t" I1(?) Sn+1
—at 1
e "I s+a
n!
t" e~2tr(t) (S . a)n+1
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Table de transformées de Laplace

x(t) X(s)
sin(a)ot) I(t) o)
2+ 2
S
cos(a)ot)F(t) <2 >
+w
o
e~a sin(a)ot) I “o

e % cos (a)ot) Ia)
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 Linéarite

| (9x(t)
ot

L[d”x(t )

dt”

» Dérivation par rapport au temps

Quelques proprietés importantes
de la transformée de Laplace

L(a x(t)=a X(s)
L(a x(®)+ b y(®)) = a X(s)+b Y(s)

d?x(t)

|- s?X(s)-sx(0)-x(0)
dt

— sX(s)-x(0) L[

= s"X(s)-5""Tx(0)-s"2?x("0)-...-sx("?)(0) - x("")(0)

/
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Quelques proprietés importantes
de la transformée de Laplace

e Théoréme du retard L(x(t—to )) - e x (s)

— Déterminer L(rect(t-0.5))

« Changement d’échelle L( x(at)) _ 1 X(f)
a \a
— Déterminer L(r(2t))
* Produit par le temps 1 (t x(t)) _dX(s)

— Déterminer L(tcos(wyt)) ds

\_ /
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Quelques proprietés importantes
de la transformée de Laplace
* Produit de convolution
L (x®*y®)= X(s)xY(s) XY= [ x(t) y(t-7)d
0

« Théeoreme de la valeur initiale

x(0* )= lim sX(s)

S—>+00

« Théoreme de la valeur finale

lim (x(t)) = lim sX(S)  Sila limite existe

{—+0 S—

Exemplgt-' y Contre — exemple :

=e = = S

x()=e~'rt) X(s)-= > x(t)=cos(w t) It)  X(s)= .z
o
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/ Transformée de Laplace inverse

L7 (X(s)) = x(t)
« Utilisation de la définition a partir de l'intégrale

|- (x(s))=x(t) = %ijOX(s )etds

Formule compliquée ! On évite de I'utiliser

» La transformée de Laplace inverse est un opérateur linéaire
On va exploiter cette propriété

L7 (a X(s)+b Y(s)) =al" (x(s)) + b L7 (¥(9))

\ =a x(t)+ b y(t)

Le probléme consiste a retrouver le signal x(t) a partir de X(s)

B

/

10
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Résolution d’équations differentielles
a I'aide de la transformeée de Laplace (TL)

« La procédure de résolution est la suivante :

1. Appliquer la TL aux 2 membres de I'équation différentielle en y(t) en
tenant compte des conditions initiales des signaux

2. Calculer Y(s) en utilisant les propriétés et la table de TL
3. Décomposer Y(s) en éléments simples

4. Utiliser la table de transformées pour obtenir y(t) par transformée
inverse

11 H. Garnier
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Transformée de Laplace inverse
dans le cas de formes simples

» Exploitation directe de la table de transformées de Laplace

— On essaie de mettre la transformée de Laplace sous une forme
donnée dans la table

 Exemples
3 4
X(S)=s+2 Y(S)=23+1
Y(s) - 4 4

x(t)=3e~21(t) 2s+1 2(S+1)
2

Ty

y()=2e 2 I(t)

12 H. Garnier
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Transformee de Laplace inverse

dans le cas de formes simples

 Exploitation directe de la table de transformées de Laplace

— On essaie de mettre la transformée de Laplace sous une forme

donnée dans la table
« Exemples (suite) :

X(s) = 2

(S + 4)3

x(t)=t? e~ (t)

4
Y(S)=2—
S “+16
Y(s) = 4 4

s2416 s2442

y(t)=sin(4t) I{(t)

13
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Transformee de Laplace inverse
par décomposition en elements simples

» La méthode consiste a décomposer en élements simples Y(s)
et a exploiter ensuite la table de transformées de Laplace

m .
Ebis’
i-0 A A, et A,

Y(S)= =
(S-8,)(S-8,)...(s-S,) S-S, §-5, S-S

n

A1

An

S-S,

y(t)=L" +...+L7

= A1es7t1“(t) +...+ AnesntF(t) A, : scalaire réel ou complexe

14 H. Garnier
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Rappels : decomposition en élements simples

m .
> b s
Y(s)=’:0 avec n>m
Y a; s’
i=0
« (Cas ou les n racines du dénominateur de Y(s) sont toutes distinctes
g i
b; s
~ A A A
Y(s)= (=0 — 2 _ L...4_"Tn
(S-8,)(s-S,)...(s-s,) S-S5, S-S5, S-S,

A = Iim

/
S%Si

[(s—si)Y(s)] I=1,2,---,n

15
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Transformée de Laplace inverse

» Déterminer le signal y(t) ayant comme transformée de Laplace

Exemple

S+2
Y s+ 1)(s+3)
(2Tt 10t
y(t)=| - Se - e | (1)

16
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Rappels : decomposition en élements simples

« 2¢me cas : Si Y(s) posseéde une racine multiple s; de multiplicité r:

m .
b; s’
Y(s)oio M fo ., A
(3—81)r 55 (3—31)2 (3—31)r
' 1 dr—i .
Ai:SILn;[(r_i)! dsr_i{(8—81)rY(s)} i=1,2,---,r

— Formule compliquée ! On évite de I'utiliser

— Meéthode recommandée pour les cas « simples » :
* On détermine A, par la méthode des limites
* On choisit des valeurs de s#s, (par exemple s=0, s=-1 etc)
 on résout un systeme d’équations pour les coefficients A, ..., A.;

17 H. Garnier
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Transformée de Laplace inverse
Exemple

Déterminer le signal y(t) ayant comme transformée de Laplace

S+ 2

Y(s)= >
(S+7) (S+3)

A A A
Y(s)= s+2 = 7 _ 4 2 + 3

(s+1)°(s+3) S*T (s+1)” S*3

7 7 7

7

Y(s)=%

1

17 .+ 1, ¢
S=0;Y(O)=§=A1+A2+— y(t)= Ze + —te —Ze

2

S+1+§(S+1)2 - 4s+3

-3t F(t)

18
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Cas particuliers de transformées de Laplace
du 2¢ ordre

N(s) On calcule le discriminant 4

Y(s)=—,
as“+bs+c

 Si A>0; les deux racines sont réelles distinctes

_ K _ A1 A2 — s,t S,t
Y(S)_a(s—s1)(s—s2)_s—s1+s—32 y® (A1e A28 )F(t)

« Si 4=0; laracine est double réelle. 2 cas sont a distinguer :
K A

Y(s) = = _ st
(s) a(s—5)% (s-s)? y(t)=Ate " I(t)
ds+e A A
2 _ _ 1 2 — st s, t I
(s) a(s-s,;)° S—S +(s—S1)2 y@® (A1e " Ate ) (1)

« Si 4<0; les deux racines sont complexes conjuguées. 2 cas sont a distinguer :

K w
Y(S) = =A o =A —at 5 o
as? +bs+c (S + a)z + a)g e sm(a)ot) (1)
Y(s)= ;’S re _aA_°S X y()=Ae~* cos(w,t) I(t)
as“+bs+c (s+a) +w§

H. Garnier



