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Introduction générale

Ce travail a été mené au Centre de Recherche en Automatique de Nancy (CNRS UMR
7039), au sein du théme IRIS (Instrumentation, Robotique, Images, Signaux), dans le cadre
du projet Modélisation et Traitement de Données Expérimentales. Il porte sur I'estimation
des paramétres de signaux constitués de sinusoides complexes amorties ou non, noyées dans
du bruit. Ce probléme est tout a fait général et concerne un grand nombre de secteurs d’ap-
plication : analyse de vibrations, électrotechnique, radar, spectroscopie, etc. En 'occurrence,
ce travail a été motivé plus particuliérement par certaines difficultés rencontrées en spec-
troscopie de Résonance Magnétique Nucléaire (RMN), liées a la complexité des signaux. En
effet, ces signaux sont souvent trés longs (plusieurs milliers d’échantillons) et comportent un
grand nombre de sinusoides amorties, parfois trés proches et d’amplitudes trés différentes.
Ce domaine constitue donc notre support applicatif privilégié.

Dans ce contexte, les méthodes d’estimation a haute résolution (HR) sont souvent mises en
difficulté a cause des ordres trés élevés qu’elles requiérent. C’est pourquoi les spécialistes de la
RMN se contentent, dans ce genre de situations, d'une analyse par transformée de Fourier, en
dépit de ses limitations. Pour pouvoir bénéficier des avantages des méthodes paramétriques
sur des signaux RMN de grande complexité, N. Henzel [Hen97| a proposé une méthodologie
de traitement dans un contexte de banc de filtres. Cette technique, appelée décomposition
en sous-bandes, permet d’engendrer des signaux dont la complexité peut étre appréhendée
de maniére conventionnelle.

L’idée d’une décomposition en sous-bandes n’est pas nouvelle. Dans le domaine de I’analyse
spectrale, elle a été préconisée dés 1983 dans un travail original de Quirk et Liu [QL83] pour
améliorer la résolution d’une estimation autorégressive (AR) en réduisant les effets d’inter-
férence entre modes. A partir de ce travail initial, peu de contributions ont été apportées
autour de cette approche jusqu’aux travaux de Rao et Pearlman [RP92a, RP92b, RP96|
qui ont développé la théorie de ’analyse spectrale en sous-bandes. Depuis, cette technique
d’analyse a connu un regain d’intérét avec les apports de Steedly et al. [SYM94a| et ceux
de Karrakchou et van den Branden Lambrecht [KvdBL93, vdBLK95|. Plus récemment, dans
le contexte de I'estimation fréquentielle, les avantages de I'analyse en sous-bandes ont été
également étudiés [TVO0la, TV01b, NKKO02|.

De facon générale, 'estimation en sous-bandes présente trois avantages. Le premier est d’aug-

menter la résolution fréquentielle et la précision de I'estimation en réduisant l'interférence
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entre modes [QL83] ou en isolant I'information spectrale dans des bandes fréquentielles sé-
parées. Le deuxiéme est de permettre une réduction des ordres des modéles en sous-bandes
[RP96| par I'utilisation de facteurs de décimation élevés, en espérant que le nombre de modes
par bande soit diminué. Enfin, le dernier avantage est la réduction de la charge de calcul
dans le cas de signaux relativement longs, permettant ainsi une utilisation plus efficace des
données avec les méthodes HR. Toutes ces performances dépendent, bien siir, étroitement de
la complexité du signal considéré et des différents parameétres intervenant dans le découpage
en sous-bandes (filtre et facteur de décimation). De ce fait, 'estimation peut se détériorer
lorsque le facteur de décimation est trop élevé ou lorsque les filtres présentent un grand
transitoire. Ainsi, une décomposition qui s’adapte au contenu fréquentiel du signal est géné-
ralement souhaitable [KvdBL93|. En effet, une telle décomposition évite le choix du facteur
de décimation en ajustant ce dernier a la complexité rencontrée [DT03|. Bien que I'idée d'une
décomposition adaptative ne soit pas inédite, a notre connaissance, peu de travaux ont été

consacrés a cette technique dans le cadre de I'estimation fréquentielle.

Notre étude comporte donc deux volets. D’'une part, nous allons étudier le probléme spé-
cifique de 'estimation des paramétres de sinusoides amorties, indépendamment de la com-
plexité intrinseque de ces signaux. Le caractére amorti des signaux nous est dicté par le
contexte physique dans lequel nous travaillons (spectroscopie de RMN). Dans un deuxiéme
temps, nous aborderons le probléme du découpage en sous-bandes qui s’impose lorsque ces
signaux atteignent un certain degré de complexité.

En ce qui concerne le premier point, nous avons constaté, qu’hormis les approches dédiées
exclusivement a ces signaux telles que la méthode de Kumaresan-Tufts [KT82|, 'approche
Matrix Pencil [HS90]| et la méthode de Héndel [H&n93], ce probléme est moins souvent abordé
dans la littérature ou bien considéré comme un simple cas particulier des signaux sinusoidaux
purs. Or, un probléme se pose notamment lorsque ’on veut faire intervenir une estimation
de la fonction d’autocorrélation, a cause de la non-stationnarité des signaux amortis. Dans
le cas de sinusoides pures, Stoica et Soderstrom [SST89, SS90| ont proposé une méthode
d’estimation fondée sur les équations de Yule-Walker modifiées (modélisation ARMA). Dans
le contexte de signaux amortis, notre objectif est d’analyser la pertinence d’une modélisation
ARMA par rapport aux approches dédiées a ces signaux. Nous verrons que la fonction
d’autocorrélation doit étre estimée convenablement pour s’affranchir du probléme de non-
stationnarité. L’étude d’un estimateur particulier de I’autocorrélation nous permettra alors
de mettre en évidence les avantages de la représentation ARMA.

Face a des signaux de grande complexité, les spécialistes en traitement du signal pensent
naturellement & une décomposition en sous-bandes. Toutefois, il semble qu’aucune technique
d’estimation par décomposition n’ait réussi a s’imposer comme une méthode standard, du
moins pour ce qui est de I'estimation fréquentielle. De plus, la rareté des travaux portant
sur ce sujet fait que les conditions d’utilisation optimales d’une telle approche en particulier

celles d’'une bonne coopération entre l'algorithme d’estimation et le découpage, sont mal
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connues. Un autre objectif de ce manuscrit consiste justement & aborder un certain nombre
de questions relatives aux performances attendues de cette technique. Il s’agit notamment
de discuter sur la facon dont il faudrait procéder au découpage, du point de vue des filtres
de décimation, de mettre en évidence ses avantages et enfin d’identifier les sources de ses
limitations.

Les problémes de la décomposition uniforme évoqués auparavant peuvent étre atténués en
considérant des formes adaptatives. Celles proposées dans la littérature présentent néan-
moins des limitations, en particulier, quand il devient nécessaire d’arréter la décomposition
des bandes ol les paramétres du signal sont correctement estimés. Le troisiéme objectif du
présent manuscrit est donc de proposer une technique de découpage adaptatif qui soit, bien
str, plus performante que I’approche uniforme, mais aussi plus avantageuse que d’autres
méthodes adaptatives. Ceci nous conduira a aborder plusieurs autres thémes tels que 1'opti-
malité du découpage, les critéres possibles d’arrét de la décomposition et la platitude spec-
trale. La réduction du temps de calcul est également un théme central, étant donné que
notre démarche s’oriente vers une application pratique. Des exemples de simulation nous
permettront d’illustrer les avantages de I’approche proposée.

Enfin, dans le cadre de I’application aux signaux expérimentaux issus de la spectroscopie
RMN, notre but consiste, d’une part, a analyser la pertinence de la décomposition adaptative
dans Iestimation des paramétres des signaux (fréquences et amplitudes) et la réduction des
fausses détections. D’autre part, il s’agit de quantifier ’apport d’'une décomposition en sous-

bandes du point de vue de la réduction des temps d’acquisition des signaux RMN.

Ce mémoire s’articule autour des quatre chapitres résumés ci-dessous.

— Le premier chapitre est destiné & faire une présentation synthétique de quelques méthodes
paramétriques permettant d’estimer les paramétres d’exponentielles amorties. Ces mé-
thodes sont scindées en deux groupes : le premier englobe les approches utilisant directe-
ment les données et le second contient les méthodes reposant sur une modélisation ARMA
d’un signal exponentiel. Nous montrons qu’un signal exponentiel amorti peut étre modélisé
par un processus ARMA particulier dont la fonction d’autocorrélation doit étre estimée
convenablement. Nous analysons par la suite un estimateur particulier de I’autocorrélation
et nous montrons qu’avec un réglage approprié de cet estimateur, on peut augmenter le
rapport signal-sur-bruit comparativement aux données initiales. Des simulations multiples
sont présentées pour mettre en évidence les performances d’une modélisation ARMA par
rapport a la méthode de Kumaresan-Tufts. Enfin, nous présentons briévement le probléme

de I'estimation des amplitudes ainsi que quelques critéres de sélection de I’ordre du modéle.

— Dans le second chapitre, nous abordons le probléme de la décomposition en sous-bandes
et de son apport en matiére d’extraction des paramétres de sinusoides amorties. Aprés
une description des principes de bases de la décomposition en sous-bandes, nous étudions

les diverses possibilités de procéder au découpage du point de vue des filtres utilisés et de
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leur agencement (taux de recouvrement, fréquences de coupures, etc.). Par la suite, nous
établissons le modéle du signal en sous-bande qui s’avére étre également un processus de
type ARMA dont les ordres maximaux sont donnés. L’influence du processus de filtrage
et de décimation sur le profil des valeurs singuliéres obtenues en sous-bandes est égale-
ment étudiée. Il sera montré que celle-ci n’est pas sans conséquence sur la détermination
du nombre de composantes effectuée a ’aide de critéres de type MDL. Nous proposons
alors une démarche permettant de s’affranchir de ce probléme. Nous étudions ensuite la
possibilité d’utiliser les composantes polyphasées issues de la décimation et nous mon-
trons, en simulation, l'inefficacité de cette approche, entrainée par la dépendance trop
forte entre composantes polyphasées successives. Enfin, les performances de 1’approche

décomposition /estimation en sous-bandes sont analysées a I’aide de simulations multiples.

La décomposition en sous-bandes uniforme nécessite le choix a priori de la profondeur
de la décomposition, choix qui conditionne entiérement les performances de ’estimation.
Ce probléme nous a conduit, dans le chapitre 3, & I’étude d’une nouvelle approche de dé-
coupage adaptatif. Par rapport aux approches adaptatives proposées dans la littérature,
celle que nous proposons différe par le choix du critére d’arrét de la décomposition. Ce
dernier est dicté par les objectifs poursuivis, a savoir la maximisation du taux de détec-
tion, la minimisation du taux de fausses alarmes et la réduction de la charge de calcul,
comparativement a I’approche uniforme. Ceci nous a amené a considérer un critére qui
repose sur une mesure de blancheur des résidus d’estimation, basée sur le périodogramme
et le logarithme de la platitude spectrale. Ce critére est d’abord testé et ses performances
sont analysées et comparées a la statistique de Fisher sur des signaux de simulation. Il
en ressort que cette mesure est mieux adaptée au cas de sinusoides amorties. Ensuite, la
décomposition utilisant ce critére est comparée d’une part avec des décompositions adap-
tatives a base d’autres critéres d’arrét et d’autre part avec une décomposition uniforme.

Enfin, les avantages de I'approche sont présentés et discutés.

Le dernier chapitre est dédié a ’application de la méthode proposée sur des signaux de
spectroscopie du carbone-13 (*3C). Aprés une présentation des principes de base de la
spectroscopie RMN, une comparaison de plusieurs méthodes d’estimation appliquées a
des signaux RMN réels, de complexités diverses, est effectuée. Il est montré d’'une part que
le découpage en sous-bandes uniforme augmente le taux de détection a ordre de prédic-
tion équivalent. D’autre part, I’approche adaptative permet d’optimiser la décomposition,
réduisant ainsi le cotit de calcul, de réduire le nombre de raies parasites et de simplifier le
choix de 'ordre des modéles utilisés et du facteur de décimation. Les apports de ’approche
proposée au probléme de la spectroscopie RMN, du point de vue de la durée d’acquisition
des signaux, du temps d’exécution de 1’algorithme et de son caractére automatique, sont

ensuite mis en évidence.



Chapitre 1

Estimation des parameétres de sinusoides

amorties

1.1 Introduction

L’estimation des parameétres de sinusoides a partir de mesures bruitées est un probléme
fondamental en traitement du signal. Ce probléme se rencontre dés lors que l'on a affaire
a des signaux qui peuvent étre modélisés par une somme de sinusoides amorties ou non.
C’est le cas notamment des signaux radar et sonar, des signaux de vibrations mécaniques,
ou encore dans le domaine de la spectroscopie. Depuis les travaux précurseurs de Prony
|dP95], de nombreuses méthodes de résolution de ce probléme ont été proposées. Parmi les
approches les plus récentes on peut citer les méthodes dites & haute résolution telles que les
méthodes itératives du maximum de vraisemblance [BM86, SN89, YB93] et celles fondées
sur la notion de sous-espaces. Ces derniéres incluent ’algorithme MUSIC (MUltiple Slgnal
Classification) [Sch79, SN89|, la méthode ESPRIT (FEstimation of Signal Parameters via
Rotational Invariance Techniques) [RPK86], la méthode de I'espace d’état (Kung) [KARS3],
la méthode de Kumaresan-Tufts [TK82, KT82|, 'approche Matrix Pencil [HS90]|, etc. Ces
méthodes sont issues soit du principe du maximum de vraisemblance soit de la propriété de

prédiction linéaire des signaux sinusoidaux, principes qui seront décrits par la suite.

Les performances de ces méthodes ont été largement étudiées et comparées [KB86, KPTV87,
RPK87, Rao88, HS88, CT089, SST89, RH89, HS90, SN91, RA92|. Une présentation synthé-
tique de ces performances peut étre trouvée dans [Mar98|. Néanmoins, concernant certaines
de ces méthodes, le cas particulier des sinusoides amorties est moins souvent abordé. L’objec-
tif de ce chapitre est donc d’effectuer une étude comparative des techniques les plus courantes
dans le cadre spécifique des signaux amortis.

Apreés une description du modéle utilisé, nous commencons par présenter quatre méthodes
(Prony, Kumaresan-Tufts, Kung -approximation directe des données- et Matrix Pencil) qui

reposent sur le modéle exponentiel non-bruité. Puis, le principe des méthodes du maximum
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de vraisemblance est présenté ainsi qu'un algorithme itératif correspondant (IQML). Ce
dernier est introduit a titre de méthode de référence. A 'issue de simulations Monte Carlo, la
méthode de Kumaresan-Tufts (KT) est sélectionnée pour ses résultats légérement supérieurs

concernant 'estimation des amortissements.

Dans un deuxiéme temps, la classe des approches fondées sur une modélisation ARMA et
utilisant les équations de Yule-Walker est introduite. On discute alors de 'opportunité d’une
telle approche dans le cas de sinusoides amorties. Il en ressort que, bien qu’inappropriée sur
le plan théorique, cette approche peut étre utilisée avantageusement sous réserve de prendre
certaines précautions lors de 'estimation de la focntion d’autocorrélation. Dans ce cadre,
un estimateur particulier de I’autocorrélation est étudié. Il est montré que son utilisation
permet d’obtenir un gain en terme de rapport signal-sur-bruit comparativement a celui des
données initiales. De nouvelles simulations sont alors menées. Elles mettent en évidence la

supériorité de ’approche Yule-Walker par rapport a KT.

Etant donné que l’ensemble de ces méthodes donne uniquement acceés a l'estimation des
fréquences et des facteurs d’amortissement, le probléme de 'estimation des amplitudes est

également présenté par la suite.

Enfin, le probléme commun & toutes ces méthodes qui est celui de la sélection du nombre de
composantes du modéle exponentiel est abordé. Les critéres AIC et MDL sont notamment

présentés et discutés.

1.2 Modéle du signal

Les signaux considérés dans ce travail sont des combinaisons d’exponentielles complexes

amorties, noyées dans un bruit, dont le modéle s’écrit :
M
y(n) = z(n) +e(n) = > hizl' +e(n), n=0,1,..,N -1 (1.1)
i=1

ou M est le nombre d’exponentielles complexes amorties et N le nombre d’échantillons. Les
paramétres h; = A;e’% et z; = e(7%+i) (q; > 0) représentent respectivement amplitude
complexe et la position des poles correspondants dans le plan complexe. On suppose que les
M poles sont distincts (z; # 2z, @ # j). Le bruit e(n) est un bruit blanc complexe, gaussien,

de moyenne nulle et de variance o2

Le probléme étudié consiste a déterminer les paramétres M, h; et z; a partir des mesures
bruitées y(n). Sa résolution directe conduit a un probléme d’optimisation non-linéaire, mal
adapté a une utilisation pratique. Cependant, Prony [dP95| a proposé une linéarisation de
ce probléme. Celle-ci repose sur une propriété des signaux sinusoidaux : on peut montrer

|[Mar87| que la partie non-bruitée du signal y(n), c’est-a-dire z(n), est la solution homogéne
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de I’équation de récurrence suivante (prédiction avant ou progressive) :

M
Y aw(n-i)=0n=M . N-1 (1.2)

=0

avec ag = 1. Les poles z; sont alors les racines du polynome caractéristique :

Az) = Zaiz”' = H(l —ziz ) (1.3)

De la méme fagon, on peut montrer que x(n) est la combinaison linéaire des M échantillons

futurs pondérés par des coefficients de prédiction arriére (ou rétrograde) :

x(n):—Zbix(n—f—z'), n=0,.,N—M-1 (1.4)

=1

Le polynome caractéristique de cette équation de récurrence est :

B(z) = ZblzZ = H(l —zz), bp =1 (1.5)

dont les racines sont égales a 1/z;, i = 1,..., M. Nous verrons plus tard 'intérét d’utiliser la

prédiction arriére dans le cas de composantes amorties.

Nous allons maintenant présenter deux classes de méthodes permettant de résoudre ce pro-
bléme. La premiére regroupe les méthodes basées sur le modéle exponentiel, la seconde

considére une modélisation pseudo-ARMA du signal.

1.3 Approches fondées sur le modéle exponentiel

Les méthodes que nous allons présenter ici sont celles qui reposent sur la propriété de pré-
diction d’'un signal exponentiel, décrite dans le paragraphe précédent. On ne considére ici
que les méthodes qui utilisent directement les données, c’est-a-dire qui ne font pas appel
explicitement a une estimation de la fonction d’autocorrélation. Ces méthodes incluent 1’ap-
proche de Prony [dP95], de Kumaresan et Tufts [KT82|, ’approche Matrix Pencil [HS90] et
celle de Kung ou approximation directe des données (ADD) [KARS83|. Hormis la méthode
originale de Prony et son extension par moindres carrés, toutes ces approches utilisent une
décomposition en valeurs singuliéres de la matrice de données suivie d’une approximation
de rang réduit. Par ailleurs, plusieurs travaux ont montré les similarités entre ces approches
|Oui89, HS90, Chig6.
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1.3.1 Méthode de Prony

Nous avons vu que le signal z(n) et les coefficients b; sont liés par I’équation de récurrence

1.4). En réécrivant cette équation pour n =0, ..., M — 1, on obtient le systéme d’équations :
q p y ey s y q

z(1) x(2) (M) by z(0)
x(2) x(3) . x(M‘—I— 1) b‘g _ x(l) (1.6)
z(M) z(M+1) -+ z(2M —1) b (M —1)

ou l'on suppose que N > 2M. Les poles étant supposés distincts, la matrice & gauche de

I’équation peut étre inversée pour obtenir les coefficients b; :

-1

by z(1) z(2) (M) x(0)
b‘2 _ a:(2) :c(3) e x(M‘—F 1) 9[:(1) )
bar z(M) z(M+1) --- z(2M —1) z(M —1)

Les poles z; correspondent alors a I'inverse des racines du polynoéme B(z). Enfin, les ampli-

tudes h; sont calculées par la relation suivante :

-1

hy 1 1 1 2(0)
Sl S W 19
hoar A R (M —1)

Cette méthode est la méthode originale de Prony [dP95]. Elle donne des résultats exacts dans
le cas ou les données ne sont pas bruitées. Malheureusement, dans la pratique, les mesures
sont toujours bruitées et la méthode de Prony donne de mauvais résultats méme en présence

d’un bruit faible. Ceci est di a 'extréme sensibilité des racines aux coefficients de B(z).

Une extension de la méthode de Prony proposée par Hildebrand [Hil56] consiste a utiliser

plus de données (N > 2M). Dans ce cas, le systéme d’équations (1.6) devient surdéterminé :

y(1) y(2) e y(M) by y(0)
y@) y@) S yM{+1) bl yQ) (1.9)
y(N—M) y(N-M+1) --- y(N-1) b y(N — M —1)

ou de maniére plus compacte :
Yb=-y (1.10)
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La solution au sens des moindres carrés de cette équation est :
b=—(Y?Y) 'Y y (1.11)

Cet algorithme qui combine une estimation par moindres carrés a la méthode de Prony est
appelé méthode de Prony étendue ou LS-Prony [Mar87| (LS : least squares).

Outre 'utilisation d’un systéme d’équations sur-déterminé, la sur-paramétrisation du pro-
bléme est souvent conseillée (voir [Kay88|). Cela consiste a chercher un polynéome B(z) d’un
ordre p beaucoup plus grand que le nombre réel de poles (p > M), ce qui revient a résoudre

le systéme :

y(1) y(2) o y(p) by y(0)
y(2) y(3) SR VA I N y(1)
y(N—=p) y(N=p+1) --- y(N-1) by y(N —p—1)
Yb=—y (1.12)

dont la solution est donnée par I’équation (1.11).

La méthode de Prony faisant appel & une résolution par moindres carrés est en fait identique
a la méthode de la covariance en prédiction linéaire (modélisation autorégressive). On sait
que ce type de modélisation ne donne des résultats satisfaisants que lorsque le bruit est
faible [Kay88|. A des niveaux de bruit plus élevés, estimation des fréquences et des facteurs
d’amortissement est en général imprécise et biaisée [Mar87, Mar98|. De plus, le fait que
I'ordre de prédiction soit plus grand que le nombre réel de composantes pose un sérieux
probléme de sélection des poles associés au signal. Les méthodes développées dans la suite
de ce paragraphe tendent a pallier ces problémes en exploitant la décomposition en valeurs
singuliéres (SVD).

1.3.2 Méthode de Kumaresan et Tufts

Dans le cas non-bruité, la matrice Y dans I’équation (1.12) est de rang M. En présence de
bruit, Kumaresan et Tufts [KT82] ont eu 'idée de remplacer cette matrice par son approxi-
mation de rang réduit égal & M. Cette approximation est obtenue en mettant a zéro les p— M
plus petites valeurs singuliéres (dues au bruit) de la matrice Y. Comparée aux méthodes de
prédiction linéaire traditionnelles, la méthode KT (appelée aussi SVD-Prony) réduit sensi-
blement les fluctuations statistiques sur les coefficients de prédiction [CW87, Rao88, Sch91|
et aboutit & une meilleure estimation des poles.

La décomposition en valeurs singuliéres de la matrice Y dans I'équation (1.12) s’écrit :

Y = Usv” (1.13)
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ou S est une matrice de dimension (N — p) X p ayant sur sa diagonale les valeurs singuliéres
{01, .., 0M,0M41, ..., 0p}, Tangées par ordre décroissant. L’approximation de rang réduit de

la matrice Y s’écrit :

Y = USVH (1.14)
avec
. Sw |0
S — [ M ] (1.15)
010
(N=p)xp

et Sy; = diag(oy, ..., o). Une estimation du vecteur des coefficients de prédiction arriére est
alors donnée par la relation :
b=-Y*y (1.16)

ou T dénote la pseudo-inverse de Moore-Penrose. L’utilisation de la SVD tronquée permet
d’améliorer le rapport signal-sur-bruit (RSB) des données entrainant ainsi une meilleure
estimation du vecteur b. Finalement, une estimation des poles z; est obtenue a partir des
racines de B(z). En effet, M racines du polynome B(z) tendent a apparaitre, dans le plan
complexe, a l'extérieur du cercle unité aux positions 1/z;. Les p— M autres racines, appelées
poles du bruit, tendent a rester a l'intérieur du cercle unité. La distinction entre les poles
du signal et ceux du bruit se fait sur cette base. Dorénavant, quelle que soit la méthode
d’estimation, on utilisera donc systématiquement les équations de prédiction arriére afin de

pouvoir utiliser ce critére (appelé critére du cercle unitaire).

La méthode KT considére uniquement le bruit intervenant dans la matrice Y et non dans
le vecteur y. L’approche TLS (total least squares) [RY87, SYM94b| permet de prendre en
compte la présence de bruit dans le vecteur y. Elle consiste a calculer la SVD de la matrice
[y|Y] et de tronquer toutes les valeurs singuliéres sauf les M premiéres. Ceci conduit a

I’équation de prédiction modifiée suivante :
Yb=-y (1.17)

dont la solution est :
b=-Y"y (1.18)

Rahman et Yu [RY87] ont proposé une méthode pour calculer Y directement a partir de
la SVD de [y|Y].

La méthode KT, comme toute autre méthode utilisant la SVD tronquée, ne posséde de
bonnes performances que lorsque le rapport signal-sur-bruit est supérieur a un certain seuil.
Au dessous de ce seuil, la variance d’estimation se dégrade rapidement [TKV91]. Ce phé-
noméne est appelé effet de seuil (threshold effect). Quand le niveau de bruit est supérieur
a un seuil, certaines valeurs singuliéres du bruit deviennent plus grandes que celles du si-

gnal. Ainsi, des valeurs singuliéres du bruit interviennent dans le calcul du vecteur b, ce
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F1G. 1.1 — Phénoméne threshold effect. Méthode KT avec 200 réalisations du bruit. (—)
p=20; (——) p=30; (—-—) borne de Cramér-Rao.

qui conduit & une dégradation importante des performances. La figure 1.1 représente la va-
riance d’estimation et la borne de Cramér-Rao (Annexe A) d’une sinusoide amortie avec
wy = 270.1, a; = 0.02 et N = 100.

On remarque, comme attendu, qu’au dessous d’un seuil de RSB (ici ~ 5 dB), la variance
s’éloigne rapidement de la borne de Cramér-Rao. Cet effet se produit quel que soit I'ordre

utilisé et est visible, a la fois, sur les estimations de la fréquence et de I’amortissement.

Le choix optimal de I'ordre de prédiction p n’est, en général, traité dans la littérature que
dans le cas d’une seule sinusoide pure [KPTV87, HS90|. L’approche utilisée est fondée sur
une analyse de perturbation a 'ordre 1 (valable & RSB élevé). Pour un signal x(n) = hye*'™,

la variance d’estimation de la fréquence w; par la méthode KT est [HS90] :

o? 2(2p + 1)
var {w;} = —= , pour p < N/2
i = s — e PP SN
Elle est minimisée pour p = N/3 et elle est égale a :
o2 9(2N +3)

min var {w;} =

- 1.19
|hi|? 2N3(N + 3) ( )
Pour la version de la méthode Tufts et Kumaresan qui utilise la prédiction avant et arriére

(pour les sinusoides pures) et appelée ici TK [TK82|, la variance d’estimation est [HS90] :

o 1

|h12 p(N — p)

var {w; } =

;. pour p < N/2

Cette derniére est minimisée pour p = N/3. On montre que I’expression équivalente, dans le
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cas p > N/2, est minimisée pour p = 2/N/3. La variance correspondante est :

: o2 27
min var{w;} = T E AN (1.20)
ce qui est trés proche de la borne de Cramér-Rao (cf. Annexe A) :
o? 6
B = —= 1.21

La figure 1.2 présente les variances d’estimation théorique et estimée dans le cas d’une
sinusoide pure (w; = 270.1, N = 100) a 10 dB en utilisant 200 réalisations du bruit. On
constate que la variance d’estimation de la fréquence w; posséde un minimum assez large
autour de p = N/2, pour la méthode KT et entre p = N/3 et p = 2N/3, pour la méthode
TK. La variance plus faible dans le deuxiéme cas s’explique par I’exploitation de la prédiction

avant et arriére, mieux adaptée aux sinusoides non-amorties.

-50 -50
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=1 =}
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= —
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(a) Méthode KT (b) Méthode TK

F1G. 1.2 — Ordre de prédiction optimal pour les méthodes KT (prédiction arriére) et TK
(prédiction avant-arriére).

Concernant les sinusoides amorties, une étude statistique de la variance d’estimation du
facteur d’amortissement est décrite dans [OC89]. Considérant une seule sinusoide amortie,
les auteurs ont montré que la variance d’estimation du facteur d’amortissement est également
minimisée dans Uintervalle N/3 < p < 2N/3. Ce résultat peut étre généralisé dans le cas de
plusieurs exponentielles, a4 condition que I’espacement entre les fréquences soit suffisamment
grand.

La méthode KT nous intéresse plus particuliérement parce que bien adaptée aux sinusoides
amorties, contrairement a la méthode TK. Dans un cas comme dans ’autre, on constate que
l'ordre p permettant d’assurer une variance minimale est au moins de 'ordre de N/3, ce qui
peut constituer un handicap en présence de signaux longs (N grand).
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1.3.3 Méthode Matrix Pencil

La méthode Matrix Pencil exploite la structure en « faisceau de matrices » du signal non-

bruité z(n). Cette structure repose sur une des propriétés des signaux exponentiels qui est

décrite ci-dessous.

On commence par définir

et

X1:

les matrices X, et X :

| z(N—p) z(N—-p+1)

(1.22)

ey 1) (1.23)

:r(N‘— 1)

ou p est appelé paramétre du faisceau de matrices. Il joue le méme role que 'ordre de

prédiction (ou de sur-paramétrisation) qui apparait dans la méthode KT.

Les matrices X et X; peuvent étre décomposées de la facon suivante :

ou

Un faisceau de matrices est

Xo=7,HZ,
X, =72,H77,
! 1
z-| 7
(1 0z o 2P
Z, = ! 2:2 zg._l
1 zp - 20

H-= diag(hl, ]’LQ, ceny hM)

Z = diag(z1, 22, ..., 2m1)

1.24)
(1.25)

1
M (1.26)
(1.27)
1.28)
(1.29)

simplement une combinaison linéaire de deux matrices. Dans
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notre cas, le faisceau de matrices X; — 2Xj, ol z est un scalaire, peut s’écrire :
X —2Xog =ZH(Z - 21))Z, (1.30)

Quand z # z;, la matrice Z — zI; est de rang M. Mais pour z = z;, la matrice Z — zI,; est
de rang M — 1. Par conséquent, les poles du signal réduisent le rang du faisceau de matrices
X1 —2Xg pour M < p < N — M [HS90]. Autrement dit, les poles z; sont les valeurs propres

généralisées de la paire (X, Xp) :

(X1 —2Xp)v=0 (1.31)
wi (X — 2Xo) =0 (1.32)

ou v et w sont les vecteurs propres généralisés du faisceau X; — 2Xq. Pour déterminer les

poles z;, on utilise les propriétés suivantes :

1. XX, (ou X;X{) a M valeurs propres égales aux poles z; et p— M (ou N —p — M)

valeurs propres nulles.

2. X{X, (ou XyX7) a M valeurs propres égales a 1/z; et p— M (ou N —p — M) valeurs
propres nulles.

Ces propriétés découlent directement de la définition des valeurs propres généralisées [GL89|.

Ainsi, par exemple, en pré-multipliant 'équation (1.31) par X, il vient :
XX v =2v (1.33)

ce qui implique bien que z soit une valeur propre de la matrice X X;.

Dans la pratique, on n’a évidemment pas accés au signal non-bruité. On opére alors direc-
tement sur les données bruitées, mais I'utilisation de la SVD est nécessaire pour effectuer la
sélection des valeurs singuliéres liées au signal. On construit donc les matrices Yy et Yy de
la méme facon que pour Xg et X;. La méthode Matrix Pencil peut ensuite étre décrite par

les étapes suivantes :
1. SVD de la matrice Y; : Y; = USVZ,

2. Estimation du sous-espace signal de la matrice Y; en gardant les M plus grandes
valeurs singuliéres dans S : Yl =UyS MV]I\{/[; U, et V), contiennent les M premiéres
colonnes de U et V, respectivement ; Sy, est le bloc M x M supérieur gauche de la

matrice S.
3. La matrice :

Z,=Y,Yo=VuyS,;ULY, (1.34)

posséde M valeurs propres qui sont des estimations des inverses des poles (1/z;), les

p — M autres valeurs propres étant nulles.
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La matrice Z, contenant seulement A/ valeurs propres non nulles, il est souhaitable de

calculer plutot une matrice Zy; de dimension M x M. On montre alors [HS90] :

Zy =S, UL YV, (1.35)

La méthode Matrix Pencil présentée ci-dessus tente d’éliminer le bruit dans une seule des
deux matrices Y; ou Y. Il existe une variante de cette méthode, appelé TLS-Matrix Pencil,
qui prend en compte la présence du bruit dans les deux matrices simultanément [Chi96|. En
terme de variance d’estimation des fréquences, la méthode Matrix Pencil est plus performante
que la méthode K'T et moins performante que la méthode TK, dans le cas de sinusoides pures
a RSB élevé [HS90]. 11 existe une variante de ’approche Matrix Pencil utilisant, a la fois, une

« prédiction » avant et arriére qui a statistiquement les mémes performances que la méthode
TK [HS90].

1.3.4 Approximation directe des données

La méthode ADD (ou méthode de Kung) reléve du concept de la représentation d’état des

systémes [KARS83|. Pour décrire cette approche, on définit le vecteur d’état suivant :

x(n)
x(n —1
wmy=| 7Y

x(n—M+1)

L’équation de propagation (ou équation d’état) est définie par :

—aq 10
—ay 01 0
x.(n+1) = : : o %e(n)
—Qapr—1 0 0
| —ay 00 - 0

et I’équation d’observation par :
Ye(n) =100 --- 0]xc(n)
Donc, la représentation d’état du systéme correspondant au modéle exponentiel est :

X.(n+1) = F.x.(n)
Ye(n) = h.x.(n) (1.36)
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Les poles du signal z; sont les valeurs propres de la matrice F.. En effet, le polynéme carac-
téristique de F. est A(z) défini par I’équation (1.3). Donc, suivant les valeurs propres de F,
le signal résultant est amorti ou non. La méthode d’estimation dans I’espace d’état consiste
a retrouver la matrice F. (d’une certaine réalisation) a partir des données. Puisque le triplet
(F,x.(0), h.) n’est pas unique, il est possible de choisir la réalisation qui soit la plus robuste
au bruit. Dans le cas de sinusoides pures, celle-ci est obtenue en choisissant une matrice F.
unitaire [RA92].

L’estimation des parameétres du modéle (1.36) est basée sur des factorisations matricielles.
D’aprés la représentation d’état (1.36), le signal sinusoidal amorti est la réponse d’un systéme

linéaire & une entrée nulle avec des conditions initiales non-nulles x.(0) :
z(n) = y.(n) = h Fix.(0) (1.37)

Cette équation indique que la matrice de Hankel X, formée a partir de la séquence z(n),

peut étre factorisée :

< z(1) .7:(2) z(p+1)
| o(N—p-1) (N —p) o (N 1)
- b,
h F.
= : [Xc<0> FCXC(()) FIc)XC<O)]
| h RVt
—oc (1.38)

Les matrices O et C sont connues dans la théorie des systémes linéaires respectivement sous
les noms de matrices d’observabilité et de commandabilité étendues. La matrice F, peut étre

calculée a partir de O. En effet, il suffit de décomposer O de la facon suivante :

h,
O h.F, _ O, _ | he
: h FN-r-1 O,
hCFN—p—l

d’ou I'on peut facilement déduire la relation :

Och = 02
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La solution s’écrit donc :
F.= Of(’)g (1.39)

ot Of est la pseudo-inverse de O;. 11 suffit donc de trouver une matrice O pour déterminer

F.. Ceci peut étre obtenu en décomposant X en valeurs singuliéres :
X = Usv”

et en posant O = USY/2 [KAR83, RA92|. Il est a noter que le nombre de valeurs singuliéres
non-nulles dans S est égal a M.
Bien str, en présence de bruit, il est nécessaire de procéder a une troncature des valeurs

singuliéres afin de réduire la sensibilité.

Pour résumer, la méthode de Kung peut donc étre décomposée en deux étapes. La premiére
est l'estimation (linéaire) de la matrice F. en utilisant I’équation (1.39). La deuxiéme étape
nécessite le calcul des valeurs propres de F. pour retrouver les poles du signal.

Rao et Arun [RA92] montrent que cette méthode atteint la méme variance d’estimation
que l'approche TK pour une approximation d’ordre 1. La méthode ADD est donc plus
performante que 'approche Matrix Pencil présentée précédemment. Ces résultats sont bien
str établis dans les cas d’une sinusoide pure. Nous comparons par la suite les performances

de ces méthodes dans le cas de I’estimation des paramétres de sinusoides amorties.

1.4 Méthode du maximum de vraisemblance

Les méthodes décrites précédemment sont fondées uniquement sur les caractéristiques du
modéle non-bruité des exponentielles amorties. Elles sont ensuite généralisées pour tenir
compte de la présence de bruit, mais elles ne tiennent pas compte directement des propriétés
de ce dernier. Il existe, bien stir, des approches reposant sur des critéres statistiques qui,
de ce fait, utilisent la densité de probabilité du bruit. Cependant, les estimateurs obtenus
sont généralement plus compliqués & mettre en oeuvre. On peut citer, par exemple, I’estima-
teur du maximum de vraisemblance (MLE : mazimum likelihood estimator) et I'estimation
bayésienne. On se contentera ici de présenter le principe de 'estimateur MLE.
On pose :

0 =[A; -+ Ay by -+ by oq -+ aywy - wyl” (1.40)

le vecteur de paramétres inconnus du signal (on suppose que 2 est connue). D’aprés le modéle
(1.1), le vecteur e = [e(0) e(1) --- e(N —1)]" est distribué selon une loi normale N(0, o).
Par conséquent, la fonction de vraisemblance du vecteur y = [y(0) y(1) --- y(N —1)]T pour
un vecteur ¢ donné est :

L 52"y

L(ylf) = NN ¢ (1.41)
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ou x = [z(0) (1) -+ #(N —1)]T. Le MLE de 6 s’obtient en maximisant L(y|0); c’est-a-dire
en minimisant la fonction :

J(0) = (y —x)"(y —x) (1.42)

Or, le vecteur signal x peut étre factorisé de la fagon suivante :

1 1 1 hq
21 29 tet ZM h2
X = ) ) ) ) =7Zh (1.43)
z{v_l zév_l zﬁ_l hos
Donc
J(6) = J(h,Z) = (y — Zh)" (y — Zh) (1.44)

Le probléme de minimisation étant linéaire par rapport a h, le MLE de h pour une matrice
de Vandermonde Z donnée est :
h = (z"7)"'z %y (1.45)

Le MLE de Z s’obtient en remplacant h par h dans 'équation (1.44) :
I(Z) =y" (1 -Z(Z"Z)Z")y (1.46)

Pour obtenir le MLE de Z, on peut considérer une procédure de minimisation qui utilise
directement I’équation (1.46). De facon générale, on peut montrer que le MLE est obtenu a
partir des M pics les plus grands du périodogramme mais a condition que ’espacement entre
les composantes soit suffisamment grand par rapport a 1/N dans le cas de sinusoides pures
|[Kay88|. Pour des sinusoides trés amorties ou des sinusoides pures faiblement espacées, on
doit minimiser directement 1'expression (1.46). Mais, a cause de la structure non convexe
de la fonction coiit, la procédure d’optimisation est trés difficile, sinon impossible. Cepen-
dant, puisque le signal z(n) s’exprime par une équation de récurrence, on peut modifier la
fonction de cotit pour faciliter le probléme d’optimisation. C’est le principe de la méthode
IQML [BM86| présentée dans 'annexe B. La méthode du maximum de vraisemblance est
généralement considérée comme la référence. C’est pourquoi nous avons choisi de la présenter
ici, & des fins de comparaisons. Notons toutefois que dans la pratique, elle s’avére difficile a
mettre en oeuvre du fait de son caractére itératif et du nécessaire choix des valeurs initiales

des paramétres.

1.5 Quelques exemples de simulation

On considére un signal contenant deux sinusoides complexes d’amplitudes égales, de fré-

quences wy = 270.1 et wy = 270.2. Deux cas sont étudiés :
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— premier cas : deux sinusoides pures (a3 = ay = 0)

— deuxiéme cas : deux sinusoides amorties (a; = 0.1, ay = 0.2).

Dans les deux cas, le nombre d’échantillons est N = 30. Les paramétres des deux sinusoides
sont estimés par les méthodes présentées précédemment en utilisant 200 réalisations du bruit.
La variance d’estimation de la fréquence wq, dans le cas de deux sinusoides pures, est re-
présentée sur la figure 1.3. La méthode IQML a été initialisée a 1’aide des valeurs fournies
par la méthode KT. De ce fait, elle est la plus performante, sa variance d’estimation étant
la plus proche de la borne de Cramér-Rao, et son effet de seuil se produit pour la valeur
de RSB la plus faible (ici ~ —2 dB). Les autres méthodes ont le méme seuil de RSB et des
performances différentes au dela de ce seuil. Les méthodes TK et Kung ont une variance
plus faible que les méthode KT et Matrix Pencil. Les mémes résultats sont obtenus pour la
fréequence wy. Cette simulation permet notamment de vérifier le résultat théorique énoncé
par Hua et Sarkar [HS90|, & savoir que la méthode Matrix Pencil présente une variance
d’estimation meilleure que K'T, mais moins bonne que TK. Notons toutefois que la méthode
Matrix Pencil présentée ici n’utilise que la prédiction avant. De plus, on vérifie également la

similarité de comportement entre les approches TK et ADD a RSB élevé.

-—- CRB
— QML
L KT
20 - - TK
—©— Matrix Pencil
—— State Space

var {w1} en dB

RSB en dB

F1G. 1.3 — Premier cas — variance d’estimation de la fréquence wy.

La figure 1.4 montre les variances d’estimation de w; et a; obtenus dans le deuxiéme cas.
Concernant la fréquence wq, les méthodes Kung et Matrix Pencil ont des performances trés
proches de IQML et meilleures que KT. Cependant, la méthode KT est meilleure que les
trois autres concernant ’estimation du facteur d’amortissement «;. Ce résultat a été confirmé
sur de nombreux autres exemples pratiques et de simulation. Dans la pratique, le nombre

de composantes étant inconnu et compte tenu des limitations intrinséques des différentes
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méthodes d’estimation du nombre de modes, il est souhaitable de pouvoir appliquer le critére
du cercle unitaire pour sélectionner les poles correspondant a des modes amortis. Or, les
performances de ce critére dépendent directement de la qualité de ’estimation des facteurs
d’amortissement. C’est ce dernier élément qui nous a conduit a sélectionner la méthode KT

pour la suite de notre étude qui porte essentiellement sur les signaux amortis.

T T
- CRB - CRB

T T T T T T T T
oML X — QML
108 KT . 10p Kl e H
—&- Matrix Pencil —6- Matrix Pencil
N N —— State Space N N —— State Space
oF “\{ | N i
N N
N N
N R
\
N 4 F N\ B
S N
N N
N N

2 . . . . 2 . . . .
18 20 22 24 26 28 30 18 20 22 24 26 28 30
RSB en dB RSB en dB

(a) écart-type de w; (b) écart-type de oy

Fi1aG. 1.4 — Deuxiéme cas — écart-type de wy et ;.

1.6 Approches fondées sur les équations de Yule-Walker

modifiées

1.6.1 Modélisation pseudo-ARMA

Nous avons vu au paragraphe 1.2 que le signal non-bruité z(n) peut étre représenté par

I'équation de récurrence (1.2). Le signal y(n) peut donc étre exprimé par la relation :

y(n) —e(n) = => a;i(y(n—i) — e(n —i))

i=1
d’ou :

y(n) = — Z a;y(n —1i) +e(n) + Z ae(n — 1) (1.47)

Dans I'hypothése d’un bruit blanc e(n), ce processus correspond a un processus ARMA
particulier dont les parties AR et MA sont identiques. Dans le cas des sinusoides pures, les
poles, et donc les zéros, sont situés sur le cercle unitaire. C’est pour cette raison que le modele
ARMA de 'équation (1.47) est appelé pseudo-ARMA (ou ARMA « dégénéré » [SMI7]). En

présence de sinusoides amorties, les poles et les zéros du modéle pseudo-ARMA restent
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identiques mais sont localisés a I'intérieur du cercle. Il faut de plus noter que le bruit e(n)
est un bruit d’observation, et non pas un bruit d’entrée comme dans les processus ARMA
classiques. En fait, I’entrée est une impulsion ce qui entraine un processus non-stationnaire
lorsque les poles ne sont pas sur le cercle. En tout état de cause, 'important est de noter
que la fonction de corrélation de ce processus vérifie la méme équation de récurrence que
celle suivie par la fonction d’autocorrélation d’un processus ARMA stationnaire, ce qui sera
montré par la suite. Ainsi, les techniques d’estimation ARMA restent adaptées au cas qui
nous intéresse. Bien sir, il n’est pas nécessaire d’estimer les coefficients de la partie MA,
toute l'information spectrale étant déja contenue dans la partie AR.

Un grand nombre de méthodes simplifient encore le probléme en assimilant le processus
ARMA & un processus AR, ce qui revient a négliger le troisiéme terme a droite de I’équation
(1.47) et tirent ainsi profit des méthodes rapides d’estimation de paramétres AR. Clest le
cas notamment de la méthode de Prony étendue. Pour que cette approximation soit valable,
il faut cependant utiliser des ordres trés supérieurs au nombre réel de composantes, mais
également trés supérieurs aux ordres nécessaires avec une modélisation ARMA. Dans le

paragraphe suivant, on présente une approche possible pour I’estimation non-biaisée de la
partie AR d’un processus ARMA.

1.6.2 Méthode de Yule-Walker d’ordre élevé (HOYW)

Une approche permettant une estimation non-biaisée de la partie AR d’un processus ARMA
est la méthode dite Yule-Walker d’ordre élevée (HOYW : High-Order Yule-Walker) [Kay80,
CL82, FP84, SST89, SMSLI1| qui est étroitement liée & un autre estimateur appelé Variable
Instrumentale surdéterminée a Observations Retardées |Fri84|. En raison de ses meilleures
propriétés numériques, nous avons choisi d’utiliser la version SVD de cet estimateur. L’avan-
tage de cette approche réside dans la possibilité de décaler la matrice d’autocorrélation, de
fagon a supprimer l'influence du bruit, ce qui conduit a une estimation non-biaisée de la

partie AR, et ce méme en présence de bruit coloré.

Le principe de cette méthode est a présent brievement exposé. Examinons tout d’abord le

probléme d’un processus ARMA(p, ¢) standard de la forme :

u(n) = — Z a;u(n — 1) + Z bie(n — 1) (1.48)

On sait que la séquence d’autocorrélation de ce processus vérifie la récurrence :

r(k) = — Zair(k —i), k>gq (1.49)

ou (k) = E{u*(n)u(n + k)}. En réécrivant 1’équation (1.49) pour k = ¢,q + 1,...,q + ¢,
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on obtient les équations de Yule-Walker modifiées lorsque ¢ = p. Dans le cas ou ¢ > p, on
obtient les équations de Yule-Walker sur-déterminées. En outre, si 'ordre p est plus grand
que lordre réel de la partie AR du processus ARMA (ce qui est généralement le cas pour
garantir une résolution suffisante), on aboutit aux équations de Yule-Walker d’ordre élevé

(HOYW) qui s’écrivent matriciellement :
Ra = —r (1.50)

ou R est une matrice de dimension ¢ X p, et r désigne le vecteur d’autocorrélations, de

longueur c.

Le signal y(n), contenant des sinusoides amorties, est un processus non-stationnaire, par
conséquent, sa fonction de corrélation ne dépend pas seulement de ’écart k, mais aussi de

I'instant n. En effet, on a :
ra(k) =E{y*(n)y(n + k)}

M M
=) w4 026(k)

j=1 i=1

= hi(n)zf + o2(k) (1.51)

~ / _ n M * kN . ’ . . 4
ou hi(n) = h;z}'>_;_, hjz;". Notons que, dans ce cas, la fonction d’autocorrélation dépend
du temps n, mais elle satisfait a la méme équation de récurrence (pour une valeur de n

donnée) qu'un processus ARMA standard :
M
ra(k) == arn(k—1i), k> M (1.52)
i=1

Il est donc désormais clair qu'un systéme d’équations similaire au systéme (1.50) peut étre
établi dans le cas de sinusoides amorties. Toutefois, pour augmenter la résolution, on utilise
une représentation d’ordre élevée ARMA(p, p), ou p > M. Dans ce cas, on obtient finalement

les équations suivantes :

T (P) rm(p—1) - (1) a ra(p +1)

ra(p+1) Tn(p) e a(2) az | | ralp+2)

ra(ptc—1) ro(p+c—2) - ry(c) a, ro(p+ )
R,a=r, (1.53)

Puisque la fonction de corrélation est inconnue, elle doit étre estimée & partir du signal y(n).
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Comme on I'a déja souligné auparavant, il est préférable de travailler en prédiction arriére.

Donc, suivant I'estimateur utilisé, I’équation précédente devient :

~

Rb = —¢ (1.54)
ou
r(l,p+1) #2,p+1) -+ 7(p,p+1) 7(0,p+1)
= ’I‘: .
r(l,p+c) 7(2,p+c) --- 7(p,p+c) 7(0,p+ ¢)

Ici 7(4,), dépendant de deux indices, peut étre interprété comme une estimation de la
fonction de corrélation d’un processus stationnaire ou non. Suivant I’horizon de sommation
considéré, on aboutit a différents estimateurs de la fonction d’autocorrélation. Du point de
vue de la prédiction linéaire, il existe cinq estimateurs communs appelés pré-fenétré, post-
fenétré, autocorrélation, covariance et covariance modifiée [Mar87|. En raison de la nature
transitoire des sinusoides amorties, seuls les estimateurs covariance et post-fenétré peuvent
étre réellement utilisés. En effet, 'estimateur pré-fenétré n’est pas bien adapté parce que les
échantillons antérieurs & n = 0 sont implicitement supposés nuls. L’estimateur autocorréla-
tion, qui correspond au cas classique des équations de Yule-Walker [BJ76| implique a la fois
un pré- et un post-fenétrage des données. Pour cette raison, il offre une résolution inférieure,
en particulier pour des signaux courts, mais de plus il garantit la stabilité du modéle méme
en prédiction arriére, ce qui n’est pas souhaitable (application du critére du cercle unitaire).
Parce qu’il utilise a la fois une prédiction avant et arriére, ’estimateur covariance modifiée
est mieux adapté aux sinusoides non-amorties. Enfin, parmi les deux estimateurs restants,
on retient I'estimateur post-fenétré parce qu’il prend en compte un plus grand nombre d’ob-
servations et parce qu’il est en accord avec la nature amortie des signaux. Dans la mesure
ou l'on traite le signal y(n) dans le sens chronologique inverse, afin de bénéficier des avan-
tages de la prédiction arriére, c’est bien str ’estimateur pré-fenétré qui devra étre retenu.

Ce dernier est donné par la relation [FP84] :

N-1

)= > k) (1.5

k=max(4,7)

ot yp(n) correspond au signal y(n) considéré dans le sens chronologique inverse. On peut

montrer qu’en utilisant cet estimateur, la récurrence (1.49) est vérifiée (cf. annexe C).

L’estimation des paramétres AR est obtenue en résolvant ’équation (1.54) par une SVD
tronquée (LS ou TLS). Concernant le nombre d’équations ¢ intervenant dans le systéme
(1.54), plusieurs auteurs ont montré l’avantage de prendre ¢ > p dans le cas des signaux a

bande étroite : la séquence de corrélation diminue lentement et les rangs élevés contiennent
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de l'information utile [Cad82, FP84, Hen97|. Dans ce mémoire, quand ce paramétre n’est
pas spécifié, nous utilisons toutes les autocorrélations disponibles, c¢’est-a-dire c = N —p— 1.
A ce stade, il est important de rappeler que les méthodes basées sur les équations de Yule-
Walker modifiées permettent de prendre en compte une possible coloration du bruit en
augmentant I’ordre de la partie MA. La prise en compte de la coloration du bruit ne peut
s’effectuer explicitement avec les méthodes présentées dans le paragraphe 1.3. Bien siir, il
est possible de compenser le biais résultant en augmentant ’ordre de prédiction, mais ceci

est parfois matériellement impossible.

1.6.3 Meéthode de Handel

Nous avons vu que la méthode KT consiste a résoudre le systéme :

y(1) ne y(p) b y(0)
y(2) eyl ) o y(L)
YN-L—p) - yN—L-1) | " y(N—L—p—1)

Yb=—y (1.56)

ou L = 0 dans la méthode KT. La méthode de Hiandel [Han93| consiste & pré-multiplier les
deux cotés de I’équation (1.56) par une matrice de type Hankel ¥ de dimension L x (N —L—p)
et constituée des données {y(p+1),...,y(N — 1)} :

yv'p+1)  yp+2) - y(N-1L)
v y*(p:+2) y*(p:+3) y*(N—:LJrl) (L57)
yv'(p+L) y(p+L+1) -+ y(N—1)

ou L est un parameétre libre tel que M < L < N — p. En posant :

. 1 1
R=—— UY,f=-— 1.58
A Sl vy (1.58)

on aboutit au systéme d’équations :

~

Rb = —f (1.59)

On observe que ce systéme est comparable a celui obtenu dans I’équation (1.54). La différence

réside dans I'expression de 'estimateur de la fonction d’autocorrélation, qui s’écrit ici :

S 1
M) = w7

N_L_p y(k +)y"(k +J) (1.60)

N—L—p—1

k=0
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L’estimateur de Handel est donc de la méme classe que la méthode HOYW présentée dans le
paragraphe précédent et il vérifie également la récurrence d’'un processus ARMA (cf. annexe
C). L’estimation des coefficients b; est obtenue par une décomposition en valeurs singuliéres
et une approximation de rang M de la matrice R. Les poles du signal sont sélectionnés en
utilisant le criteére du cercle. Le plus grand avantage de la méthode de Héndel par rapport
a la méthode KT est sa complexité réduite. En effet, la méthode KT nécessite le calcul de
la SVD d’une matrice de dimension (N — p) X p, alors que dans la méthode de Héndel, la
matrice R est de dimension L x pou L < N — p. Pour une méme complexité numérique, la

méthode de Héndel est supérieure en termes de précision [Han93|.

1.6.4 Etude d’un estimateur de ’autocorrélation

Nous avons vu que pour estimer les paramétres de sinusoides amorties en utilisant les équa-
tions de Yule-Walker, la fonction d’autocorrélation doit étre estimée d’une facon convenable.
Outre les estimateurs présentés précédemment, Ducasse [Duc97| propose un autre estimateur
permettant de s’affranchir de la nature non-stationnaire des signaux amortis. Il est défini

par la relation suivante :

~

-1

k) £ y*(n)y(n+k&), k=0,1,...N - L (1.61)

SIE

3
Il
=)

En fait, on peut considérer cet estimateur comme une variante de l’estimateur biaisé de
la fonction d’autocorrélation, mais qui, contrairement a ce dernier, n’entraine aucune sup-
position sur les données en dehors de la fenétre. En effet, rappelons que ’estimateur biaisé
implique un pré- et un post-fenétrage des données. De ce point de vue, ’estimateur considéré

est donc a rapprocher de la forme covariance.

Une fois les autocorrélations obtenues, les paramétres du signal sont estimés en utilisant
les équations de Yule-Walker d’ordre élevé et une SVD tronquée. Pour différencier cette

approche des précédentes, nous I'appellerons par la suite approche SVD-MHOYW.

On se propose ici d’analyser 'estimateur en question. Nous montrerons que, dans certaines
conditions, une augmentation du RSB peut étre escomptée conduisant a une estimation plus
précise des poles du signal.

Dans le cas du modéle exponentiel (1.1), 'estimateur (1.61) s’écrit :

M

(k) = hjzf + e(k) (1.62)

=1
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ou

B M
l:th f(ziz; L (1.63)
1=

1

h
;_n

Z[ r2e(n + k) + hz e (n )—l—e*(n)e(n—i—k)] (1.64)

n=0 [=1

et f(z; L) est une somme géométrique de raison z :

= L, siz=1,
P (1.65)
si z # 1.

n=0 1-2z 7

On pose (k) = E{7(k)}. On peut facilement établir que :

Z B2k + o2 (1.66)

Cette expression vérifie la récurrence :
Z agr L k> M (1.67)

ot les coefficients {a;}, sont les mémes que ceux du polynome A(z) dans I'équation (1.3).
Autrement dit, la séquence d’autocorrélations 7(k) vérifie, en moyenne, la méme équation de

récurrence que celle du signal non-bruité x(n), ce qui entraine une estimation non-biaisée.

Nous considérons a présent une étude comparative du rapport signal-sur-bruit (RSB) offert,
d’une part, par la séquence d’autocorrélation 7(k) et, d’autre part, par la séquence y(n), ce
qui se justifie par le fait que ces deux séquences présentent les méme modes. Les signaux
étant amortis, le RSB est défini comme le RSB initial. Pour le signal y(n), le RSB initial est

défini pour chaque composante par le rapport :

A |hi|2

2
0-6

=1,.,M (1.68)

Pour pouvoir définir le RSB pour les autocorrélations, il est nécessaire de calculer la variance
de #(k). On a E{e(k)} = 026(k), et

var {#(k)} = var {e(k)} = E {|e E)? }

ol o -
Sy

hihe f (2 20 L) + by (202)" (21275 L) (1.69)

M:

N}



1.6 Approches fondées sur les équations de Yule-Walker modifiées 27

Cette équation indique que var {e(k)} dépend de I’écart k. Considérons le cas le plus pessi-

miste ; ¢’est-a-dire que var {e(k)} est constante et est égale a sa valeur maximale :

2 A
£ k 1.70
0?2 max var{e(k)) (1.70)
Par souci de simplicité, on considére que ce maximum est obtenu pour k£ = 0. Ceci n’est pas
vrai en général, mais c’est le cas par exemple lorsque toutes les amplitudes h; sont réelles

[DT02]. Si le maximum de la variance est obtenu en k = 0, Uexpression de ¢ devient alors :

4

p M M
ot =2 {Zzhfhrf S L) ) (1.71)

=1 r=1

ot Re{-} désigne la partie réelle. Le RSB de chaque composante sinusoidale dans la séquence
d’autocorrélation peut maintenant étre défini par le rapport :
a |l !2

2
€

[I>

i=1,..,M (1.72)

ST

g

Pour chaque composante, le gain minimum en RSB est défini par la relation :

g2 (1.73)
n;

On dira que le RSB est amélioré si g;(L) > 1.

1.6.4.1 Cas d’une seule sinusoide amortie

Dans le cas d'une sinusoide amortie, le gain en RSB ¢, (L) se réduit a I'expression :

mf?(|z1)% L)
L+2nf(|z1]% L)

gi(L) = (1.74)
La figure 1.5 représente le gain en RSB en fonction de L, obtenu pour plusieurs valeurs de
|z1| et du RSB initial 7;. On remarque que, suivant I'amortissement et le RSB initial, un
gain peut étre obtenu ou non. Globalement, le RSB est amélioré si les sinusoides ne sont pas
trop amorties et/ou le RSB du signal original n’est pas trop faible. Dans ce cas, l'utilisation
des autocorrélations a la place des données améliore la précision de I'estimation.

D’aprés la figure 1.5, on remarque également qu’il existe toujours une longueur optimale
L, pour laquelle la fonction g;(L) est maximisée. Cette longueur optimale dépend a la
fois du RSB 7; et du facteur d’amortissement, mais ne dépend pas de la fréquence w;.
Plus z; est proche du cercle unité (|z;] — 1 ou oy — 0), plus L, est grand, et inversement.
Indépendamment du fait que le RSB soit amélioré ou non, on cherche maintenant a estimer la

valeur de L,y A cause du caractére non-linéaire de la fonction f(z; L) dans I'équation (1.74),
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Fi1G. 1.5 — Gain en RSB en fonction de la longueur L.

il n’est pas possible de calculer analytiquement L,,. Une possibilité serait de rechercher
le maximum en testant plusieurs valeurs de L, ou alors d’utiliser une méthode itérative
ou encore une approximation polynomiale de la fonction f(z;L). Cette derniére approche
aboutit & une approximation de la fonction g;(L) par une fraction de deux polynémes en L
a partir de laquelle il est facile de déduire L.

Le développement en série de Taylor de la fonction f(z; L), autour de L = 0, s’écrit :

fan =~y (1.7

z; L) = , .
1— 24 4!

J=1

Une bonne approximation peut étre obtenue en retenant seulement m termes de la somme

infinie précédente. On obtient ainsi un polynéme d’ordre m :

f(z L) ~ Z,«;j(z)Lj (1.76)

ol ko(z) =0et Kj(z) = (_1(1_1153.?, pour j = 1, ..., m. Pour que cette approximation reste valable

pour L grand par rapport a 0, il faut que | In z| < 1. Nous verrons dans le paragraphe suivant
que lorsque |Inz| > 1, la fonction f(z; L) peut étre approchée par une valeur fixe. Dans le
cas d’une seule sinusoide, I’argument z de la fonction f(z; L) doit étre remplacé par |z]* qui
vérifie la condition |In|z;]?| < 1 avec I'hypothése d’un facteur d’amortissement raisonnable
(0 < ag < 0.5). L’approximation de g;(L) est :

N2
L m(Ehsany)
TS S PIRTZ

(1.77)
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Le probléme de maximisation de g;(L) par rapport a L se réduit donc au calcul d’une racine
réelle du polynome obtenu en mettant la dérivée de ¢g;(L) a 0. Le tableau 1.1 montre les
longueurs optimales obtenues avec une approximation d’ordre m = 10. On peut constater que
L,,: augmente de fagon quasi-exponentielle lorsque |z| tend vers 1, ce qui est en conformité

avec le fait que, pour une sinusoide pure, la valeur optimale de L n’existe pas (elle est infinie).

|| 0.90 092 094 096 0.98 0.99 0.999
-10dB | 6 8 11 17 33 67 672
0dB 9 11 15 23 46 93 927
10dB | 14 18 24 37 74 149 1494

TAB. 1.1 — Longueur optimale L,, obtenue avec une approximation polynoémiale.

1.6.4.2 Cas de plusieurs sinusoides amorties

Dans le cas de plusieurs sinusoides, ’approximation polynomiale doit étre opérée sur la
variance o2 et sur chacune des amplitudes h/, données par les équations (1.71) et (1.63). Dans
ce cas, 'argument z de la fonction f(z; L) doit étre remplacé par z; z,, qui n’est pas toujours
réel. En effet, le produit 2z, pour | # r est complexe, ce qui rend la somme f(z;z2,; L)
oscillante. Il est évident qu’une fonction oscillante ne peut pas étre bien approchée par un
polynome, surtout quand arg(z;z,.) est grand (oscillations hautes fréquences). Ce probléme
se traduit par le fait que |Inzz.| > 1. En simulation, nous avons trouvé que, dans ce cas,
f(#z; L) ne nécessite pas d’approximation polynémiale et peut étre remplacée par sa valeur
finale ; ¢’est-a-dire 1/(1—z/z,) [DT02|. En revanche, lorsque |In zz,| < 1, f(z]z.; L) est bien
approchée par un polynome.

En utilisant cette remarque, ’approximation d’ordre m de h} s’écrit :

m M m
W S [ S himlaa)| 2 = Y AL (1.78)

j=0 =1 Jj=0
et celle de o2 est :
, ol 202 - Lol 200 N
ot R o bz JL =T Dl (L7)
j=0 Lr=1 J=0

Le gain en RSB devient alors une fraction de deux polynoémes en L :

m 12 m .
~ | > o \j(z) | B Z?:O pi(zi) L7

~ - = . 1.80
L+2 Z;n:o ;L Z;’n:o v; L7 ( )

9i(L)

La valeur optimale de L qui correspond au maximum de g;(L) est la racine positive et réelle
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du polynoéme d’ordre 3m — 1 suivant :

2m m 2m m
P(L) =Y () LY vl = ()Y gy (1.81)
j=1 =0 =0 =1

La figure 1.6 représente les gains en RSB obtenus pour deux sinusoides complexes : z; =
0.96e7270-08 2, = 0.98¢ 727008 'y, = 5, = 1. En conséquence, on a |Inzfz| = 1.0072 > 1.
Le gain approché (en pointillés sur la figure) est obtenu en utilisant une approximation
polyndmiale d’ordre m = 30. Les valeurs optimales de L sont respectivement 23 et 54 pour

la premiére et la deuxiéme sinusoide. Elles coincident approximativement avec les maxima
théoriques de g, (L) et go(L).

Gains en dB

Longueur L

F1G. 1.6 — Gains en RSB pour deux sinusoides complexes amorties a 0 dB.

1.6.4.3 Commentaires

La procédure présentée pour déterminer la longueur optimale a utiliser pour estimer les

autocorrélations souffre néanmoins de plusieurs limitations :

1. Elle nécessite la connaissance de tous les paramétres du signal. Elle ne peut donc étre
utile qu’aprés une premiére estimation.

2. Pour chaque composante du signal, ou plus précisément, pour chaque paire (h;, o), il
existe une longueur optimale qui peut étre différente de celle d’'une autre paire (h;, o).
Dans ce cas de figure, il faut utiliser la plus petite longueur.



1.6 Approches fondées sur les équations de Yule-Walker modifiées 31

Une relation empirique a été déterminée, a partir de 'équation (1.74), pour calculer la

longueur optimale pour une seule sinusoide amortie :

1 (6—10e?)m + (10 —e*)(1 — ) 1 1.5928n; + 0.8950(1 — o)

Loyt = — = 1.82
Pt (03] (4 — 86_2)771 + 5(1 - Oél) (03] T + 17139(1 - ozl) ( )
Lorsque 7, est grand, cette formule se réduit a :
1.5928
opt = (1.83)
aq

Dans ce cas, il suffit de connaitre le facteur d’amortissement. Ce résultat peut étre utilisé dans
le cas de plusieurs sinusoides amorties, mais & condition que les composantes aient approxi-
mativement le méme RSB, le méme facteur d’amortissement et qu’elles soient suffisamment

espacées.

1.6.5 Exemples

Dans ce paragraphe, on présente une comparaison des méthodes SVD-HOYW, Héndel, SVD-
MHOYW et KT dans les cas d'une seule puis de deux sinusoides amorties. Le nombre
d’échantillons est fixé & N = 60 et I'ordre de prédiction, pour chaque méthode, est p = 10.
Les résultats sont obtenus en utilisant 1000 réalisations du bruit. Le RSB minimal considéré
est de 10dB, ce qui est peu si I’'on considére les amortissements relativement forts qui sont

choisis.

1.6.5.1 Une sinusoide amortie

On considére un signal contenant une seule sinusoide amortie dont les paramétres sont :
wy = 2m0.1 et a7 = 0.04. La variance et l’erreur quadratique moyenne (EQM) des paramétres
wy et aq sont représentées sur la figure 1.7. En premier lieu, on peut constater que les
méthodes de type Yule-Walker sont non-biaisées, alors que la méthode KT est biaisée, surtout
pour I'estimation du facteur d’amortissement a faible RSB. Deuxiémement, il apparait que
la méthode SVD-MHOYW (L = 20) est supérieure aux autres approches, du point de vue de
la variance et de 'EQM. Les performances des méthodes SVD-HOYW et Héndel (L = 15)

sont pratiquement équivalentes.

1.6.5.2 Deux sinusoides amorties

Les résultats obtenus avec deux sinusoides amorties (w; = 270.1, a; = 0.04, wy = 270.2 et
ay = 0.05) sont représentés sur la figure 1.8. On constate que le biais de la méthode KT
est plus apparent sur les facteurs d’amortissement. Ce biais est trés important a faible RSB
et il tend vers zéro lorsque le RSB augmente. Encore une fois, la méthode SVD-MHOYW
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F1G. 1.7 — Variance et erreur quadratique moyenne en fonction du RSB pour une sinusoide
amortie.

aboutit a 'TEQM la plus proche de la borne de Cramér-Rao et, donc, posséde la plus grande
précision.

Sur le plan de la détection, la supériorité de cette approche est également mise en évidence
[DTO02|. Par exemple, la figure 1.9 représente, dans le plan complexe, les poles estimés (en
prédiction arriére) par les quatre approches pour un RSB de 0 dB. Dans cette figure, les
cercles sont centrés sur la moyenne estimée des poles et leur rayon est égal a I'écart-type
estimé. Il est clair que la méthode K'T présente le biais d’estimation le plus important. De
plus, dans ce cas, il est pratiquement impossible de distinguer les poles associés au bruit
de ceux correspondant au signal en utilisant le critére du cercle unité. En effet, ces derniers
sont essentiellement a U'intérieur du cercle. La méthode de Héndel (figure 1.9b) présente un
biais moins important que celui observé avec la méthode KT. Cependant, ceci est obtenu
au détriment de la variance d’estimation. D’aprés la figure 1.9¢c, on constate que I'approche

SVD-HOYW permet de diminuer la variance sans pour autant pénaliser le biais. Enfin, la
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F1G. 1.8 — Erreur quadratique moyenne de I'estimation de deux sinusoides amorties.

figure 1.9d met nettement en évidence les avantages de la méthode SVD-MHOYW. Outre
la variance d’estimation plus faible sur un plan général, les poles du signal sont estimés
quasiment sans biais, et qui plus est, ils sont estimés a l’extérieur du cercle avec une treés
grande probabilité. Cette supériorité découle bien entendu du réglage optimal du paramétres
L, ce qui peut étre considéré comme une information a priori. En terme de performance,
cette méthode est donc suivie, dans I'ordre, par les approches SVD-HOYW, Héndel et KT.

1.7 Estimation des amplitudes

L’estimation des amplitudes n’est pas au coeur de nos préoccupations. Toutefois, dans le
chapitre 4, on aura besoin de procéder a cette estimation, c’est pourquoi nous abordons ici
ce sujet.

Le probléme de I'estimation des paramétres de sinusoides dans un bruit blanc est non-linéaire
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par rapport aux poéles, mais linéaire par rapport aux amplitudes. Par conséquent, I’approche
consiste a estimer d’abord les poles en utilisant, par exemple, 'une des méthodes présentées

précédemment. Les amplitudes sont alors estimées par une approche moindres carrés (LS).

A partir de I'équation (1.1) et disposant d’une estimation des poles Z;, on peut écrire le

systéme de Vandermonde suivant :

1 1 -1 hy y(0)
21 22 e éM h2 . y(1>
TR 2t L b y(K —1)
Zh=y (1.84)

ou K est égal & N, la longueur de la séquence y(n). La solution LS de cette équation s’écrit :

h = (2}2y) "2y = 2}y (1.85)
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A premiére vue, on pourrait penser que la variance d’estimation des amplitudes diminue
lorsque le nombre d’échantillons pris en compte croit. En fait, Ducasse et al. [DMC95| ont
montré qu’en raison des erreurs d’estimation sur les pdles, il existe un nombre optimal
d’échantillons K < N permettant d’avoir une variance minimale.
Dans le cas d’une seule sinusoide (M = 1), on montre que pour toute estimation non-biaisée
21, lestimation de Pamplitude h; est non-biaisée avec une variance [DMC95, YP99) :
. (K —-1)% 1, . i

var {hl} ~ T|h1| var {Az } + 0 + termes d’intercorrélation (1.86)
ou Az = Z; — z;. En négligeant les termes d’intercorrélation, la variance est convexe en K
et sa dérivée s’annule pour :

202

KK —1) = |h1’2vare{A21} (1.87)

En supposant que K?(K — 1) ~ K3, on obtient alors :

2
K= ¢ ——— 1.88
vt \/ mvar {Az } ( )
_ |mf?

ol 7y = 7~ est le rapport signal-sur-bruit. Ainsi, la relation (1.88) donne le nombre optimal
d’équationes a utiliser dans le systéme de Vandermonde (1.84).

Il apparait que si la variance d’estimation du pole z; est nulle, alors le nombre optimal K,
d’échantillons est infini. L’existence d’un nombre optimal d’équations de Vandermonde est
donc uniquement lié aux erreurs d’estimation sur les poles. Par exemple, dans le cas d’une
sinusoide pure (var {Az;} = var {Aw; }), si la méthode KT est utilisée pour estimer les poles,

il vient alors, d’aprés 'équation (1.19) :

2
Kot = i@N — 0.61N (1.89)

De fagon similaire, pour la méthode TK (prédiction avant-arriére), d’aprés I’équation (1.20),
on obtient : 5
Koy = SN = 067N (1.90)

Une majoration du nombre optimal d’échantillons est obtenue en remplagant var { Aw; } par

la borne de Cramér-Rao donnée par 1’équation (1.21) :

1
Kopt ~ 3—\/§N = 069N (191)

De fagon générale, I'utilisation d’'un nombre K < N d’échantillons du signal revient a consi-

dérer un estimateur de type moindres carrés pondérés (WLS : weighted least squares) au
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lieu d’un estimateur moindres carrés standard [Yin96, YP99|. La matrice de pondération est

simplement une matrice diagonale de dimension N x N de la forme :

Wy = diag(1,...,1,0,...,0) (1.92)
——

K

L’utilisation de ’approche WLS permet aussi de tenir compte d’'une éventuelle coloration du
bruit entachant le signal y(n). Un panorama des méthodes d’estimation des amplitudes est

présenté dans la référence [SLLOO].

1.8 Sélection de 'ordre du modéle exponentiel

L’un des problémes cruciaux lié a 'estimation des paramétres d’exponentielles est celui de
la sélection de l'ordre du modéle. En effet, celle-ci affecte considérablement la qualité de
I’estimation. Ainsi, avec un ordre inférieur au nombre réel de composantes, les paramétres
estimés sont biaisés et avec un ordre supérieur, la variance des parameétres estimés augmente.
Traditionnellement, 1’étape de l'estimation de l'ordre (ou du nombre de composantes) du
modéle exponentiel est considérée séparément de celle de 'estimation des parameétres. Bien
stir, il existe des algorithmes qui, simultanément, estiment ’ordre et les paramétres du modele
(voir, par exemple, les références [WZ89, HC93, YM95, GLC96]). On se contente ici de
présenter les principaux critéres opérant sur les valeurs singuliéres de la matrice de données

ou d’autocorrélation.

Wax et Kailath [WK85| ont obtenu une expression des critéres AIC (Akaike’s information
criterion) et MDL (minimum description length), en fonction des valeurs propres de la
matrice d’autocorrélation :

1

P hi)
AIC(K) = —2N(p — k) In ( gl ) +2k(2p — k) (1.93)
p— k: i k+1

1

( ?—k+1 )“) ot 1
MDL(k)=—N(p—k)In +-k(2p—k)InN (1.94)
p— k Zz k+1 2

pour k = 0, ..., p—1. Les valeurs propres \; de la matrice d’autocorrélation (p x p) sont rangées
dans l'ordre décroissant (A; > A;41). L’estimation du nombre de composantes M correspond
a la valeur de k qui minimise I'un ou 'autre des deux critéres. Une étude statistique présentée
dans [ZWYRR9| indique que le critére AIC tend a minimiser la probabilité de manque a la
détection (M < M) alors que le critére MDL tend & minimiser les fausses alarmes (M > M).
Il est également possible de définir ces deux critéres lorsque la matrice d’autocorrélation est

sur-déterminée (de dimension ¢ x p, ¢ > p) en remplagant )\; par les valeurs singuliéres 2.
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Enfin, des critéres AIC et MDL développés spécialement dans le cas du filtrage avant/arriére
(méthode TK) peuvent étre trouvés dans [XRK94|.

Reddy et Biradar [RB93| ont développé deux critéres d’information en partant des équations
de prédiction linéaire (1.12) utilisées par la méthode KT. Aprés décomposition en valeurs
singuliéres de la matrice Y : Y = USV¥#, on pose q = Ufy. L’expression des critéres AIC

et MDL est alors donnée par :

AIC(k) = (N—p)<1 +1In27 +In !\Nq(ﬁ) +2(2k+1) (1.95)
MDL(k) = (N — I _
— (N —p) (1 +In2r + In o — ) 4 (2k+ 1) In(N — p) (1.96)

pour k = 0, ..., min{p, (N — p)/2}. Le vecteur q*) contient les (N — p — k) derniers éléments

du vecteur q.

Des critéres nécessitant le réglage d’un seuil subjectif sur les valeurs singuliéres ont également
été proposés dans la littérature [Fuc88, KY88|. Un autre critére, particuliérement bien adapté
aux sinusoides amorties, a été développé par Kundu [KMO01|. Ce dernier nécessite cependant

le réglage d’une fonction de pénalité.

Les critéres de sélection de I'ordre sont trés performants pour les sinusoides pures, ou faible-
ment amorties, ayant un RSB important. Il est évident que dans le cas de sinusoides pures,
l'augmentation du nombre d’échantillons (ou nombre de lignes de la matrice d’autocorréla-
tion) ne fait qu’améliorer les performances de I’estimation de 'ordre. En revanche, ceci n’est
pas le cas pour les sinusoides amorties. Pour mettre en évidence ce phénoméne, on considére

le signal z(n) = hyz}". Si I'on considére, par exemple, la méthode KT, la matrice de données

s’écrit :
y(1) y(2) o y(p)
v _ y(2) y(3) e ylp+ 1)
y(N—p) y(N—=p+1) --- y(N-1)

Les valeurs singuliéres de Y sont les racines carrées des valeurs propres des matrices YZY
et YYH. On peut montrer que E {YHY} s’écrit :

1 2z P
* * 71
]' ]E{YHY} — |h1|2|zl|21_ |Z1|2(N7p) Zl |21‘2 lef +U2I
N-—p N—p 11—z : : : e
2P gl |21 [2P~ D)
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Les valeurs propres peuvent étre obtenues a partir de la trace de cette matrice :

1 |ha?|z1]2 1 — |2 PPV 1 — | |2
t — E{YHY)} = 2= g2 2 (1.98
race{N_p { }} N—p — P 1= [af +po. = oy +po;  (1.98)

o /N — poy est la valeur singuliére de Y due au signal (sans bruit). Donc, les p valeurs
2

PR

propres de la matrice ﬁE {Y"Y} sont {02 + 02,02,...,02}. Par conséquent, 'espérance

mathématique des valeurs singuliéres de Y est :

VN —p{\/od +02,0c,..,0.} (1.99)

On remarque que pour une sinusoide amortie (|z1] < 1) et pour p fixé, o9 — 0 lorsque
N — oo. En notant o; = /02 + 02 la plus grande valeur singuliére de la matrice Y, on a
alors :
. 01

]\}E{l)o o =1 (1.100)
ce qui veut dire que lorsque N — o0, le sous-espace bruit devient prépondérant, et cela
quels que soient la valeur du RSB et du facteur d’amortissement. Nous avons vérifié ce
phénoméne sur I'exemple suivant. On considére une sinusoide amortie avec les paramétres
wy; = 2m0.1, ay variable et le rapport signal-sur-bruit n; = 10. Le nombre d’échantillons
N varie entre 6 et 150 et p = N/3. La figure 1.10(a) représente la différence M DL(0) —
MDL(1) obtenue avec le critére MDL de Wax et Kailath appliqué aux valeurs singuliéres
« théoriques » de Y dans l'équation (1.99). On remarque que, quel que soit le facteur
d’amortissement (différent de zéro), a partir d’un certain nombre d’échantillons, la quantité
MDL(0) — MDL(1) devient négative, ce qui signifie qu’il n’y a plus de détection. Pour
déterminer la probabilité d’une détection correcte, nous avons effectué une simulation Monte
Carlo en utilisant 200 réalisations du bruit. Les résultats obtenus sont représentés sur la
figure 1.10(b). On constate que, contrairement au cas d’une sinusoide pure, la probabilité
de détection d’une sinusoide amortie n’augmente pas de facon monotone avec le nombre
d’échantillons utilisés. Ces résultats restent donc valables quels que soient le RSB et le
facteur d’amortissement (différent de zéro). Néanmoins, la dégradation des performances
n’est pas aussi rapide dans le cas ou le RSB est grand et/ou le facteur d’amortissement est
faible.

1.9 Conclusion

us avons vu dan itre qu'un sign nsistant en un mim xponenti

Nous avons dans ce chapitre qu'un signal consistant e e somme d’exponentielles
amorties constitue une forme limite d’un processus ARMA. Pourtant, force est de constater
que cette modélisation est moins utilisée et moins étudiée que les méthodes fondées sur

un modéle sinusoidal, au moins dans le cas amorti. Or, nous avons vu qu’en choisissant
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convenablement un estimateur de 'autocorrélation, la modélisation ARMA était un outil
plus performant du point de vue de I'estimation des paramétres (biais et détection avec le

critére du cercle).
En outre, ce chapitre a permis de mettre en évidence les résultats suivants :

— les méthodes faisant appel directement aux données (KT, Matrix Pencil et Kung) ont
pratiquement les méme performances dans le cas de sinusoides amorties. La méthode KT
est choisie pour sa meilleure estimation du facteur d’amortissement ce qui permet, en
général, de détecter plus de modes du signal avec le critére du cercle unité;

— la modélisation ARMA permet d’estimer plus précisément les poles du signal du point de
vue de 'erreur quadratique moyenne. L’étude que nous avons menée sur un estimateur de
I’autocorrélation nous a permis de montrer que ’on peut, dans certains cas, améliorer le
RSB avant d’effectuer I'estimation des paramétres. La méthode résultante, appelée SVD-
MHOYW, est la plus performante lorsque le paramétre L,,; ~ 1.59/a, ou « est le plus
grand facteur d’amortissement. Le probléme de cette approche est qu’en général, on n’a
pas acces a ce paramétre et qu’il faut donc une estimation initiale. Nous avons donc retenu
pour la suite les méthodes SVD-HOYW et SVD-MHOYW ;

— le nombre d’équations de Vandermonde permettant d’estimer les amplitudes complexes
doit étre inférieur au nombre total d’échantillons : K,,; < 0.69N ;

— concernant l’estimation du nombre de composantes, le nombre d’échantillons du signal
exponentiel amorti ne doit pas étre trop important au risque de diminuer la probabilité de
détection. En fait, le nombre d’échantillons optimal est lié au RSB et au facteur d’amor-
tissement. Ce point reste donc a étudier de maniére plus approfondie. Enfin, a partir du
chapitre 3, nous utiliseront le critéere MDL parce qu’il a tendance a surestimer 'ordre.
Les modes erronés (parasites) sont alors éliminés par le critére du cercle qui réalise une

deuxiéme sélection et permet donc de déterminer 'ordre réel.
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Les trois méthodes sélectionnées vont a présent étre étudiées dans un contexte particulier qui
est celui des signaux a grand nombre d’échantillons et de grande complexité, ce qui peut étre
le cas dans le cadre de la spectroscopie RMN. L’approche considérée est celle qui consiste a

effectuer une décomposition en sous-bandes avant I’estimation.



Chapitre 2

Estimation paramétrique en sous-bandes

2.1 Introduction

L’approche qui consiste a diviser le spectre d’'un signal en un certain nombre de bandes
fréquentielles est appelée décomposition en sous-bandes. Par rapport a un traitement global
effectuée sur le signal d’origine, les avantages d’une telle décomposition, dans le contexte
de 'estimation spectrale paramétrique, ont été établis par plusieurs auteurs ces derniéres
années. Cette idée consiste a transformer un probléme d’estimation en un ensemble de sous-
problémes, chacun étant plus simple que 1’original puisque chaque sous-bande contient moins
de modes. De plus, depuis le travail de Quirk et Liu [QL83|, on sait que la décomposition en
sous-bandes améliore la résolution des estimateurs paramétriques. Plus récemment, considé-
rant la méthode TLS-Prony, Steedly et al. [SYM94a, SYM94b| ont montré qu’une estimation
effectuée sur les données décimées permet d’avoir une variance sur les poles plus faible que
celle obtenue avec les données non-décimées, d'un facteur égal au taux de décimation. De
méme, Rao et Pearlman [RP96], travaillant dans le contexte du codage en sous-bandes, ont
étudié 'analyse spectrale en sous-bandes par prédiction linéaire. En considérant des filtres
d’analyse idéaux, ils ont établi que I'estimation en sous-bandes offre plusieurs avantages, en
particulier : (1) la variance minimale de l'erreur de prédiction obtenue dans la bande globale
est plus grande que la somme des variances minimales sur les sous-bandes et (2) le spectre
de l'erreur de prédiction en sous-bandes est plus plat que celui de la bande globale. Récem-
ment, Tkacenko et Vaidyanathan [TV01b, TV0la] sont parvenus au méme résultat mais en
considérant des conditions moins restrictives sur le filtre de décimation. Plus précisément,
ils supposent un banc de filtres a décimation maximale et des filtres dont la réponse en
amplitude est de type Nyquist(d), ou d est le facteur de décimation [Vai93]. Plusieurs autres
auteurs ont montré, théoriquement ou en pratique, les avantages de I’estimation spectrale
en sous-bandes [TF94, vdBLK95, BA95, TSPA95, RBN96, NKK02, TD02].

De maniére générale, la décomposition en sous-bandes semble & premiére vue réservée a des

signaux dont la longueur initiale est suffisante pour garantir des signaux en sous-bandes eux-
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méme de longueur raisonnable. Le gain en résolution observé par les auteurs précités peut de
plus étre appréciable lorsque ces signaux sont constitués d’un grand nombre de composantes,
éventuellement proches. Une part importante des signaux rencontrés en spectroscopie RMN
présente ces deux caractéristiques. N. Henzel [Hen97| a étudié 'utilisation de la décompo-
sition pour le traitement des signaux RMN, et a mis en évidence les avantages d’une telle
approche des signaux de grande complexité. Par rapport a ce travail initial, 'objectif de ce
chapitre est d’éclaircir un certain nombre de problémes soulevés dans [Hen97| notamment :
le choix d’une structure de bancs de filtres, 'estimation de ’ordre dans les sous-bandes et la

possible utilisation des composantes polyphasées.

La décomposition en sous-bandes est classiquement obtenue par des opérations de filtrage et
de décimation. Le signal d’origine subit donc des modifications de son contenu spectral et,
a l'issue de la décomposition, le signal résultant occupe une bande fréquentielle particuliére.
Dans ce chapitre, on rappelle le principe de la décomposition en sous-bandes. Ensuite, nous
discutons des diverses possibilités de procéder au découpage, tant du point de vue des filtres
que de leur agencement. On présente également 'effet d’une succession d’opérations de fil-
trage et de décimation sur le processus de départ. En particulier, nous montrerons que le
filtrage n’est pas sans conséquence sur le signal issu de la décomposition. En fait, il peut étre
modélisé par un processus ARMA dont les ordres maximaux sont donnés. Par la suite, nous
analysons le probléme de I’estimation du nombre de composantes en sous-bandes et celui des
composantes polyphasées. Enfin, des simulations multiples sont présentées pour montrer les

performances de I’estimation en sous-bandes.

2.2 Décomposition en sous-bandes

2.2.1 Opérations de filtrage et de décimation

La décomposition en sous-bandes est généralement obtenue par la succession de deux opé-
rations : une opération de filtrage de type passe-bande suivie d’une opération de décimation

ou de sous-échantillonnage. Ce processus est représenté sur la figure 2.1.

u(n) —] G2 L s wm)

Fi1G. 2.1 — Opérations de filtrage et de décimation.

Le role du filtre consiste a extraire une bande fréquentielle du signal original en évitant le
probléme de repliement spectral. Pour des raisons exposées au paragraphe 2.5, on considére

ici le cas d’un filtre & réponse impulsionnelle finie (RIF). La sortie du filtre G(z) d’ordre Ny
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pour une excitation y(n) s’exprime par la relation :

y'(n) :Zg(k)y(n—k), n=0,1,..,N+N;—1 (2.1)

Si le filtre G(z) a une largeur de bande inférieure a 27 /d, le signal 3/(n) peut alors étre

sous-échantillonné sans repliement a la fréquence 27 /d |Vai93|. Cette opération s’écrit :

n=0,1,.,N —1

2.2
T=0,1,....,d—1 (22)

) (n) £y (dn + 1), {

N+Ny N+Nf
d d
(pour 7 fixé) représentant des séquences intercalées obtenues a partir de y'(n) sont appelées

composantes polyphasées (voir, par exemple, [Vai93]). Chaque série {yc(lT)(n) 7]:[;61, pour T

ou N’ est la partie entiére du rapport , notée [ ]. Les différentes séquences {yc(f) (n)}

fixé, représente uniquement le contenu fréquentiel de la bande choisie.
En pratique, les problémes de bord (transitoires) introduits par le filtre G(z) sont supprimeés
pour ne pas altérer le modéle du signal d’entrée y(n). Dans ce cas, le signal y'(n) est de

longueur N — Ny :

y(n)=> gk)y(n+ Ny —k), n=0,1,..,N = Ny — 1 (2.3)

Le retard introduit par la troncature du transitoire est bien sir pris en compte dans la
modélisation en sous-bandes qui sera décrite par la suite. La longueur du signal en sous-
bandes devient alors :

(2.4)

o[

d
En général, ’analyse en sous-bandes est effectuée en utilisant un filtre G(2) de type passe-
bande. Afin d’analyser tout le contenu spectral d’un signal, il suffit de répéter les deux
opérations (filtrage et décimation) en choisissant un ensemble approprié de filtres de déci-

mation. Ceci est décrit dans le paragraphe suivant.

2.2.2 Banc de filtres de décimation

Dans le cas général, le spectre du signal y(n) peut étre décomposé en plusieurs sous-bandes,
disjointes dans le cas idéal, dont la somme est le spectre du signal original. Les sous-bandes
peuvent avoir des largeurs identiques (c’est le cas de la décomposition uniforme) ou différentes
(décomposition non-uniforme). La figure 2.2 représente ces deux types de décomposition. Un
exemple typique d’un banc de filtres non-uniforme est la transformée en ondelettes discrétes.
Dans ce cas, le rapport entre la largeur de bande et la fréquence centrale des filtres G,,(2)

(réels) est indépendant de m (m = 1,2, ...,d—1) comme le montre la figure 2.3a. Les facteurs
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de décimation d,, sont liés par la relation :

Ay =" m=1,2,....,g—1 (2.5)
ou ¢ est une constante et dy = d;. Cette structure est trés utile dans le cas ou la résolution
fréquentielle souhaitée est décroissante en fonction de la fréquence. C’est le cas, par exemple,
dans l'analyse des signaux sonores. De maniére générale, la facon dont doit étre conduite
une décomposition non-uniforme est déterminé soit a l'aide d’une connaissance a priori
du contenu spectral du signal, soit & I’aide d’un critére judicieusement choisi. Quant a la
décomposition uniforme, elle permet d’avoir la méme résolution fréquentielle dans toutes les
sous-bandes. Dans ce cas, c’est la largeur de bande des filtres qui est constante. Les filtres
G (z) peuvent étre obtenus a partir d’un filtre unique (par exemple, Gy(z)) par simple

modulation. La décomposition en paquets d’ondelettes en est un exemple (figure 2.3b).

Yy, (n)

» ¢/do —> yo(n)

y1(n) o Vi > yi(n)

s G P L s ()

(a) Décomposition non-uniforme

y,(n)

vd —> yo(n)

vd F— yi(n)

\—V Ga1(2) Vo) » d —> Yg_1(n)

(b) Décomposition uniforme a d canaux

F1G. 2.2 — Bancs de filtres d’analyse.
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Go(z) Gi(2) Ga(2) Gs(2)

L I T e T
(a) Ondelettes discrétes
Go(Z) G7(Z)
o a2 B2 o w

(b) Paquets d’ondelettes

F1G. 2.3 — Structures des filtres en ondelettes discrétes et en paquets d’ondelettes pour une
décomposition dyadique et un facteur de décimation maximal égal a 8.

2.3 Influence de la décomposition sur le modéle exponen-
tiel

Dans ce paragraphe, on analyse I'influence du découpage en sous-bandes sur, a la fois, la
partie déterministe du signal y(n) et le bruit e(n). On considére uniquement le cas de la

décomposition uniforme, mais la démarche peut étre généralisée. Pour des raisons de simpli-

d—1

cité, on suppose que les filtres {G,,(2) };,—, ont le méme ordre Ny (ceci peut étre obtenu par

simple modulation d’un filtre de base unique).

2.3.1 Le filtrage

Le signal y/,(n) a la sortie du filtre de décimation G,,(2), aprés troncature du transitoire,

s’exprime par la relation :
ng y(n+N;—k), n=0,1,..,. N = Ny — 1 (2.6)

Dans le cas du signal exponentiel défini dans 1’équation (1.1), on obtient :
n N
Vo) = ) gu(k)hiz +ng e(n+ Ny — k)

—th ng e (n)

S W+ ) (2.7
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ou

f ng = h; Z TGml(2:) (2.8)

2:%1 e(n+ Ny — k) (2.9)

Les effets du filtrage sur le signal exponentiel sont donc d’une part, de pondérer les amplitudes
complexes et, d’autre part, de colorer le bruit. En pratique, le filtre est bien str non-idéal,
mais il est raisonnable d’admettre qu’une partie des composantes sinusoidales, situées dans
la bande atténuée du filtre, est suffisamment réduite pour qu’elle soit assimilée a un bruit

supplémentaire noté €(n) :

}:hz"+e +¢ (n) (2.10)

Le signal y/,(n) contient donc essentiellement M’ < M composantes situées dans les bandes

passante et de transition du filtre.

2.3.2 La décimation

On considére maintenant I'étape de décimation effectuée sur le signal ¢/, (n). Le signal Yo (n)

obtenu par la décimation de ¥/, (n) par un facteur d s’écrit :

M/
i (n) =Y (Wiz])z{" + e(dn + 7) + €, (dn + 7) (2.11)
=1

Z (R2D)2™ + €7 (n) + e (n) (2.12)

ou :
2 =2 (2.13)

(2

Le bruit €/,(n) étant de type MA(Ny), on peut facilement montrer que la densité spectrale
de puissance (DSP) du signal décimé e (n) correspond & celle d’un processus MA d’ordre
[%], quelle que soit la composante polyphasée 7 considérée [AH92, BA95, Hen97|. Si le filtre
de décimation posséde un taux d’atténuation suffisant, le terme € () (n), ainsi que le biais
qu’il risque introduire, peuvent étre négligés [SYM94a]. Dans ce cas, on obtient le modéle

suivant :
Ml

y) (n) = ) (hi=D)=" + e (n) (2.14)

=1
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Le signal en sous-bande est donc la superposition de M’ sinusoides complexes pondérées par
les coefficients du filtre et d’un bruit de type MA elr) (n). Ce processus peut étre vu comme la
réalisation d’un processus ARMA dont I'ordre de la partie AR est M’ et celui de la partie MA
est M’ + [%] Si le filtre de décimation G,,(z) est un filtre & 7/d performant (gain unitaire
dans la bande passante et sélectivité proche de 1), alors le bruit efﬁ) (n) est approximativement

un bruit blanc ety (n) est proche d’un processus ARMA(M’', M') [BA95].

Souvent, on utilise uniquement la premiére composante polyphasée (correspondant a 7 = 0).
Cela se justifie pour les sinusoides amorties par le fait que le RSB diminue lorsque 7 augmente
(équation (2.14)). Par souci de simplicité, on notera par la suite la série 4\ (n) par y,,(n) pour
exprimer l'utilisation d’une seule composante polyphasée. Une étude sur I'apport possible

des autres composantes sera présentée dans le paragraphe 2.6.3.

2.4 Quelques avantages de Iestimation en sous-bandes

Afin de démontrer certains avantages de I’estimation en sous-bandes, on considére le cas d’un
signal y(n) stationnaire constitué de sinusoides complexes pures (z; = e™i) dont les phases
sont aléatoires et uniformément distribuées sur l'intervalle [0, 27[. La fonction d’autocorré-

lation de ce processus s’écrit :
M
ry(k) = bl 4 re(k) (2.15)
i=1

ot re(k) = 025(k). On considére, dans ce paragraphe, que le filtre de décimation est idéal ;

c’est-a-dire qu’il a une réponse unitaire en amplitude dans la bande passante de largeur 27 /d.

2.4.1 Amélioration du rapport signal-sur-bruit

Si le filtre de décimation est idéal, alors la fonction d’autocorrélation du signal décimé est
[TVO1b] :

M/
Py (B) = > |hiPe™* 41, (k) (2.16)
=1

oure, (k) =02 §(k)et o? = %02 On en déduit qu'en sous-bandes, le RSB des composantes
dans la bande passante du filtre est supérieur d’un facteur d a celui qu’elles ont dans la bande

globale. Quantitativement, nous avons :

Nisb = AN g (2.17)

ol ;b €t Mg sont les RSB de la i®™¢ composante, en sous-bandes et dans la bande glo-

bale, respectivement. Comme le RSB augmente, on s’attend & estimer les fréquences plus
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précisément dans les sous-bandes.

2.4.2 Augmentation de la séparation fréquentielle

La séparation fréquentielle de deux composantes sinusoidales s et ¢t dans la bande globale
est définie par Awp, = |ws — wy|. D’aprés la relation (2.16), la séparation fréquentielle en

sous-bandes est Awgp, = d|ws — wy|. On a donc :
Awsb = dAwfb (218)

Clairement, la séparation fréquentielle augmente d’un facteur d. Ce résultat est important
puisqu’il suggére que la résolution des estimateurs présentés dans le premier chapitre peut
étre améliorée. Cependant, puisqu’en pratique le nombre d’échantillons est limité, ce résultat
doit étre tempéré par le fait que le nombre d’échantillons diminue a cause de la décimation
mais aussi en raison de l'utilisation de filtres non-idéaux. De ce fait, la résolution fréquen-
tielle n’augmente pas indéfiniment avec la décimation, et ce d’autant plus en présence de

composantes amorties.

2.4.3 Réduction de la complexité numérique

La décomposition en sous-bandes présente un autre intérét pratique qui est celui de la ré-
duction de la complexité numérique. En effet, grace a 'opération de filtrage, le nombre de
composantes & estimer en une étape se réduit de M a M’, ou M’ < M. Bien entendu, en
pratique, M’ est susceptible d’étre trés faible par rapport & M, ce qui peut entrainer une
baisse sensible de I’ordre de prédiction nécessaire pour estimer les paramétres du modéle. De
plus, dans le cas des signaux longs (signaux de spectroscopie RMN 3C, par exemple) et pour
des raisons matérielles, il n’est pas possible d’utiliser tous les échantillons. Dans le cas d’une
décomposition, la réduction du nombre d’échantillons de N a N’ < % permet d’exploiter

toute I'information contenue dans un signal par 'utilisation de tous les échantillons.

2.5 Filtres de décimation et approche IFIR

La décomposition en sous-bandes avec un facteur de décimation d peut étre réalisée de deux

facons dont le résultat est similaire.

— Si d est une puissance d’un nombre entier quelconque ¢, alors le découpage peut étre obtenu
par une succession d’opérations de filtrage et de décimation par le facteur ¢, semblable a
une décomposition en paquets d’ondelettes. Le résultat se présente alors sous forme d’un
arbre de décomposition. Lorsque ¢ = 2, la décomposition est dite dyadique et, dans le cas

de I’approche uniforme, on s’intéresse uniquement aux bandes finales.
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— Si d est un entier quelconque alors la décomposition est obtenue, au moyen d’un filtre
adéquat, par une décimation directe par d. Chacune des sous-bandes finales est donc

atteinte en une seule opération.

Dans ce chapitre, dédié a la décomposition uniforme, on considére la deuxiéme technique car
I'on s’intéresse uniquement aux bandes finales. Dans le chapitre 3, consacré au découpage

adaptatif, c’est la premiére technique qui sera considérée.

2.5.1 Quel banc de filtres utiliser ?

Idéalement, le filtre de décimation doit avoir un gain constant dans la bande passante et une
sélectivité unitaire. Le découpage résultant consiste en d bandes, sans distorsion d’amplitude
et sans redondance de l'information spectrale (les bandes sont disjointes). La figure 2.4a
illustre ce type de banc de filtres. Malheureusement, cette exigence ne peut pas étre réalisée
en pratique en utilisant des filtres d’ordre fini. En particulier, la longueur de la bande de
transition n’est jamais nulle.

Maintenant, considérons le banc de filtres, plus réaliste, représenté sur la figure 2.4b dans
laquelle on peut constater un recouvrement entre deux filtres voisins. Le gain dans la bande
de transition étant inférieur a I'unité, les composantes appartenant a cette bande sont trés
atténuées par rapport a celles apparaissant a l'intérieur de la bande passante et ont par
conséquent une variance d’estimation plus grande [SYM94a|. De plus, ce banc ne vérifie
pas la condition de non-repliement spectral puisque le produit de la largeur de bande et du
taux de décimation est supérieur & 27w. Dans ce cas, le repliement est inévitable ce qui peut
conduire aux problémes suivants :

— les composantes qui sont situées dans la bande de transition se retrouvent sur deux sous-

bandes voisines (figure 2.5a) ;
— des fréquences initialement bien séparées peuvent se retrouver trés proches ou, au pire, a
la méme position en sous-bande (figure 2.5b).

L’utilisation de ce type de banc conduit donc a une ambiguité sur la relation liant les fré-
quences estimées en sous-bande a celles de la bande globale, autrement dit 1’application
z; — 2¢ (équation (2.13)) n’est pas bijective. Ce probléme est discuté dans le paragraphe 2.6.
Dans [TVO01al, les auteurs proposent une méthode pour lever cette ambiguité. Elle consiste a
comparer les amplitudes des pics suspectés d’apparaitre dans deux bandes consécutives. Les
composantes qui ont 'amplitude la plus grande sont sélectionnées et les autres sont rejetées.
Il est évident qu’une telle approche n’est pas exempte d’erreurs (position des fréquences et
estimation des amplitudes) et, de toute fagon, le repliement spectral peut engendrer un autre
probléme qui est celui de la résolution, méme si, au départ, ce dernier ne se posait pas. Ainsi,
dans notre contexte, le repliement est indésirable et I’on cherchera dorénavant a I’éviter. Pour
cela, on pourrait par exemple utiliser un banc de filtres d’analyse & transition trés rapide,

mais ceci nécessite des ordres trés élevés pour les filtres. Une autre solution consiste a utiliser
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une technique de transformation de ’échelle de fréquence (frequency warping) pour déplacer
les composantes situées dans la bande de transition vers la bande passante avant de procéder

au découpage, mais elle nécessite le réglage d’autres paramétres [BMMO02].

Pour éviter les problémes évoqués ci-dessus, la solution retenue dans ce mémoire consiste a

prendre un facteur de décimation plus petit que le nombre de sous-bandes. Ceci se traduit

par 'utilisation d’un banc de filtres avec recouvrement (figure 2.4c). Mais, dans ce cas, on

s'intéresse uniquement aux composantes estimées dans la bande passante puisque celles qui

sont situées dans la bande de transition apparaissent dans la bande passante d’un filtre

voisin. Ce banc est bien str redondant (2d filtres sont utilisés pour un facteur de décimation

égal a d), mais il présente deux avantages :

— les filtres n’introduisent pas une grande distorsion d’amplitude puisque, sur I’ensemble de
la bande [0, 27], le gain est presque constant ;

— le produit de la largeur de bande de chaque filtre et du facteur de décimation étant
inférieur & 27, on évite ainsi le repliement spectral et les problémes qui lui sont associés.

En particulier, 'application z; — 2¢ est, dans ce cas, bijective.

Remarque 1 Certaines applications ne nécessitent pas la détermination du nombre exact
de modes en sous-bandes ou une relation directe entre les fréquences estimées en sous-bandes
et leur image dans la bande globale. C’est le cas par exemple en analyse spectrale lorsque
l’on s’intéresse a la forme du spectre plutét qu’a la position exacte des composantes. Dans
ce cas, le repliement spectral est toléré puisqu’il peut étre corrigé lors de la reconstruction en
choisissant des filtres a reconstruction parfaite pour l'analyse et la synthése [RP96]. Cette

approche n’a pas un grand intérét dans notre cas.

2.5.2 Synthése d’un filtre de décimation

Etant donné que la décomposition uniforme peut étre réalisée en utilisant un seul filtre
proprement centré sur une bande fréquentielle, nous considérons, pour simplifier, le cas d’un
filtre passe-bas G(z). Ce filtre est ensuite modulé pour réaliser une partition uniforme de
I'intervalle [0,27]. Le gabarit standard d’un tel filtre est défini par quatre paramétres : la
fréquence limite dans la bande passante wy, la fréquence limite dans la bande de transition w,
et les ondulations maximales (ripples) 1 et d, permises dans les deux bandes. La sélectivité
est définie par le rapport w,/w, (unitaire pour un filtre idéal). Pour construire ce filtre, on
peut choisir entre un filtre & réponse impulsionnelle finie (RIF) ou & réponse impulsionnelle
infinie (RII). L’avantage d’un filtre RII est qu’en général, il nécessite un ordre beaucoup
plus faible qu'un filtre RIF pour répondre aux mémes spécifications. Néanmoins, les filtres
RIF sont toujours stables, ce qui n’est pas le cas des filtres RII. Aussi, on se contentera ici

d’utiliser uniquement des filtres RIF. Dans le cas du banc que nous avons choisi (figure 2.4c),
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A
Go Gy Ga1
5 >
2m/d dm/d 2w «
(a) Filtres idéaux
A
GO Gl Gd—l
J : : % >
2m/d dm/d 2w «
(b) Filtres de type paquets d’ondelettes
A
GO Gl GZ GZ(lfl
AN \ \ o
1 \ ] \ N
1 \ ] \ I
! \ ! \ - !
1 \ [} \ |
l’ | ‘\ l’ | ‘\ l’ »
0 T T w'
2m/d 4m/d
(c) Filtres avec recouvrement
F1G. 2.4 — Position des filtres de décimation.
le filtre passe-bas a synthétiser doit vérifier les contraintes suivantes :
wp = 2m/4d (2.19)
wy < w, < 2m/2d (2.19a)
<1, skl (2.19b)

Nous nous imposons la premiére contrainte pour pouvoir décomposer 'intervalle [0, 27| en
un nombre entier de partitions (qui, par ailleurs, est égal a 2d). Cette condition n’est pas
indispensable, mais elle s’avére nécessaire dans le cadre de la décomposition adaptative
présentée dans le chapitre 3 (voir remarque 2). La deuxiéme et la troisiéme assurent un
repliement négligeable et une distorsion minimale dans la bande passante. A titre d’exemple,
la figure 2.6a montre un filtre de Kaiser obtenu avec les paramétres 6, = dy = 0.01, w, = 7/8
et ws = 31/16. Ce filtre est congu pour un facteur de décimation d = 4 et une décomposition

en 2d = 8 bandes fréquentielles. Le banc de filtres a recouvrement est représenté sur la figure

2.6b.

Nous avons vu précédemment que le bruit en sous-bandes e,,(n) est théoriquement un pro-
cessus MA([%]) En fait, si 9; < 1, les ondulations du filtre dans la bande passante sont
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lére bande 2éme bande lére bande 2éme bande

=)

=)
T

=)

) ) )
Z Z Z
—~ -5r —~ -5r —~ -5r
) >’ >’
0 0 0
-0t i -0 g -10f
-15 -151 15
-201- -20- -20
25 . . . . 25 . . . . 25 . . . . o5 . . . .
0 01 02 03 04 05 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 05 06 07 08 09 1
fréquence normalisée fréquence normalisée fréquence normalisée fréquence normalisée
(a) une sinusoide (b) deux sinusoides

F1G. 2.5 — Problémes liés au repliement spectral avec un filtre de Daubechies D;y. Le signal
d’origine est modulé successivement aux fréquences -0.25 puis -0.75. Densité spectrale de
puissance pour une et deux sinusoides pures, estimée avec le périodogramme simple, moyenné
sur 100 essais. (a) La fréquence f; = 0.48 dans la bande globale apparait dans les deux sous-
bandes a 0.48 et 0.98. (b) Les deux fréquences f; = 0.48 et fo = 0.97, initialement bien
espacées, se retrouvent tres proches dans les deux sous-bandes.

négligeables et la DSP du bruit dans cette zone est pratiquement plate. Cette propriété nous
servira dans le chapitre 3 pour développer un critére d’arrét basé sur la blancheur (mesurée

par la platitude du spectre dans la bande passante).

D’aprés 'équation (2.19a), la fréquence w, €|w,, 2m/2d] est un paramétre qui peut étre choisi
convenablement, suivant le signal & traiter. En effet, si w, est proche de 27/2d, les modes
qui se retrouvent dans la (large) bande de transition du filtre ne sont pas négligeables et
perturbent ’estimation de ceux situés a 'intérieur de la bande passante. Ceci peut engendrer
des problémes de résolution dynamique ainsi que des raies parasites. A 'opposé, si w, est
proche de w,, I'influence des modes hors de la bande passante devient négligeable. Cependant,
la longueur du filtre résultant devient alors trés importante, ce qui implique un transitoire
d’autant plus long. Dans ce cas, la troncature de ce transitoire entraine une disparition
progressive des modes a fort amortissement au fur et & mesure du découpage. Ainsi, pour
des signaux longs, présentant des problémes de résolution dynamique et fréquentielle et dont
les facteurs d’amortissement sont proches, w, devrait étre choisie proche de w,. C’est le cas
des signaux traités dans le chapitre 4. En revanche, pour les signaux courts ou contenant
des composantes dont les facteurs d’amortissement sont trés différents, il est préférable de
fixer une fréquence w, proche de 27 /2d. Ce dernier réglage est celui retenu pour traiter les

signaux de simulation du présent chapitre et du suivant.

Remarque 2 La décomposition proposée ici augmente d’un facteur 2 le nombre de parti-

tions (de d a 2d). Il est bien sir possible de réduire ce nombre en permutant les contraintes
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imposées sur w, et w, dans les équations (2.19) et (2.19a). En effet, en fivant w, = 2w /2d
et en choisissant w, dans lintervalle [2m/4d, 27 /2d], le nombre de partitions nécessaires est
27 /2w, €|d,2d]. Ce choiz est donc trés intéressant sur le plan de la complexité numérique
dans le cas de la décomposition uniforme. Cependant, puisque le nombre de partitions est gé-
néralement non-entier, cette technique s’avére difficile a mettre en oeuvre dans le cadre de la
décomposition adaptative envisagée dans le chapitre suivant. Ainsi, pour rester cohérent, on

considére uniquement le partitionnement défini par les équations (2.19), (2.19a) et (2.19b).

2.5.3 Approche IFIR

Certains signaux de complexité importante (contenant plusieurs composantes trés proches)
nécessitent de grands facteurs de décimation. Dans ce cas particulier, les filtres résultants
ont une longueur trop importante (rappelons que le transitoire de longueur Ny introduit par
un filtre de décimation doit étre éliminé). Comme nous l’avons signalé précédemment, si d
est une puissance d’'un nombre entier, la décomposition directe par d peut étre remplacée
par une décomposition en cascade. En revanche, si d est un nombre non-premier quelconque,
I'approche IFIR (interpolated finite impulse response) (voir [Vai93]) est plus adaptée. Elle
permet également de remplacer une opération de filtrage /décimation par plusieurs opérations
en cascade, en utilisant des filtres ayant des longueurs beaucoup plus faibles. On rappelle ici

briévement le principe de cette technique.

Considérons un bloc de filtrage passe-bas et de décimation représenté sur la figure 2.7a. On
note w, et w, les fréquences caractéristiques du filtre G(z). On suppose que le facteur de
décimation d peut étre factorisé en un produit de termes entiers d; et do. On montre alors

que le filtre G(z) peut étre construit en utilisant une factorisation de la forme [Vai93] :
G(z) = I(2)H(z™) (2.20)

ot I(z) est un filtre passe-bas dont les fréquences caractéristiques sont w,, et (21—7; —wg. H(2) est
également un filtre passe-bas, version élargie d; fois de G(z), c’est-a-dire avec les fréquences
limites dyw, et dyw,. Le role du filtre I(z) est de supprimer les (d; —1) images introduites par
H(z%). Finalement, en utilisant une des propriétés des systémes multi-échantillonés (figure
2.7¢), on obtient la décomposition en deux étapes représentée sur la figure 2.7d. Maintenant,
les bandes de transition des filtres 1(z) et H(z) étant plus larges, ces derniers peuvent étre
synthétisés avec un ordre plus faible que celui nécessaire pour G(z). Cette approche peut

bien sir étre itérée sur le filtre H(z) si le facteur de décimation dy est trop important.
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Fi1G. 2.6 — Exemple de synthése d’un banc de filtres avec recouvrement pour un facteur de

décimation d = 4. Réponse d’amplitude des filtres d’analyse de type Kaiser avec un ordre
Ny = 38.
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F1G. 2.7 — Principe de I'approche IFIR.

2.6 Meéthodes d’estimation en sous-bandes

La décomposition en sous-bandes peut étre réalisée soit en utilisant un seul filtre que 1'on
décale dans la bande fréquentielle [0, 27[, soit en utilisant un filtre passe-bas et en modulant
convenablement le signal d’origine. C’est cette derniére approche que ’on utilisera doréna-
vant. La procédure de décomposition (répétée pour chaque sous-bande m = 0,1,...,2d — 1;

d étant le facteur de décimation) peut étre résumée par le diagramme de la figure 2.8.

eiijn

— > Ym (n)

O e A N

F1G. 2.8 — Génération des signaux en sous-bandes a 'aide d’un seul filtre passe-bas G(z).

Le signal y(n) est d’abord modulé a la fréquence €, :

y'(n) =y(n)e ™" n=01,.,N-1 (2.21)
ou :
2m
Q= 20y = 2o (@m 1), m=0,1,...,2d 1 (2.22)
Ainsi, la bande [2%(2m — 1), 2(2m + 3)] du signal y(n) devient centrée autour de 0 pour

le signal modulé. Ensuite, ce signal est filtré au moyen d’un filtre passe-bas G(z) dont les
fréquences caractéristiques sont w, = 2w/4d et w, < w, < 27/2d. Le signal y/,(n) obtenu
permet d’estimer les poles contenus dans la sous-bande correspondante.

Nous avons vu que le signal y,, (n) peut étre représenté par un modéle exponentiel d’ordre
réduit dont les paramétres sont {z/}M et {h/}M|. Le bruit correspondant dépend du type

de filtre utilisé. Pour un filtre idéal (d’ordre infini), le bruit est blanc si le bruit initial I'est
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également. En revanche, pour un filtre (réalisable) d’ordre Ny, le bruit est un processus MA
d’ordre [%], ou Ny est 'ordre du filtre de décimation. Le signal en sous-bandes étant de type
exponentiel, les méthodes décrites dans le chapitre 1 peuvent étre employées pour estimer
ses paramétres. Les méthodes basées sur les autocorrélations du signal doivent considérer
un modéle ARMA(M', M’ + [%]) Pour cela, il suffit d’utiliser une représentation d’ordre
éleve ARMA(p,p), ou p > M' + %. Soulignons le fait que les poles estimés dans la bande
de transition du filtre doivent étre éliminés aprés avoir estimé les amplitudes. En effet, bien
que ces modes soient atténués, leur non prise en compte dans ’estimation des amplitudes
suffit & entrainer des erreurs non négligeables. Leur élimination ne pose pas de probléme
puisqu’ils seront détectés dans les bandes voisines. Le paragraphe suivant a pour objectif de

déterminer les images z; et h; dans la bande globale des paramétres estimés en sous-bandes.

2.6.1 Transformation vers la bande globale

Une fois les parameétres en sous-bandes estimés, leur transformation vers la bande globale

est obtenue en utilisant les relations suivantes :

2= (Zie ) (2.23)
iL; = }Ali(ZA’ie_JQm)NfG<?:'Z‘€_JQm) (224)

Ces deux équations correspondent aux équations (2.8) et (2.13) mais différent, du fait de la
modulation. En général, il n’est pas possible de retrouver Z; a partir de z;. En effet, on a

Z; = exp(—a; + Jw;) et 2 = exp(—a] + jwi) et, d’aprés I'équation (2.23), il vient :
w; = (w; — Q. )d mod 27 (2.25)

Cette application est bijective si et seulement si 'ensemble {w; — Q,,,}, est inclus dans un
intervalle dont la largeur n’excéde pas 27/d. Le role du filtre G(z) est justement de restreindre
le domaine de (w; — €2,,). En supposant que le gain du filtre est nul pour |w| > w,, alors
on peut dire que |w; — 2,,| < w,. D’ou la condition 2w, < 27/d ou encore w, < 27/2d
(équation (2.19a)). Cette contrainte permet d’éviter le repliement et implique une relation
unique entre w, et w;. Dans ce cas, d’aprés 1’équation (2.23), I'image dans la bande globale

des poles estimés en sous-bandes est donnée par la relation :
% = (3)Vdesm (2.26)
et celle des amplitudes est :

. B
hi= e Na0
(2,770 ) Ns G (2,6~ 50m)

(2.27)
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Les amplitudes h; peuvent étre estimées directement a partir des signaux en sous-bandes, en

modifiant les équations de Vandermonde (1.84) selon :

7'Gnh =y, (2.28)
ou :
1 1 e 1
o | A g Ehp
i éinl ééKfl 2?\/[/[(71
[ (3167 )Ns G (310795m) 0 0
o 0 (206 K\ NF Q(50e0m) ... 0
m = . . ) . ’
i 0 0 oo (Bape NG (2 pe )

h = [h1, ho, ..., ha]”,
Ym = [ym(0)7 ym(1)7 <oy ym(K_ 1)]T‘

La matrice G,, prend en compte l'effet de la modulation, du filtrage ainsi que la troncature
des Ny échantillons transitoires. Cette équation peut étre résolue par une des méthodes
LS, WLS ou TLS. Le paramétre K < N’ est défini dans le paragraphe 1.7. Dans le cas
de I'approche IFIR, la matrice G, se décompose en un produit de plusieurs matrices (voir
|Hen97|).

2.6.2 Estimation du nombre de composantes

Du fait du choix d’une décomposition redondante, il apparait un probléme lié & I'estimation
du nombre de composantes en sous-bandes. En effet, le facteur de décimation étant sous-
déterminé par rapport a la fréquence de coupure du filtre, il subsiste, aprés décimation, une
partie du spectre ou le filtre a un gain qui tend vers zéro. Ceci a pour effet d’introduire une
rupture des valeurs propres de la matrice d’autocorrélation qui peut tromper les critéres de
sélection de I'ordre.

A titre d’illustration, on considére un bruit blanc e(n) de moyenne nulle et de variance o2.
Sa densité spectrale de puissance est constante : ¢.(f) = o2. Supposons que l'on veuille
décomposer le signal e(n) par un facteur 2 en utilisant un filtre de décimation G(z) dont les
pulsations de coupure sont w, = 7/4 et w, < wy < 7/2 (décomposition redondante). Pour
simplifier ’analyse, on considére un filtre idéal : wy = w, = 7/4. Soit €(n) le signal résultant
du processus de filtrage et de décimation par 2. Sa densité spectrale de puissance est donnée

par la relation :

o) = 51GU 2P f/2). | € [-05.05) (2.29)
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Le filtre étant idéal, p.(f) peut s’écrire :

2

o(f) = %rect(Q £) (2.30)

ou rect(x) est une fonction rectangulaire centrée d’amplitude et de largeur unitaires. La

fonction d’autocorrélation est donc un sinus cardinal de la forme :

0.2

re(k) = Zesinc(k:/2) (2.31)
Supposons que r (k) ~ 0 pour |k| > L, ou L est suffisamment grand. La matrice d’autocor-
rélation :
[ 1 (0)  ro(=1) - r(-L) 0 - 0 |
re(1) re(0) oo re(=L+1) r(=L)
R=|r(l) r(L-1) 70 r(-1) - 0 (2:32)
0 re(L) re(1) r:(0) 0
0 0 e 0 0 ()

de type Toeplitz et de dimension p X p est asymptotiquement (p — oo) équivalente a la

matrice circulaire obtenue a partir de la séquence [GS58] :

{T(k)}i;é S {7“6(0), T TE(_L)> 0, -, 0, TE(L)a T Te(l)} (2'33)

Les valeurs propres de R sont donc asymptotiquement égales a celles de la matrice circulaire

qui sont simplement les coefficients de la transformée de Fourier discréte de la séquence 7 (k) :

—_

A= r(k)e T =1, p (2.34)
0

3

i

On en déduit que :
Ai = @e( fi) (2.35)

ou f; sont les fréquences discrétes, uniformément réparties sur la bande [—0.5,0.5]. Etant
donné que le filtre présente une bande passante égale a la moitié de la bande totale, le
nombre de valeurs propres non-nulles est égal a p/2. On peut donc dire que sur ’ensemble
des p valeurs propres, les p/2 plus petites sont altérées par le filtre (elles sont nulles avec
un filtrage idéal). Par exemple, la figure 2.9 montre I’allure des valeurs propres, triées dans
I'ordre décroissant, obtenues avec (a) un filtre idéal et (b) un filtre RIF d’ordre Ny = 6

(wp = m/4, ws = 7/2). Dans le premier cas, les valeurs propres théoriques sont celles de la
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F1G. 2.9 — Valeurs propres en sous-bandes de la matrice d’autocorrélation d’ordre p = 40
dans le cas d’un bruit blanc.

FiG. 2.10 — Allure typique des valeurs singuliéres de la matrice de données en sous-bandes
(décomposition redondante). Cas de deux exponentielles amorties.

matrice R de dimension p = 40. Les valeurs propres approchées par la densité spectrale de
puissance (DSP) sont calculées en utilisant la séquence r(k) (équation (2.33)) avec L = 19.
On constate que les p/2 = 20 derniéres valeurs propres sont nulles pour un filtre idéal et
décroissantes pour le filtre RIF. Par conséquent, ces valeurs ne doivent pas étre prises en
compte dans lestimation du nombre de composantes. En revanche, les p/2 plus grandes
valeurs propres restent quasiment égales, ce qui indique que la DSP est plate a l'intérieur
de la bande passante et, par conséquent, on peut mesurer la « blancheur locale » dans cette

partie du spectre (cf. chapitre 3).

Lorsque le signal en sous-bande contient M’ composantes, le résultat précédent reste approxi-
mativement vrai, a condition que p > M’ (p est au moins égal a 2M). La figure 2.10 montre
les valeurs singuliéres de la matrice de données (méthode KT) obtenues pour un signal en
sous-bande contenant deux sinusoides amorties avec deux ordres de prédiction p = 10 et

p = 20. Dans les deux cas, on constate la décroissance des valeurs singuliéres a partir de
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p/2. Pour cet exemple, quand toutes les valeurs singuliéres sont utilisées, le critére MDL de
Wax et Kailath [WK85] donne M’ =9 pour p = 10 et M’ = 18 pour p = 20. En revanche,
le méme critére appliqué aux p/2 premiéres valeurs singuliéres donne le nombre correct de
composantes (M’ = 2).

En général, lorsque la fréquence caractéristique du filtre w, = 27 /4d, il faut utiliser unique-
ment les p/2 premiéres valeurs propres (ou singuliéres) lors de 'estimation du nombre de
composantes. Dans ce cas, il ne suffit pas de choisir p > M’, mais il est nécessaire que 'ordre
de modélisation p vérifie p > 2M’. Cela ne constitue pas une limitation de I’approche en
sous-bandes puisque généralement p est choisi beaucoup plus grand que le nombre de modes,

méme dans une estimation globale.

2.6.3 Sur les composantes polyphasées

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’analyser 'apport des composantes polyphasées
dans l'estimation des paramétres en sous-bandes. On considére ici la méthode KT, mais la
démarche peut étre généralisée a toutes les méthodes présentées dans le chapitre 1. Cette
méthode consiste a résoudre le systéme d’équations (1.12) en utilisant une SVD tronquée.
L’intégration des composantes polyphasées dans ce systéme est possible au vu de la structure
du modéle en sous-bandes (équation (2.14)). Si I'on veut exploiter toutes les composantes

polyphasées, ’équation a résoudre est :

avec .
Y (1) s (2) s (p)
) (2) i (3) yW (p+1)
gD (N —p) YN —p+1) s (N = 1)
Y, = :
d— d— d—
g (1) yn ) (2) g (p)
ys(2) Yo (3 ys D p+1)
(d=1) ¢ a7 (d=1) A1 _ (d=1) arr _
| ym (N =p) ym (N —p+1) ym (N =1) | v
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On peut montrer que la fonction d’intercorrélation entre deux composantes polyphasées

d’'indices 7 et 7 = 7 + t s’écrit :

Ny
02" gt (K)gm(k +1), si — Ny <t < Ny,
) 2B 000} = 1 25 2
0, sinon.

Etant donné que || < d et que, en général, d < Ny, on a alors v,,,(t) # 0, V|t| = 0,1, ...,d—1.
Ce qui veut dire que les composantes polyphasées sont corrélées et, par conséquent, deux
lignes de la matrice Y,, distantes de (N’ — 1) ne sont pas complétement décorrélées. I
en résulte que 'utilisation de toutes les composantes polyphasées n’entraine pas forcément
une amélioration sensible de I'estimation des paramétres [SYM94a|. Par exemple, avec un
facteur de décimation d = 4 associé & un filtre de Kaiser (w, = 7/8, w, = m/4 et Ny = 14),
on obtient la séquence d’intercorrélation normalisée {0.61,0.80,0.94,1,0.94,0.80,0.61} pour

t = —3,...,3. Les composantes polyphasées sont donc fortement corrélées.

Pour mettre en évidence I'influence des composantes polyphasées (CP) sur 'estimation des
paramétres, nous avons effectué une simulation de type Monte Carlo avec 300 réalisations
du bruit. Le premier signal considéré est constitué de 100 échantillons et comporte une ex-
ponentielle pure dont la fréquence est fixée & w; = 270.05, celle-ci apparait a I'intérieur de
la bande passante du filtre mentionné précédemment. L’erreur quadratique moyenne d’esti-
mation de cette composante par la méthode KT est représentée sur la figure 2.11. A faible
RSB, les différentes combinaisons des séries polyphasées donnent quasiment la méme EQM.
Quand le RSB est élevé, la combinaison des séries 1 et 4 conduit a la plus faible EQM (ces
séries sont les moins corrélées). Le gain obtenu est néanmoins trés faible (quelques fractions
de dB sur une EQM proche de -70 dB). Cet exemple montre que la précision de I’estimation

est liée a la corrélation entre les composantes polyphasées considérées.

Dans le cas d’un signal amorti, la précision n’est pas uniquement liée a la corrélation mais
aussi a 'amortissement. En effet, dans cette situation, le RSB initial des séries polyphasées est
décroissant. Par exemple, la figure 2.12 montre les résultats obtenus avec un signal sinusoidal
amorti (a; = 0.06, les autres parameétres sont les mémes que pour le signal précédent). Dans
ce cas, la combinaisons des séries 1 et 4 ne conduit pas a la meilleure EQM a cause du faible
RSB qui caractérise la série 4. Ici, 'utilisation de la premiére série aboutit a une faible EQM
et les autres combinaisons détériorent légérement les performances de la méthode K'T. De
fagon générale, les performances de la méthode restent pratiquement inchangées avec une ou
plusieurs composantes polyphasées. De ce fait, afin de réduire le coit de calcul (nombre de

lignes de la matrice Y,,), nous considérons dans la suite uniquement la premiére composante.
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2.6.4 Mise en oeuvre d’un algorithme d’estimation en sous-bandes

La mise en oeuvre d’un algorithme d’estimation en sous-bandes nécessite, outre la méthode

d’estimation elle-méme, le choix du filtre et du facteur de décimation. Le choix du facteur de

décimation est déterminé par la complexité du probléme qui est liée au nombre de compo-

santes, a la séparation fréquentielle entre ces composantes, ainsi qu’au nombre d’échantillons

disponibles. Une fois le facteur d choisi, le filtre de décimation (passe-bas) doit répondre aux

trois contraintes dans I’équation (2.19).

A partir de 1a, 'estimation en sous-bandes peut étre résumée par les trois étapes suivantes :

1. Obtenir tous les signaux en sous-bande y,,(n), m = 0,1,...,2d — 1, aprés modulation

(équation (2.21)), filtrage passe-bas (équation (2.6)) et décimation (équation (2.11)).
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2. Dans chaque sous-bande m, estimer les paramétres z. et h.. Rejeter les poles apparais-

sant dans la bande de transition du filtre.

3. Transformer les paramétres en sous-bande vers la bande globale (équations (2.26) et
(2.27)).

2.7 Analyse des performances

Dans cette partie, nous nous proposons de comparer les performances de I’estimation en sous-
bandes par rapport a une estimation directe effectuée dans la bande globale. Deux méthodes
d’estimation sont utilisées : la méthode de Kumaresan-Tufts (KT) et une méthode de type
ARMA (SVD-MHOYW). Pour quantifier les performances de I’estimation en sous-bandes,

nous utilisons les critéres suivants :

— la variance et I'erreur quadratique moyenne ;
— la détection ou la capacité a distinguer les poles du signal de ceux du bruit ;
— la résolution fréquentielle ;

— la complexité numérique.

La comparaison entre I'estimation en sous-bandes et dans la bande globale est effectuée en
se plagant dans une situation de « complexité égale » ; ¢’est-a-dire en utilisant le méme ordre

de prédiction. Le cas ou I'ordre de prédiction est différent est traité dans le paragraphe 2.7.4.

Chaque simulation est effectuée en utilisant 200 réalisations du bruit. La décomposition
en sous-bandes est réalisée avec un facteur de décimation d = 2 et un filtre passe-bas a
taux d’ondulation constant (equiripple) de Parks-McClellan [PB87| dont les paramétres sont
w, =m/4, w, = /2 et Ny = 5. Toutes les courbes marquées par un cercle (o) indiquent une

estimation faite en sous-bandes.

2.7.1 Variance et erreur quadratique moyenne

On considére une exponentielle complexe ayant les paramétres w; = 270.05 et a; = 0.04.
La variance et l'erreur quadratique moyenne obtenues dans la bande globale et en sous-
bandes, en utilisant un ordre de prédiction p = 4, sont représentées sur la figure 2.13. 1l
apparait que les méthodes d’estimation en sous-bandes aboutissent a un meilleur résultat que
celles utilisant le signal d’origine, que ce soit en termes de variance ou d’erreur quadratique
moyenne. On constate également un large biais dans I’estimation du facteur d’amortissement
par la méthode KT a faible RSB. Ce biais est toutefois moins prononcé en sous-bandes. La
différence de performance entre une estimation en sous-bandes et dans la bande globale
est, bien sir, décroissante lorsque 'ordre de prédiction augmente. C’est ce que l'on peut

observer sur la figure 2.14 qui montre les EQM obtenues avec un ordre p = 8. La méthode
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KT appliquée sur le signal original exhibe toujours un biais sur le facteur d’amortissement.
Il est cependant moins prononcé qu’avec p = 4.
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F1G. 2.13 — Estimation d’une sinusoide amortie (p = 4). Les courbes marquées (— o —)
indiquent une estimation en sous-bandes.

2.7.2 Deétection en sous-bandes

Certaines méthodes d’estimation de parameétres de sinusoides amorties telles que KT, SVD-
HOYW, SVD-MHOYW, etc. nécessitent la séparation des poles du signal de ceux liés au
bruit lorsque p > M. Cette opération est effectuée sur les racines du polynéme de prédiction
arriére (voir chapitre 1). Les racines dont le module est supérieur a 1 sont associées au signal
et les autres au bruit. La capacité d'un estimateur a séparer les poles du signal de ceux du
bruit dépend, a la fois, du RSB, de 'ordre de prédiction et de ’estimateur considéré. Pour
quantifier cette performance, on définit le taux de détection 71 par le pourcentage (dans une

simulation Monte Carlo) des poles situés a I'extérieur du cercle unité.
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F1G. 2.14 - Estimation d’une sinusoide amortie (p = 8).

Une autre mesure de performance consiste a déterminer la proximité des poles estimés des
poles réels. Ce critére peut étre utilisé aussi bien pour les sinusoides pures qu’amorties. Pour
cela, on définit le taux de détections correctes 75(7) d’'une composante z; par le pourcentage
des modes estimés au voisinage de z;, avec une erreur fréquentielle maximale Aw fixée a

priori. Cette mesure refléte donc la précision de I'estimation.

En considérant N, simulations et en posant Z(k) = {2;(k)}M,, Pensemble des poles estimés

au cours de la simulation k (k =1, ..., N,), on obtient les définitions suivantes :

A 100 &= Card{Z(k) / |2:(k)| < 1}
1% & — (2.38)
N, & M
oA 100 & . .
()% = — > Card{Z(k) / |£2:(k) — Zz| < Aw} (2.39)
5 k=1

La figure 2.15 montre les taux de détection 71 et 75(1) pour la sinusoide amortie définie dans
le paragraphe précédent (Aw = 270.01). On constate que, d’une part, le taux de détection
de la méthode SVD-MHOYW est meilleur que celui de la méthode KT a bas RSB et que,
d’autre part, ce taux est encore meilleur en sous-bandes. A fort RSB, ces méthodes sont

équivalentes.

2.7.3 Résolution

L’objectif de ce paragraphe est de présenter les performances de I’estimation en sous-bandes,
sur le plan de la résolution fréquentielle. Celle-ci est mesurée en utilisant les deux critéres

71 et 13(i), en considérant deux sinusoides amorties dont les paramétres sont : wy = 270.05,
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F1G. 2.15 — Détection d’une sinusoide amortie (p = 4).

wy = 2710.08 et vy = g = 0.04. Les deux composantes ont le méme RSB initial. Les résultats
obtenus sont représentés sur la figure 2.16. Dans la bande globale, la méthode K'T détecte
1 mode & I'extérieur du cercle unité lorsque le RSB est entre 10 et 25dB. Cette composante
est située entre z; et 2o puisque ni I'un ni 'autre des ces deux modes n’est détecté avec une
précision suffisante comme l'indique 75(1) (72(2) présente la méme allure). Nous sommes donc
dans une situation ou les deux modes ne sont pas résolus. Les deux modes ne sont distingués
qu’a partir de 30 dB. En revanche, ’estimation en sous-bandes permet de détecter les deux
sinusoides a partir de 15 dB. Avec la méthode SVD-MHOYW le seuil de RSB a partir

duquel les deux modes sont résolus est encore plus faible : approximativement 12 dB pour

une estimation globale et 8 dB en sous-bandes.
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F1G. 2.16 — Résolution de deux sinusoides amorties (p = 4).
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2.7.4 Complexité numérique

Les simulations présentées précédemment ont été obtenues en employant le méme ordre
de prédiction en sous-bandes et dans la bande globale. Les résultats indiquent qu’a ordre
de prédiction égal, une estimation effectuée en sous-bandes surpasse une estimation dans
la bande globale, selon plusieurs critéres. D’aprés différents auteurs (par exemple [RP96,
vdBLK95]), il est théoriquement possible de réduire 'ordre de prédiction en sous-bandes
d’un facteur d tout en maintenant le niveau de performances. La figure 2.17 montre ’erreur
quadratique moyenne pour une sinusoide amortie (w; = 270.05, «; = 0.04), avec un RSB
de 10 dB et un ordre de prédiction variant entre 1 et 46 (limité par le nombre d’échantillons
disponibles). D’aprés la figure, pour un ordre de prédiction p entre 1 et 30 en sous-bandes,
il faut un ordre deux fois plus grand pour avoir la méme EQM sur w; en bande globale.
Concernant le facteur d’amortissement, il faut un ordre au moins deux fois plus grand. La
dégradation de 'EQM en sous-bandes a partir de p = 30 est due a la limitation du nombre
d’échantillons (N = 100 et N’ = 47).
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. . . . . . . . .
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(a) EQM de w, (b) EQM de oy

F1G. 2.17 — Ordre de prédiction en sous-bandes avec la méthode KT.

L’ordre de prédiction en sous-bandes étant plus faible, le complexité numérique 'est égale-
ment. Plus précisément, si I’on considére un filtre de décimation de type equiripple & phase

linéaire, sa longueur est donnée par la formule de Bellanger [Bel96] :

D(61,69)

M=

(2.40)
ot D(01,02) = —210g(108,05) et ot Af = 1/4d est la longueur de la bande de transition.
Le tableau 2.1 donne le nombre de flops (définis d’aprés Golub [GL89]) nécessaires en sous-

bandes et dans la bande globale.
En supposant que N > p > d et N > Ny, on obtient approximativement 6 Np? flops dans la
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bande globale sous-bandes
SVD 6(N —p)p° + 2p° #N(N — Ny —p)p” + &p°
Poles 10p3 =p°
Filtrage - 2N (N — Ny)
Total 6(N —p)p? + 12p® | Z[6N(N — N; — p)p? + 12p%] + 2N;(N — Ny)

TAB. 2.1 — Nombre d’opérations en sous-bandes et dans la bande globale.

bande globale et 6 N pz(d—l2 + %

en sous-bandes peut étre exprimé par le rapport suivant :

) flops en sous-bandes. La gain en nombre d’opérations

» flops(fb) 1

d .y _ 2.41
pfb/sb( ,P) ﬂops(sb) d% 4 4dD3(6;,62) ( )
P

Dans le cas considéré ici (d = 2 et D(01,02) = 1/3), pa/sp(d,p) > 1 dés que p > 2. La figure
2.18 représente le gain en nombre d’opérations pour différentes valeurs de d et p (avec la
condition p > d). Il apparait clairement que le gain est d’autant plus grand que l'ordre de

prédiction dans la bande globale est élevé.

300

250

50

UN
100

30 35

F1G. 2.18 — Gain en nombre d’opérations (flops) en sous-bandes.

2.7.5 Limitations

D’aprés les résultats exposés précédemment, on pourrait penser que l’estimation en sous-
bandes s’améliore en choisissant un facteur de décimation de plus en plus grand. Malheu-

reusement, ceci n’est pas le cas en pratique. La raison en est que la qualité de I'estimation
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dépend fortement du nombre (fini) d’échantillons N et de I'ordre du filtre Ny. Or, nous avons
vu que la longueur des signaux en sous-bande est N’ = [(N —Ny)/d]. Donc, en augmentant d,
l'ordre du filtre augmente et N’ diminue. Le fait que N; augmente avec d a une conséquence
importante sur I’estimation. En effet, dans le cas de sinusoides amorties et a cause de la
troncature des échantillons transitoires introduits par le filtre pour prévenir tout biais, une
information importante (concentrée au début du signal) est supprimée. Ceci résulte, entre
autres, en la disparition des modes fortement amortis et en une augmentation de la variance
des modes moins amortis. La figure 2.19 présente la variance, 'EQM, et les taux de détection
71 et 7o(1), pour une exponentielle amortie (w; = 270.05, a; = 0.04, N =90 et 7 = 6 dB) en
fonction du facteur de décimation. Le filtre de décimation G(z) vérifie les équations (2.19),
avec 0; = 0 = 0.1. Sa longueur varie de 0 (d = 1) a 25 (d = 8). On constate que la variance
et TEQM diminuent lorsque le facteur de décimation augmente jusqu’a d ~ 4, puis elles com-
mencent a croitre. Le méme comportement peut étre observé sur les taux de détection. La
détérioration des performances s’explique par la longueur trop importante (vis-a-vis de N)
du filtre utilisé et par I'augmentation du facteur d’amortissement. Il existe donc un facteur
de décimation optimal, qui est dans ce cas situé autour de d = 4; le taux de détections est

maximal et la variance d’estimation est minimale.

-25

.—. CRB
_ Var(o,) e
1
2 30
g
¢ 35
=
& —a0- el -7 -
_45 I I I I I I
1 2 3 4 5 6 7 8
-15 :
S —-. CRB
20+ ~ . EQM(w,) —
N _ _ EQM(a. B
g _asb ~ () -
g S - _--"
¢ _30F - - —
5 ——— -
g-ss— m
40+ -
_45 | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8
100 — e T
S o -
EE: ] S -
2 -7
S 60F
g
)
el 40+ -
@«
T
% 200 7111 i
Ef - - 1,(1)
- I I I I I I
0
1 2 6 7 8

4 5
facteur de décimation d

F1G. 2.19 — Evolution des performances en sous-bandes. Méthode KT avec p = 4.

La réduction de la longueur des signaux en sous-bandes peut étre positive dans le cas de

signaux longs, car elle permet alors d’exploiter ’ensemble des échantillons. Néanmoins, cette
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réduction peut aussi avoir des conséquences négatives lorsqu’elle aboutit a des valeurs de
N’ par trop faibles. C’est pourquoi, le facteur de décimation doit étre choisi prudemment,
en fonction de la longueur N du signal. Le but du le chapitre suivant est de proposer une
méthode de décomposition qui permet justement, entre autres objectifs, de s’affranchir du

choix a prior: de ce paramétre.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons mis en évidence un certain nombre de résultats.

En premier lieu, nous avons montré que les signaux en sous-bandes peuvent étre représentés
par un modéle exponentiel. Le bruit étant coloré, une modélisation ARMA (M', M'+ [Ny /d])
est donc la plus appropriée. En outre, si les ondulations du filtre dans la bande passante sont
négligeables, la DSP du bruit dans cette bande est presque constante. Cette remarque sera
exploitée dans le chapitre suivant.

Pour éviter tout probléme de repliement fréquentiel, nous avons proposé un découpage avec
un banc de filtres a recouvrement. Mais, le choix d’un tel banc de filtres augmente le nombre
de bandes fréquentielles & analyser de d a 2d.

Par ailleurs, nous avons vu que le banc de filtres choisi influe sur les valeurs singuliéres de
la matrice de données (ou d’autocorrélation), ce qui conduit & une mauvaise estimation du
nombre de composantes. Nous avons alors proposé de n’utiliser que les p/2 plus grandes
valeurs singuliéres, les autres étant trés influencées par le filtre de décimation.

L’utilisation des différentes composantes polyphasées lors du processus d’estimation permet-
tait d’escompter une amélioration de la variance d’estimation. Nous avons que, du fait de la
forte corrélation entre ces composantes, cette amélioration est négligeable, voire inexistante.
Enfin, les simulations présentées montrent divers avantages de I’estimation en sous-bandes en
termes de variance, d’EQM, de résolution et de détection. De plus, elles confirment 'efficacité
d’une représentation ARMA par rapport a la méthode KT.

Les performances observées restent néanmoins trés dépendantes des parameétres de la dé-
composition et en particulier du facteur de décimation qui est fixé a priori. L’objectif du
chapitre suivant est de proposer une technique adaptative qui évite le choix de ce parameétre

et qui permet de réaliser la décomposition en fonction du contenu fréquentiel du signal.



Chapitre 3

Décomposition adaptative et estimation

en sous-bandes

3.1 Introduction et motivations

Dans le chapitre précédent, nous avons établi par des simulations que la décomposition en
sous-bandes permet d’augmenter les performances de ’estimation en termes de détection, de
résolution et de complexité numérique. Néanmoins, ces performances dépendent étroitement
du nombre d’échantillons disponibles et du facteur de décimation. Ainsi, pour bénéficier plei-
nement des avantages de I’estimation en sous-bandes, le facteur de décimation devrait étre
choisi en fonction du signal a traiter. En particulier, il devrait étre relativement faible en
présence de signaux courts et de complexité réduite, et au contraire, élevé lorsque le signal
est long et présente des problémes de résolution. Par ailleurs, dans le cas d’un arbre de dé-
composition, le méme raisonnement peut étre appliqué a chaque noeud. Ainsi, en particulier,
il n’est pas nécessaire de décomposer les bandes ne comptant aucune composante (appelées
ici bandes vides). Ces remarques suggérent donc 'utilisation de formes adaptatives de la
décomposition au lieu d’'un découpage uniforme. De telles formes adaptatives autorisent des
structures a bancs de filtres non-uniformes. Idéalement, elles permettent de plus d’isoler
chaque mode dans une bande fréquentielle propre réduisant ainsi les interférences. Cepen-
dant, une telle optimisation de la décomposition suppose 1'utilisation d’un critére adéquat

afin de décider si un noeud doit étre décomposé ou non.

Les techniques de décomposition adaptative sur la base de paquets d’ondelettes [CMW92| ont
fait 'objet de nombreux travaux en traitement du signal et de 'image. Cependant, nous avons
vu que cette approche n’était pas bien adaptée dans le contexte de ’estimation fréquentielle,
en raison des problémes de repliement. L’objectif de ce chapitre est de proposer une méthode
de décomposition en sous-bandes adaptée au signal a analyser, dans le cadre de I’estimation
fréquentielle. Aprés avoir briévement rappelé le principe de la décomposition sur la base

de paquets d’ondelettes adaptative, nous présentons les performances souhaitables d’une
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décomposition adaptative, puis nous passons en revue les différents critéres d’arrét possibles
ainsi que leurs avantages et inconvénients. Notre choix se portant sur un critére d’arrét basé
sur la blancheur des résidus, nous étudions les performances du test de Fisher ainsi que celles
d’un nouveau test introduit par Drouiche [Dro00|. Ce dernier s’avére mieux adapté dans le
cas de modes amortis, il est donc sélectionné pour I'approche que nous proposons. Enfin,
les problémes de mise en oeuvre algorithmique sont abordés et une étude comparative est
menée, qui met en évidence 'apport de I'adaptativité et conclut a la supériorité de cette
approche a la fois sur I'approche classique et sur les approches adaptatives utilisant d’autres

critéres d’arrét.

3.2 Décomposition adaptative en sous-bandes

L’un des outils les plus connus permettant d’obtenir une décomposition en sous-bandes
adaptative est la transformée en paquets d’ondelettes. Méme si cette décomposition n’est
pas bien adaptée a notre probléme d’estimation de fréquences, ainsi que nous ’avons vu au
chapitre précédent, nous présentons néanmoins son principe pour ensuite définir une stratégie

appropriée a notre contexte.

3.2.1 Rappels sur la transformée en paquets d’ondelettes

Les paquets d’ondelettes [CMW92| sont une généralisation directe du concept de la décom-
position en octaves selon une base d’ondelettes orthonormale. Cette derniére engendre un
arbre de décomposition dans laquelle seuls les signaux d’approximation (résultat d’un filtrage
passe-bas) sont décomposés pour donner un nouveau signal d’approximation et un signal de
détails [Mal00]. Les paquets d’ondelettes généralisent cette décomposition en divisant égale-

ment les signaux de détails qui sont le résultat d’un filtrage passe-haut.

Vu sous I’angle des bancs de filtres et non sous celui de I'analyse temps-fréquence, I’algorithme
de décomposition en paquets d’ondelettes peut étre résumé comme suit. Soit h(n) et g(n)
les deux filtres d’analyse (passe-bas et passe-haut) associés respectivement a une fonction
d’échelle et a I'ondelette mére (voir [Mal00] pour plus de détails). Un arbre binaire de pro-
fondeur maximale égale a log,(N) est produit par filtrage et sous-échantillonnage en cascade
d’un signal z(n) de longueur N. Chaque noeud de Parbre est repéré par les indices (i, j), ou
i=0,1,...,logy(N)—1 est la profondeur du noeud (résolution) et j = 0,1, ...,2°—1 détermine
la position fréquentielle du noeud a la résolution i. Le signal "/ (n), n = 0,1,..., N/29 — 1

du noeud (i, j) est lié aux signaux x'™1%(n) et z7H%*1(n) par la relation de récurrence
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F1G. 3.1 — [llustration de la méthode de la meilleure base.

suivante :

2T (n) = " h(k)a' (2n — k) (3.1)

k

FHL2H () = Z g(k)2™ (2n — k) (3.2)

k

avec, par définition, 2%°(n) = z(n). La fusion de certaines sous-bandes de cet arbre conserve
I’orthogonalité de ’expansion offrant ainsi la possibilité d’obtenir différentes partitions de
l’axe fréquentiel (figure 3.1). La décomposition en paquets d’ondelettes offre donc la possibi-
lité de choisir, parmi la collection d’expansions obtenues, celle optimisant un critére donné.
Cette décomposition est appelée analyse adaptative en paquets d’ondelettes. I’ensemble des
sous-bandes obtenues est appelé meilleure base (best basis), au sens du critére choisi. La
figure 3.1 illustre la différence entre une décomposition en paquets d’ondelettes rigide et
adaptative.

La décomposition adaptative en paquets d’ondelettes repose donc sur le choix de I’ensemble
des sous-bandes (dont I'union couvre tout 1’axe fréquentiel) qui représente au mieux le signal
x(n). Le probléme peut étre posé comme suit : le noeud (i,7) est-il mieux représenté par
2% (n) ou par les descendants 1% (n) et 2%+ (n)? Etant donné une mesure additive

J, la représentation z7(n) est choisie si :
J(2™7) < J(2H2T) 4 J (22 (3.3)

sinon, la représentation fille est choisie. Les mesures qui permettent de prendre cette décision
dépendent bien str de 'application. Certaines mesures d’information peuvent étre trouvées
dans les références [CMQW90, CW92|.

Cette technique trouve des applications dans plusieurs domaines parmi lesquels on peut ci-
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ter la compression [CMQW90, MASO00| et le débruitage [DJ94, Ris00]. Par exemple, dans le
contexte de la compression, on cherche une représentation du signal qui minimise le nombre
de coefficients de cette représentation. Dans ce cas, la mesure d’information peut étre ’entro-
pie, le nombre de coefficients supérieurs & un seuil, etc. Comme nous I’avons déja signalé, les
tentatives d’application de cette technique en analyse fréquentielle se heurtent aux problémes
induits par le repliement spectral [TV0lal. Tout en conservant le formalisme de la décom-
position en paquets d’ondelettes adaptative, c’est-a-dire I'idée d’un arbre de décomposition
binaire et les critéres d’arrét généralement utilisés, nous contournons ces problémes de la

maniére évoquée dans le chapitre précédent, soit en considérant un banc de filtre redondant.

3.2.2 Objectifs de la décomposition adaptative

L’un des attraits de la décomposition adaptative est la possibilité d’arréter la décomposition
des bandes dans lesquelles la décimation n’apporte pas de gain en terme de détection et/ou
d’estimation. On peut ainsi se focaliser sur les bandes de complexité élevée, dans lesquelles
la décimation apporte un réel gain.

Dans une décomposition redondante, deux bandes voisines partagent (dans les bandes de
transition) une certaine information. Un découpage adaptatif peut étre obtenu en adjoignant
un critére d’arrét a la décomposition uniforme présentée dans le chapitre 2. Les performances
de la décomposition obtenue dépendent étroitement du critére utilisé. Il est donc important
d’identifier les objectifs d'une « bonne » décomposition afin de choisir le critére en adéquation
avec ces derniers. Les avantages escomptés d’une telle décomposition sont doubles et sont
discutés ci-apres.

En premier lieu, le taux de détections correctes doit pouvoir étre optimisé, en effet, d’aprés
les résultats du chapitre 2, le taux de détection est meilleur en sous-bandes car il augmente
avec le facteur de décimation. Cependant, tout comme c’est le cas de la variance, le taux
de détection est trés sensible au nombre d’échantillons et risque donc de diminuer quand
ce dernier est trop faible. De plus, pour les sinusoides amorties, le facteur d’amortissement
en sous-bandes augmente proportionnellement au facteur de décimation. Or, on sait que la
détection d’une sinusoide amortie dépend étroitement du facteur d’amortissement ; plus ce
dernier est grand, moindre est la probabilité de détection. De plus, la troncature du transitoire
di au filtrage ne fait qu’accentuer le risque de non-détection. De ce fait, il est souhaitable
d’arréter la décomposition d’une bande dés que toutes les composantes appartenant a cette
derniére sont détectées et « bien estimées ».

Par ailleurs, les bandes fréquentielles qui ne contiennent pas d’information ne doivent pas
étre décomposées. Ceci permet, d’une part, de diminuer la probabilité d’avoir des fausses dé-
tections. En effet, il est clair que chaque fois qu'une bande vide est décomposée, on augmente
le risque de voir apparaitre des fausses détections. D’autre part, cela entraine une réduction

de la charge de calcul, comparativement & une décomposition uniforme.
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Concernant la variance d’estimation, nous avons vu que celle-ci est une fonction décroissante
du facteur de décimation. Mais, comme nous ’avons souligné dans le chapitre précédent, a
cause de la réduction du nombre d’échantillons en sous-bandes (troncature du transitoire
et sous-échantillonnage), la variance ne décroit pas de fagon monotone mais recommence a
croitre dés que le nombre d’échantillons devient trop faible. Cette augmentation de la variance
coincide avec la baisse du taux de détections. En garantissant un taux de détections maximal,
on assure parallélement une variance d’estimation raisonnable.

Le paragraphe suivant traite des critéres possibles d’arrét de la décomposition et de leur

adéquation avec les objectifs poursuivis.

3.3 Critéres d’arrét de la décomposition

Plusieurs stratégies sont envisageables pour arréter la décomposition. Généralement, le dé-
coupage est réalisé séparément de la phase d’estimation. On commence par représenter le
signal par un ensemble de sous-bandes obtenues grace a un critére donné, puis on estime les
paramétres des signaux correspondants. Dans ce cas, les critéres permettant la sélection des
bandes d’intérét sont ’entropie, 1’énergie, la blancheur, le nombre de modes, etc.

Une autre technique permettant d’obtenir un découpage adaptatif consiste a réaliser un
couplage entre la décomposition et ’estimation. La poursuite ou non de la décomposition
dépend alors du résultat de l'estimation. Autrement dit, au lieu d’appliquer les critéres
d’arrét précédents directement sur les signaux en sous-bandes, ils sont utilisés sur les résidus
de 'estimation issus des bandes rencontrées. Avant de présenter le principe de cette approche
et ses éventuels avantages, commencons d’abord par une discussion sur les performances et les
limitations de trois critéres (énergie, blancheur et nombre de modes) appliqués aux signaux

en sous-bandes.

3.3.1 Critére d’énergie

Un des critéres qui s'impose naturellement pour arréter une décomposition adaptative, repose
sur ’énergie des signaux en sous-bandes. En effet, le premier but d'un découpage adaptatif
étant d’obtenir un arbre de décomposition dans lequel les bandes vides ne donnent lieu a
aucune décomposition, on peut par exemple décider de comparer I'énergie du signal 2%/ (n)

correspondant au noeud (4, j) & un seuil arbitraire A. Dans ce cas, la régle de décision s’écrit :

|z%||> <A —  arréter la décomposition, (3.4)
|z > X —  poursuivre la décomposition. ‘

ou [[z™||? = > |2"(n)|* est I'énergie de 2*7(n). On peut également utiliser des mesures

locales ou fenétrées de I'énergie dans le domaine fréquentiel [CMQW90]. Celles-ci se réveélent,
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utiles dans notre cas puisque le découpage que nous avons choisi engendre des bandes ot
seule la partie correspondant a la bande passante du filtre de décimation doit étre considérée.
Ce critére, quoique simple d’utilisation, présente néanmoins plusieurs limitations, parmi les-
quelles, le probléme du calcul du seuil A, qui dépend de la variance (inconnue) du bruit. Un
autre probléme est que la décomposition ne s’arréte pas tant qu’il y a des noeuds o I’énergie
est supérieure au seuil et ce méme si des modes, détectables a un certain niveau de décima-
tion, disparaissent par la suite. C’est-a-dire que ce critére est insensible & une diminution du

taux de détections.

3.3.2 Blancheur des signaux en sous-bandes

Afin d’arréter la décomposition des bandes vides, et dans I’hypothése d’un bruit blanc en
sous-bandes, on pourrait utiliser une mesure de blancheur au lieu de la mesure d’énergie
précédente. Celle-ci présente ’avantage d’étre plus facile & mettre en oeuvre puisqu’elle ne
nécessite pas le calcul de la variance du bruit. Cette technique nécessite donc une mesure M

de blancheur et un seuil \. La régle de décision s’écrit dans ce cas :

Mz <X — arréter la décomposition, (3.5)
M(z%) > X —  poursuivre la décomposition. .

Nous verrons dans la section 3.4 deux exemples de mesures de blancheur et la maniére de
calculer les seuils d’arrét correspondants. Ce critére, appliqué directement aux signaux en
sous-bandes, présente la méme limitation que le critére précédent concernant le taux de

détections.

3.3.3 Nombre de composantes

L’un des problémes de la décomposition en sous-bandes non-redondante (sans recouvrement)
est celui lié & la synthése d’un banc de filtres idéal qui n’altére pas les modes du signal. Un
tel banc n’existant pas, il faut accepter la présence d’une bande de transition non-nulle.
Ceci peut conduire a l'atténuation de certains modes apparaissant entre deux bandes voi-
sines, voire parfois a leur disparition. Pour éviter ce probléme, Karrakchou et al. [KvdBL93|
ont développé une approche de découpage adaptatif utilisant une estimation du nombre de
modes dans chaque bande fréquentielle. Le méme critére est utilisé dans [Mou96, Ris00|
pour le débruitage. Cette méthode est résumée par la figure 3.2. On se place dans un noeud
donné de I'arbre de la décomposition. Si le nombre de composantes estimées dans les noeuds
descendants est au moins égal a celui évalué dans la bande meére, alors le découpage est
accepté (figure 3.2a). Si cela n’est pas le cas, alors au moins une composante a disparu et

la décomposition est refusée (figure 3.2a). Analytiquement, ce critére est décrit par la régle
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M =3

A A A A

M=2 M=1 = /\M—l
| A)\ I A | | A A I

(a) décomposition acceptée (b) decomposmon refusée

Fi1G. 3.2 — Illustration du critére d’arrét de la décomposition adaptive basé sur le comptage
du nombre de composantes sur ’arbre.

suivante :
M (x7) > M(27+220) 4 M(27+1%41) - arréter la décomposition, (36)
M (x9) < M(x12) 4 M (21241 poursuivre la décomposition. ‘

Cette approche conduit donc a poursuivre la décomposition tant qu’il n’y a pas de dispari-
tion de composantes. Par conséquent, théoriquement, elle permet de maximiser le taux de
détections. Cependant, dans la pratique, en présence de bruit, les critéres d’ordre ne sont
pas exempts d’erreurs d’estimation. Or intuitivement, on concoit bien que la qualité de la
décomposition est étroitement liée a la cohérence entre les estimations effectuées a différents
niveaux, en raison de la comparaison faite entre deux étages. Ainsi, le fait que les critéres
d’ordre soient sujets a des sur- ou sous-estimations locales ne permet pas de garantir cette co-
hérence. Nous verrons dans le chapitre 4 qu’en présence de signaux relativement complexes,

cette approche présente effectivement des limitations.

3.3.4 Analyse des résidus

Dans leur principe, les critéres précédents permettent d’arréter la décomposition des bandes
vides mais pas celles qui contiennent au moins une composante. Pour décider de I'arrét de
la. décomposition d’une bande qui contient une composante, il faut vérifier la qualité de son
estimation. Autrement dit, si cette composante est correctement estimée, alors il n’est pas
nécessaire de poursuivre la décomposition de la bande correspondante. Il est clair que cette
démarche va conduire a des décompositions plus économes mais ceci au prix d’une légére
dégradation de la variance d’estimation.

De maniére générale, toutes les techniques de validation de modéle peuvent étre ici envisagées.
En particulier, tous les critéres précédents peuvent étre utilisés sur les résidus de ’estimation
en lieu et place des signaux en sous-bandes. Le critére qui parait le plus adéquat est le test de
blancheur. En effet, les critéres d’énergie présentent une difficulté pour fixer le seuil d’arrét.

Par ailleurs, les critéres fondés sur I’estimation du nombre de composantes sont écartés en
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raison, d’une part, de leur charge de calcul, et d’autre part, du fait que I'information qu’ils

fournissent dépasse nos besoins (le nombre de modes présents ne nous intéresse pas).

3.3.5 Regles d’arrét

Suivant le critére d’arrét considéré, plusieurs stratégies sont envisageables pour procéder au
découpage adaptatif. En effet, celui-ci peut étre appliqué sur les signaux en sous-bandes ou
sur les résidus d’estimation. De plus, dans le cas d’'un comptage du nombre de modes, on
peut soit comparer ce nombre & un seuil soit utiliser la régle de Karrakchou (équation (3.6)).

Par la suite, on distingue les quatre régles d’arrét suivantes :

Reégle 1 : critére de blancheur sur les résidus d’estimation ;
Régle 2 : régle de Karrakchou [KvdBL93];

Reégle 3 : critére de blancheur sur les signaux;

Régle 4 : critére d’énergie sur les signaux.

Les décompositions adaptatives résultantes seront comparées dans le paragraphe 3.6. L’ob-
jectif de la section suivante est de choisir une mesure de blancheur M et de déterminer une

méthode statistique permettant de fixer le seuil A\ correspondant.

3.4 Choix d’un critére d’arrét basé sur la blancheur des
résidus

La mesure de blancheur est un critére qui est classiquement utilisé, en particulier, dans le
cadre de la validation de modéle. Plusieurs tests de blancheur ou d’adéquation de modéle ont
donc été proposés dans la littérature [Ste74, BJ76, Pri89]. Plus récemment, Drouiche [Dro00|
a proposé un nouveau test, trés simple et rapide puisqu’il repose sur le périodogramme (ou
estimateur spectral simple). Ce critére est utilisé ici pour vérifier 'adéquation d’'un modéle
estimé. C’est-a-dire, décider si la densité spectrale de puissance des résidus d’estimation dans

une bande fréquentielle est plate ou non.

3.4.1 Rappels sur les propriétés spectrales d’un bruit blanc

On considére une séquence aléatoire stationnaire {x(n)},cz de moyenne nulle et de densité
spectrale de puissance positive p(w). On peut montrer que {z(n)} est une séquence décorrélée

si et seulement si : )

" or

pour tout w € [0, 27], ot 0% est une constante positive. Rappelons qu’une séquence gausienne

p(w) (3.7)

et décorrélée est forcément indépendante (séquence i.i.d.). Les tests de blancheur peuvent étre

classés en deux catégories. Les méthodes de la premiére famille tendent a vérifier la nullité
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de la fonction d’autocorrélation aux rangs différents de zéro (test portmanteau [BJ76], par
exemple). Les méthodes de la deuxiéme famille cherchent & vérifier ’équation (3.7), ce qui
est le cas notamment du test de Fisher. Pour des raisons exposées dans le paragraphe 3.4.5,
on considére les critéres de la deuxiéme famille.

En pratique, la densité spectrale de puissance est bien str inconnue et il faut 'estimer a
partir d’un nombre fini d’échantillons {z(n)}2=;. Une facon simple et rapide de l'estimer

consiste a utiliser le périodogramme défini par la relation :

2

Pr(w) 2 ﬁ‘ S a(n)er (3.8)

Le périodogramme calculé aux fréquences de Fourier (w, = 27k/N, k = 0,1,..., N — 1) a
été largement étudié dans la littérature (voir, par exemple, [JW68, Pri89]). En particulier,
il a été établi que le périodogramme d’un bruit blanc gaussien & moyenne nulle suit une loi
exponentielle de moyenne E{Py(w)} = ¢(w) et de variance var { Py(w)} = p(w)? [Pri89,
théoréme 6.1.1]. A certaines conditions, les résultats établis pour un bruit blanc sont générali-
sables a d’autres type de processus [JW68|. La moyenne et la variance de Py(w) étant dépen-
dantes de la fréquence, une transformation logarithmique est communément utilisée comme
technique de stabilisation de la variance [Pri89, p. 470]. En effet, le log-périodogramme a une
variance indépendante de la fréquence et se préte plus facilement & I’analyse statistique. Le
test de blancheur développé dans [Dro00| et exposé dans le paragraphe suivant utilise cette
transformation.

Plusieurs tests de blancheur, ou plus généralement de validité de modele, tels que les tests
de Fisher, de Bartlett ou de Grenander-Rosenblatt peuvent étre exprimés dans le domaine
fréquentiel (par exemple, voir [Pri89, pp. 407-487]). Dans la suite, nous présentons une ana-
lyse comparative entre le classique test de Fisher et un nouveau test proposé par Drouiche
|Dro00).

3.4.2 Test de Drouiche

Le test de blancheur proposé par Drouiche [Dro00] utilise la statistique W (y) définie par la

relation :
1

W(p) = In — ' o(w)dw — % /_7r In p(w)dw (3.9)

2 ) .

Elle est étroitement liée a la mesure de « platitude » ou « douceur spectrale » (en anglais :

spectral flatness measure) [GM74]. En effet, on peut écrire :

i) & SR L ed) ) (3.10)
ol o(w)dw

ou () est la douceur spectrale. Ses propriétés sont bien connues et en particulier :
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) 0<&(p) <1
i) £(p) = 1 si et seulement si le signal {x(n)} est blanc (¢(w) = ¢, ou ¢ est une constante
positive).

La premiére propriété découle directement de I'inégalité moyenne arithmétique-moyenne géo-
métrique. Pour que £(p) soit égale a 0, il faudrait que % fjﬂ In p(w)dw — —o0. Cela veut
dire, d’aprés le critére de Paley-Wiener, que x(n) est parfaitement prédictible. A I'inverse,
quand &(¢) = 1, alors z(n) est un processus blanc (non prédictible), d’on la deuxiéme pro-

priété. De ces deux propriétés, on peut déduire que :

i) W(p) > 0.
i) W(p) =0

Par conséquent, pour décider de la blancheur de la séquence {z(n)},cz, il suffit de tester les

si et seulement si p(w) = c.

deux hypothéses suivantes :

Hy: o(w)=c,
Hy: plw)#ec.

La densité spectrale de puissance étant estimée par le périodogramme (équation (3.8)), une

(3.11)

estimation de la mesure W () est donnée par :

- 1 [7 1 [7
Wy = ln% /_7T Py (w)dw — gy /_7r In Py(w)dw —~ (3.12)

La quantité v (constante d’Euler : v = 0.57721) est un paramétre de compensation de biais
dont la présence est nécessaire car (WN + 7) est une estimation biaisée de W. La décision

sur la blancheur est prise en comparant la quantité Wy & un seuil ¢, :

~
Wy 2 ta (3.13)
Hy

Pour fixer le seuil ¢,, il est impératif de déterminer la distribution de probabilité de WN, au
moins sous 'hypothése Hj. Ceci est donné par le théoréme ci-dessous. On définit d’abord la

puissance totale de la séquence {z(n)},ez par :

1 s

k= —
2 ) .

o(w)dw (3.14)
Théoréme 1 ([Dro00]) Soit {x(n)}nez un processus aléatoire, stationnaire au sens strict,
de densité spectrale de puissance . La statistique Wy définie par (3.12) vérifie les propriétés
suivantes :

e sous ’hypothese Hy,
2
VAT £ (0.5 1) (315
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e sous l’hypothése Hy,

VN(Wy —W) & N (o, %/ (1 - ¢(w>>2dw> (3.16)

Les distributions limites données par les équations (3.15) et (3.16) peuvent maintenant étre
utilisées pour fixer le seuil ¢, suivant le taux de fausses alarmes « souhaité (en général entre
0.1% et 10%). On appelle puissance d’un test, la probabilité de détection. Elle est donnée

par la relation :

P, = Pr{V/NWy > t,|H,} (3.17)
ou
Pr{VNWy > t.|Ho} = a (3.18)

est le seuil de signification statistique (probabilité de fausses alarmes). On peut facilement

montrer que t, s’exprime par la relation :
ta = V2uperf (1 — 2a) (3.19)
ol vy = \/m et erf *(z) est I'inverse de la fonction d’erreur normalisée :
erf(x) = 2 /x e dt (3.20)
VT Jo

Par ailleurs, la puissance du test s’exprime par la relation :

P, = % [1 - erf(\/ﬁ\;;[:l + \/%C“Vl)] (3.21)

ou, par commodité, nous avons posé :

2=l /ﬂ (1 - S0(“’))26@ (3.22)

3.4.3 Statistique de Fisher

A Torigine, le test de Fisher [Pri89, p. 407] a été développé pour observer des périodicités
dans une séquence donnée. Il consiste a rechercher le pic maximum dans le périodogramme et
décider si sa valeur est significative. La statistique de Fisher s’exprime (dans le cas complexe)

par la relation suivante :

~ P
By = H“?VX_’“l—N(wk) (3.23)
k=0 Pn(wr)
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avec wy = 27k/N, k = 0,1,..., N — 1. On sait que, sous 1’hypothése d’un bruit blanc (H),

Fy a une distribution asymptotique telle que :
Pr(EFy > t,) ~ Ne Nte/2 = ¢ (3.24)

Le seuil de détection est alors donné par la relation :

b = %m (g) (3.25)

On détecte une périodicité quand Fy > t,.

3.4.4 Comparaison des performances

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’analyser les performances des deux tests précé-
dents pour la détection d’une sinusoide pure noyée dans un bruit blanc gaussien. Les résultats
obtenus sont ensuite étendus au cas d’une sinusoide amortie.

Considérons une sinusoide pure dans un bruit blanc gaussien a moyenne nulle et de variance

2.

(opl

z(n) = A 1™ + e(n) (3.26)

ou A; est amplitude (réelle) de la sinusoide complexe et w; € [—m, 7| sa fréquence. Pour
modéliser le processus x(n) par un processus aléatoire stationnaire, on suppose que la phase
¢1 suit une loi uniforme dans lintervalle [—m, 7|. La densité spectrale de puissance de ce

processus s’écrit alors :
1

2m
ot §(x) est la distribution de Dirac. La mesure théorique de blancheur peut donc étre calculée

p(w) (A1o(w —wi) +07) (3.27)

en utilisant ’équation (3.9) qui donne :

W =1In(1+ A3/0?) = In(1 + ) (3.28)
ou 7, est le rapport signal-sur-bruit (1, = A%/0?). Enfin, pour N grand, la variance v? de
VN WN s’exprime par la relation :

2A% 2n?

2 1 1
= = 3.29
g (AF +02)?  (1+m)? (3.29)

Nous avons donc le résultat suivant pour N grand :

VN(Wy — W) ~ N (0, G—ZFL;W) (3.30)
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La mesure de blancheur Wy estimée directement a partir de I'équation (3.12), en utilisant
1000 réalisations du bruit, est comparée a la mesure théorique W. Le résultat est représenté
sur la figure 3.3. D’une part, on constate que, indépendamment du RSB, Wy converge vers
W quand le nombre d’échantillons augmente (figure 3.3a). D’autre part, 'écart entre les
mesures théorique et estimée dépend du RSB. Ainsi, a N fixé, Wy est plus proche de W
quand le RSB est faible (figure 3.3b). A fort RSB et N insuffisant, la mesure estimée est
certes éloignée de W, mais elle est suffisamment grande pour permettre une décision correcte

de la blancheur.

3 T T T T 10

T T T T T T
—— Théorique —— Théorique
— — Estimée — — Estimée

25 RSB = 10dB

05r- -

.
6 8. 10 12 14
Nombre d’échantillons (N = 2%)

(a)

Fi1aG. 3.3 — Mesures de blancheur estimée et théorique pour une sinusoide pure dans un bruit
blanc a différentes valeurs du RSB.

La figure 3.4 représente la puissance des tests de Drouiche et de Fisher. Nous avons testé
I’hypothése nulle vis-a-vis de 'hypothése alternative (présence d’une sinusoide), en utilisant
1000 simulations numériques. Plusieurs longueurs de la séquence {x(n)} ont été considérées
(N = 16,64,256) pour deux taux de fausses alarmes o = 1% et o = 5%. Concernant le
premier test, on peut observer que les puissances estimées sont toujours inférieures aux puis-
sances théoriques. Ceci est di au calcul numérique de I'intégrale, qui n’est pas trés précis. On
peut également vérifier que, pour un RSB donné et & N fixé, la puissance augmente lorsque
a augmente. Evidemment, la puissance augmente aussi avec le nombre d’échantillons N. De
maniére générale, on peut dire qu’il existe un seuil de RSB a partir duquel la probabilité
de détection augmente rapidement vers 1. Ce seuil peut étre diminué en augmentant soit le
taux de fausses alarmes soit le nombre d’échantillons.

Par ailleurs, il apparait clairement que le test de Fisher est plus performant lorsque le nombre
d’échantillons est élevé. Cependant, lorsque celui-ci diminue, ses performances se dégradent

rapidement et le test de Drouiche devient plus avantageux.

Les sinusoides amorties étant de nature non-stationnaire, il est difficile d’établir théorique-

ment un test adapté a ce type de signaux. Pour cette raison, nous nous contenterons d’'une
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1%
5%

Py
P()t

—— Théorique (Drouiche)
— — Estimée (Drouiche)

—— Théorique (Drouiche)

— — Estimée (Drouiche)
— - Estimée (Fisher)

0
RSB
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Fi1G. 3.4 — Comparaison de la puissance des tests de Drouiche et Fisher pour une sinusoide

pure dans un bruit blanc en fonction du RSB, pour N = 16, 64, 256.

analyse empirique approximative obtenue en introduisant un facteur d’amortissement dans
le signal (3.26). La figure 3.5 montre la puissance des deux tests pour plusieurs valeurs du
facteur d’amortissement et un nombre d’échantillons N = 256. On remarque que le seuil
(empirique) de RSB augmente progressivement avec le facteur d’amortissement. Les consé-
quences sont importantes dans le contexte de ’estimation en sous-bandes. En effet, & cause
de 'augmentation du facteur d’amortissement au fur et & mesure de la décomposition, il
devient d’autant plus souhaitable d’arréter le découpage dés que les poles sont bien estimés,
ce qui est réalisé par une décomposition adaptative. Ici, on constate que pour un facteur
d’amortissement supérieur a 0.02 (pour N = 256), le test de Drouiche est plus performant.
Etant donné que pour notre application, les facteurs d’amortissement rencontrés sont de
I’ordre de 0.05 pour N = 256, nous utiliserons donc le test de Drouiche. Dans un cadre plus
général, au vu des résultats précédents, nous proposons 1'utilisation du test de Fisher dans

le cas de sinusoides pures et du test de Drouiche pour les sinusoides amorties.

3.4.5 Arrét de la décomposition adaptative

Soit y*7(n) le signal de longueur N’ correspondant a une sous-bande donnée de I’arbre de la

décomposition. On a déja montré que y*I(n) s'écrit :

M/
v (n) =D Mz + e (n), n=0,1,..,N' -1 (3.31)
k=1

On suppose que M’ < M’ paramétres de ce signal, notés fzﬁg et Z,, ont été estimés par 'une
des méthodes décrites dans le chapitre 1. Le signal reconstruit a partir de ces paramétres
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20

Fi1G. 3.5 — Comparaison de la puissance des tests de Drouiche et Fisher pour une si-
nusoide amortie dans un bruit blanc en fonction du RSB, pour N = 256 et ay =
0, 0.01, 0.02, 0.04, 0.05.

s’écrit alors :
M/
AOEDIIE (3.32)
k=1
Les résidus de ’estimation sont définis par la relation :

€’ (n) £y (n) =9 (n) (3.33)

Idéalement, si tous les modes en sous-bandes sont détectés (M "= M’) et bien estimés, alors
les résidus sont proches d’un bruit blanc. En revanche, si un ou plusieurs modes ne sont pas
détectés, ils seront présents dans les résidus et, par conséquent, le test de blancheur échoue
(hypothése H;). L’arrét ou la poursuite de la décomposition est donc obtenu en utilisant la

regle de décision suivante :

Wy <t — arréter le découpage,
’ N a pag (334)
Wy > ta — poursuivre le découpage.

ot Wy est la distance estimée des résidus e/ (n) & un bruit blanc. En pratique, il est
important de tenir compte de D'effet du filtre de décimation. En effet, le filtre étant non-

idéal, la partie du spectre du signal en sous-bande ou le test doit étre effectué se limite a

[—5, 5] et ceci pour ne pas tenir compte de la zone de transition dans laquelle la densité

spectrale de puissance s’éloigne de celle d’un bruit blanc. Le test de blancheur considéré
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ici offre justement cette flexibilité puisqu’il peut étre utilisé localement sur une partie du
spectre. Dans ce cas, la mesure refléte la platitude spectrale des résidus dans l'intervalle
fréquentiel associé a la bande passante du filtre. La nouvelle expression de la mesure de

platitude spectrale est donc :

R 1 /2 1 w/2
Wy =1In— / Py/(w)dw — — / In Py/(w)dw — (3.35)
T J—x/2 T J—n/2

ou Pyr(w) est le périodogramme de €/ (n). Bien sir, les critéres de blancheur fondés sur un
test de nullité de la fonction d’autocorrélation ne permettent pas une mesure locale de la
platitude.

Si le bruit additif intervenant dans le signal d’origine n’est pas blanc, le fait de travailler
en sous-bandes permet de garantir un bruit dont la DSP s’aplatit au fur et a mesure de

la décomposition [RP96, TVO0la|, du moins dans la bande passante. Dans ces conditions, le

critére de platitude spectrale conserve donc sa pertinence.

3.5 Mise en oeuvre algorithmique

[’approche de décomposition adaptative basée sur une mesure de platitude spectrale des
résidus est illustrée par la figure 3.6. Contrairement a I’approche uniforme, le découpage
adaptatif doit étre réalisé de facon progressive par une succession de décimations en partant
du sommet de 'arbre. La figure 3.6 montre le cas d’une opération de décimation par un

facteur 2, mais il est clair que ’approche peut étre généralisée pour un facteur quelconque.

arbre entier arbre optimal

I I

N R |

x
o si () <t,

x
L]
? <
[0 11 I l si W (e) > t,
z’ z .

Oxl

Fi1G. 3.6 — Illustration de 'approche adaptative basée sur la platitude spectrale des résidus
de I'estimation en sous-bandes.

Nous avons vu au chapitre précédent que, la décomposition redondante utilisant un facteur

de décimation total d résulte en 2d bandes fréquentielles. L’arbre représenté sur la figure 3.6
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montre uniquement le découpage de la demi-bande [0, 7], ce qui conduit a 16 bandes pour
un facteur de décimation total de 16. Ce découpage est suffisant pour les signaux réels, mais
dans le cas des signaux complexes, il faut aussi effectuer un découpage de la bande [—, 0].
Nous nous contenterons ici de décrire la démarche suivie pour obtenir une décomposition de
la bande [0, 7] en utilisant un seul filtre passe-bas. Le découpage de la bande complémentaire
s’effectue de fagon symétrique.

Soit y*°(n) £ y(n),n = 0,1,..., N —1, le signal dans la bande globale et g(n), n = 0,1, ..., N;
la réponse impulsionnelle du filtre de décimation. Le signal y°%(n) est d’abord (dé-)modulé a
la fréquence —7/4 de fagon a centrer la bande [0,7/2] en 0 (figure 3.7b). Le signal résultant
est ensuite filtré par g(n) puis décimé (figure 3.7d). Ces opérations aboutissent au signal
y"(n) correspondant & la bande [0, 77/2] du signal original qui s’exprime analytiquement par

la relation :

yO(n) = g(k)y*°(2n — k)e7iCH (3.36)
k

Le signal y"°(n) est centré autour de la fréquence 0 et son spectre utile s’étale entre —m /2
et /2 (figure 3.7d). De la méme fagon, le signal y"!(n), correspondant & la bande [7/2, ],
est obtenu par modulation du signal y°°(n) par un exponentielle de fréquence —37 /4 suivie
d’un processus de filtrage et de décimation (figures 3.7c et 3.7e). Le signal y!(n) est donc

obtenu par la relation :
Yt (n) =D g(k)y*2n — k)e T e H (3.37)
k

La bande correspondant a ce signal est également centrée autour de la fréquence 0 et posséde
la méme largeur de bande que le signal y*°(n).

La suite de la décomposition est obtenue de la méme facon a I'exception des fréquences de
modulation qui sont, & partir du niveau i = 1, égales & —m/4 et 7/4 (figure 3.8). De fagon
générale, pour 7 > 1, les signaux y*™1%(n) et "% ! sont obtenus & partir de 3"/ (n) par

les relations :

y T (n) = Zg(l{:)yi’j@n — k)el3(2n=k) (3.38)
k
y L () = Zg(k)yi’j@n _ k)efj%(%*k) (3.39)
k

En procédant par récurrence, toutes les branches de ’arbre de décomposition au niveau 1
s’obtiennent a partir des branches au niveau i — 1 par les relations (3.38) et (3.39). Chaque
Jjm (j+1)m

%] du signal original. Les séquences

signal y"7(n) est associé a I'intervalle fréquentiel [£7, 5

y“i(n), j =0,1,...,2° — 1, sont dites ordonnées.

Les équations (3.36)—(3.39) ne tiennent pas compte des effets de bords introduits par le

filtrage. Dans le cas ou y(n) est représenté par un modéle exponentiel et pour pouvoir
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(a) bande d’intérét (signal y%°(n))
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(d) décimation (signal y'9(n)) (e) décimation (signal y'!(n))

F1G. 3.7 — Décomposition de la bande fréquentielle [0, 7] (¢ = 0) en deux sous-bandes. Le
filtre de décimation est indiqué par des pointillés.

approcher le signal en sous-bande par le méme modéle, il faut éliminer les termes transitoires
dans chaque signal 3"/ (n). Ceci est réalisé une procédure identique a celle décrite dans le
paragraphe 2.3.1. En supposant cette opération effectuée, le modéle des signaux en sous-

bandes est donné par ’équation (2.14). Avec les nouvelles notations, nous avons donc :

Z h 2" + e (n) (3.40)

ot les 2. sont les modes en sous-bandes et les hj, sont les amplitudes correspondantes. L’esti-
mation des paramétres en sous-bandes se fait de la méme fagon que lors d’une décomposition

uniforme. Au niveau d’un noeud (7, 7), tous les modes estimés a 'extérieur de la bande utile

[JW (j+1)7
21 b 22

dans la bande coupée du filtre de décimation. Le banc de filtres vérifiant les contraintes

~] doivent étre éliminés, puisqu’ils sont situés soit dans la bande de transition, soit

données par les équations (2.19), la relation entre les modes en sous-bandes (notés Z;) et
ceux de la bande globale est unique. En effet, on peut montrer que la transformation des

modes estimés au niveau du noeud (4, 7) vers la bande globale est obtenue par la relation :

AR (3.41)

et Z, = 2, pour ¢ = 0. En revanche, en raison des transformations successives subies par le
signal original, la relation entre les amplitudes estimées en sous-bandes et celles de la bande

globale n’est pas triviale. Elle peut toutefois étre décrite par une récurrence. Au niveau du
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F1G. 3.8 — Décomposition des sous-bandes centrées entre —7/2 et w/2 (i > 1). Le filtre de
décimation est indiqué par des pointillés.

noeud (4, j), on note h}* I'amplitude estimée du mode 2, dont 'image dans la bande globale

est 2. Nous avons alors la relation suivante pour ¢ > 1 :

2/241 =\ Vs ~9i—1 7_]71'2[]'/2]4—1 9z . .
e a2 el1 ), pour j pair

prig ) 22t j—gm 2L T
h, /(2,c e zelt) G2

Spii o agicl _on20/241 _ x\ Y agim1 o 20/241 _om - .
h;cw/(z,i e ImTe e J4> G(z,% e " e J4), pour j impair
(3.42)

otl [x] désigne la partie entiére de x et les termes (x)"s sont introduits par la troncature du

L2

transitoire. Enfin, pour ¢ = 1, nous avons :

. ﬁ;l’j/<2k631>NfG<2kejz), pour j =0

= A, / (3.43)
h%lﬂ/(éke_JT) G<2k6_37>, pour j =1
Cette récurrence est effectuée en partant des branches de ’arbre en direction de la racine en
prenant en compte la position j de la bande rencontrée. Une autre méthode pour obtenir
les amplitudes consiste a transformer d’abord tous les modes vers la bande globale puis a
effectuer une estimation des amplitudes directement dans la bande globale. Cette technique
a 'avantage d’éviter I’accumulation des erreurs numériques que les récurrences précédentes
peuvent introduire. Toutefois, nous verrons au chapitre 4 qu’il est parfois préférable d’estimer

les amplitudes en sous-bandes.

Avant d’enchainer sur les simulations, nous présentons ici un résumé des différentes étapes
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de la méthode proposée.
1. Choisir un facteur élémentaire (e.g. 2) et un filtre de décimation.
2. Décomposer le signal en sous-bandes.

3. Dans chaque noeud résultant, faire les opérations suivantes :

a

b

(a) calculer les paramétres en sous-bandes h] et z!;

(b) obtenir les résidus;

(c) calculer ¢, et tester la platitude spectrale;

(d) si les résidus sont blancs, alors ce noeud est arrété, sinon la décomposition doit

étre poursuivie.

4. Rechercher un noeud décomposable dans toutes les branches de 1’arbre et obtenir ses

descendants par décimation.
5. Répéter I'étape 3 tant qu’il y a un noeud décomposable.

6. Convertir tous les paramétres en sous-bandes vers leur valeur dans la bande globale.

3.6 Etude comparative

L’objectif de ce paragraphe est de comparer les performances des différentes techniques de
décomposition adaptative présentées dans ce chapitre (les régles d’arrét sont présentées dans
le paragraphe 3.3.5). Une comparaison avec les approches uniforme et globale sera également
présentée. Les deux filtres de décimation sont des versions décalées en fréquence d’un seul
filtre RIF passe-bas equiripple dont les fréquences caractéristiques sont w, = /4 et w, = 7/2.
Les ondulations maximales dans les bandes passante et atténuée sont respectivement de 0.01
et 0.001. Ces contraintes aboutissent a un filtre de décimation d’ordre Ny = 20. L’approche
considérée ici est la méthode Yule-Walker d’ordre élevé (SVD-HOYW), bien que les autres

approches du premier chapitre auraient sans doute permis d’aboutir aux mémes conclusions.

Le signal de simulation utilisé consiste en deux exponentielles amorties noyées dans un bruit
blanc de moyenne nulle. L’exemple considéré est tiré de la référence [vdBLK95|. Les deux
composantes sont w; = 270.11 et wy = 270.15. Elles ont la méme amplitude et le méme
facteur d’amortissement (a; = ap = 0.015). Le rapport signal-a-bruit initial varie entre 0 et
20 dB. A chaque valeur du RSB, une simulation Monte Carlo est effectuée en utilisant 100
réalisations du bruit additif. Contrairement aux simulations présentées dans les chapitres
précédents, le nombre de composantes en sous-bandes est supposé inconnu ; il est estimé par
le critére MDL.

L’objectif principal étant de comparer les approches adaptatives a la méthode de décompo-
sition uniforme, nous avons fixé le facteur de décimation maximal & 8, ce qui correspond a

une profondeur maximale i = 3 (le découpage uniforme produit alors 8 bandes). Toutes les
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méthodes sont comparées sur la base de trois critéres : la variance d’estimation, le taux de
détection et la complexité. Cette derniére est mesurée par le pourcentage de bandes finales
relativement au découpage uniforme. L’approche de décomposition adaptative fondée sur le
MDL (regle 2) [vdBLK95] est modifiée comme suit : les bandes ot le nombre de composantes
est nul sont arrétées. Ceci permet de réduire le nombre de bandes terminales de I'approche
lorsque l'ordre utilisé est grand. Le taux de fausses alarmes des approches utilisant le test

de Drouiche est fixé a @ = 1%. La décomposition fondée sur le critére énergétique utilise

2

2 est la variance du bruit simulé. Elle bénéficie de ce fait d'une

un seuil de A\ = 202, ou o
information a priori. Toutes ces mesures sont effectuées dans la bande passante du filtre,
c’est-a-dire dans l'intervalle [—m /2, /2], ceci pour éviter I'influence des composantes situées

hors de cette bande.

3.6.1 Ordre de prédiction variable

Dans cette partie, on se propose d’analyser le comportement des méthodes de décomposi-
tion/estimation lorsque P'ordre de modélisation p; est divisé par 2 entre deux niveaux de
décomposition successifs (p; = p;—1/2). Pour cela, on considére un ordre py = 64 dans la
bande globale, ce qui correspond a un ordre p3 = 8 dans chacune des bandes résultant de
la décomposition uniforme. Dans ce cas, on privilégie une estimation globale a fort RSB
puisque la longueur importante du filtre détériore la qualité de I’estimation en sous-bandes.
La figure 3.9a présente la variance d’estimation de la premiére composante en fonction du
RSB. A RSB élevé, il apparait nettement que I’estimation en sous-bandes uniforme est moins
performante que ’estimation réalisée dans la bande globale. De plus, la variance obtenue avec
toutes les méthodes adaptatives qui ne considérent pas les résidus finit par converger vers celle
de ’approche uniforme. Ce résultat est bien str attendu d’aprés la discussion du paragraphe
3.3. La méthode adaptative fondée sur la régle 1 (platitude spectrale des résidus) se comporte
mieux qu’'une estimation globale a faible RSB et tend vers cette derniére lorsque le RSB est
important. Ce comportement peut également étre observé sur le taux de détections correctes
(figure 3.9b), puisqu’elle présente le taux le plus élevé. Enfin, concernant le nombre de bandes
terminales (figure 3.9¢), parmi les méthodes d’estimation en sous-bandes, celle fondée sur
la régle 1 aboutit au plus petit nombre (ici 2 bandes sur 8, en moyenne), quelle que soit
la valeur du RSB. Les méthodes adaptatives utilisant la régle 3 et la régle / (platitude
spectrale et énergie des signaux) sont pratiquement équivalentes. La premiére approche est
néanmoins préférable parce que plus facile & mettre en oeuvre (il suffit de fixer un taux de

fausses alarmes pour déterminer le seuil de détection).

La figure 3.10 représente le découpage obtenu avec les méthodes de décomposition adapta-
tives pour deux valeurs du RSB, I'une étant faible (4 dB) et autre élevée (16 dB). L’approche
basée sur la regle 4 n’est pas représentée en raison de sa similitude avec celle basée sur la

regle 3. Les niveaux de gris indiquent le nombre de fois qu’une bande est visitée par la procé-
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F1G. 3.9 — Résultats de 'estimation — ordre de prédiction variable (py = 64).

dure de découpage/estimation. Le niveau i = 0 étant toujours visité, il est représenté en noir.
On remarque que, pour les deux valeurs du RSB, I'approche utilisant la régle 1 s’arréte au
niveau ¢ = 1 de la décimation. Ce comportement s’explique par 1'utilisation d’un grand ordre
de modélisation qui est, dans le cas considéré, suffisant pour avoir une estimation correcte
a ce niveau (voir aussi les figures 3.9a-b). Comme attendu, d’apreés la figure 3.10f, & RSB
élevé, 'approche utilisant la régle 3 parvient jusqu’au niveau ¢ = 3 dans les bandes ou les
composantes que 1’on cherche & estimer sont localisées (j = 1,2). Ceci explique, d’'une part,
sa similitude avec I’approche uniforme sur le plan de la variance d’estimation et, d’autre part,
sa variance plus élevée par rapport a I’approche globale. En effet, comme nous I’avons sou-
ligné au chapitre précédent, I’approche globale est préférable a 'approche uniforme lorsque
le filtre utilisé est relativement long, ce qui est le cas ici. On remarque également que 1’ap-
proche fondée sur la régle 2 (régle de Karrakchou) arréte la décomposition au niveau i = 2

dans la cas de la premiére composante (cf. figure 3.10e), & RSB élevé. Par conséquent, sa
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Fia. 3.10 — Noeuds visités par les approches adaptatives — ordre de prédiction variable
(p() = 64)

variance d’estimation est comprise entre celles obtenues avec I’approche adaptative proposée
et 'approche uniforme (figure 3.9a).

En résumé, 'approche adaptative utilisant la régle 1 est la plus performante puisqu’elle
présente un taux de détection maximal et une complexité minimale (image du nombre de
bandes) relativement aux autres méthodes en sous-bandes. Elle est suivie par celle fondée

sur la regle 2.

3.6.2 Ordre de prédiction fixe

Parfois, il est souhaitable de fixer un ordre de prédiction arbitraire et laisser 'approche adap-
tative déterminer le meilleur découpage correspondant a cet ordre. C’est le cas notamment
lorsque le nombre réel de composantes est inconnu, ou connu mais trop élevé pour une es-
timation globale. Pour analyser le comportement des approches adaptatives dans une telle

situation, on considére le cas d'un ordre de prédiction p; = 8, pour toute valeur de 7.

L’utilisation d’un ordre de prédiction identique dans toutes les bandes indépendamment
de leur profondeur revient finalement & privilégier une estimation en sous-bandes. Ceci est
confirmé par la figure 3.11a qui montre que la variance de I’approche globale est la plus élevée
et celle de ’approche uniforme est la plus faible, a fort RSB. Les décompositions adaptatives
basées sur les régles 3 et 4 ne dépendent pas de I'ordre utilisé ; leurs performances finissent

par tendre vers les mémes que celles de I'approche uniforme (variance et taux de détections
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F1G. 3.11 - Résultats de 'estimation — ordre de prédiction fixe (p; = 8).

correctes). En comparaison avec les résultats du paragraphe précédent, ’approche adaptative
utilisant les résidus tend ici vers une décomposition uniforme a RSB élevé du point de vue
de la variance d’estimation. Elle reste néanmoins la plus performante & faible RSB. Ceci se
refléte directement sur le taux de détections correctes (figure 3.11b). Sur cette figure, on peut
constater que le taux de détections obtenu avec la méthode proposée converge plus vite vers
I'unité. Ce résultat permet donc d’établir le comportement typique d’une décomposition en
sous-bandes adaptative basée sur la régle 1 : le découpage est arrété dés que ’estimation est
jugée correcte par le critére de platitude spectrale. En terme de complexité, cette méthode
conduit & un peu moins de 40% de bandes terminales (figure 3.11c), alors que les autres
approches adaptatives aboutissent & 55% (régle 1) et 60% (régles 3-4). Ici encore, le critére

fondé sur les résidus d’estimation réalise le meilleur compromis détection/variance.

Les seules méthodes de décomposition adaptative dont I’arbre dépend de I'ordre de modé-

lisation sont celles fondées sur les régles 1 et 2. Par exemple, I'approche utilisant régle 3
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aboutit au méme découpage que celui présenté sur la figure 3.10. Les arbres de décomposi-
tion moyens obtenus avec les deux approches précédentes sont montrés sur la figure 3.12. Une
comparaison avec les résultats de la figure 3.10 montre que ’approche basée sur la régle 1
conduit, en moyenne, jusqu’au niveau de décimation ¢+ = 2 dans le cas d’un ordre p; = 8, alors

que celle fondée sur la régle 2 a quasiment le méme comportement dans les deux situations.
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F1G. 3.12 — Noeuds visités par les approches adaptatives — ordre de prédiction fixe (p; = 8).

En résumé, 'approche proposée vérifie les objectifs que I'on s’est fixé dans le paragraphe
3.2.2, c’est-a-dire la maximisation du taux de détections et la minimisation de la profondeur
de la décomposition. Cette approche dépend étroitement de I'ordre utilisé. En effet, dans le
cas ol cet ordre est élevé, la décomposition est stoppée a des niveaux généralement inférieurs
a ceux atteint avec les autres méthodes adaptatives. Dans le cas contraire, la décomposition
devient plus profonde, ses performances asymptotiques tendent vers celles d’'un découpage

uniforme mais sa complexité est moindre.

3.7 Conclusion

Ce chapitre se voulait étre un prolongement naturel de I’étude des performances de 1’estima-
tion des poles en sous-bandes. Nous avons vu lors de I’étude de la décomposition uniforme
que ces performances dépendent étroitement du facteur de décimation et du filtre utilisés.

Ceci nous a amené a considérer des formes adaptatives du découpage.
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Aprés avoir clairement décrit les objectifs poursuivis au travers d’une décomposition adap-
tative, a savoir la maximisation du taux de détection, 'arrét des bandes vides et un certain
controle de la variance d’estimation, nous avons identifié les faiblesses des critéres d’arrét
existants. Ceci nous a conduit a proposer I'utilisation d’un test de blancheur (ou plus préci-
sément un test fondé sur la platitude spectrale locale) sur les résidus de 'estimation, comme
critére d’arrét. Deux tests de blancheur ont été considérés : celui de Drouiche et celui de

Fisher. Ces tests sont réalisés dans le domaine fréquentiel pour tenir compte des bandes de

transition introduites par le filtre. La comparaison de ces deux tests a montré que celui de

Drouiche est le mieux adapté dans le cas de sinusoides amorties.

Les simulations effectuées ont permit de dégager les résultats principaux suivants :

— les approches adaptatives utilisant des régles d’arrét fondées sur le signal en sous-bande
permettent de stopper la décomposition des bandes vides, mais généralement pas celles
qui contiennent des modes méme si ceux-ci sont, correctement détectés;

— les décompositions utilisant les régles d’arrét 1 et 2 (paragraphe 3.3.5) aboutissent au
taux de détection le plus élevé ;

— suivant l'ordre de prédiction utilisé, I’approche fondée sur les résidus aboutit a une dé-
composition plus ou moins profonde, mais sa complexité (nombre de bandes finales) est

toujours moindre que celle des autres approches.

Enfin, un avantage supplémentaire de la décomposition proposée est de fournir implicitement
une validation des parameétres estimés par vérification de la blancheur des résidus d’estima-
tion. Les approches les plus performantes, c’est-a-dire celles basées sur les régles 1 et 2,
vont étre analysées plus en détail dans le chapitre suivant en utilisant des signaux réels de

spectroscopie RMN.



Chapitre 4

Application a la spectroscopie de

résonance magnétique nucléaire

4.1 Introduction

Depuis la découverte, en 1945, du phénoméne de résonance magnétique nucléaire (RMN),
cette technique est devenue une discipline en soi couvrant un large domaine allant de la
chimie préparative aux applications biomédicales. Cette technologie permet d’obtenir des
données utiles pour caractériser la structure d’une molécule, qu’elle soit libre ou fixée a des
cibles biologiques. De ce fait, elle est particuliérement attractive, puisque non destructive,

pour l'identification d’une substance & 1’état solide ou liquide.

Le signal délivré par un spectrométre contient des informations qui caractérisent les différents
produits chimiques intervenant dans 1’échantillon analysé, sous la forme d’exponentielles
amorties noyées dans du bruit. Ceux-ci se manifestent donc, dans le domaine spectral, par la
présence d’'un certain nombre de raies définies par leur position fréquentielle (ou déplacement
chimique), leur élargissement et leur amplitude. Le traitement du signal en RMN a pour
objectif d’identifier tous ces paramétres a partir d’un minimum de connaissances a priori
sur les propriétés spectroscopiques de I’échantillon. Dans le cadre de la spectroscopie du
carbone-13 de mélanges compliqués, les signaux rencontrés sont souvent de complexité élevée
(trés grands nombres de composantes, parfois trés proches, amplitudes trés différentes et
longueurs importantes). Dans cette configuration, les méthodes a haute résolution appliquées
directement sur le signal mesuré ne donnent pas des résultats satisfaisants parce qu’elles
nécessitent des ordres faramineux et elles ne peuvent pas traiter efficacement toutes les
mesures disponibles [GH94, Hen97, TD02]. C’est justement dans ce contexte que 1’approche
en sous-bandes peut étre bénéfique, car permettant un traitement par segments fréquentiels
séparés.

Ce chapitre est dédié a I'estimation des paramétres de signaux issus de la spectroscopie

RMN du carbone-13 (*3C). Dans le premier paragraphe, nous présentons, de maniére trés
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concise, les bases de la spectroscopie RMN. Ensuite, nous passons en revue les méthodes
du traitement du signal, les plus couramment utilisées par la communauté RMN, et nous
discutons de leurs limitations. Enfin, aprés une description détaillée des signaux utilisés,
les performances des méthodes d’estimation en sous-bandes en termes de détection, fausses

alarmes et complexité numérique sont analysées et commentées.

4.2 Principes de base de la spectroscopie RIMN

Selon les résultats de la mécanique quantique, 1’énergie d’interaction des moments magné-
tiques nucléaires avec un champ magnétique extérieur est constituée d’'un certain nombre de
niveaux discrets caractéristiques. Il est possible, au moyen d’un émetteur a haute fréquence,
d’induire une transition entre ces niveaux d’énergie. L’absorption d’énergie qui en résulte
est enregistrée sous forme de raie spectrale ou signal de résonance (spectre de RMN). La
base de la RMN étant le magnétisme nucléaire, seuls les atomes dont le noyau posséde un
moment magnétique donnent lieu au phénoméne de résonance, parmi lesquels le proton *H et
I'isotope du carbone 3C. Tous les noyaux ayant un nombre de masse et un nombre atomique
pairs (par exemple le carbone 12C), de par leur moment magnétique nul, ne sont pas actifs.
Nous allons maintenant exposer briévement les principes physiques de la spectroscopie de
résonance magnétique nucléaire. Le lecteur intéressé pourra trouver une présentation plus
détaillée dans les ouvrages de référence suivants [Fri91, Can91, Giin93]. Les notations utilisées

dans ce paragraphe lui sont propres.

4.2.1 Moment nucléaire et moment magnétique

La spectroscopie par résonance magnétique se fonde sur les propriétés magnétiques des
noyaux atomiques. La majorité des noyaux posséde un moment angulaire intrinséque noté

P. La mécanique quantique indique que ce moment est quantifié :
P=\/II+1)h (4.1)

ou h = h/2m, h étant la constante de Planck. I est le nombre de spin (ou nombre quantique
du moment magnétique angulaire). Il peut prendre les valeurs I = 0, 1/2, 1,... jusqu’a
6, celle-ci dépend de la nature du noyau observé. Le moment angulaire P est associé a un

moment magnétique g qui lui est proportionnel :

ou 7 est constant pour chaque nucléide. Il est appelé rapport gyromagnétique. La sensibilité
de détection d’un nucléide dans une expérience RMN dépend de ce rapport ; plus 7y est grand,

plus le nucléide est sensible (facile a observer). D’apreés les équations (4.1) et (4.2), le moment
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magnétique p s’exprime par la relation :

w=yVII+1)h (4.3)

Donc, les nucléides ayant un spin / = 0 n’ont pas de moment magnétique et ne peuvent pas

étre observés par la spectroscopie RMN.

Si un noyau est placé dans un champ magnétique homogéne By, le moment angulaire P
prend une direction telle que sa composante P, dans la direction du champ statique (axe z)
est :

P, =mh (4.4)

ou m est le nombre quantique magnétique et prend I'une des valeurs m = —1,...,0, ..., I.
Pour les noyaux du proton et du carbone-13, qui ont un spin / = 1/2, le moment angulaire

est représenté par la figure 4.1a.

41
Pz =+5hy A
m=—1 E_1 (B)
10
P, = —1nY
: 2 m=+3 Eiq (o)

(a) (b) (c)

F1G. 4.1 — Précession et énergie des dipoles nucléaires ayant un spin / = 1/2 dans un champ
magnétique By. (a) direction du moment magnétique P ; (b) mouvement de précession du
dipole; (c¢) niveaux d’énergie permis.

Dans la représentation classique, le dipole nucléaire est animé d’un mouvement de précession
autour de I’axe z (figure 4.1b). La vitesse angulaire de ce mouvement est ce que 1’on appelle

la fréquence de Larmor et s’exprime par la relation :

Par ailleurs, 1’énergie du dipdle magnétique est proportionnelle a la densité du champ ma-
gnétique appliqué :
E,, = —p.By = —myhBy (4.6)

Pour un noyau de spin 7, il existe 2/ +1 états d’énergie appelés niveaux nucléaires de Zeeman.

Ces niveaux d’énergie (notés «v et ) sont représentés sur la figure 4.1c¢ dans le cas I = 1/2.
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La différence d’énergie entre deux niveaux consécutifs est :

Jusqu’ici, nous avons considéré un noyau atomique isolé. Dans un échantillon de RMN;, il
existe bien sir un trés grand nombre de noyaux N. La répartition de ces noyaux entre les

deux niveaux d’énergie pour [ = 1/2 est donné par la statistique de Boltzmann :

Ny AE VhBy
N exp (——) ~1— T (4.8)

ou N, (resp. Ng) est le nombre de noyaux dans le niveau d’énergie o (resp. ). kp est
la constante de Boltzmann et 7' la température absolue. Comme Ny > N,, il en résulte
a l’équilibre une aimantation macroscopique M, dirigée le long du champ appliqué. Son

expression est donnée par la loi de Curie :

v*h* By

My =N
0 4k T

(4.9)

4.2.2 Condition de résonance

Dans une expérience RMN, des transitions entre les différents niveaux d’énergie sont induites
en appliquant un champ By, ici orienté selon 'axe x, de fréquence appropriée v;. En effet,

une transition peut avoir lieu si v est choisie telle que :

Les transitions entre le niveau d’énergie bas et le niveau d’énergie haut correspondent a
une absorption d’énergie. Les transitions inverses correspondent & une émission d’énergie. A

partir des équations (4.7) et (4.10), on obtient la condition de résonance :

~
v =1y=—Db 4.11

L=w= LB, (111)

Dans ce cas, il se produit une interaction entre I’aimantation macroscopique M;, et B; et
par suite une déviation de M, de sa position de repos le long de 'axe z d'un angle ©. M,
décrit alors un mouvement de précession autour de I'axe z (figure 4.2). La projection de My
sur I'axe z (M) diminue et il apparait dans la direction y une aimantation transversale M, ,

qui peut étre mise en évidence par une bobine réceptrice.



4.2 Principes de base de la spectroscopie RMN 101

Yy

F1G. 4.2 — Précession de 'aimantation M, en présence d'un champ magnétique B;.

4.2.3 Effets de relaxation

A T'instant ou le champ B est interrompu, ’aimantation macroscopique M, tend & revenir a
sa position d’équilibre, c¢’est-a-dire selon ’axe z, ceci par relaxation. Ce mouvement est décrit
par les équations de Bloch. La premiére équation concerne la composante M, (relaxation

longitudinale) :

dM, M, — M,
a T

ou 17 est appelé temps de relaxation longitudinale ou de relaxation du réseau de spins. Les

(4.12)

composantes M, et M, sont obtenues en considérant un repére 2’ — ¢ tournant dans le plan

x — y avec une vitesse angulaire w; = 27y :

dM, M,

di = My/ (wg - a)1> - T2 (413)
dM,, M,

dty = _Mx’(wﬂ - CL)1> - Tj (414)

ou Ty est le temps de relaxation transversale (spin-spin). En introduisant 1’aimantation
transversale complexe My, = M,/ + jM,,, et compte-tenu des conditions initiales M, (0) =

Mgy et M, = 0, on obtient les fonctions temporelles suivantes :

M.(t) = Mo(1 — exp(—t/T1)) (4.15)
My (t) = My exp(—t/T) exp(y2mvt) (4.16)

ou v = 1y — 1y est la fréquence relative dans le repére tournant. Si la vitesse de rotation w;
coincide avec la pulsation de résonance, alors M, (t) décroit exponentiellement vers zéro
avec une constante de temps T5. En général, le signal obtenu est une sinusoide amortie de
fréequence 1y — vy. Ce signal est appelé signal de précession libre ou, de l'anglais, « free
induction decay » (FID). La partie réelle (resp. imaginaire) correspondant a la transformée

de Fourier d'un FID constitue le spectre d’absorption (resp. spectre de dispersion). La figure
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4.3 montre I’allure théorique d’un spectre de signal RMN. Le spectre d’absorption prend la

forme d’une lorentzienne lorsque la phase est nulle.

Absorption Dispersion Valeur absolue

F1G. 4.3 — Spectre d’un signal de RMN.

4.2.4 Déplacement chimique

En pratique, les noyaux ne sont pas isolés et le signal de résonance nucléaire contient en
fait plusieurs résonances. Les molécules qui intéressent les chimistes contiennent en effet une
variété de noyaux qui se différencient par leur environnement chimique. Les résonances sont
donc influencées par I’environnement du noyau observé. Ainsi, pour les molécules diamagné-

tiques, le champ magnétique efficace Beg, au niveau du noyau, s’exprime par la relation :
Bet = (1 — 0) By (4.17)

ol o est la constante d’écran, de l'ordre de 107 & 107> pour les protons. Elle dépend
uniquement de 'environnement chimique et magnétique du noyau. De ce fait, la condition
de résonance devient :

vy = %(1 — 0)B, (4.18)
La figure 4.4 montre le spectre RMN 'H a 90MHz (B, = 2.11T) d’un mélange de bromoforme
(CHBr3), de méthyléne bromide (CHyBry), de méthyl-bromide (CH2Br) et de tétraméthy-
lesylane (TMS, Si(CHj)4). Le signal TMS apparait exactement & 90MHz (référence). Les
signaux des autres substances apparaissent au voisinage de cette fréquence.
Pour rendre les fréquences de résonance mesurées en Hz indépendantes de By, on introduit

la quantité 0, appelée déplacement chimique, définie par la relation :

5= Vsubstance — Vref « 106 (419)
Vryef

Ol Uy est la fréquence de résonance d’une substance de référence (le TMS, dans 'exemple

précédent). Le déplacement chimique s’exprime en parties par million (ppm).

Finalement, le signal de précession libre mesuré ne contient pas une fréquence unique mais
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-V [Hz]

900 750 600 450 300 150 0

T T T T T

TMS

CHBry | CHBr|  CHBr

F1G. 4.4 — Exemple d’un spectre de RMN 'H & 90MHz (tiré de [Friol]).

une superposition de signaux de fréquences différentes, caractéristiques des structures chi-

miques étudiées. Le signal observé est alors de la forme :

Moy () =) Mo exp(—t/Ty;) exp(27vit) (4.20)

i=1

ce qui correspond a un signal contenant M exponentielles amorties. Bien siir, le signal mesuré
est entaché de bruit provenant de plusieurs sources (sonde, environnement, bruit électronique

du systéme de traitement, etc.). En général, il est supposé blanc [Hen97].

4.2.5 Présentation d’une expérience RMN

Un spectrométre de base, comme ceux utilisés a partir des années 1970, est constitué essen-
tiellement d’un aimant(By), d'un générateur radio-fréquence (v;) et d’un récepteur composé
d’une sonde et d’un amplificateur. Il existe deux méthodes pour induire les transitions dans
I’échantillon : la premiére consiste a modifier la densité du flux magnétique B, en fixant
11 et la seconde consiste a faire varier v; en imposant un flux constant By. Dans les deux
méthodes, le spectre est enregistré point par point quand By ou v; varie de facon continue.
Cette méthode d’excitation est appelée onde continue.

Une innovation importante dans la construction des spectrométres a été I'introduction des
cryoaimants qui a rendu possible la génération de champs magnétiques importants (supé-
rieurs & 2.35T) permettant ansi d’augmenter la sensibilité. En pratique, des flux magnétiques
variant entre 1.41 et 18.79T sont utilisés. Cet intervalle correspond dans le cas du proton a
des fréquences de résonance entre 60 et 800MHz (voir tableau 4.1). Un autre pas décisif a
été franchi avec la découverte de la spectroscopie RMN impulsionnelle. Avec cette méthode,
tous les noyaux d’un échantillon sont simultanément excités au moyen d’'une impulsion radio-

fréquence v pendant un court instant 7. L’impulsion ainsi produite contient, en plus de la
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fréquence vy, une bande fréquentielle centrée autour de 14 (figure 4.5). Cependant, seule une
partie de cette bande permet d’induire des transitions et sa largeur est approximativement
proportionnelle & 77!, La durée de I’excitation est alors choisie de telle facon que la bande
passante de I'impulsion soit dix a cent fois plus grande que la largeur du spectre observé,
pour que tous les noyaux soient uniformément excités. En pratique, la durée de I’excitation

est de 'ordre de quelques micro-secondes.

By |[T] Fréquences de résonance |[MHz|

N7 B0
1.41 60 15.1
2.35 100 25.15
4.70 200 90.3
7.05 300 75.4
9.40 400 100.6
11.74 500 125.7
14.09 600 150.9

TAB. 4.1 — Fréquences de résonance du proton et du carbone-13 & différentes densités du
flux magnétique B.

Bi(®) t B Y Bl

T J\\A . .

L — T — f

(¢) (b) (c)

F1G. 4.5 — (a) Impulsion radio-fréquence ; (b) Module de la transformée de Fourier; (¢) Lar-
geur utile.

La procédure expérimentale de détection du signal RMN est susceptible d’introduire un
déphasage ¢ qui s’ajoute a 'argument 27t de la fonction sinusoidale (cf. équation (4.16)).
Cette phase comporte généralement une contribution indépendante de la fréquence, ¢, et une
contribution, v¢y, directement proportionnelle a la fréquence v. Dans ce cas, la partie réelle
du spectre contient a la fois des composantes d’absorption et de dispersion. Le déphasage peut
étre corrigé au moyen d’une opération mathématique appelée correction de phase |Can91].
Par ailleurs, a cause de la faible sensibilité de la spectroscopie RMN et du bruit introduit par
les appareils d’acquisition, une seule mesure n’est généralement pas suffisante. Pour améliorer
le RSB, on additionne les résultats de N, mesures indépendantes (dites accumulations ou
scans) de la méme expérience et le RSB final s’en trouve augmenté d’un facteur N, (ou
V/N, lorsque, selon I'usage en RMN, le RSB est défini comme le rapport de 'amplitude a
I'écart-type du bruit).
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4.3 Analyse des signaux de précession libre

Traditionnellement, les signaux issus de la spectroscopie RMN sont analysés a 'aide de la
transformée de Fourier. Cette approche présente ’avantage d’étre simple et rapide. Lorsque
les différentes fréquences sont bien séparées, une simple intégration numérique des pics per-
met de retrouver les amplitudes correspondantes. Cela suppose bien sir un RSB suffisant
et une bonne ligne de base du spectre. Dans le cas contraire, il est nécessaire de procéder a
un désenchevétrement des raies. Une approche communément utilisée consiste a déterminer
le nombre de composantes du signal ou a le fixer a priori puis & estimer les paramétres des
lorentziennes (dans le domaine fréquentiel) par moindres carrés non-linéaires (e.g. [GLA90]).
Les inconvénients de cette méthode sont multiples [Hen97|, en plus des problémes soulevés
par optimisation non-linéaire (initialisation, convergence globale, etc.), le modéle lorentzien

n’est jamais exact, la correction de phase n’étant pas parfaite.

Pour pallier les problémes inhérents a la transformée de Fourier, plusieurs méthodes mo-
dernes du traitement du signal ont été appliquées a ’analyse des signaux de RMN. Elles in-
cluent les méthodes du maximum de vraisemblance [MG89, ZCS98|, du maximum d’entropie
[LSS85, Ste88|, de prédiction linéaire [BABBvO85, GL88, Ste88, TN8S, Koe99|, dans l'es-
pace d’état [BABvO87, MBHC91, PvdBdBv092, vHCDvH94| et plus récemment la méthode
FDM (pour filter diagonalization method) [WN95, HVMS98|. Ces méthodes permettent d’es-
timer les paramétres d’'un FID (fréquence, facteur d’amortissement, intensité ou amplitude
et phase) directement dans le domaine temporel. Méme si des résultats trés satisfaisants ont
été obtenus dans les cas particuliers de signaux présentant un nombre modéré de compo-
santes et d’échantillons, des limitations naturelles de ces méthodes apparaissent quand elles
sont appliquées a des signaux longs contenant un trés grand nombre de modes. En effet, dans
ce cas, les algorithmes d’estimation doivent traiter des matrices, dont les dimensions sont
parfois trés importantes, qui doivent étre inversées. Ceci entraine un cott de calcul prohi-
bitif et requiert une capacité de mémoire importante. Dans le cas de signaux compliqués, il
est plus judicieux de réaliser une décomposition en sous-bandes avant la phase d’estimation
elle-méme. Dans ce contexte, quelques techniques d’estimation spectrale locale ont déja été
proposées dans la littérature RMN [TN88, MDKL89| et cette idée semble intéresser encore
cette communauté [MTS98, TD02|. La réduction de la complexité a également été abordée
a partir d’autres points de vue. Par exemple, certains auteurs ont mis en oeuvre des algo-
rithmes rapides pour résoudre les équations de prédiction linéaire en exploitant certaines
propriétés de la matrice de données [GH94|. Ces approches permettent d’utiliser des ordres
de prédiction trés grands (10000 et plus), mais restent inefficaces pour analyser des signaux
de plusieurs milliers d’échantillons. De plus, la recherche des racines du polynéme de prédic-
tion (ou des valeurs propres d’une matrice) devient peu fiable dans ce cas a cause des erreurs

numériques.

Notre objectif dans le paragraphes suivants est d’évaluer la pertinence de ’approche en sous-
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bandes pour I'estimation des paramétre d’'un FID de n’importe qu’elle longueur. Contraire-
ment a la technique LP-ZOOM proposée dans [TN88|, 'approche utilisée réalise une décom-
position systématique de la totalité du spectre du signal sans aucune information a priori
sur la position fréquentielle des poles. Dans un premier temps, nous analysons I'approche
uniforme puis nous étudions le cas de la décomposition adaptative. Dans la derniére par-
tie de ce chapitre, nous évaluons 'apport de la décomposition en général du point de vue
spécifique du rapport signal-sur-bruit. En effet, les FIDs étant obtenus par accumulation de
mesures successives, le fait de pouvoir travailler & RSB plus faible, permet une réduction
appréciable des temps d’expérimentation. Enfin, les deux stratégies d’estimation des ampli-
tudes (en sous-bandes et en bande globale) sont comparées en utilisant un signal obtenu a

partir d’une analyse quantitative.

4.4 Signaux analysés

Ces signaux vont servir de base a ’évaluation des performances de I’estimation en termes de
bonnes et de fausses détections. Les compositions chimiques théoriques leur correspondant
sont connues. Toutefois, dans la pratique, les spectres mesurés présentent des différences avec

le « spectre théorique » du fait de la présence possible d’impuretés.

Les deux signaux réels, appelés CNMR1 et CNMR2, sont issus de la spectroscopie du
carbone-13 de deux substances contenant un certain nombre de produits dans du chloro-
forme (CDCl3). Ils ont été enregistrés sur un spectrométre Brucker AM 400 avec une fré-
quence d’observation de 100.62MHz. Ils ont une longueur de 131 072 échantillons et sont
obtenus aprés N, = 1000 accumulations. Des détails sur ces signaux ainsi que les carac-
téristiques chimiques correspondantes sont donnés dans I’annexe D.1. CNMR1 et CNMR2
contiennent, respectivement, 28 et 104 raies spectrales. Concernant les signaux complexes
CNMR3(N,), dont les caractéristiques sont présentées dans I’annexe D.2, ceux-ci sont obte-
nus sur un méme produit mais avec différents nombres d’accumulations N, et correspondent
donc a différentes valeurs du RSB. Il sont utilisés dans la partie 4.7 pour montrer I’apport

de I'analyse en sous-bandes en terme de réduction du nombre d’accumulations nécessaires.

L’analyse de ces signaux est effectuée sur la base d’'une décomposition dyadique (décimations
successives par un facteur 2). Pour cela, on traite seulement la bande fréquentielle [0, 0.5],
dans le cas des signaux réels CNMR1 et CNMR2. Les signaux CNMR3(N,,) sont complexes
mais & bande limitée a [—0.25,0.25], ce qui permet de se se restreindre également a la bande
[0,0.5] aprés modulation. Dans toutes les estimations en sous-bandes, le nombre de compo-
santes est estimé en utilisant le critére MDL. Concernant le facteur de sur-détermination
utilisé avec I'approche SVD-HOYW (défini au paragraphe 1.6.2), celui-ci est fixé dans tous

les essais a ¢ = 2p, ou p est 'ordre de modélisation.
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4.5 Décomposition uniforme

Hormis le choix de la méthode d’estimation et du filtre de décimation, I’approche uniforme
nécessite le réglage de deux parameétres supplémentaires : la profondeur de la décomposition
et I'ordre de prédiction utilisé dans chaque sous-bande. Le banc de filtres retenu vérifie les
conditions établies dans le deuxiéme chapitre (cf. équations (2.19)). Concernant la méthode
d’estimation, nous avons choisi de comparer la méthode KT & I'approche SVD-HOYW.

e Filtre de décimation :
Dans le cas de la décomposition redondante et dyadique, le prototype du filtre de dé-
cimation est un filtre passe-bas dont la fréquence limite dans la bande passante est
fp = wp/2m = 0.125. La fréquence limite f, = w,/27 de la bande atténuée est un pa-
rameétre libre qui doit appartenir a l'intervalle ]0.125,0.25] pour éviter les repliements
spectraux. D’aprés les remarques du paragraphe 2.5.2, puisque dans notre cas les signaux
sont de longueur importante, f, devrait étre plus proche de f, que de 0.25. Ceci afin de
réduire I'apparition de modes dans la bande de transition qui peuvent interférer avec les

modes situés a l'intérieur de la bande passante.

e Profondeur de la décomposition :
L’un des problémes cruciaux d’une décomposition uniforme est le choix du niveau du
découpage. Si la décomposition n’est pas assez profonde, il peut y avoir des bandes ou des
problémes de résolution et de découplage subsistent. En revanche, lorsque celle-ci est trop
profonde, le nombre de bandes vides devient plus important, la probabilité d’apparition

de raies parasites également et bien stir la charge de calcul s’en trouve accrue.

e Ordre de prédiction en sous-bande :
L’ordre de prédiction est plus ou moins important suivant la profondeur de la décompo-
sition et la complexité du probléme. Comme nous I'avons indiqué dans les simulations du
chapitre précédent, le choix de ce paramétre peut se faire de deux fagons [RP96|. Si I'on a
une idée de l'ordre a utiliser dans la bande globale, il suffit alors de le diviser par le nombre
de sous-bandes pour obtenir I’ordre en sous-bandes. Dans le cas contraire, il faut le définir
a priori, suivant le facteur de décimation considéré (I'ordre est d’autant plus faible que le
facteur de décimation total est élevé). Il est clair que cette derniére approche est préfé-
rable puisque, en général, il n’y a aucune raison pour que la complexité soit uniformément

répartie sur le spectre.

L’influence de ces paramétres va maintenant étre étudiée sur deux exemples de signaux réels.
Dans un premier temps, on s’intéresse au taux de détection en sous-bandes en fonction de
la profondeur de la décomposition pour un ordre de prédiction fize a tous les niveaux de la

décomposition. Le cas d'un ordre variable est traité dans le paragraphe 4.5.3.
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4.5.1 Le signal CNMR1

On considére d’abord un filtre de décimation ayant une bande de transition assez large
(f, = 0.125 et f, = 0.20). L’ondulation maximale dans la bande passante est fixée & §; =
0.01. Pour minimiser le repliement spectral de modes dont les amplitudes sont relativement
trés importantes, nous avons fixé I'atténuation du filtre a -60 dB (d2 = 0.001). Avec ces
spécifications, le filtre passe-bas equiripple obtenu a un ordre Ny = 33, ce qui est raisonnable
au regard de la longueur du signal considéré (128k échantillons) et des facteurs de décimation
utilisés.

Deux méthodes d’estimation sont employées : SVD-HOYW et KT. L’ordre de prédiction
utilisé pour les deux méthodes est p = 20 sur toutes les branches. Cet ordre est évidemment
trop faible dans la bande globale mais ’on peut espérer qu’il devienne suffisant au bout d’'un
certain nombre de décimations par 2. Le tableau 4.2 montre le nombre de modes bien estimés
et le nombre de raies parasites, en fonction du niveau de la décomposition. On constate que
I’ordre utilisé convient & partir du niveau 7 pour la méthode SVD-HOYW et a partir du
niveau 9 pour la méthode KT. L’approche SVD-HOYW a un taux de détection toujours
supérieur et converge plus vite vers le vrai nombre de modes. On remarque également que
le nombre de raies parasites est moins important avec SVD-HOYW. Dans les deux cas, et
comme on pouvait s’y attendre, le taux de détection est une fonction croissante du facteur

de décimation.

Niveau 4 5 6 7 8 9
Facteur de décimation | 16 32 64 128 256 512
SVD-HOYW 15-2 20-1 23-3 283 282 28-1
KT -4 190 20-1 254 274 284

TAB. 4.2 — Nombre de composantes bien estimées et parasites en fonction du facteur de
décimation pour le signal CNMR1 (f, = 0.20).

Pour montrer I'influence de la largeur de la bande de transition du filtre, nous avons effectué
une autre décomposition/estimation, dans les mémes conditions que précédemment, mis a
part le fait que la fréquence f, est fixée a 0.15. Ce filtre posséde alors une réponse impulsion-
nelle beaucoup plus grande : Ny = 103. Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau
4.3. Globalement, il apparait que le nombre de raies parasites a diminué, alors que le taux
de bonnes détections a légérement augmenté pour des facteurs de décimation faibles (entre
16 et 64). La réduction des raies parasites peut s’expliquer par la réduction de ’effet inter-
modes grace au choix d’un filtre ayant une transition plus abrupte. L’amélioration du taux
de détection s’explique de la méme facon. Cependant, comme nous ’avons constaté dans
les deux chapitres précédents, quand la décomposition devient de plus en plus profonde, le
transitoire introduit par le filtre devient plus important et ceci peut avoir des conséquences

négatives sur la détection en sous-bandes, en particulier sur les modes trés amortis.
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Niveau 4 5 6 7 8 9
Facteur de décimation | 16 32 64 128 256 512
SVD-HOYW 162 21-1 25-1 270 280 282
KT 9-3 150 21-0 23-0 281 280

TAB. 4.3 — Nombre de composantes bien estimées et parasites en fonction du facteur de
décimation pour le signal CNMR1 (f, = 0.15).

Le tableau 4.4 présente les paramétres estimés du signal CNMR1 pour un facteur de déci-
mation de 256, toutes les composantes étant détectées a ce niveau par les deux méthodes.
L’approche KT est bien siir optimale au niveau suivant. Cependant, en termes de précision,
les résultats sont identiques au niveau considéré. A titre de comparaison, dans les colonnes
de droite de ce tableau sont présentés les résultats d’'une estimation globale avec un ordre
de prédiction p = 800, le nombre de composantes étant supposé connu (le signal CNMR1
est réel : M = 56). Cette hypothése forte n’est pas considérée en sous-bandes; le nombre
de composantes est estimé par le MDL. On constate que les méthodes SVD-HOYW et KT
utilisées en sous-bandes donnent approximativement les mémes estimations en fréquence,
en amplitude et en facteur d’amortissement. On reléve toutefois deux composantes pour
lesquelles les différences sont sensibles. Il s’agit de deux raies particuliérement proches, Ry
et Rs, pour lesquelles les paramétres estimés par I'approche SVD-HOYW sont plus précis
(facteurs d’amortissement). Les trois composantes Rjs, Rig et Rog correspondent au solvant,
ils sont identifiables par leur facteur d’amortissement relativement élevé. Enfin, la méthode
d’estimation dans la bande globale a permis de détecter Np = 30 composantes, mais seuls

Npc = 16 modes sont corrects.

Dans le but de réduire les fausses détections, on utilisera par la suite le filtre de décimation
avec f, = 0.15.

4.5.2 Le signal CNMR2

Le signal CNMR2 présente un nombre important de modes. Pour cette raison, nous avons
augmenté 'ordre de prédiction & p = 60, mais ceci reste trés faible en regard des ordres
utilisés habituellement en RMN pour ce type de signal (p > 1000). D’aprés le tableau 4.5,
on remarque une nette augmentation du nombre de composantes parasites en fonction de la
profondeur de la décomposition, surtout avec la méthode SVD-HOYW. Ceci est di, d’une
part, a la multiplication du nombre de bandes vides et, d’autre part, a I'utilisation d'un ordre
de prédiction trop important dans les bandes qui ne présentent pas une grande complexité.
La réduction de I'ordre de prédiction permet, bien siir, de limiter le nombres de raies parasites
mais le taux de bonnes détections s’en trouve affecté. Une solution a ce probléme consiste a
utiliser une décomposition adaptative.

La méthode SVD-HOYW présente certes un nombre de raies parasites plus important que
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KT-SB HOYW-SB KT-BG
Raie f A%)  ax107% ] f A%) ax107* [ f A%)  ax107*
1 0.10271 2.60 0.72 0.10271 2.63 0.75 - - -
2 0.10279 3.11 0.76 0.10279 3.12 0.78 0.10280 3.53 1.91
3 0.11876 5.90 0.77 0.11876 5.82 0.74 - - -
4 0.11899 7.94 1.41 0.11898 4.93 0.85 0.11894 13.09 6.60
5 0.11903 3.51 0.30 0.11902 6.42 0.61 - - -
6 0.13871 2.29 0.81 0.13871 2.28 0.79 - - -
7 0.14086 11.54 0.82 0.14086 11.51 0.80 0.14085 9.75 1.61
8 0.14260 3.06 0.82 0.14260 3.08 0.80 - - -
9 0.14269 5.64 0.86 0.14269 5.67 0.85 0.14274 9.55 4.22
10 0.14287 11.59 0.81 0.14287 11.57 0.81 - - -
11 0.14308 2.72 0.98 0.14308 2.67 0.94 - - -
12 0.14386 5.28 0.83 0.14386 5.26 0.82 0.14394 5.99 5.63
13 0.14541 3.01 0.85 0.14541 3.02 0.86 0.14546 3.24 3.46
14 0.14842 4.72 0.79 0.14842 4.72 0.79 - - -
15 0.14926 6.15 0.85 0.14926 6.17 0.86 - - -
16 0.14953 2.65 0.77 0.14952 2.65 0.78 0.14942 7.84 7.97
17 0.15022 5.77 0.81 0.15022 5.77 0.81 0.15018 7.90 6.44
- 0.27050 0.38 0.24 - - - - - -
18 0.27054 96.88 3.10 0.27054 99.20 3.26 0.27056 68.66 3.35
19 0.27134 100.00 3.85 0.27134 100.00 3.87 0.27136  100.00 7.08
20 0.27214 98.35 3.25 0.27214 98.40 3.25 0.27212  75.76 3.98
21 0.39277 2.67 0.99 0.39276 2.68 1.00 0.39277 4.94 13.53
22 0.39321 3.11 1.02 0.39321 3.12 1.02 - - -
23 0.41144 5.92 0.87 0.41144 5.90 0.85 0.41147 10.46 13.70
24 041175 5.11 0.94 0.41175 5.08 0.91 - - -
25 0.41190 6.09 0.90 0.41189 6.08 0.89 0.41195 5.08 2.40
26 0.42594 3.41 1.29 0.42594 3.43 1.31 - - -
27 0.42612 2.86 1.26 0.42612 2.85 1.25 0.42600 3.58 4.43
28 0.46544 1.06 0.84 0.46544 1.10 0.97 0.46539 0.88 2.55
Noo/ND 28/29 28/28 16/30

TAB. 4.4 — Paramétres estimés du signal CNMR1 par une décomposition uniforme en sous-
bandes (d = 256, f, = 0.15).

la méthode KT, mais elle a permit de détecter plus de modes du signal. Comme on verra

plus loin, le fait d’utiliser une technique adaptative rend cette méthode plus attractive.

4.5.3 Vers une décomposition adaptative

Nous avons vu que pour un ordre de prédiction fixe (le méme dans toutes les sous-bandes et
dans la bande globale), le taux de détection augmente avec le niveau de la décomposition.
Analysons a présent le cas d’un ordre de prédiction variable, fonction de la profondeur. On
considére ici le cas du signal CNMR1. L’ordre est fixé & py = 640 au niveau i = 0 (signal
original). Au niveau ¢ = 1, l'ordre utilisé dans chacune des deux bandes est p; = py/2 = 320.
En régle générale, 1'ordre de prédiction dans les bandes du niveau i est p; = 640/2°, ce qui
donne un ordre total de 640 sur I’ensemble des ces bandes. Ainsi, on arrive a p, = 40 (d = 16).
Le nombre total de modes détectés, relativement a la composition théorique, augmente de

15 (niveau 0) & 19 (niveau 4), comme le montre la figure 4.6. Par conséquent, le taux de



4.6 Décomposition adaptative 111

Niveau 4 5 6 7 8
Facteur de décimation | 16 32 64 128 256
SVD-HOYW 45-5 756 879 92-11 94-23
KT 25-4 575 787 904 90-6

TAB. 4.5 — Nombre de composantes bien estimées et parasites en fonction du facteur de
décimation. Signal CNMR2.

détection augmente aussi avec un ordre de prédiction variable. Il faut, bien siir, pour cela
utiliser un ordre suffisamment grand au niveau 0, mais ceci entraine des cotits de calcul
importants aux premiers niveaux de la décomposition, situation que 1’on cherche justement
a éviter.

15/28

10/17 7/11

2/5 8/12 3/3 4/8

0/0 2/5 7/12 0/0 3/3 0/0 a/7 1/1

o0/0 o0/0 o/0 2/5 8/12 0/0 0/0 0/0 3/3 0/0 0/0 0/0 2/2 3/5 1/1 0/0

F1aG. 4.6 — Nombre de raies détectées, relativement au nombre théorique, obtenu en utilisant
un ordre de prédiction variable.

L’attribution des ordres de prédiction entre différents noeuds d’un étage de la décomposition
par la régle précédente (division par le nombre de bandes) n’est, bien sir, pas optimale.
L’idéal serait d’utiliser un ordre plus important dans les bandes présentant des problémes
de résolution dynamique et fréquentielle et un ordre plus faible dans les bandes vides. Un
tel critére d’attribution peut justement étre obtenu grace a la décomposition adaptative. Il
peut étre formulé comme suit. On se fixe un ordre de prédiction, arbitrairement faible, a
utiliser pour chacun des signaux en sous-bandes, quel que soit le niveau de la décomposition.
Le découpage adaptatif s’arrétera sur les noeuds ou cet ordre « convient » a la complexité
rencontrée. Si cet ordre n’est pas suffisant pour un noeud donné, la décomposition continue.
Par exemple, sur la figure 4.6, les noeuds (3,0), (3,3) et (3,5) auraient pu ne pas étre décom-
posés puisqu’ils ne contiennent aucune composante. Dans ce cas, au niveau 4, on aurait eu

10 bandes au lieu de 16 et 'attribution des ordres de prédiction aurait été mieux effectuée.

4.6 Décomposition adaptative

L’approche adaptative évite le choix de la profondeur du découpage en ajustant cette derniére

au contenu spectral de chaque bande. Les seuls paramétres de la technique adaptative sont



112 Chapitre 4 : Application a la spectroscopie de résonance magnétique nucléaire

donc le filtre de décimation et I'ordre de prédiction, arbitrairement faible, a utiliser a tous
les niveaux de la décomposition. On considére ici les deux régles d’arrét retenues dans le
chapitre précédent : le test de platitude spectrale des résidus (régle 1) et le critére MDL
(régle 2). Concernant le test de platitude de la DSP, il faut fixer a priori le taux de fausses
alarmes. Sur les signaux présentés, on n’a pas observé de grande incidence du choix de ce
dernier sur la décomposition sous réserve de le choisir entre 1% et 10%. Nous ’avons alors
fixé a 1%.

4.6.1 Le signal CNMR1

Le tableau 4.6 montre les résultats de I’estimation obtenus avec une décomposition adaptative
en sous-bandes utilisant les deux régles d’arrét. L’ordre de prédiction, identique dans chaque
bande, est fixé comme précédemment & p = 20. La comparaison entre les deux approches est
faite sur la base du taux de détection et du nombre de bandes finales (la décomposition est

arrétée volontairement au niveau i = 9 ou d = 512).

Modes détectés Sous-bandes
Régle | Méthode Corrects Parasites Total | Arrétées Décomposables  Total
1 SVD-HOYW | 28/28 0 28 40 0 40/512
KT 28/28 0 28 52 0 52/512
2 SVD-HOYW | 28/28 0 28 57 22 79/512
KT 28/28 0 28 35 24 59/512

TAB. 4.6 — Résultats de la décomposition adaptative du signal CNMRI1.

Du point de vue des bonnes détections et des raies parasites, les approches aboutissent au
méme résultat : toutes les composantes théoriques sont détectées sans aucune fausse détec-
tion. En revanche, le nombre de noeuds décomposables est nul avec la regle 1, alors qu’avec
la regle 2, il est de 22 pour la méthode SVD-HOYW et de 24 pour KT. Concernant le nombre
de bande terminales, il est entre 6 et 12 fois plus faible relativement a une décomposition
uniforme réalisée avec d = 512. De plus, ce nombre est plus faible avec la régle proposée.
Enfin, a titre de comparaison, si I’on prend la méthode SVD-HOYW avec la régle proposée,
le nombre de bandes finales est de 40. Etant donné que I'ordre utilisé dans chacune des
sous-bandes est p = 20, 'ordre correspondant dans la bande globale est p = 800, qui n’est

d’ailleurs pas suffisant pour détecter tous les modes du signal original (cf. tableau 4.4).

Les arbres de décomposition obtenus avec les deux approches adaptatives et une estimation
par la méthode SVD-HOYW sont représentés sur les figures 4.7 et 4.8. Globalement, la régle 1
assure un meilleur découpage de I'axe fréquentiel et arréte la décomposition a un niveau bien
plus faible. De plus, les résidus d’estimation sont meilleurs (voir aussi la figure 4.9).

Grace a la décomposition adaptative, nous avons pu réaliser une attribution adaptée de

I’ordre de prédiction en fonction du contenu spectral de chaque bande. En effet, les figures
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Fi1G. 4.7 — Décomposition adaptative réalisée sur le signal CNMRI1 en utilisant la regle 1 :
(a) signal, (b) arbre de décomposition et (c) résidus en sous-bandes.
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F1G. 4.8 — Décomposition adaptative réalisée sur le signal CNMRI1 en utilisant la regle 2 :
(a) signal, (b) arbre de décomposition et (c) résidus en sous-bande.
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F1G. 4.9 — Comparaison des résidus obtenus par une décomposition en sous-bandes adapta-
tive du signal CNMR1. Méthode (a) SVD-HOYW et régle 1; (b) KT et régle 1; (c) SVD-
HOYW et regle 2; (d) KT et regle 2.
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4.7 et 4.8 montrent que le méme ordre est utilisé dans des bandes de largeurs différentes. Cet
ajustement de I'ordre n’aurait pas pu se faire simplement avec ’approche uniforme. La figure
4.10 montre différentes situations ou la décomposition adaptative est stoppée. Les bandes
représentées correspondent aux branches de I'arbre de la figure 4.7 numérotées de (a) a (d).
La position de la bande passante du filtre de décimation est représentée par des pointillés.
Le signal de la figure 4.10a ne contient aucun mode et est proche d’un bruit blanc (selon
la mesure utilisée). Celui de la figure 4.10b contient deux modes. Ces derniers étant bien
estimés, la séquence de résidus est pratiquement blanche (cf. figure 4.7c, bande (b)). Par
conséquent, la décomposition du noeud correspondant est arrétée. Les deux derniéres figures
présentent deux sous-bandes voisines contenant chacune deux modes. Dans la premiére, les
modes sont a lintérieur de la bande passante du filtre, par conséquent aucun des deux
n’est rejeté. Par contre, dans la bande (8,139), la premiére composante apparait dans la
bande de transition du filtre et elle est donc rejetée. La mesure de platitude spectrale étant
appliquée uniquement dans la bande passante, elle indique que les résidus présentent une

DSP pratiquement plate et la décomposition est arrétée.

4.6.2 Le signal CNMR2

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que la décomposition adaptative, reposant
sur la regle 1, couplée avec une estimation par la méthode SVD-HOYW surpasse ’approche
adaptative basée sur la régle 2 et I'approche uniforme, en termes de nombre de bandes
finales. Pour montrer son intérét du point de vue du taux de détection, on utilise ici le signal
CNMR2, qui est de bien plus grande complexité.

Les résultats des deux approches adaptatives appliquées a ce signal sont présentés dans
le tableau 4.7. Ils ont été obtenus en utilisant le méme ordre de prédiction que lors de la
décomposition uniforme (p = 60). La décomposition est arrétée au niveau i = 8 (d = 256).
On constate que, d’'une part, la décomposition adaptative basée sur la régle 1 est meilleure
que celle utilisant la régle 2, que ce soit du point de vue du taux de détection, du nombre
de composantes parasites ou du nombre de bandes finales : a la fin de la décomposition,
la premiére approche débouche sur seulement 2 ou 3 noeuds décomposables, alors que la
deuxiéme en produit 44 ou 60, selon la méthode d’estimation utilisée. D’autre part, une
comparaison avec les résultats de la décomposition uniforme (tableau 4.5, d = 256) montre
une réduction importante du nombre de raies parasites. De plus, la complexité est également
diminuée puisque la méthode adaptative (SVD-HOYW et régle 1) utilise un ordre p = 60
sur, en tout, 89 bandes visitées alors que ’approche uniforme utilise le méme ordre sur 256
bandes.

Le choix de l'ordre de prédiction p = 60 pourrait sembler trop élevé, en vue du taux de
décimation considéré. En fait, avec les approches adaptatives, nous avons observé qu’un

ordre p = 40 était suffisant pour avoir exactement les mémes taux de détections que ceux
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F1G. 4.10 — Résultats obtenus sur certaines sous-bandes du signal CNMR1 par 'approche

SVD-HOYW et le test de blancheur.
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Modes détectés Sous-bandes
Régle | Méthode Corrects Parasites Total | Arrétées Décomposables  Total
1 SVD-HOYW | 95/104 7 102 43 2 45 /256
KT 93/104 3 96 54 3 57/256
2 SVD-HOYW | 94/104 14 108 18 60 78 /256
KT 90/104 4 94 28 44 72/256

TAB. 4.7 — Résultats de la décomposition adaptative du signal CNMR2.

montré dans le tableau 4.7, un nombre de raies parasites équivalent et un nombre de bandes
finales légérement plus élevé (56 au lieu de 45 avec SVD-HOYW et régle 1). Cet ordre n’était
pas suffisant dans le cas de 'approche uniforme. Ceci nous a conduit finalement & choisir

dans les deux cas p = 60, pour que la comparaison soit significative.

L’arbre de la décomposition adaptative (régle 1) obtenu avec la méthode SVD-HOYW est
représenté sur la figure 4.11. Les résidus de I'estimation obtenus avec les deux techniques
adaptatives sont montrés sur la figure 4.12. On remarque que la segmentation de I'axe fré-
quentiel est mieux réalisée avec la régle 1 et que la DSP des résidus issus de cette approche

est plus proche de celle d’un bruit blanc.

Les sous-bandes numérotées de (a) a (e) de la figure 4.11 sont représentées sur la figure 4.13.
La bande (3,0) de la figure 4.13a montre que le signal correspondant contient deux artefacts
introduits par le systéme de mesure. Les deux composantes sont néanmoins détectées mais
assimilées a des raies parasites. Bien sir, toutes les composantes parasites ne proviennent
pas nécessairement du processus d’acquisition du signal RMN mais peuvent étre introduites
par la méthode d’estimation lorsque 1'ordre de prédiction utilisé est important et /ou lorsque
le critére de sélection de I'ordre du modéle surestime le nombre de composantes. Cela semble
étre le cas, par exemple, du signal représenté sur la figure 4.13c, ot la composante parasite

n’apparait pas dans le spectre de la transformée de Fourier.

Les figures 4.13b et 4.13d montrent deux cas de non-détection de composantes. Le premier
est di a l'enchevétrement des raies (fréquences trés proches et facteurs d’amortissement
élevés). De ce fait, aucune méthode d’estimation, parmi celles testées, ne parvient a les
séparer. Dans le deuxiéme cas, il n’y a pas de probléme de résolution fréquentielle mais un
probléme de résolution dynamique. En effet, le mode non détecté a une amplitude trés faible
relativement a celle de certains modes proches. Par ailleurs, le test de blancheur ayant échoué,
cette bande est encore décomposable et le mode non détecté a ce niveau de la décomposition
est détectable au niveau supérieur. Enfin, la figure 4.13e montre un exemple ot le test de
blancheur a échoué alors que le seul mode de la bande est détecté. Ceci est dii soit a une
mauvaise estimation des paramétres du mode, soit au seuil de détection utilisé (dicté par le
taux de fausses alarmes). Méme si ce probléme n’a pas de conséquence sur les performances

de l'estimation, il peut néanmoins étre évité en diminuant le taux de fausses alarmes.
)
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F1G. 4.11 — Décomposition adaptative réalisée sur le signal CNMR2 en utilisant la régle 1 :
(a) signal, (b) arbre de décomposition et (c) résidus en sous-bande.
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F1G. 4.12 — Résidus de la décomposition en sous-bande adaptative du signal CNMR2 suivie
d’une estimation par les méthodes (a) SVD-HOYW et régle 1 et (b) SVD-HOYW et régle 2.



4.6 Décomposition adaptative

119

sous-bande (3,0) : [0.00000:0.06250] (arretée)
T

sous-bande (6,13) : [0.10156:0.10938] (arretée)
T T

50 T T T 300 T T T T
40+ i 250 4
200 il
© 30- 1 o
S ]
3 g 150 1
€ 20 1 €
100 q
10F B 50 J
0 i A o, 0 I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.101 0.102 0.103 0.104 0.105 0.106 0.107 0.108 0.109 0.11
25 < 40—
0.10277
20
_ __ %0 0.10285 7
8 9
< 51 il 0; 0.10303
g S 20 0.10670 ]
2 = 0.10780
s 10 . 1 g |
© <
10 | 4
51 B | T
I
oL ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ N I | 7 U N U
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.101 0.102 0.103 0.104 0.105 0.106 0.107 0.108 0.109 0.1
fréquence fréquence
(a) (b)
sous-bande (8,72) : [0.14063:0.14258] (arretée) sous-bande (8,73) : [0.14258:0.14453] (décomposable)
800 T T T T T T T 800 T T T
600 - q 600 —
2 2
= S
S 400 4 8 400 B
E E
200 T 200 q
1 I I I I L I 0 I I
0.1406 0.1408 0.141 0.1412 0.1414 0.1416 0.1418 0.142 0.1422 0.1424 0.1426 0.1425 0.143 0.1435 0.144 0.1445
100 80
80l 0.14072 i 0.14266
0.14090 _ 60 0.14275 —
g 60 0.14092 ] 2 0.14203
8 0.14124 ] 0.14297
2 2 4or 1
S a0} 0.14181 1 3 0.14301
g 0.14239. 5 0.14315..
200 ] 20 b
. /| .
0.1406 0.1408 0.141 0.1412 0.1414 0.1416 0.1418 0.142 0.1422 0.1424 0.1426 0.1425 0.143 0.1435 0.144 0.1445
fréquence fréquence

(c)

2000

sous-bande (8,151)

(d)

1500 -

1000 -

module

500

:[0.29492:0.29688] (
T

décomposable)
T

0.295

0.2955 0.296

0.2965

o N N N

=) a =3 o

S =] S} S
T T T

amplitude (%)

o
=]
T

I
0.295

I
0.296
fréquence

(¢)

I
0.2955

I I
0.2965 0.297

Fi1G. 4.13 — Résultats obtenus sur certaines sous-bandes du signal CNMR2 par I'approche
SVD-HOYW et le test de blancheur. Les astérisques (*) indiquent des composantes parasites
et les fleches les raies théoriques non-détectées.
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Théorique Estimation
Raie | ¢ (ppm) f I(%) | f A (%)  ax10"* ¢ (deg)
- - - - 0.00293 6.97 1.88 172.66
- - - - 0.02738 23.05 7.93 -178.84
1 144.26 0.10277 32.05 | 0.10277 33.33 0.92 7.11
2 144.23 0.10286 24.45 | 0.10285 39.46 0.78 8.81
3 144.22 0.10288 17.10 - - - -
4 144.06 0.10303 42.38 | 0.10303 36.45 0.77 2.62
5 142.64 0.10670 11.49 | 0.10670 7.89 0.71 6.27
6 142.25 0.10780 7.42 0.10780 4.24 0.79 7.79
7 141.71 0.10918 0.85 - - - -
8 137.86 0.11882 50.00 | 0.11882 45.68 0.68 9.30
9 137.84 0.11894 24.45 0.11894 21.14 0.58 4.06
10 137.75 0.11905 50.38 | 0.11905 50.52 0.83 -6.87
11 137.78 0.11908 34.20 | 0.11908 38.47 0.53 12.73
12 137.71 0.11919 1742 | 0.11919 16.41 0.61 -2.60
13 137.11 0.12072 43.37 | 0.12071 35.51 0.78 8.03
14 136.70 0.12177 7.42 0.12177 6.09 0.81 20.28
15 136.42 0.12228 48.70 0.12228 43.73 0.72 7.04
16 136.35 0.12261 7.03 0.12262 4.25 1.12 -30.21
17 134.98 0.12599 3.52 0.12599 0.59 0.61 -5.47
18 134.60 0.12685 19.70 | 0.12685 18.68 0.92 6.69
19 134.28 0.12787 7.42 0.12786 4.37 0.83 14.06
20 133.46 0.12981 2.54 0.12980 1.66 0.43 90.96
21 129.92 0.13877 25.19 | 0.13877 24.90 0.93 13.68
22 129.61 0.13955 48.70 | 0.13955 48.51 0.90 10.71
23 129.13 0.14064 1.70 - - - -
24 129.11 0.14073 43.37 | 0.14072 40.40 0.79 15.33
- - - - 0.14090 6.57 0.18 -97.12
25 129.06 0.14092 100.00 | 0.14092 100.00 0.77 11.02
26 128.94 0.14124 39.40 | 0.14124 35.96 0.67 10.97
27 128.72 0.14181 24.45 | 0.14181 22.36 0.72 10.06
28 128.47 0.14239 22.98 | 0.14239 21.92 0.75 12.16
29 128.37 0.14267 50.86 | 0.14266 48.16 0.71 7.86
30 128.31 0.14275 64.11 0.14275 59.37 0.68 4.60
31 128.25 0.14293 100.00 | 0.14293 64.41 0.67 7.11
32 128.23 0.14297 22.98 | 0.14297 71.77 0.96 -36.28
33 128.23 0.14301 24.45 | 0.14301 44.52 0.97 39.01
34 128.15 0.14315 25.19 0.14315 25.76 0.75 9.45
35 128.07 0.14326 1.70 - - - -
36 127.88 0.14382 5.08 0.14382 4.81 0.18 11.73
37 127.86 0.14392 64.11 | 0.14392 58.77 0.73 4.13
- - - - 0.14409 1.83 0.21 -98.42
38 127.62 0.14464 7.03 0.14464 1.19 0.63 -31.82
39 127.55 0.14469 7.42 0.14468 9.96 0.99 -18.49
40 127.24 0.14547 17.10 0.14547 14.05 0.84 4.38
41 126.95 0.14628 17.42 | 0.14628 13.45 0.76 6.21
42 126.37 0.14774 24.45 | 0.14774 23.35 0.91 11.75
43 126.06 0.14848 50.38 | 0.14848 43.71 0.77 7.68
44 126.03 0.14851 7.42 0.14851 13.19 0.58 -1.03
45 125.97 0.14861 42.38 | 0.14861 39.36 0.75 7.78
46 125.81 0.14902 5.08 0.14902 7.16 0.86 -15.49
47 125.80 0.14907 48.70 | 0.14906 46.31 0.73 10.66
48 125.72 0.14931 34.20 | 0.14931 30.14 0.75 4.31
49 125.63 0.14955 11.49 | 0.14955 1.86 0.56 -80.97

suite sur la page suivante
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Raie | 6 (ppm) f %) | f A (%) ax107% ¢ (deg)
50 125.62 0.14956 0.85 - - - -

51 125.59 0.14958 32.05 0.14959 41.79 0.85 -3.59
52 125.45 0.14996 7.42 0.14996 7.28 0.48 -10.58
53 125.38 0.15006 43.37 | 0.15006 37.04 0.74 4.37
- - - - 0.15021 4.59 0.20 -116.98
54 125.33 0.15028 50.00 | 0.15028 49.35 0.73 4.62
55 125.23 0.15052  3.52 - - - -

56 124.85 0.15146 24.45 0.15146 20.91 0.80 -0.43
57 124.37 0.15268 42.38 | 0.15268 36.95 0.79 4.68
- - - - 0.25985 2.33 0.51 -170.69
58 77.30 0.27064 0.27063 1898.45 2.78 17.82
- - - - 0.27086 69.25 3.20 40.23
59 77.00 0.27143 0.27143 1899.61 3.29 16.47
60 76.70 0.27223 0.27223 1854.96 2.75 14.87
61 67.60 0.29672 0.29672 241.31 0.77 21.43
62 46.48 0.34875 7.67 0.34876 4.02 1.16 35.59
63 45.49 0.35112  0.85 - - - -

64 45.12 0.35200 10.72 0.35200 6.39 0.89 25.80
65 38.13 0.36970 11.49 | 0.36971 8.68 1.07 27.34
66 32.87 0.38280 42.38 | 0.38280 36.18 0.92 27.11
67 31.98 0.38528 7.67 0.38529 3.83 0.79 20.63
68 30.26 0.38985 0.85 - - - -

69 29.88 0.39046 7.67 0.39046 6.64 1.08 52.63
70 29.67 0.39087 21.45 0.39087 18.54 0.88 31.03
71 29.37 0.39158 43.37 | 0.39158 34.67 0.97 28.74
72 28.89 0.39283 32.05 | 0.39282 29.73 1.11 34.46
73 28.85 0.39303 24.45 | 0.39303 19.59 1.01 31.64
74 28.72 0.39326 17.10 | 0.39326 13.01 1.03 30.75
75 26.98 0.39765 7.42 0.39764 4.59 1.45 75.65
76 25.35 0.40173 21.19 0.40172 17.19 1.01 36.23
7 25.30 0.40202 7.67 0.40201 3.88 1.31 63.41
78 24.65 0.40365 11.49 | 0.40365 7.75 0.95 30.38
79 23.47 0.40650 7.67 0.40649 5.29 1.10 67.86
80 23.24 0.40707 43.37 | 0.40707 34.57 1.02 27.45
81 22.38 0.40924 1.70 - - - -

82 22.34 0.40935 7.67 0.40935 3.93 0.95 48.60
83 21.75 0.41079 21.45 | 0.41079 18.67 0.94 38.31
84 21.46 0.41151 50.00 | 0.41151 47.14 0.87 31.20
85 21.41 0.41164 24.45 0.41164 22.74 0.94 29.15
86 21.33 0.41182 50.38 | 0.41182 45.78 0.83 28.15
87 21.27 0.41197 34.20 | 0.41197 30.89 0.84 25.02
88 21.20 0.41215 17.42 0.41215 13.06 0.72 21.44
89 20.99 0.41278 19.70 | 0.41278 16.54 0.98 25.44
90 20.67 0.41351 7.42 0.41349 3.49 1.08 58.87
91 20.54 0.41382 7.03 0.41381 2.42 0.59 47.72
92 19.71 0.41587 48.70 | 0.41587 44.21 0.93 29.33
93 19.30 0.41700 7.67 0.41700 3.00 1.00 34.65
94 18.33 0.41938 21.45 | 0.41938 16.09 0.95 27.13
95 15.88 0.42600 17.10 | 0.42600 16.68 1.28 48.58
96 15.65 0.42609 24.45 0.42609 17.94 1.35 30.43
97 15.61 0.42618 32.05 0.42618 26.35 1.17 20.78
98 15.28 0.42698 3.52 0.42698 0.99 0.05 150.44
99 14.86 0.42811 7.42 0.42811 2.69 1.35 48.53
100 | 14.78 0.42837 7.42 0.42837 2.78 0.87 1.75

suite sur la page suivante
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Raie | ¢ (ppm) f I (%) | f A (%) ax107% ¢ (deg)
101 13.86 0.43065 11.49 | 0.43065 7.21 1.06 30.94
102 11.33 0.43699 7.67 0.43698 3.24 0.89 65.95
103 | 10.82 0.43827 10.72 | 0.43827 5.93 0.90 34.22
104 | 0.00 0.46550 94.63 | 0.46550 86.69 0.85 28.03

TAB. 4.8: Comparaison entre la composition théorique et le résultat
de l'estimation en sous-bande du signal CNMR2. Méthode SVD-
HOYW et test de blancheur.

Pour terminer I’analyse de ce signal, le tableau 4.8 présente la liste des parameétres théoriques
du signal CNMR2 et les parameétres estimés par la méthode SVD-HOYW. On peut remarquer
que la fréquence des modes détectés est généralement trés bien estimée par la méthode propo-
sée. Concernant les modes manqués, deux situations peuvent étre distinguées : non-détection
de 8 pics d’amplitudes trés faibles (généralement inférieures a 2%) et non-séparation du mode
R3 discuté précédemment (figure 4.13b). Les composantes dites parasites (introduites soit
par le systéme de mesure soit par la méthode d’estimation elle-méme) peuvent étre éliminées
en tenant compte soit de la linéarité de phase dans le cas de signaux RMN bruts soit de la
propriété de phase nulle si la correction de phase est effectuée. En effet, quoique, dans notre
cas, la correction de phase du signal CNMR2 soit réalisée sommairement, on peut clairement
observer que la plupart des composantes parasites ont une phase trés éloignée de la moyenne
de celles des modes réels. Cette propriété peut bien siir étre utilisée comme une informa-
tion a prior: pour la synthése d’algorithmes d’estimation plus robustes aux raies parasites.
Toujours du point de vue spectroscopique, les raies parasites peuvent également étre dis-
tinguées en considérant les facteurs d’amortissement correspondants. En effet, en RMN du
carbone-13, ces facteurs sont généralement dans la méme gamme, exceptés ceux du solvant
(raies Rsg, Rso et Rgo). Ainsi, les composantes ayant un facteur d’amortissement trop faible

ou trop élevé peuvent étre éliminées.

Enfin, concernant les amplitudes, la méthode d’estimation donne des résultats corrects pour
les modes éloignés des fréquences manquées. En effet, lorsqu’un mode est manqué, I'am-
plitude des modes qui se trouvent au voisinage a tendance a augmenter. C’est le cas, par
exemple, des raies Ry et R3. Méme lorsque des modes trés proches sont correctement dé-
tectés, 'estimation des amplitudes se détériore tout de méme en raison de la trop grande
proximité. C’est le cas des raies R3;, R3s et Rz qui appartiennent a la bande représentée
sur la figure 4.13d.

4.7 Reéduction du nombre d’accumulations

Les avantages d’'une analyse en sous-bandes observés précédemment tendent a suggérer que
I’on peut réduire le nombre d’accumulations sans pour autant perdre en termes de perfor-

mances. Pour nos essais, on dispose d’une bibliothéque de 9 signaux appelés CNMR3(N,).
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Ils correspondent a la méme molécule et ont une longueur de 64k échantillons chacun mais
différent par le nombre d’accumulations utilisé (N, = 1, 4, 16, 64, 128, 256, 512, 1024 et
2048). La molécule analysée ainsi que les correspondances modes—liaisons chimiques sont
présentées dans 'annexe D.2. La figure 4.14 représente le spectre d’absorption de chacun
des signaux. On constate une amélioration progressive du RSB de chaque composante. Ceci
se fait bien sir au détriment d'un temps d’acquisition plus important. Les trois lignes qui
apparaissent dans 'intervalle [0, 0.1] et visibles sur tous les spectres représentent en fait trois
triplets (9 composantes) et correspondent au solvant (pyricine D5). Ces modes ne nous inté-
ressent pas dans le cadre de cette analyse, puisque leur position est connue pour le chimiste
et que, de toute facon, celle-ci est facile & déterminer. En revanche, les deux composantes,
d’amplitude plus faible, apparaissant dans le méme intervalle et visibles a partir de N, = 256

sont importantes pour caractériser la molécule.

L’analyse de ’ensemble de ces signaux est effectuée en utilisant la décomposition en sous-
bandes adaptative fondée sur le test de platitude spectrale des résidus (régle 1) et 'estimation
par la méthode SVD-HOYW (p = 50 dans toutes les branches de I’arbre). Comme dans le
cas des deux signaux précédents, un seul découpage est suffisant pour avoir accés a tous les
paramétres du signal, la bande d’intérét étant limitée a [—0.25,0.25]. Nous proposons une
analyse des résultats & un niveau de décomposition maximal i = 6 (correspondant & d = 64
pour la décomposition uniforme). Au dela de i = 6, le nombre de détections reste inchangeé.
En terme de détection, les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 4.9. On constate
que le taux de détection est nul lorsque le nombre d’accumulations est inférieur a 16. Ceci
est simplement di aux erreurs d’estimation, la région d’inclusion étant définie autour des
fréquences théoriques avec une erreur maximale de Af = 10~*. La méthode proposée permet
de détecter toutes les composantes a partir de N, = 512, alors qu’avec les méthodes utilisées
traditionnellement en RMN, il faut un minimum de 2048 accumulations pour la molécule
considérée. Le gain obtenu ici est donc d'un facteur 4, ce qui représente dans ce cas une
baisse du temps d’acquisition de 1 heure & 15 minutes. En général, en RMN du '3C, le
temps d’acquisition dure parfois plus de 36 heures lorsque les produits analysés sont en
faible concentration. Dans pareils situations, le gain en temps n’est pas négligeable. Enfin, il
faut préciser que si le critére du cercle n’est pas utilisé pour sélectionner les poles du signal,
I’ensemble des raies théoriques est détecté pour N, = 256, mais ceci s’accompagne d’un

nombre de raies parasites important.

Accumulations 1 4 16 64 128 256 512 1024 2048
Raies détectées 0O 0 0 17 32 42 45 45 45
Raies manquées | 45 45 45 28 13 3 0 0 0

TAB. 4.9 — Nombre de détections et de manques a la détection en fonction du nombre
d’accumulations.

La liste des fréquences estimées par I’approche proposée est présentée dans le tableau 4.10.
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Hormis les trois composantes non-détectées pour N, = 256, toutes les fréquences sont cor-
rectement estimées avec une erreur moyenne de 4.107°. Concernant plus particuliérement
les amplitudes, les deux derniéres colonnes de ce tableau montrent les résultats obtenus en
utilisant 2048 accumulations d’un signal « quantitatif » correspondant a la molécule précé-
dente. Dans une expérimentation quantitative, toutes les composantes du signal mesuré ont
théoriquement la méme amplitude. Dans le tableau 4.10, elles sont normalisées par rapport
a celle de la premiére composante estimée. La premiére de ces deux colonnes indique une es-
timation effectuée dans les sous-bandes, le résultat est transformé vers la bande globale selon
les relations (3.42) et (3.43). Les résultats affichés sur la deuxiéme sont obtenus directement

dans la bande globale aprés une transformation des modes estimés en sous-bandes.

Fréquences estimées en fonction de N, Analyse quantitative

Liaison Théorie | 256 512 1024 2048 A(%) SB  A(%) FB
C24/H24 -0.21840 | -0.21837 -0.21837 -0.21837 -0.21837 | 100.00 100.00
C25/H25 -0.20900 | -0.20902 -0.20901 -0.20901 -0.20901 | 100.54 98.39
C26/H26 -0.20552 | -0.20553 -0.20553 -0.20552 -0.20553 | 135.72 128.13
C6/H6 -0.19940 | -0.19942 -0.19940 -0.19939 -0.19941 | 97.18 93.05
C11/H11 -0.19284 | -0.19279 -0.19285 -0.19285 -0.19285 | 61.69 49.78
C30/H30 -0.19076 | -0.19079 -0.19080 -0.19080 -0.19080 | 85.40 82.35
C2/H2 -0.18989 | -0.18985 -0.18988 -0.18985 -0.18987 | 110.59 102.59
C27/H27 -0.18587 | -0.18588 -0.18588 -0.18588 -0.18588 | 117.34 110.04
C20 -0.17812 | -0.17809 -0.17809 -0.17809 -0.17809 | 130.29 132.26
C15/H15+C21/H21 | -0.17454 | -0.17446 -0.17442 -0.17444 -0.17442 | 147.98 157.20
C29/H29 -0.17348 | -0.17345 -0.17345 -0.17345 -0.17345 | 100.50 100.91
C22/H22 -0.16807 | -0.16809 -0.16811 -0.16808 -0.16808 | 88.18 50.26
C7/H7+C10 -0.16767 | -0.16769 -0.16769 -0.16768 -0.16769 | 195.62 216.30
C1/H1 -0.16397 | -0.16406 -0.16404 -0.16401 -0.16401 | 85.14 78.52
C8 -0.15986 | -0.15989 -0.15988 -0.15989 -0.15989 | 111.82 112.12
C18/H18 -0.15721 | -0.15721 -0.15724 -0.15724 -0.15724 | 123.39 94.79
C14 -0.15584 | -0.15585 -0.15585 -0.15585 -0.15585 | 117.74 119.17
C9/H9 -0.14599 | -0.14602 -0.14601 -0.14601 -0.14601 | 103.44 79.14
C19/H19 -0.14547 | -0.14548 -0.14545 -0.14547 -0.14547 | 87.22 94.77
C5/H5 -0.14291 | -0.14288 -0.14291 -0.14291 -0.14291 | 124.33 109.11
C17 -0.14223 | -0.14227 -0.14227 -0.14227 -0.14227 | 126.26 125.65
C4 -0.12963 | -0.12963 -0.12963 -0.12963 -0.12963 | 135.13 126.52
A6 -0.11619 | -0.11623 -0.11626 -0.11625 -0.11625 | 105.47 67.88
B5 -0.10525 | -0.10517 -0.10519 -0.10521 -0.10521 | 83.67 54.98
A4 -0.09928 | -0.09929 -0.09930 -0.09931 -0.09930 | 122.88 65.45
B4 -0.09805 | -0.09806 -0.09803 -0.09803 -0.09803 | 93.44 48.01
C5 -0.09693 | -0.09704 -0.09699 -0.09702 -0.09701 | 118.51 63.34
A2 -0.09231 | -0.09226 -0.09225 -0.09227 -0.09226 | 95.81 52.35
C16/H16 -0.09037 | -0.09037 -0.09037 -0.09036 -0.09036 | 130.06 59.54
B2 -0.08914 | -0.08909 -0.08910 -0.08910 -0.08910 | 109.65 53.08
A3 -0.08875 | -0.08870 -0.08870 -0.08870 -0.08870 | 115.98 74.07
A5 -0.08611 | — -0.08606 -0.08605 -0.08605 | 77.86 62.01
C4 -0.08524 | — -0.08513 -0.08512 -0.08512 | 104.66 98.68
B3 -0.08269 | -0.08267 -0.08259 -0.08259 -0.08260 | 126.31 47.40
C2 -0.08252 | — -0.08246 -0.08250 -0.08248 | 56.64 82.31
C3/H3 -0.07059 | -0.07054 -0.07055 -0.07054 -0.07055 | 89.24 49.81
C3 -0.06730 | -0.06734 -0.06737 -0.06734 -0.06734 | 86.04 53.59
C1 -0.03174 | -0.03169 -0.03165 -0.03164 -0.03162 | 81.19 33.15
Al -0.03089 | -0.03083 -0.03080 -0.03081 -0.03080 | 94.38 40.45

suite sur la page suivante
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suite de la page précédente

Liaison Théorie | 256 512 1024 2048 A(%) SB  A(%) FB
B1 -0.02942 | -0.02937 -0.02936 -0.02936 -0.02936 | 97.56 41.89
C12/H12 0.00505 | 0.00504 0.00505 0.00506  0.00506 | 121.57 121.63
C13 0.05153 | 0.05159 0.05159 0.05159 0.05159 | 101.54 88.54

C6 0.10566 | 0.10576  0.10574 0.10572  0.10571 | 127.82 22.80
C28 0.12176 | 0.12181 0.12180 0.12180 0.12181 | 94.70 84.57
C23/H23 0.18200 | 0.18209 0.18208 0.18212 0.18213 | 105.10 72.25

TAB. 4.10: Liste des paramétres estimés par la méthode adaptative
en fonction du nombre d’accumulations. Méthode SVD-HOYW et
test de blancheur.

On constate que, pour les composantes théoriques ayant des fréquences comprises entre
—0.21840 et —0.12963, les deux techniques donnent approximativement les mémes estima-
tions qui se situent autour de 100%, avec une erreur plus ou moins importante. Par contre,
pour les autres composantes, les amplitudes estimées dans la bande globale sont nettement
moins précises. Ce manque de précision s’explique par la présence proche des modes liés au
solvant dont les intensités sont de 50 & 200 fois plus grandes que celles des autres modes.
Dans cette situation, une estimation globale des amplitudes n’est pas conseillée. Ce probléme
est évité par 'approche en sous-bandes, les modes du solvant étant isolés dans des bandes
séparées, d’otl une meilleure estimation dans cette zone. Ce résultat est vérifié sur d’autres
signaux présentant les mémes problémes de résolution dynamique, mais il n’est pas généra-
lisable a toutes les situations. En effet, nous avons constaté que lorsque les modes sont bien
séparés avec une différence d’amplitude relativement faible, une estimation dans la bande

globale est préférable.

4.8 Commentaires et conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode de décomposition/estimation en sous-
bandes sur des signaux réels de spectroscopie du carbone-13 correspondant a des mélanges
de complexité moyenne et élevée.

De fagon générale, les résultats obtenus a partir d'une décomposition uniforme montrent que
ce type d’analyse est particuliérement conseillé pour le traitement des signaux tres longs
et contenant un nombre important de composantes. Cette technique permet d’éviter les
limitations observées lors d’une estimation globale appliquée au signal d’origine, en utilisant
un principe simple : diviser pour régner. Les avantages de cette approche par rapport a une
estimation globale incluent une amélioration sensible du taux de détection et une réduction
importante des fausses alarmes (raies parasites). De plus, elle permet l'utilisation d’ordres
plus faibles. Evidemment, cela suppose que 'ordre de prédiction et la profondeur de la
décomposition soient correctement choisis.

Les approches adaptatives, en général, permettent d’éviter le choix de ces deux parameétres.

Dans ce type d’approches, la profondeur de la décomposition est déterminée de fagon au-
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tomatique. L’ordre de prédiction peut étre fixé a priori, charge a I’algorithme de trouver le
découpage correspondant. Nous avons vu que, parmi les deux régles d’arrét utilisées, celle
fondée sur la « blancheur » des résidus est meilleure parce qu’elle permet d’obtenir un arbre
de décomposition dans lequel le nombre de bandes finales est minimisé. Sur le plan de la
charge de calcul, cette approche est donc plus intéressante que ’approche uniforme. De plus,
ce critére couplé avec une estimation par la méthode SVD-HOYW maximise le taux de dé-
tections correctes tout en réduisant le nombre de raies parasites. Enfin, I'utilisation du critére
de blancheur sur les résidus fournit implicitement un test de validité des paramétres estimés.
Les avantages de ’approche adaptative proposée nous ont conduit a penser que I'on peut
réduire le nombre d’accumulations nécessaires et diminuer ainsi le temps d’acquisition.
[’exemple présenté confirme cette hypothése. En général, I'estimation en sous-bandes né-
cessite un nombre d’accumulations trés inférieur a celui utilisé couramment en RMN avec
des méthodes telles que la transformée de Fourier ou la prédiction linéaire appliquées directe-
ment sur le signal mesuré. Enfin, concernant 'estimation des amplitudes, nous avons montré
que, lorsque 'on a affaire a des signaux présentant des problémes de résolution dynamique
et fréquentielle, leur estimation en sous-bandes est plus précise.

Sur le plan de I’application RMN, I'approche proposée devrait permettre une analyse en
aveugle d’échantillons. Ceci pourrait étre d’une grande utilité en chimie combinatoire. Cette
technique permet de produire de vastes bibliothéques de composés relativement rapidement.
Ces bibliothéques peuvent ensuite étre consultées pour trouver, par exemple, des candidats
pour composés médicamenteux. L’estimation en sous-bandes est également conseillée quand
le nombre d’échantillons a analyser est problématique ou lorsque certaines composantes ont
des amplitudes trop élevées (raie de I’eau, par exemple) qui cachent la présence d’autres

modes d’amplitude beaucoup plus faible.

Il existe bien siir des limitations inhérentes a la méthode adaptative proposée. La premiére
d’entre elles concerne le couplage entre la décomposition est ’estimation, assuré par le test
de blancheur des résidus. De ce fait, la décomposition dépend de la méthode d’estimation
utilisée et cela suppose donc que cette derniére soit performante.

Dans le cas des signaux qui comportent certaines composantes trés fortement amorties
proches d’autres composantes faiblement amorties (ce qui est souvent le cas en spectroscopie
du proton dans laquelle ces composantes correspondent a des composés a 1'état solide), la
méthode ne donne pas des résultats satisfaisants. En effet, cette approche a parfois tendance
a « effacer » ces composantes lorsque la décomposition est trop profonde (amplification de
Pamortissement). La troncature du transitoire ne fait qu’accentuer le probléme en suppri-
mant une information utile présente au début du signal en sous-bande. Il existe bien sir
des situations ot ce comportement est souhaitable. C’est le cas, par exemple, quand on veut
supprimer la ligne de base d’'un spectre. Mais dans d’autres situations, ceci entraine la perte
d’une information utile pour caractériser I’échantillon étudié. Par conséquent, I'approche

adaptative telle que décrite dans ce mémoire est seulement conseillée dans le cas ou les
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largeurs de raie présentent une certaine homogénéité. Nous envisageons d’étendre cette tech-
nique pour tenir compte du probléme précédent en lui adjoignant, par exemple, un critére
sur les amortissements.

Enfin, nous avons vu que I'approche SVD-HOYW est plus performante que la méthode KT
en termes de détection. Ceci est obtenu au prix d'une augmentation du temps de calcul. En
effet, la méthode SVD-HOYW nécessite un temps supplémentaire pour estimer la fonction
d’autocorrélation. Pour fixer les idées, dans le cas du signal le plus complexe traité ici (en
Poccurrence, le signal CNMR2), I'approche SVD-HOYW nécessite un temps deux fois plus
grand que la méthode KT. Ce temps reste néanmoins raisonnable; il est de 1min pour
SVD-HOYW avec un ordre p = 60 (Pentium PC 2.4 GHz).



Conclusion et perspectives

Le travail présenté dans ce mémoire consistait a analyser les performances de la décomposi-
tion en sous-bandes essentiellement dans le cadre de ’estimation des fréquences de signaux
sinusoidaux, ceci en vue de proposer une stratégie de découpage adaptatif en sous-bandes.
Le contexte physique concerne ’analyse des signaux issus de la spectroscopie de résonance
magnétique nucléaire mis a notre disposition par le Laboratoire de Méthodologie RMN de
I’Université Henri Poincaré. Ces signaux se distinguent par leur complexité, due a leur grand
nombre de composantes, amorties, souvent proches et d’intensités trés différentes. Une autre
difficulté est leur longueur rendant impossible 1'utilisation des méthodes paramétriques dans

le cadre d’un traitement global.

Nous avons commencé par une présentation, dans le cas général de I'estimation en bande
globale, de quelques méthodes paramétriques les plus couramment utilisées pour identifier les
paramétres d’un signal exponentiel amorti. Nous avons vu en simulation que ces techniques
ont des performances trés proches et que la méthode KT présente un biais légérement plus
faible sur le facteur d’amortissement, ce qui donne & penser que cette méthode permet de
détecter plus de modes du signal par le critére du cercle unitaire. Nous avons alors sélec-
tionné cette méthode pour la suite de I’étude. Nous avons ensuite considéré la modélisation
ARMA de ces signaux et les conditions de son utilisation, du point de vue de I’estimation
de la fonction d’autocorrélation. Dans ce cadre, nous avons montré que pour les signaux
amortis, 'utilisation des équations de Yule-Walker modifiées, d’une part, et d’un estimateur
de l'autocorrélation adapté, d’autre part, permet d’améliorer le rapport signal-sur-bruit, a
condition de choisir convenablement le parameétre de réglage de cet estimateur. Nous avons
alors proposé une méthode permettant le calcul de la valeur optimale de ce paramétre. L’ap-
proche résultante ameéliore, a la fois, la précision et le taux de détection par le critére du
cercle, par rapport a la méthode KT et a d’autres approches de type ARMA.

Dans le cadre de I’estimation en sous-bandes, nous avons présenté une analyse de I’ensemble
des modifications subies par le signal d’origine dans un banc de filtres. Celle-ci met en avant
le caractére MA du bruit en sous-bandes, di précisément au choix d’un banc de filtres a re-
couvrement. Cette structure a été sélectionnée pour éviter le probléme de repliement spectral
qui engendre des ambiguités sur la position réelle des fréquences estimées en sous-bandes.

Par la suite, nous avons abordé les problémes spécifiques de ’estimation du nombre de com-
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posantes en sous-bandes et de I'utilisation des composantes polyphasées. Dans le premier cas,
toujours a cause de la structure du banc de filtres choisi, nous avons proposé une modification
sur les critéres de sélection de I'ordre pour tenir compte des zones atténuée et de transition
de la réponse fréquentielle du filtre de décimation. Concernant les composantes polyphasées,
nous avons vu que leur utilisation n’améliore pas les performances de 'estimation a cause
de la forte dépendance entre composantes successives. Enfin, les avantages d’une estimation
paramétrique en sous-bandes ont été mis en évidence a la fois sur le plan de la précision, de

la détection et de la complexité numérique.

Lorsque 'on veut réaliser une décomposition en sous-bandes, un des problémes qui se pose
est celui du choix du facteur de décimation car celui-ci conditionne les résultats de 1’esti-
mation. En effet, plus ce facteur augmente, plus le nombre d’échantillons diminue et plus
les facteurs d’amortissement augmentent. De ce fait, il existe un facteur de décimation pour
lequel les performances d’une estimation en sous-bandes sont optimales, en termes de taux
de détections. Pour optimiser la décomposition, nous avons alors proposé une procédure de
décomposition adaptée au signal. Celle-ci repose sur une régle d’arrét fondée sur une mesure
de blancheur des résidus, en général, et sur la platitude spectrale locale de ces derniers dans
le cas de la décomposition redondante considérée. Nous avons pu voir au travers de simu-
lations numériques que cette méthode nous permettait d’atteindre des performances tout a
fait honorables, plus particuliérement, sur le plan de la détection et du nombre de bandes
finales et ceci comparativement & la décomposition uniforme et aux techniques adaptatives
fondées sur d’autres régles d’arrét. De plus, cette technique assure parallélement une variance

d’estimation raisonnable, induite par la maximisation du taux de détections.

Dans la derniére partie de ce mémoire, nous avons appliqué ’approche adaptative proposée
sur des signaux réels de spectroscopie RMN de complexité élevée. Les résultats montrent
Iefficacité de ’approche par rapport a une estimation dans le cadre d’une décomposition
uniforme, sur plusieurs points : taux de détection, nombre de raies parasites et complexité
numérique. De plus, nous avons vu que ’adaptativité de la décomposition rend le choix des
ordres de prédiction en sous-bandes moins crucial. Enfin, nous avons montré que la méthode
adaptative proposée permet de traiter des signaux obtenus avec un nombre d’accumulations
plusieurs fois inférieur a ceux généralement utilisés en spectroscopie par transformée de
Fourier, ce qui induit une réduction appréciable des temps d’expérimentation. En dehors de
la RMN, des problémes de formulation analogues sont présents dans de nombreux autres
domaines dans lesquels les résultats établis sont directement transposables. Ainsi, bien que
ce ne soit pas présenté dans ce mémoire, cette technique a été appliquée avec succes sur des

sinusoides pures, simplement en levant la contrainte imposée par le critére du cercle unitaire.

Cette étude a permis de dégager des points importants concernant 1’estimation paramétrique
dans le contexte de bancs de filtres. En particulier, le choix de la structure des filtres et de

leur agencement doit impérativement étre effectué en concordance avec ’objectif poursuivi.
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Lorsque I'on s’intéresse a la position des fréquences en sous-bandes, le repliement spectral
doit étre évité. Des précautions particuliéres doivent également étre prises pour déterminer
I’ordre du modeéle exponentiel en sous-bandes. De plus, la décomposition adaptative est
conseillée lorsque le choix du facteur de décimation est problématique. Cette situation se
rencontre lorsque l'on a affaire a des signaux amortis ou plus généralement & des spectres
présentant une répartition non-uniforme des modes, ce qui est, bien siir, souvent le cas en
pratique. Dans ce contexte, la décomposition fondée sur la platitude spectrale des résidus
est plus intéressante car elle permet de stopper la décomposition 1a ou les autres techniques

ne parviennent pas a le faire.

Nous avons également recensé quelques limitations de 1’approche adaptative proposée. En
premier lieu, 'utilisation des résidus suppose évidemment que la méthode d’estimation elle-
méme soit performante. Dans le cas contraire, 'approche adaptative fondée sur le critére
MDL pourrait étre une alternative, puisque indépendante de la méthode d’estimation uti-
lisée. Par ailleurs, dans le cas des signaux qui comportent des modes ayant des facteurs
d’amortissement trés différents, cette approche a tendance a ne pas détecter les modes les
plus amortis. Ceci est di, d’une part, a 'amplification des amortissements en sous-bandes

et, d’autre part, a la suppression du transitoire introduit par les filtres.

En terme de perspectives, il serait tout d’abord intéressant d’étudier I'influence du nombre
d’échantillons d’un signal amorti sur les performances de 'estimation, tant du point de vue
de la détection que de celui de la précision. En effet, nous avons vu au premier chapitre, que
pour les critéres de sélection de I'ordre tel que le MDL, et en raison du terme de pénalité, il
existe un nombre optimal d’échantillons qui maximise la probabilité de détection. De plus,
une analyse encore en cours d’étude suggére qu’il existe un nombre « suffisant » d’échantillons
(en terme d’information de Fisher) qui permette d’atteindre la borne de Cramér-Rao. Il serait
donc intéressant de vérifier, d’'une part, si ces critéres se rejoignent et, d’autre part, s’il est
possible de déterminer analytiquement ce nombre.

D’autre part, concernant le réglage optimal de I'estimateur de 'autocorrélation analysé au
premier chapitre, il serait souhaitable de pouvoir déterminer une image du facteur d’amor-

tissement avant la phase d’estimation proprement dite.

Une autre perspective de recherche concerne 'utilisation d’autres types de décomposition en
sous-bandes et en particulier la possibilité d’appliquer une décomposition en paquets d’onde-
lettes. Cette décomposition n’a pas été utilisée a cause des problémes qui apparaissent dans
les zones de transition des filtres associés (atténuation de modes et repliement spectral). Dans
ce cas de figure, il serait intéressant d’étudier la possibilité de réaliser un découpage adaptatif
dans lequel les zones de transition des filtres sont associées aux bandes vides (adaptativité
longitudinale et transversale).

Le probléme de 'estimation des amplitudes n’a été abordé que de facon sommaire. Or, les

premiers résultats que nous avons obtenus semblent montrer que la décomposition en sous-
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bandes permet d’envisager également une amélioration de ce point de vue. Il conviendrait

donc d’effectuer une analyse plus compléte afin de quantifier cet apport.

Concernant I'application RMN, nous envisageons par la suite de prendre en compte certaines
informations spécifiques a priori, en particulier la linéarité de la phase. Celle-ci peut étre
employée pour la détection des raies parasites ou bien alors pour la synthése d’un algorithme
d’estimation utilisant cette information. De plus, nous comptons apporter quelques modifi-
cations a l'algorithme adaptatif proposé pour qu’il soit plus sensible a la présence de modes

trés fortement amortis, situation que ’on retrouve souvent en spectroscopie du proton.



Annexe A

Bornes de Cramér-Rao pour un

processus exponentiel amorti

A.1 Plusieurs composantes amorties

On considére le processus exponentiel amorti décrit par I’équation (1.1). On suppose que le
bruit e(n) est un processus gaussien indépendant, de moyenne nulle et de variance (connue)
02. Soit 0 = [wy -+ wy g o apy Ay -0 Ay @1 -+ du]T le vecteur des paramétres

inconnus. La fonction log-vraisemblance s’écrit (cf. équation (1.41)) :

(y =x)"(y = x)
Lyl =X =5 (A1)
ol ¢ est une constante (c = —N In 27 — N Inc?). Les vecteurs x et y, chacun de longueur N,

sont formés respectivement par les données non-bruitées et bruitées. La borne de Cramér-

Rao du vecteur 6 est la diagonale de I'inverse de la matrice d’information de Fisher qui est

F—E { OL(y|0) <0L(y\9)>T} (A.2)

donnée par ’expression :

ol 00
Par un simple calcul, on peut montrer que :
1 ox 0x\H
F=-2 — = A.
o2 Re{ae(aa) } (A-3)
Sachant que [YP95] :
197/
0x -7/
— =diag/A ATA] 28V A4
o —dinglA ATAL | (A.)

19Z
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avec

A dlag(A . AM)MXM A5

® = diag(e’ M) nrnn (A.6)
1 = 2Vt

Z = : : (A.7)
1 2y z]\]\/f[_l NN
0 Z1 (N — 1)

7 = (A.8)

N-1
0 ZM (N — 1)ZM MxN
on obtient finalement :
F' =02S'[2Re{ZZ"}]7'S™! 2 62S71QS™! (A.9)

Les bornes de Cramér-Rao des paramétres correspondent aux éléments de la diagonale de la

matrice F~1 :

CRB(w;) = m
49 (A.10)
CRB(4;) = M
CRB(¢;) = MMZHM)
pour i = 1,---, M. La quantité 7, est le rapport signal-sur-bruit de la 7*™® composantes.

Théoréme 2 ([YP95]) Pour un processus exponentiel amorti, les bornes de Cramér-Rao
vérifient les relations :

CRB(w;) = CRB(«;) (A.11)
CRB(A;) = A7CRB(¢;) (A.12)
u

A.2 Une composante amortie

Dans le cas d’'un mode unique, la borne de Cramér-Rao pour la fréquence et le facteur
d’amortissement a pour expression [YP95] :
3 1 _ |21|2N)

(L~ =)
CRBl) = CRB() = 50 NN (L = [oa 2 + [P = Joa PV

(A.13)
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Asymptotiquement (N — o0), cette borne n’est pas nulle. En effet :

1— 2\3
lim CRB(w) — L= 1D

N—o0 2m [z [?

(A.14)

A.3 Une sinusoide pure

La borne de Cramér-Rao dans le cas particulier d’'un amortissement nul se déduit de I’équa-
tion (A.13) :
1 6 o 6

I Bl)=—-—m = 2 A5
dm ORBlwn) = N Ne =1y ~ A NN =) (A.15)

o N

Ce résultat peut étre retrouvé dans [Swi93|.






Annexe B

Approche IQML : Iterative Quadratic

Maximum Likelihood

Si on construit la matrice A de dimension (N — M) x N :

ay ay_q1 - 1 0 e 0
0 a e a 1 o 0

Af= | (B.1)
0 0 e ay ap-g - 1

alors, d’aprés 1’équation (1.3), on a A”Z = 0, ou Z est la matrice de Vandermonde définie
dans I'équation (1.43). Par conséquent, les colonnes de Z sont orthogonales aux colonnes de

A. En utilisant les opérateurs de projection, on a :
I1-7Z(Z"72)7'2" = A(A"A)'AH (B.2)

La fonction de coit (1.46) devient alors :

J(a) =y"AATA) Ay (B.3)
avec a = [a; as -+ ap)?. De plus, on peut remplacer le terme A¥y par I'expression :
y(M)  y(M—1) - y(0)

N RS T DR ()

y(N—-1) y(N-2) - y(N-M-1)
Finalement, le MLE de a est donné par :

argmin |A(AYA)7'Ya'||> £ argmina’ Y (AT A) " Ya! (B.4)



138 Annexe B : Approche IQML : Iterative Quadratic Maximum Likelihood

L’idée consiste maintenant a utiliser 1’équation :
A1 (A7 Ag—) ™ Yag |? (B.5)

de maniére itérative, ol aj, est une approximation de a’ a la k®™ itération et la matrice
Ay, est construite & partir du vecteur aj,_;. A chaque itération, une approximation de a},
est obtenue en minimisant un critére quadratique, puisque Aj_; est fixée. Cette méthode est
appelée IQML (Iterative quadratic maximum likelihood method) |BM86|. Sa mise en oeuvre

nécessite un jeux de paramétres initiaux et un certain nombre d’itérations pour converger.



Annexe C

Propriété de récurrence des termes

d’autocorrélation estimés

Les méthodes d’estimation des paramétres de sinusoides amorties faisant appel explicitement
a l'estimation préalable de la séquence d’autocorrélation considérent le systéme d’équations

suivant (en prédiction arriére) :

rlp+1) #(2,p+1) --- 7(p,p+1) by 7(0,p+1)
Plp+2) #(2p+2) - Fpp+2) | | b | | A0,p+2) 1)
r(l,p+c¢) 7(2,p+c¢) --- T(p,p+c) b, 7(0,p 4+ ¢)

ou 7(i,j) correspond aux différents estimateurs de la fonction d’autocorrélation discutés
au paragraphe 1.6. Notre objectif est de montrer que la récurrence vérifiée par le signal
non-bruité xz(n) dans I’équation (1.4) est également vérifiée, en moyenne, par la séquence

d’autocorrélation.

C.1 Méthode HOYW : estimateur pré-fenétré

Dans le cas de la méthode HOYW, I'estimateur de 'autocorrélation est donné par la relation
(1.55). Notons d’abord que y,(n) s’écrit :

wn)=y(N—-—n—-1), n=0,1,..,N -1 (C.2)
Nous avons alors :
| N
"60) =« YN —k+i—-1y"(N—-k—j—1) (C.3)
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Sachant que y(n) = x(n) +e(n) ou z(n) est un terme déterministe et e(n) est un bruit blanc

a moyenne nulle et de variance o2, il vient :

E{#(i,j)} = % 2 <x(N k4 Da (N —k—j—1)+0%(i — j)) (C.4)
k=max(i,5)

D’apreés la structure de I’équation (C.1), nous avons i < j. Il s’ensuit que le terme (i — j)

dans I'équation précédente est nul. Dans le cas du modele exponentiel, nous avons alors :

E{7(i,7)} ii( Z:li/[: b (2 )N 12*J> 2
Nl:l k=j m=1 l m)

=D i)z (C.5)

Il est donc clair que, pour j > p fixé, la séquence E {#(i, j)} contient les mémes modes {2 }1Z,
que le signal non-bruité z(n). Par conséquent, 7(i,j) vérifie, en moyenne, une équation de

récurrence par rapport a ¢ du méme type que celle d’'un processus ARMA standard.

C.2 Méthode de Handel

L’estimateur de la fonction d’autocorrélation intervenant dans la méthode de Héandel est
donné dans I’équation (1.60). En utilisant le méme raisonnement que précédemment, il est

aisé de montrer que :

E{r(i,j)} = f:( i/[:h (222" *J)zl’

—p =1 k=0 m=1

N—L—p
i 1 (j (C.6)

=1

N—L-p-1

L’estimateur de Héndel vérifie donc bien I’équation de récurrence (1.49).



Annexe D

Description des signaux analysés

D.1 Signaux CNMRI1 et CNMR2

Les tableaux D.1 et D.2 montrent la composition chimique des signaux CNMR1 et CNMR2,
respectivement. Les signaux correspondants ainsi que leurs spectres d’absorption sont repré-

sentés sur les figures D.1 et D.2.

Substances Formules Quantités (g)
Benzéne CeHg 0.0362
Ethylbenzéne CgHyg 0.2818
Toluéne C,;Hg 0.5195
1,3-Dimethylbenzéne CgHyg 0.2449
1,3-Dimethyl-5-ethylbenzéne CgHyy 0.4002
Chloroforme—D CDCl; -

TAB. D.1 — Composition chimique du signal CNMRI1.
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F1G. D.1 — (a) Le signal temporel CNMR1; (b) Le spectre d’absorption.
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Substances Formules Quantités (g)
Toluéne CrHg 0.5322
m—Ethyltoluéne CoHi5 0.3395
Ethylbenzéne CsHyp 0.3931
0-Xyléne CsHyp 0.2986
1,3-Dimethyl-5—ethylbenzene CioH14 0.2651
m—Xyléne Cngg 0.3089
Tetraline CIOHIQ 0.3312
Indane Cng() 0.2893
n—Propylbenzéne CoH15 0.1593
p-Xyléne CgHig 0.1208
1,2-Dimethyl-3—ethylbenzéne CioHys 0.1150
1,3,5—Trimethylbenzéne CoHyo 0.0806
Naphtaléne ClOHS 0.0188
1,2,3-Trimethylbenzéne CoHyo 0.0488
Isobutylbenzéne CioH14 0.0132
Benzéne CeHg 0.0765
2,4-Dimethylhexane CgHig 0.1012
2,3,4-Trimethylpentane CgHig 0.1489
TMS C4H15Si -
Dioxane C4HgO, -
Chloroforme—D CDCl; -

TAB. D.2 — Composition chimique du signal CNMR2.

D.2 Signal obtenu avec différents nombres d’accumula-
tions : CNMR3

La figure D.3 représente la molécule analysée. Le nombre d’accumulations utilisées pour
obtenir le signal RMN du carbone-13 varie entre 1 et 2048. Les spectres correspondants sont
représentés sur la figure 4.14. La liste des raies du spectre est décrite dans le tableau D.3 et
la figure D.4.
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Atome Déplacement Fréquence Noyaux de sucre
[ppm]
C1/H1 37.897 ~0.16397
C2/H2 25.016 -0.18989 A - Galactopyranose
C3/H3 84.303 -0.07059 Position  Déplacement Fréquence
C4 54.961 -0.12963 [ppm]
C5/H5 48.363 -0.14291 1 104.04 ~0.03089
C6/H6 20.286 -0.19940 2 73.512 -0.09231
“C7/HT 36.059 -0.16767 3 75.278 -0.08875
C8 39.940 -0.15986 4 70.048 -0.09928
C9/H9 46.833 -0.14599 5 76.593 -0.08611
aC10 36.059 -0.16767 6 61.640 -0.11619
CI11/H11  23.550 -0.19284
012/H12 121.90 0.00505 B - Xylopyranose
C13 145.00 0.05153 Position  Déplacement Fréquence
C14 41.936 -0.15584 [ppm]
*C15/H15  32.644 -0.17454 1 104.77 20.02942
C16/H16  74.475 -0.09037 5 75 088 10.08914
C17 48.699 -0.14223 5 78904 0.08269
C18/HI8  41.254 -0.15721 4 70.658 -0.09805
C19/H19  47.088 -0.14547 5 67.079 0.10525
C20 30.866 -0.17812
bC21/H21  32.644 -0.17454 . .
C22/H22  35.856 -0.16807 __C - Acide glucuronique
C23/H23 209.84 0.18200 Position = Déplacement Fréquence
C24/H24  10.845 -0.21840 [ppro]
C25/H25  15.516 -0.20900 1 103.62 -0.03174
C26/H26  17.248 -0.20552 2 78.374 -0.08252
C27/H27  27.010 -0.18587 3 85.939 -0.06730
€28 179.90 0.12176 4 77.024 -0.08524
C29/H29  33.172 -0.17348 5 71.214 -0.09693
C30/H30  24.583 -0.19076 6 171.90 0.10566

%Liaisons chimiques partageant la méme
fréquence de résonance.
*Idem.

TAB. D.3 — Correspondance avec les signaux de RMN.
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