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1. Introduction

Pour fonctionner correctement, les systémes de contréle-commande et desurveillance
des processus industriels ont besoin de recevoir, en permanence, des informations
représentatives de |'état de cesprocédés. L'élaboration de commandes complexes est en
effetinefficace, si lesinformations prises en compte par les algorithmes qui les génerent
sont erronées et/ou incohérentes. La performance et lafiabilité de I'ensemble des moyens
de commande et de contrdle sont liées a la qualité des systemes de mesures. Toute
défaillance de I'instrumentation conduit a la génération dinformations erronées. Les
algorithmes élaborent alors des ordres et des comptes rendus qui ne correspondent pas a
I'état réel du procédé, d'ou une diminution des performances et de la fiabilité et parfois
méme, une mise en cause de la sécurité. Lavalidation de mesures qui permet de sassurer
de la cohérence des informations acquises constitue donc une étape essentielle qui doit
précéder toute tentative de conduite rationndlle.

L'une des techniques permettant de sassurer de la crédibilité d'une mesure consiste a
créer une redondance d'informations ; celle-ci peut étre obtenue en utilisant, par exemple,
les relations structurellement exactes de bilan matiére ou de bilan énergie. Ce type de
redondance est qualifié d'analytique ou fonctionnelle, contrairement a la redondance
matéridlle obtenue en multipliant les capteurs mesurant une méme grandeur.

2. Redondance matérielle

L'idée premiéere, pour sassurer de la validité d'une mesure, est de doubler (systeme
duplex), tripler (systemetriplex), ..., multiplier les chaines de mesure. Cette redondance,
dite matérielle, permet une détection voire une localisation des capteurs défaillants. La
fiabilité et lasmplicité de la méthode ont, pour contrepartie, un surcolt de I'installation et
une diminution du temps moyen de bon fonctionnement.

La redondance matérielle double (figure 1) ne permet que la détection d'une panne
simple.
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Figure 1 : redondance matérielle double

S m; et m, sont les mesures issues de deux capteurs identiques soumis au méme
mesurande, my; et my; , cesmémes vaeursfiltrées, ladifférence my; - m, ; est comparé a
un seuil fonction des tolérances et des caractéristiques statistiques des bruits de mesure.
Cette méthode détecte une panne de capteur mais ne localise pas |e capteur en panne.



Les systemes triplex (figure 2) ou plus, permettent la détection et lalocalisation de la
panne capteur en utilisant, en cascade, un détecteur et un voteur.
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Figure 2 : redondance matérielleftriple

Le détecteur calcule trois "résidus’ rq, I, €t 13 @ rp =Mmys - Mhys, I, =My - My €t
3 =Mt - Mgy

Lerdledu voteur est de déterminer le capteur en panne. Cette décision peut étre prise
en prenant en compte les caractéristiques statistiques précédentes et en analysant la
dispersion des trois mesures.

L 'approche redondance matérielle est tres efficace bien qu'elle ne couvre pas les pannes
de mode commun : panne d'alimentation éectrique, panne de masse etc... Le colt et
I'encombrement ainsi qu'un champ d'application strictement limité aux pannes capteurs
congtituent les inconvénients majeurs de cette méthode.

3. Redondance analytique

Une autre solution consiste a utiliser les relations qui existent entre les mesures de
grandeurs dépendantes qu'elles soient ou non de méme nature.

Cette méthode, appel ée redondance analytique, ne peut étre mise en oeuvre que si I'on
dispose d'un modéle statique ou dynamique, linéaire ou non linéaire, déterministe ou
stochastique du systeme ou du sous-systéme reliant les entrées et |es sorties mesurées. La
technique de redondance analytique permet une exploitation optimale de toutes les
informations acquises dans le cadre d'une configuration d'instrumentation donnée. Elle
vient en complément de la redondance matérielle et peut permettre d'en réduire le degré de
redondance.

Laredondance analytique consiste a utiliser des informations supplémentaires issues
de modéles générant des grandeurs homogenes a celles provenant de capteurs. Elle
exploite la redondance informationnelle contenue implicitement dans un ensemble de
mesures. L'utilisation des techniques de redondance analytique repose sur la disponibilité
d'un modél e de connaissance ou de représentation ; elle augmente fortement I'ordre de la
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redondance et a pour conséguences d'augmenter lafiabilité et la slreté d'un systeme de
détection, deremplacer un capteur matériel par un "capteur mathématique" ou " capteur
informationnel” et de permettre I'implantation d'un voteur pour un systéme de redondance
matérielle double.

Mesure 1
'
Mesure 2
> Mesure validée
Traitement —
Entrée 1
"Mesure 3"
Entrée 2
Modéde —P>
Entrée 3

Figure 3 : redondance matérielle et analytique

C'est une technique de base pour la conception de systemes de diagnostic et pour
I'établissement d'un cahier des chargesincluant ladéfinition del'instrumentation minimale
requise et celle des performances du systéme de diagnostic (robustesse, précision,
sreté,...)

Laredondance analytique dont I'utilisation permet la détection et la reconnai ssance de
défauts de fonctionnement de fagon a effectuer des actions correctivesappropriées, repose
sur des relations de cause a effet, statiques ou dynamiques, qui existent entre les entrées et
les sorties observées d'un systeme. Son champ d'application ne se limite donc pas aux
pannes de capteurs mais sétend aux pannes des actionneurs ou a celles du procédeé ui-
méme.

L'approche utilisant la redondance analytique se décompose généralement en deux
phases distinctes. La premiere concerne la génération de résidus caractéristiques de la
panne. lls représentent les écarts entre le comportement observé du systéme et le
comportement de référence attendu en fonctionnement "normal". Ces résidus sont
généralement a moyenne nulle et ont une variance déterminée en |'absence de défauts de
fonctionnement. Le probléme qui se pose au concepteur du systéme de diagnostic est de
sélectionner les résidus satisfaisant le compromis : sensibilité maximum aux pannes que
I'on cherche a détecter - sensibilité minimum aux erreurs de modélisation et aux bruits de
mesure. Ces résidus sont donc obtenus principalement a l'aide des deux approches
suivantes :

- soit par une approche physique qui se fonde sur l'utilisation d'un modéle de
connaissance. Les résidus traduisent alors le degré de satisfaction des lois de la physique,
en particulier les lois de conservation de la masse, de I'énergie ou de la quantité de
mouvement. Les résidus ont alors une signification physique évidente et constituent des
résidus de bilan ;

- soit par une approche mathématique autour d'un formalisme de représentation du
type "représentation d'état” qui conduit au concept d'espace de parité smple et généralise
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(ou autre méthode liée directement). Le formaisme d'état est puissant et bien adapté a une
grande classe de problemes régis par des équations différentielles.

La seconde étape concerne la prise de décision qui a trait a la détection et
éventuellement alalocalisation d'un é ément défaillant. Elle met en oeuvre des techniques
de détection de ruptures et de tests multi-hypotheses.

Ces deux phases sont intimement liées et elles doivent étre adaptées et étudiées
ensemble lors de la résolution du probleme.

4. L'approche espace de parité - cas statique

L'objet de cette méthode ne concerne pas uniquement la génération des relations de
redondance, €lle explicite également leur utilisation pour la détection et lalocalisation des
défaillances de capteurs. Cette méthode a été dével oppée initialement dans le cadre de
I'étude des centrales inertielles & composants liés appelées "strap-down" utilisées en
avionique. Elle a permis de montrer gu'un systéme trois axes quadruplex (capteurs
quadrupl és pour des raisons de sécurité) nécessitant douze accélérométres, peut étre réduit
aun systeme n'utilisant que six accélérometres correctement orientes.

4.1. Calcul du vecteur parité
Considérons le cas généra d'une équation de mesure al'instant k :

y(k) = Cx(K) +e (k) + Fd(k) (1)
xT R", yT R™, dT RP, eT R™
CirR™ FIR™P

ou y(K) est le vecteur de mesure, x(K) le vecteur des variables amesurer, d(K) le vecteur des
défauts pouvant affecter certains capteurs et e(k) le vecteur des bruits de mesure ; C est la
matrice caractérisant le systeme de mesure et F est la matrice qui traduit la direction des
défauts. Dans la suite, on considere le cas ou le nombre de mesures m est supérieur au
nombre de variables n de fagon a se placer dans une situation de redondance (cette
condition est suffisante mais non nécessaire).

On souhaite analyser la consistance des mesures et détecter la présence des défauts ;
pour celaon cherche a établir des relations entre les mesures qui sont indépendantes des
grandeurs inconnues mais qui restent sensibles aux défauts.

On définit le vecteur parité p(k) projection du vecteur des mesures y(K) :

p(k) =Wy(k) (28)

ou W est une matrice de projection. Parmi les propriétés de cette matrice, son
orthogonalité avec C entraine en particulier :

p(k) = We(k) + WFd(K) (2b)



On note, que dansle casidéal - absence d erreurs de mesure e(k) et de défauts d(K) -
le vecteur parité est nul. Par conséquent, |'éguation (2a) traduit I'ensemble des redondances
qui lient lesmesures y(K) :

Wy(k) =0 3)

On peut noter que I'expression (2a) permet le calcul numérique du vecteur parité a
partir des mesures, c'est laforme de calcul du vecteur parité, alors que I'expression (2b)
explique I'influence des erreurs de mesure et des défauts, c'est saforme d'évaluation.

De nombreuses méthodes peuvent étre employées pour la détermination de cette
matriceW. On peut, par exemple, effectuer une élimination directe par substitution des
inconnues. Lamatrice C, de rang m, peut étre décomposée sous laforme:

_ 0
c- %z )

ou C; est réguliére. Une matrice orthogonale a C sécrit alors ssmplement :
w=(cet -1) (5)

4.2. Premier exemple
Considérons e systeme de mesure suivant :

d 21l & & O

¢l 0 2+ ¢l ¢0 0=+
y(k)=C¢1 1 1+x(k)+ %l gk)+¢0 O+d(k)
C + 1+ ¢ +
91 0 1+ 91+ 91 1+
e2 0 2¢g elg e0 Og

gui correspond aune configuration simple ou I’ on dispose de cing mesures couplées de
trois grandeurs. Le lecteur pourra aisément constater la redondance inhérente a ce systeme
de mesure ; celle-ci peut étre mise a profit pour générer deux équations de redondance
liant les composantes y; (k) du vecteur de mesure.

On peut extraire de C une sous-matrice réguliere de rang 3, notée C; formée, par
exemple, destrois premiéereslignesde C ; onadonc :

_ai 0 2 B 0
Cl"% + Q"éz 0 20
el 1 1o

D'aprés (5), lamatrice W sécrit :

W 102 -1 04
"e-204 0 -1o



ce qui permet de donner les deux formes du vecteur parité, en fonction des mesures ou en
fonction des “ perturbations” :

_& Y1(K) +2y3(K) - va(K) 6

PIO=E 210K+ dya(K) - y6(K)e2

(62)

05 201 (K) - dy(K)g
p(k)=? o, & dy (k) - da(K)g (6b)
eekig e -2di(k) o
Laforme (6a) permet le calcul du vecteur parité ; commeles erreurs e(k) sont avaleur

moyenne nulle, la forme (6b) est utilisable pour détecter et estimer les défaillances
éventuelles.

Le lecteur pourra des a présent noter que la forme des équations de redondance n'est
pas unique ; toute combinaison linéaire des équations (6a) est également une équation de
redondance, mais qui ne fait pas nécessairement apparaitre les mémes variables. Cette
remarque importante est a la base de la “structuration” des résidus pour faire apparaitre
les propriétés d'isolabilité des défauts. Pour cet exemple de faible dimension,|’ élimination
de y; (k) entreles deux équations conduit ala nouvelle équation de redondance :

- ¥5(K) + 2y,(k) =0 (6c)

On remarqueraque I’ élimination de y; (k) entraine systématiquement celle de y;(K) ;
les défauts éventuels intervenant sur ces deux mesures ne seront donc pas isolables
(différentiables). On notera également que la mesure y, (k) n’intervient dans aucune
équation de redondance ; un défaut sur cette mesure ne sera donc pas détectable.

4.3. Découplage par rapport a certains défauts

Dans le cas ou la matrice WF est réguliére, et en négligeant les erreurs de mesure,
I'expression (3) fournit un moyen de détecter les défauts d(k). On voit alors la nécessité
d'étudier avec soin le rang de la matrice WF et on imagine aors qu'un choix
malencontreux de W peut faire disparaitre des directions de défaillance (cas ou la matrice
WF contient une colonne de "0"). De fagon plus générale, le concepteur peut souhaiter
disposer d'un vecteur parité sensible a certains défauts a détecter et ne pas vouloir
Sintéresser a d'autres types de défaut. Ceci conduit a détailler I'expression du vecteur de
mesure sous laforme:

y(k) =Cx(k) +e(k) + F d" (k) + F d” (k) 7)

ot d (k) et d” (k) désignent respectivement les défauits auxquels on veut étre sensible et
insensibleet F* et F~ les matrices associées. Le principe précédent de la génération du
vecteur parité est conservé. On cherche alors une matrice W orthogonale a |'espace
engendré par lescolonnesdeC etde F ' :

w(c F)=0 (8)
Le vecteur parité sexprime dors:
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p(k) = We(k) + WF"d" (k) (9)

Il est donc sensible aux défauts a détecter, mais comme nous l'avons déa fait
remarquer, il faut préalablement étudier le rang de la matrice WF™. Dans le cas ol
I'équation (8) n'admet pas de solution, on peut envisager une résolution approchée en
essayant de satisfaire au mieux la condition d'orthogonalité. Le probleme peut étre
formulé en termes d'optimisation multivariable, par exemple:

. Tmin ||WF ||
Fmin ||W(C F)| P W
i ou imax ||WF+| (10)
jmax ||\NF+| ¢ W
w ¥sous WC =0

Notons que larésolution de ces problémes multicritéres n’ est pas aisée. Les solutions
ne peuvent étre exhibées que si le poids relatif d'un critére par rapport a |’ autre est
précisé. Une fagon classique pour obtenir une solution consiste areformuler le probléme
al’aide d’'un seul critere.

Par exemple, s I'on souhaite un découplage parfait par rapport a |’état, deux
problémes peuvent étre considérés :

jw'c=0
L Ol ST ‘“)

Examinons le premier probléme. Celui-ci peut étre résolu en relaxant les contraintes
par éliminination des variables dépendantes. En effet, lamatrice C est, par hypothese, de
plein rang colonne. On peut donc en extraire une sous-matrice réguliére notée C,. La
contrainte sécrit alors sous laforme :

w'C= (WI Wg)ggg =0 (12)

Celapermet d'exprimer le vecteur w uniquement en fonction de w;, :

.. <Y TATA
W:iého:g G CQQWZZP\NZ (13)
ew,g € | @

Larecherche du minimum, par rapport a w, du critere :
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_ el

(14a)
=
W
souslacontraintew'C =0 (14b)
se ramene alarecherche du minimum, par rapport a w,, du critére:
T
_ wiPTE | wiPTE (F) Pwy  wlaw, 149
T T T
|| P'F | wiPTEY(F*) Pw,  W2BW
Lacondition de stationnarité du critére, par rapport a w, Sécrit :
1l 2Aw2W2 Bw, - W) Aw,2Bw, _ -0 (152)
e (ule)
® 0
I 2 A
m._2¢ W2 W2 B'w, =0 (15b)
fw,  w,Bw, ¢ W2 Bw, =
e ~ 7 @
Levecteur w, est donc solution de:
(A-1B)w, =0 (16)

Par définition, celasignifie que w, est vecteur propre généralisé de la paire (A,B).
Commel est lavaleur propre généralisée correspondante, mais que c'est également la
valeur du critere que I'on cherche a minimiser, on choisira pour w, le vecteur propre
associé alaplus petite vaeur propre généralisée delapaire (A, B) .

Le second probleme se résout de facon analogue. La recherche du minimum, par
rapport aw, du critére:

| =|w'F ||2 - k2||WTF+||2 (17a)
souslacontrainte w'C = 0 (17b)

se ramene alarecherche du minimum, par rapport a w,, du critere :

| :||w£PF‘|2- 1AW, - k) Bw, (17¢)

| =wy(A- K*BJw, (17d)

Il suffit donc de rechercher la plus petite valeur propre de la matrice A - k’B, de
séectionner |e vecteur propre correspondant et de revenir aw par la matrice de passage P.
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Les vecteurs propres déterminés dans I'un ou l'autre cas, permettent de générer le
vecteur parité le plus insensible aux perturbations d” (k) et le plus sensible aux
perturbations d (k). Les autres vecteurs propres généralisés peuvent cependant étre
utilisés pour la génération d’ équations de redondance ; les performances de découplage
sont alors liées aux amplitudes des valeurs propres correspondantes.

4.4. Deuxieme exemple

Appliquons cette procédure a l'exemple suivant qui correspond a un systéme
comportant cing capteurs mesurant trois variables et soumis atrois perturbations :

A 2 1 a 2 Ay
cl 0 2= cl 2=+ cO-=
c=C¢1 1 1+ F =60 0+ F'=C3+
¢ = ¢ - Ci=
91 0 1+ 92 5+ 91+
e2 0 290 e0 1o elg

On pourra vérifier que les colonnes des matrices C, F~ et F* sont indépendantes ;
celagarantit I'existence d'une solution non dégenérée pour w. On peut extraire de C une
sous-matrice réguliére de rang 3, notée C, formée, par exemple, destrois premiéres lignes
de C ;onadonc:

@ 2 1 0 1
Q=g 02 Q5 o
el 1 1o

Lamatrice P sécrit dlors:

el 24
0 O+
P:Q-Z -4+
¢ 1 +
¢ 0=
el 1o

Le vecteur w, correspondant a la plus petite valeur propre genéralisée de la paire
(A,B) vaut :

w, =(- 05771 0.8167)"
ce qui donne ensuite, en utilisant la matrice de passage P

w=(10562 0 -21123 -05771 0.8167)"

On peut aors en déduire le vecteur parité, sous la forme calcul (en fonction des
mesures disponibles) et sous laforme explicative (par rapport aux défauts) :
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p=w'y =1.0562y, - 2.1123y, - 0.5771y, +0.8167ys
p=w'Fd=-0.0981d; +0.0433d; - 5.0413d"

L es expressions obtenues par I'une au |'autre méthode, traduisent bien le découplage
parfait vis-&vis de I'é&at du systeme, une sensibilité “réduite” par rapport aux
perturbations d” et une sensibilité “marquée” par rapport & la perturbation d*. Le
lecteur pourraalors se poser le probléme plus délicat de I'interprétation quantitative du
vecteur parité en fonction des défauts auxquels on ne veut pas étre sensible ; enparticulier,
pour ces derniers, |I'nypothése de bornitude peut étre exploitée pour construire I'envel oppe
du vecteur parité et ainsi disposer d'un seuil de détection garantissant le rejet des fausses
alarmes dus aux perturbations indésirables.

4.5, Extension aux systémes avec contraintes
Le formalisme précédent sétend aisément au cas de systemes de mesure dont les
variables sont contraintes. Cette situation apparait quand on considere un processus

caractérisé par un modéle et une équation de mesure :

i Y(K) = Cx(k) +e(k) + Fd(k)

§ () =0 9

On retrouve la structure du cas non contraint en écrivant ce systéme sous la forme
agrégée:
@o . _ &0 @o e
YK =§ ox(K)+ 5 e(k)+ 0 d(k) (19)

e0g

Comme précédemment, la génération du vecteur parité et des équations de redondance
qui lui sont associées repose sur I'éimination des variables inconnues x(k) . 11 suffit donc
de chercher une matrice W telle que:

o
Wé As 0
Le vecteur parité est alors défini par ses formes calcul (20a) et “explication” (20b) :
_\ &0
p(k) =W, (K (20a)
_ @0 &0
p(k) = WéOze(k) + Wé O;z;d(k) (20b)

Comme précédemment e vecteur d(k) peut étre décomposé en composantes vis-a-vis
desquelles on souhaite étre sensible et en composantes vis-a-vis desquelles on souhaite
étreinsensible.
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4.6. Décomposition systématique

Les résultats issus de la classification des variables par |’analyse d observabilité
peuvent étre utilisés pour |’ extraction des équations de redondance.

Les systemes contraints (18) et non contraints (1) peuvent étre traités de la méme
maniére sous réserve de transformations préalables (élimination de la contrainte).
Considérons en effet le systeme (18), les colonnes de la matrice des contraintes A peuvent
étre permutées de fagon afaire apparaitre la partie réguliere A; de A. Lacontrainte s écrit
aors:

(A_L Ag)ie(l(k)d _

&x,(K)g (21)

Lamatrice Ay étant réguliere, on peut alors exprimer une partie de I’ état en fonction de
I’autre. Le vecteur d' état S écrit alors:

® A 1A26

x=g ool (22)

Le report de cette expression dans I’ équation de mesure de (18) permet d’ écrire :

y(k) = Cge AillAngZ(k) +e(Kk) + Fd(k) (23)

Cette expression revét une forme tout a fait identique ala description des systémes non
contraints (1). De maniere générale, les deux types de systemes (1) et (18) peuvent donc
étre décrits par I’ éguation :

@/( K)o

(-1 C)éx(k)g =e (k) + Fd(k) (24)

Ou encore, avec une ecriture plus “ compacte” :
Mz(k) = b(k) (25)
L’ analyse d’ observabilité d’ un tel systéme peut étre conduite de la maniére suivante.

Lamatrice de contrainte M est tout d’ abord partitionnée en accord avec | e partitionnement
de z en composantes mesurées et Non Mesurees :

=g S (26)
B gqﬁ (K)o
M=(My, Mm) (27)
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Des permutations de lignes et de colonnes permettent ensuite de faire apparaitre la
partie réguliére M, delamatrice Mg, :

Variables Variablesnon

mesur ées mesur ées
f—/%

M M
M = @EMml m11  Vim126 (29)
eMm2 Mmoo Mppo0
o o ® Mni, 00
Lamultiplication a gauche de M par lamatriceréguliereT =¢ 1 - permet
€ MmoiMm; 12
d’ obtenir laforme “canonique” de M :

Var. Var. non
mes mes
EM I Myg
1 20
M=% 29
eM 0O Og (29)

Lamatrice M, décrit alors les équations de redondance recherchées.

4.7. Troiseme exemple

Pour certaines applications (chimie, pétrochimie, minéralurgie, etc...) le modéle du
processus est constitué de I'écriture des bilans matiére ou I'on prend en compte des
équations de conservation de masse ou de volume. On représente alors le processus par
un graphe orienté dans lequel :

- les arcs (voies) correspondent aux flux de matiére dont les directions sont
déterminées par la structure du processus,

- les noeuds représentent les unités de traitement, de transformation ou les points de
jonction de plusieurs arcs, chague noaud est décrit par une équation.

A ce systeme, on associe une matrice d'incidence M définie par :
M = (m,J) i =1,..,n; ] =1,...,v
ou n est le nombre de noauds et v le nombre de voies, et telle que:

m; =0 dlavoiejn'est pasreliee au noaud i,
m; =1  dlavoiej "entre” dansle noeud i,
m; =-1 dlavoiej "sort" du noeud .

En définissant le vecteur X des différents flux de matiere au sein du processus, le
modele sécrit Ssmplement :

MX =0
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Il revét directement la forme (25) ; les équations de redondance peuvent donc étre
générées en suivant la démarche proposée précédemment.

Considérons, atitre dexemple, le réseau de la figure 4 formé de huit nceuds et quinze

VOi€es.

9 14

1 15
L’C|> v vV |J—»
3 4 6 11 13
8 7

10

AV4
7%

12

Figure 4 : Réseau de transport

Les arcs marqués d'une croix correspondent aux mesures de flux. Si I'on note X, le
Sous-vecteur correspondant aux mesures, on a:

Xm=( % X1 X Xg X X14)T

La meatrice dincidence associée M sécrit :
Voiesl 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Noeuds
I 1-1-1

I .o

I 10 L1
M = v Ce e ..
\% e - .. 1 11

VI e
VIl R
VI .

La décomposition systématique présentée au paragraphe 4.6 peut étre appliquée,
cependant, compte tenu de la nature particuliére de la matrice M, une méthode plus simple
peut étre envisageée.

On sépare tout d'abord les parties mesurées et non mesurées par simple permutation

des colonnes de la matrice (cf. eg. (27)) :
- 17 -



Voies1 2 4 6 8 10143 5 7 9 11 12 13 15
Noeuds

| i-1 . . . . .|-1.
I A I
1 N A I e

M = v . . . . .1 0. . 1 L.
Vv et I S A
VI e S A T
VIl . . -1 . 11 .2 . . . . . .
VI T e A A

On fait ensuite apparaitre, dans la partie de la matrice correspondant aux grandeurs non
mesurées, une matrice identité al'aide d'une méthode de pivot. Rappel ons briévement cette
méthode. Pour chague colonne de lamatrice My, :

- rechercher le premier élément non nul (Sil est négatif, inverser tous les signes de la
ligneou il setrouve),

- marquer cet éément comme pivot s la ligne considérée n'en comporte pas, sinon
poursuivre larecherche dans la colonne (s aucun élément ne peut étre marqué, passer ala
colonne suivante),

- éliminer, par combinaison linéaire de lignes (ici somme ou différence), les é éments
non nuls situés sur la colonne du pivot.

Lamatrice M sécrit aprés la premiére opération portant sur la colonne 3 et les lignes 1
et

Voies1 2 4 6 81014/3 5 7 9 11121315
Noeuds
| S 1
I R R APt VR R
I R T
M= IV T I
v o P R
VI AT PR |
vl (111 . 11 . .. L
vie . o114

Sur cette matrice, |'élément encadré correspond au pivot choisi. En réitérant |'opération
sur I'ensembl e des colonnes de la sous-matrice correspondant a la partie non mesurée, on

obtient :

Voies1 2 4 6 81014/3 5 7 9 11121315
Noeuds

| S Y

I A S N Y

{1 R T R - | e I

M= IV o111 01 oaaf. . . L

v oo oo o s T[]
vie .. o 1)
vil (1 -1-1 . 11 .|. . . . . . ..
v | 111 a0 1]




Sur cet exemple, on remarquera que la colonne 15 ne peut étre utilisée pour effectuer
des réductions pivotales. La derniére étape consiste a réordonner la matrice obtenue par
des permutations de lignes et de colonnes de maniére a obtenir laforme canonique (29) :

Voies1 2 4 6 8 10143 5 7 9 11 12 13|15
Noeuds
I 11 . . . . 1]
I S | 1
VI ... 11 . 1] .
M = 1] .11 1 -1 1. .
v .11 1 1 -1 1] .
VIl .1 11 .- . . . . 1]
V T | I
VIl 1-1-1. 11

Lalecture de cette matrice permet d'obtenir une équation de redondance :
X1- Xg - Xgt+Xg+X0=0

qui correspond, en fait, al'agrégation des équations des noauds| et VII.

4.8. Analyse du vecteur parité

En pratique, comme I'indique I'expression (2b), le vecteur parité est |la somme de deux
termes, le premier We(k) apporte une contribution aléatoire de statistique connue si celle
du bruit e(k) est connue, la seconde WFd(k) est une composante déterministe dont la
direction est fixée par le rang du capteur en défaut et I'amplitude est fonction de celle de la
défaillance du capteur.

Lors d'une défaillance d'un capteur, I'amplitude du vecteur parité évolue et Soriente dans
la “direction de défaillance” associée au capteur concerné. On peut préciser ce point en
étudiant les propriétés statistiques de p(k).

On suppose que e suit une loi normale. En I'absence de défaillance (d(k) = 0) le carré
de lanorme du vecteur parité suit alors une loi du chi-2. On peut donc comparer cette
norme a un seuil qui est fixé a partir d'un niveau de confiance associé a la loi de
distribution du chi-2. Cette phase de détection de la présence d'une défaillance doit étre
complétée de fagon alocaliser la défaillance. Une solution simple repose sur I'analyse de
la corréation entre le vecteur parité et les différentes directions dedéfaillancematérialisées
par les vecteurs formés par les colonnes de la matrice W et la détermination de la
corrdlation laplus grande.

Une autre solution consiste a normaliser chaque composante du vecteur parité afin de
pouvoir comparer leurs amplitudes ou a prendre en compte la précision des mesures lors
de la phase de génération. On présenteici le calcul du vecteur parité, en tenant compte de
ces précisions. Considérons, & un instant donné k (non représenté afin de simplifier
I'écriture) un ensemble de mesures redondantes liées par |'égquation :

y=Cx+e (30)
- 19-
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On note V la matrice de variance des erreurs de mesure. Pour normaliser le vecteur des
mesures on utilise la variable réduite :

y=vy (31)

Les colonnes de la matrice C définissent un sous-espace vectoriel de dimension n dans
I'espace de mesure R™M. Le sous-espace vectoriel orthogonal al'espace engendré par C est
appelé espace de parité. Cet espace est de dimension m- n. On peut alors définir le
vecteur parité p, projection dey sur |'espace de parité :

p=Wy (32)

W est lamatrice de projection de dimension (m - n).m devant satisfaire les conditions
suivantes :

wv Y2c=0 (333)

WW' = | (33b)
-1

ww=1 - V'1/2C(CTV'1C) clv /2 (33¢)

La premiere condition (33a) permet de rendre le vecteur de parité indépendant de la
grandeur mesurée. En effet :

p=Wy =W Y2cx+wv Y% (34a)
p=wv "% (34b)

La deuxieme relation (33b) exprime juste une condition de normalité ; les vecteurs
définis par leslignes de lamatrice W doivent étre orthonormeés.

Pour prouver la nécessité de (33c), on peut remarquer que, compte tenu de (33a), les

colonnes de lamatrice C et les lignes de lamatrice W définissent une base de R™. Le
vecteur de mesurey sécrit donc en fonctiondeC et W :

y=V Y2ca+W'p (35)

Les valeurs de a et b sobtiennent aisément en multipliant respectivement (35) par
c'v¥? e par W:

c'v¥2y=clvica+c'v¥2w'p (36a)
Wy =W Y2ca+ww'b (36h)

Compte tenu des propriétés (33a) et (33b), ces équations permettent d'extraire
facilement lesvaeursde a et b que I'on peut ensuite reporter dans I'équation (35) :
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-1
dou:
-1
ww=1-vY 2c( c'v’ lc) clv /2 (38)

On constate, en pratique, que les relations (33) sont insuffisantes pour déterminer W de
maniére unique. Les auteurs de cette méthode ont alorsimposé que les ééments w;; soient
positifs. Lamatrice W peut alors étre calculée al'aide de larelation (33c), en utilisant par
exemple une factorisation de Choleski.

On peut ensuite déterminer les directions de panne dans |'espace de parité. Dans le cas
de capteurs parfaits et en |'absence de bruits, on vérifie que le vecteur de parité (34) est nul.
Danslarédité, le bruit est non nul et il faut considérer la superposition de bruits aléatoires
et de biais systématiques.

Supposons par exemple, que I'on ait un biais d'amplitude d sur le jieme capteur. On
definit le vecteur g de dimension v, tel que toutes ses composantes sont nulles a
I'exception de lajieme égalea 1.

L 'équation de mesure sécrit alors:

y=Cx+e +dej (39)

d'ou I'expression du vecteur de parité :

1/2 1/2

e+dw;v;; (40)

p=W"
avecw; jiéme colonne de lamatrice W, définissant la jiéme direction de panne D; dans
'espace de parité et v;; élément diagona delamatrice V.

Compte tenu de (40), le vecteur de parité est donc la somme de deux termes, le premier,
VWV ~'“e apporte une contribution aléatoire de statistique connue si 1'on connait celle du
: 2 o : -1/2
bruit (le plus généralement considéré comme gaussien), le second, dw;v;"~ est une
composante déterministe, sadirection est fixée par le rang du capteur en défaut et son
amplitude dépend de I'amplitude du biais. Il suffit alors de reconnaitre la plus grande
projection.

Appelons p, , laprojection du vecteur de parité p sur la direction de panne D, , c'est-&
dire:

T
_Wip

P wad

(41)

Une forme matricielle permet aussi d'avoir I'ensemble des projections du vecteur p sur
toutes les directions de panne possibles ; ce vecteur est défini par :

. T T -1/2 T
PrOJ(p/W)—dlag(W W) W' p (42)
-21-



Il suffit alors de repérer la projection la plus grande pour détecter la composante de 'y
affectée par le biais.

4.9. Quatrieme exemple
Considérons e systéme décrit par I'équation (30) avec :
& 2
O+

ce ¢1 07
Té 1t

go 26

Supposons que les quatre mesures aient pour écarts-type::

s=( 05 2 05

Lameatrice de variance sécrit dors:

A 0 0 04
0 052 0 0+
V=% o0 22 o1
éo 0 0 05%

-1
Lecalcul deW'™W =1 - V'l/ZC(CTV'lc) c™V Y2 gonne:

292 -42 -16 -44p
_ o 16-42 27 -24 24%
WW' = —¢ -
135§- 16 -24 128 -8-

44 24 -8 235

20.6815 -0.3111 -0.1185 -0.3259

W' _¢-03111 02000 -0.1778 01778
_9-0.1185 -0.1778 09481 -0.0593%

é- 0.3259 01778 -0.0593 0.1704%

Lafactorisation de Choleski permet d'établir :

_a9.8255 -0.3769 -0.1436 -0.3948j
& 0 0.2408 -0.9631 0.1204 %

On peut vé&rifier que WV ° Y2¢c = 0, eneffet :
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A 0 0 05
V\N-l/z_a@-8255 -0.3769 -0.1436 -0.394830 2 0 OF
& o 0.2408 - 0.9631 0.12045% 0 05 og
0 0 26
_1p 898255 -0.7537 -0.0718 -0.78%6p
& 0 04815 -0.4815 0.2408
el 2%
8255 -0.7537 -0.0718 -0.789%6¢ 2 0~
\/\/\/‘1/2(::6@ 98 =
0 04815 -04815 0.2408 #05 05
0 4g

L es équations de redondance sécrivent donc sous laforme::
-1/2
p=W "y

_ a9.8255y; - 0.7537y, - 0.0718y; - 0.7896y,4%
P&  04815y,- 04815y, +02408y, o

5. L'approche espace de parité - cas dynamique
5.1. Principe de la génération d' équations de redondance

Considérons le modél e déterministe d'un systéme (43) ou x est I'état inconnu, u et y les
entrées et sorties connues. Dans tout ce qui suit et sans atteinte alagénéralité, lesmesures
y dépendent seulement de I'état x et ne font pas intervenir I'entrée u :

j X(k +1) = Ax(k) + Bu(k) + Fd(k)

I 43
L0 = Cx(i0 + Rd(K) 3

xT R", yI R™, ul R, dT RP

ATR™, BTR™, cTR™, RTR™, F,1TR™P

Une représentation discréte est utilisée, mais I'ensembl e des résultats de ce paragraphe
se transcrit sans difficulté au cas continu.

A un instant donné, la redondance directe entre capteurs peut exister si certaines sorties
y sont liées d'un point de vue algébrique ; physiquement, cela correspond a la situation ou
une variable mesurée par un capteur peut étre déduite instantanément a partir d'autres
mesures. Cette redondance directe (encore appelée massive ou matérielle) est trés utile
pour la détection de défauts de capteurs ; elle peut Savérer coliteuse mais reste utilisée
pour les systemes a haut risque technologique. Elle offre cependant peu d'intérét pour la
surveillance des actionneurs du systeme. Dans ce cas, laredondance temporelle, qui lieles
informations de capteurs et d'actionneurs a différents instants, peut étre d'un grand
Secours.

- 23-



En effet sur un horizon d'observation [Kk,k + s], les équations du systéme peuvent étre
regroupées sous laforme::

Y(k,9)- G(s)U (k,s) = H(s)x(k) + F(s)D(k, s) (44)

ol les vecteurs W(k,s) avec W1 {Y, U, D} etlamatrice H(s) sont définis par :

e Wk) g ®C g

w(k +1)+ CA =+
W) = ( : )+ H(g)=

&w(k +9)o &cASs

et avec les définitions suivantes :

& 0 0 0 0y
¢ CB 0 0 0+
G(S):g CA CB 0 O+
¢ ' 0 o

g . . ..
eCAS 1B CcAS 2B ... CB Og

¢CR F - 0 o0
F(=¢ CAR  CR . 0 02
¢ s i R o

gCAS' ¥, CAS%F .- CH Fo

Dans |'équation (43), I'entrée u(k) et la sortie y(k) du systéme sont connues ; pour
générer des équations de redondance, les états inconnus x(k) doivent étre éliminés.
Intuitivement, la forme (44) est préférable ala forme (43) car on passe d'un systéme an
équations aun systeme a n(s+1) équations ce qui offre plus depossibilitésd'élimination.
Les équations de redondance qui lient Y et U indépendamment de x sont obtenues en
multipliant (44) par une matrice W (appelée matrice de parité) orthogonale a H(s)
(I'existence de West liée au rang de H(s)) :

WH(s) =0 (45)

En conséquence, le vecteur parité sexplicite en fonction des grandeurs connues (forme
de calcul ou forme externe) :

P(k) = WY(k,s) - G(r)U(k,s)) (464)
ou en fonction des défauts (forme interne) :

P(k) = WF(s)D(k,s) (46Db)
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P(K), appelé vecteur de parité généralisé, caractérise toutes les relations existant entre
les entrées et les sorties du systéme. || a une valeur moyenne nulle si aucun défaut n'existe
sur le systeme. Si une mesure est biaisée (suite a une défaillance d'un capteur ou d'un
actionneur par exemple), le vecteur parité devient différent de zéro et soriente dans une
direction privilégiée en fonction du défaut. La recherche des équations de redondance peut
étre affinée en recherchant tout d'abord les équations de redondance pour chaque sortie
prise isolément (auto-redondance), puis les relations de redondance entre différentes
sorties (inter-redondance). Cette hiérarchisation peut étre mise a profit dans I’ étape
d'isolation des défauts affectant capteurs et actionneurs.

5.2. Relations d' auto-redondance

La notion d'auto-redondance ou de redondance directe est importante car elle est liéea
la génération de relations exprimant au cours du temps la sortie d'un seul capteur. Pour
celg, il suffit d'extrairelajieme composante du vecteur d'observations en sélectionnant dans
Claligne C;. L'équation (44) sereduit alorsa:

Y;(k,S)- G;(9)U(kS) = H;(9X(K) + F;D(k,9) (47)

ou Hj, G; et Fj sededuisent des définitionsdeH , G et F en remplacant C et F, par leur
jieme ligne.

Dans ce cas, s W, est une matrice orthogonale a H;(s), I'unique relation de parité
relative au jieme capteur est définie par :

R (K)=W,(Y(k9)- G;(5U(K9) (48)

Précisons maintenant lavaleur de lalargeur de la fenétre d'observation et cherchons en
particulier sa valeur minimale. L'application du théoreme de Cayley-Hamilton implique
I'existence d'une valeur s; telle que:

s s<s; rang(H;(s)) =1+s (49a)

e s3s; rang(H;(s) =5 (49b)

Comme la ligne (s; +1) de la matrice H;(s;) est une combinaison linéaire des s;
autres lignes, aorsil existe un vecteur W; tel que:

w98, (50)
ic .. -

Ec,. A

On obtient alors I'équation de redondance relative au jiéme capteur ou équation d'auto-
redondance :

R (K)=W,(Y,(ks))- G/(sU(Ks)) (51)
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Cette éguation, qui ne fait intervenir gu'une seule sortie du systeme, explicite la
redondance temporelle entre les entrées et la jieme sortie et fournit ainsi un moyen de test
du bon fonctionnement du jieme capteur si on fait I'hypothése du bon fonctionnement des
actionneurs. Cependant, en présence de défauts simultanés des capteurs et de |'actionneur,
I'occurrence des défauts pourra étre détectée, mais lalocalisation précise des composants
défaillants sera en général impossible aréaliser uniquement a partir de (48).

5.3. Relations d'inter-redondance

Laredondance temporelle existe aussi entre plusieurs capteurs. Pour chague matrice
d'observation H; construite a partir d'une seule sortie et de toutes les entrées, retenons
uniquement les s, premiéres lignes indépendantes (s; a été défini par le théoréme de
Cayley-Hamilton). A partir de (47), on obtient donc, pour i =1,...,m :

Y (ks - 1)- G(s - DU(k,s - 1)=H(s - Yx(k)+ FD(k,§ - 1) (52)

Pour obtenir une formulation unique regroupant toutes les sorties, on peut introduire
des vecteurs communs U(k,s) et D(k,s) (ou s=max(s;,S,..., S,) pour toutes les
entrées U(k,s; - 1) et D(k 5 - 1)); dans certains cas, cela ne peut étre possible qu'en
complétant lesmatrices G, avec des colonnesde “zéros’. Avec des définitions évidentes,
le systeme peut sécrire de fagon condensée :

Y(K,S;,s Sn) - G(S,ee SOU (K, S) = H(Sy,..., Sp)X(K) + E(Sy.-., S1y) D(K, S) (53)

avec:
&Y (ks-1)06

Y(K, S,y Sm) :g : B
eY (K, - 1)@

Comme dans |e cas précédent, définissons une matrice W, orthogonale a H(s;,..., Sy) -
L es équations de parité sont alors données par |’ expression :

P(k) = WY (K,Sp,.... Sp) - G(Sp-.., §n)U(K,S)) (54)
5.4. Exemple

Considérons, pour I'horizon d'observation [ k,k + 2], I'exemple suivant :

Az?? 020 B= ?0 _é. 00

e0 0.5¢ elo e0 1o

Pour lapremiére sortie, C, =(1 0),ona:

a2l 09
Hi(2)=§07 023
€0.49 0.249
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Lerang s; delamatrice d'observabilité H;(2) est égal a 2. La troisiéme ligne de la
matrice H;(2) peut sexprimer par une combinaison linéaire des deux précédentes ; cette
dépendance peut donc étre explicitée en déterminant Wa partir de I'équation (45). Puis, en
appliquant (46) on obtient I'équation de parité et par consequent la relation d'auto-

redondance de cette sortie:
(0.35- 1.2q" + ) yy(K) - 0.2u(k) =0
De méme, pour I'autre sortie, on obtient :
(- 1+2q)y,(k) - 2u(k) =0
A chague ingtant, le vecteur parité est donc défini par :

(k) = 75y;(K) - 6y;(k +1)+5y(k+2) - uk)s
S é Yo (k +1)- 0.5y, (k) - u(k) o

Déterminons maintenant les équations d'inter-redondance. Pour le premier et le
deuxiéme capteurs, les lignes indépendantes sont :

Yi(k1)= %QA;x(k) AT

Y2 (k0) = Cox(k)

En combinant ces équations, |'égquation (1.36) devient :

&C 0o x0p
Y(k,2,1) = gClAix(k) + gClBiu(k)
éCz %) e 0@

soit numériquement :

el 09§ o
Y(k,2,1) = €0.7 O.ij(k) + Goju(k)
0 10 09

L’ élimination de I’ é&at inconnu x(k) est obtenueavec W= (3.5 -5 1),cequi génére
I'inter-redondance :

3.5y1(k) - Sy (k +1) +y,(k) =0
Finalement, |'ensemble des équations de redondance sécrit :
5yi(k +2) - 6y;(k +1) +1.75y; (k) - u(k) =0
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Yo (k+1)- 0.5y,(k)- u(k) =0
3.5y1(k) - Sy (k +1) +y,(k) =0

On peut noter, sur I’exemple considéré, que les équationsd'inter-redondance peuvent
aussi sobtenir par combinaison linéaire des équations d'auto-redondance en ayant soin
d'éiminer lesentrées u. Si les actionneurs sont en fonctionnement normal, la premiere
égquation est seulement sensible aux défauts du premier capteur alors que la seconde est
affectée par les défauts du second capteur. Ainsi, ces deux équations fournissent un
moyen d'identifier les défauts des capteurs. La troisieme équation est seulement affectée
par les défauts de capteurs, méme s I'actionneur est défectueux ; il est ainsi possible
disoler les défauts de capteur et d'actionneur puisque leurs signatures sont différentes.

5.5. Utilisation du calcul symbolique

La génération d'éguations de redondance peut étre réalisée par une technique plus
directe a partir des équations d'éat du systeme. Il suffit d'éiminer les états inconnus de
facon a obtenir des éguations ne dépendant que des grandeurs connues, les entrées u(k)
et les sorties y(k). A partir des équations d'état (43), on peut écrire, en |’absence de
défauts :

(gl - A)x(k) = Bu(k) (559)
y(K) = Cx(k) (55Db)

ou g représente |’ opérateur (le symbole) avance (gx(k) = x(k + 1)). L'édimination de x
entre (55a) et (55b) donne les redondances :

r(k) = y(k)- C(al - A) *Bu(k)=0 (56)

Cette formulation présente I'intérét de fournir directement les relations de redondance
pour chague sortie, ce qui permet I'isolation des défauts de chaque capteur.

Le probléme peut également étre formulé en Sinspirant du cas statique. Apres
réarrangement des équations d'état (55), on peut séparer les variables inconnues x, des
variablesconnuesu ety :

e C o . 8 logklo
eql

- ad® =& 0my(k)e (57)

La technique de projection, largement utilisée dans le cas des systemes statiques,
permet d'édiminer |'éat x. On cherche deux vecteursa et b, polyndbmesen lavariable g, tels
que:

C o
@@ -b@) & =0 (58)
En multipliant & gauche I'équation (57) par le vecteur (a(q) - b(Qq)), il vient:
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a(q)y(k)- b(a)Bu(k)=0 (59)

Cette expression constitue |es équations de redondance recherchées.

6. Exercicecorrigé

6.1. Enoncédel'exercice

On considere le systéme dynamique décrit, en temps discret, par le triplet de matrices A,
BetCavec:

/5 0 0 g e/ 2 1p

A=¢ 0 12 0 . B=¢ 1 o? c-8 %
~¢ B 1 10
€0 0 9/108 €1/10 19

Le vecteur de défauts d(k) est initiallement considéré nul (cf. équation (43),
d(k)° 0, " k).

" En utilisant les méthodes présentées aux paragraphes précédents, établir les relations
d'auto-redondance relatives aux deux mesures ains que les relations d'inter-redondance.

Reprendre la question précédente en utilisant cette fois les méthodes de calcul
symbolique.

" Afin de structurer les résidus, est-il possible d'établir des équations de redondance ne
faisant pasintervenir |'une des commandes ?

6.2. Eléments de solution

Le vecteur de défauts étant considéré nul, on ne sintéressera qu'a établir la forme
externe (celle qui permet le calcul) des équations de redondance.

Considérons la premiére mesure ; la matrice d'observation correspondante sécrit
C,=(1 1 0),etlona:

®&C o el 1 0s
Hi()=§CAL=£2/5 1/2 O
eC/A%g €4/ 25 1/ 4 0o

Lerang delamatrice H;(2) n'ayant pas augmenté, par rapport acelui de H,(1), lorsde
I'gjout deladerniereligne, s; est égdl a2. Une matrice W, orthogonale a H,(2) vaut :

W, =(2 -9 10)

Lamatrice G,(2) sécritaors:
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&0 0O 0o &0 0 0O 0 0 0p
G(2 = gClB 0 0——63/2 1 0 00 Oz
eC/AB CB 0Og €7/10 2/5 3/2 1 0 0@

Le vecteur parité sécrit d'aprés (51) :

® ya(K) 0
R(k) =Wig yi(k+1)- 3/ 2u(K) - (k) :
ey;(k+2)- 7/20uy(k)- 2/5u,(K) - 3/2u(k+1)- w(k +1)o

ou encore, apres smplification :

R(K) =2y1(k) - 9y;(k+1)+10y;(k +2) + 2 Wy (k) + 5, (k)
- 150 (k+1) - 10u, (k+1)

Pour laseconde mesure, onaC, = (0 1 1) et

&C 0o ad 1 1 %
H,(2) = E(‘QA——gO V2 9/10 %
eC‘QAz e0 1/ 4 81/ 1002

L 'horizon temporel nécessaire pour faire apparaitre une redondance comporte, comme
pour |a premiéere mesure, trois observations (s, = 2). Une matrice orthogonale a H,(2)
vaut :

W,=(9 -28 20)
Lamatrice G,(2) et le vecteur parité correspondant sécrivent alors respectivement :

&0 0O 06 e 0 0 O O 0 Op
G,(2)= gCZ 0 0——811/10 1 0 00 Oz
eC,AB CB Og €59/100 9/10 11/10 1 O 0@

B (K) = 9y, (k) - 28y,(k +1) + 20y, (k +2) +19u; (K) +10u,(K)
- 22u(k+1)- 20u, (k +1)

Pour |'éaboration des équations d'inter-redondance, on concatene dans une méme
matrice, les lignesindépendantes des matrices H;(2) et H,(2) ; on obtient :

®eCop &l 1 035
¢GA: /5 1/2 0
ECZT 80 1 1+

H(11) =

éC,Az € 0 1/2 9/10g

Une matrice orthogonale a H(1,1) sécrit :
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W= (16 -40 9 -10)

Apréeslecalcul de G(1,1) :

20 05 20 0 0 Og
¢GB 0+ ¢3/2 1 0 0+

11) = =
G(LY) 0 O g 0 0 0 Oz
eC,B Og €11/10 1 0 Og

on peut exprimer le vecteur parité :
P(k) = 16y4 (k) - 40y;(k +1) + 9y, (k) - 10y, (k +1) + 71wy (k) + 50u, (k)
qui correspond a |'éguation d'inter-redondance recherchée.

" Si I'on utilise les techniques de calcul symbolique, I'établissement de I'équation d'auto-
redondance relative ala premiére mesure nécessite |a détermination d'une matrice W, (q)
orthogonal e ala matrice polynomide:

e 1 1 0 4

C ¢ ¢g-2/5 0 0 =
H@=¢ 7 0= .
g-Ag ¢ 0 g-1/2 0 3

e O 0 g- 9/10@

Pour cet exemple, la détermination d'une telle matrice est aisée ; on apar exemple:
Wi(@) =((29- D(59- 2) -5(29-1) -2(59- 2) 0)

Pour des situations plus complexes, I'emploi d'un logiciel de calcul formel permet
d'effectuer aisément cette détermination. En accord avec (57), I'éguation d'auto-redondance
Sécrit :

) ® lpa(K)p

= =W = +

1(k) 1(q)gB 0 ﬂgy(k)g

Cest-adire:
a0 0 1y
¢1/2 1 0. akO

R(W=((a-D(5a- 2) -5(24-1) -2(59-2) O)c |, o.&LKz

&/10 1 0 hKP

R (k) =(20- 1)(59 - 2)y1(k)- (159 - 13/ 2)uy(k) - 5(2q - 1)ux(k))
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On retrouve donc bien I'expression obtenue par |'application de la premiére méthode.
L 'équation d'auto-redondance relative ala seconde mesure sobtient de maniére analogue ;
une matrice W,(q) orthogonale a:

e 0 1 1

G o 6gq-2/5 0 0O =+

Mo () =&y - A@:g 0 g-12 0 3
& 0 0 qg-9/10g

Sécrit :
Wo(q) =((29- 1)(109- 9) 0 -2(10q- 9) -10(2q- 1))
et I'on en déduit I'équation d'auto-redondance suivante :
R (k) = (29 - 1)(109- 9y,(K) - (22q- 19)uy(k) - (209 - 10)u,(k)

Pour établir les équations d'inter-redondance, on cherche ensuite la matrice polynomiale
orthogonadea:

e 1 1 0 %

C ¢ O 1 1 =
H(q):%el_Agzgq-Z/S 0 0 -
q g 0O gqg-1/2 0 =

e O 0 g- 9/10g

On peut, cettefois, exprimer le vecteur orthogonal sous une forme paramétrique :

W) =((50- 2)(5(2q- 1)a- (10g- 9)b) (5q- 2)(10q- 9)b
- 5(5(2q- 1)a- (10g- 9)b) -10(5q- 2)a - 10(5q- 2)b)
L es équations de redondance se formulent alors selon :

0 O 0

~ % (e
cCO0 00 1+ _
P(k)=WqS1/2 1 0 :guz(k):
P

&1/10 1 0 0g 2

C'est-a-dire en fonction des deux parametres:
P(K) = (59 - 2)(5(29- 1)a- (10q- 9)b)y;(K) +(5q- 2)(10q - 9by, (k)

+%((40q- 41)b - (150q - 65)a)uy (k) - 25((2q - 1)a+ b)u,(K)

Pour différents jeux de paramétres a et b, on retrouve I'ensemble des équations de
redondance. Par exemple, I'équation d'auto-redondance de la premiére mesure sobtient
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aveca=1/5 et b=0, tandis que I'équation d'inter-redondance correspond a a=-5 et
=-1 (en divisant I'éguation obtenue par le polyndbme (5q- 2) commun a tous les
coefficients).

" Toutes les méthodes proposees peuvent étre adaptées a la génération d'équations de
redondance “ structurées’. En particulier, on peut générer une éguation de redondance ne
faisant pas intervenir |'une des deux commandes. Intéressons-nous al'é@imination de u,.
Le systeme peut étre réécrit de fagon aisoler I'entrée que I'on souhaite éiminer :

1 X(k +1) = AX(K) + By (K) + Byuy (K)
1 Y(K) = Cx(K)

Pour I'exemple considéré, le cumul des observations sur I'horizon temporel adéquat et
le regroupement des grandeurs que |'on souhaite éiminer, x(k) et u,(k), conduit aécrire:

e Yi(k) 6
Cyik+1)+ & xk) ¢
& k() o
k2 ¢l = 2wl o
. = -+ GG (k +1)2
Vo) TSk nz g
C = Y T eyk+2)o
Cyk+ )] Ey(k+2)o
ey,(k+2)a
2C 0 0 05 =1 1 0 0 0 0y
GGA CB 0 0 ¢2/5 1/2 O 1 0 0:
¢C,A2 CAB, CB, 0+ G4/25 1/4 0 2/5 1 O¢
avec H:g ;:g .
c, 0 0 o0 %0 1 1 0 0 O
gCZA CB O ojgo 12 9/10 1 0 0]
&C,A2 C,AB, C,B, Os & 0 1/4 81/100 9/10 1 Og
20 0 035 @ O 0 0y
¢ CB 0O 0+ ¢ 3/2 0 0=
3 SCAB CB 0+ $7/10 3/2 OF

¢ o 0 0% o0 0o o
gczal 0 o 511/10 0 o
6C,AB, C,B Op 59/100 11/10 Og

L 'équation de redondance sobtient de la méme fagon que précédemment ; une matrice
orthogonale aH sécrit :

W=(4 -18 20 -9 28 -20)

et I'équation de redondance sexprime sous laforme::
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2 () o :
Gy, (k +1): -
Goy,(k+2)+ o k) o,

PIO=Weg (= Ofu(k+ D)z
Cykars 2

&y, (k +2)2 o
On obtient alors une équation de redondance indépendante de la commande u, :

P(k) = 4y;(K) - 18y;(k+1)+ 20y, (k+ 2) - 9y, (K) + 28y,(k +1)
- 20y,(k+2) - 6uy(K) - 8uy(k+1)

Cette technique d'édimination simultanée des états inconnus et de certaines commandes
peut également étre transposée lorsgque I’ on utilise le calcul symbolique.

7. Extension aux systemes non linéaires

Les méhodes d'éimination de |'état exposées dans | es paragraphes précédents peuvent
étre, dans certains cas, étendues a des systémes non linéaires. Les techniques qui suivent
sont exposées pour le cas de systemes continus mais le lecteur pourra sans peine étendre
les résultats au cas des systémes discrets.

7.1 Systemes affines en la commande

On considére le systeme dynamique mono-sortie, affine en lacommande :

!dX_“) = AU®)x(t) +B(u(t)) (60)
f y(1) = C(u(t))x(t) + D(u(t))
xI R", yT R, ul R"

Pour sT N, il existe F,(Ti(t)) et hy(T(t)) ou T(t) désignele vecteur de commande et
ses dérivées successives, telsque:

%ﬁt) - hy(T(t) = F@@)X() (61)

En effet, larelation (61) est vraiepour s=0 :
y(t) = C(u()x(t) + Du(t)) P Fy(T(1) =C(u(t)), hpy(T(t)) = D(u(t)) (62)

En raisonnant par récurrence, posons que l'on a:

%ﬁt) - hy(T(1)) = R(@®)x(t) (63)
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al'ordre s +1, en dérivant (63), on peut écrire:

d**ly(t)  dn(a) _ C1":3(11(0) dX(t)

- )+ ) 2 (64
T IO0) - IO 1)+ g AO)) + BU) (64b)
F 0. 200 ¢ e = 20D 4 g oy awe)un (60
T @) = R0 (6401

LCOERECISICOITE) o
P 64e
(o0 - 3(”—(” + F,(3(0) B(u(t)

Larécurrence est ainsi démontrée. On peut ensuite concaténer les relations (63) pour
différents ordres de dérivation ; en posant :

& y()- h(@®) o 5 (O(1)s

_Z(S):E%-:hl(u(t»j . . ;{Fw(t))+ -
g%f)- hy((t)); é&(n(t)fra

On obtient :

29(a,y) = OBS(T(1) (1) (65b)

OBS(Ti(t)) est lamatrice d'observabilité d'ordres du systeme dynamique non linéaire
(60). Le systéme est dit algébriquement observablesi OBS,_;(Ti(t)) est de rang égal an.
Cette matrice étant polynomiale en u et ses dérivées successives, explicitons la notion
d'indépendance linéaire et de rang de matrice au travers d'un exemple.

Considérons les deux vecteurs \; et \, suivants:

alp 130
T A &utuz

Ces deux vecteurs sont linéairement dépendants puisque :
2 _
uuv;- \, =0

Nous en déduisons que lamatrice :
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&y udo
&2 oo

est singuliere sur le corps différentiel des fractions en u et ses dérivées successives a
coefficients dans R (cette matrice est derang égal a l).

Notons rg(T) e rang de la matrice d'observabilité OBS,(Ti(t)). Considérons aors un
vecteur wg(U) tel que:

w(T)OBS(T(t)) = 0 (66)
Comme pour le caslinéaire classique, on peut trouver s+1- rg(U) vecteurs de ce type

linéairement indépendants. Soit W, (Ti) lamatrice de dimension (s +1- ry(@)).(s+1) de
plein rang ligne constituée des vecteurs wg(T) . On adonc :

W, ()OBS(T (1)) =0 (67)

Leslignes de W, (T) générent un espace vectoriel orthogonal a celui engendré par les
colonnes de OBS,(U (t)) . En multipliant & gauche larelation (65b) par W (T), on obtient :

P(,y) =W,(@)z®(a,y) =0 (68)

Cesrelations constituent donc les relations de redondance analytique recherchées

7.2 Exemple

Considérons e systéme décrit par les équations d'état suivantes:

1x =1 1%

I X =1 5% +Uxq
Iy=

1y=X

D'un point de vue pratique, les relations de type (63) sobtiennent en dérivant I'équation
d'observation et en remplagant les dérivées des variables d'éat par leurs expressions:

y=% =l 25 +uxg

y= | 2X2 +UX1 = 22X2 +1 luxl
A l'ordre 3, larelation (65b) sécrit :

6 @& 0 16
Gyr=¢ wu I 22X

EG : -
gyﬂ el L,u+l qu |22ﬂ

Pour ce systeme élémentaire, un vecteur orthogonal alamatrice d'observabilité d'ordre
s = 3 peut facilement étre obtenu :
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e 0 16

w3(0)OBS(T()) = (wa; Wz, wgg)S U |zi=0
&l Lu+l U 1350

W3(U)=(| 1| ZU - 2U'| 1U U)
L'équation de redondance correspondante sécrit :

/0
P(0,9) =w3(0)2% (0,9) =w4(0) = (1 20 -1 pu- 140 U)QYE
yo
P(@,y) =14 oyu- (I u+l 40)y+uy=0
Latransposition au cas discret est immeédiate. A titre indicatif, un modele discret de
méme structure que I'exemple considéré a été simulé al'aide de Matlab, le résidu a ensuite
été calculé. Lesrésultats sont présentés en annexe 1.
7.3 Systemes non linéaires polynomiaux
Considérons maintenant le systéme non linéaire polynomial suivant :
F 2O f(xw,um)
T (1) = h(x(t),u(t))

(69)

xT R", yT R, ulT R" et o0 les composantes de f et h sont des fonctions
polynomiales de leurs arguments.

Pour sT N, il existe go(X(t), U(s)(t)) une fonction polynomlale de ses arguments ou
a® (t) désignele vecteur de commande et ses dérivées successives jusgu'al'ordre s, telle
que:

d®y(t)

s =e(x.u7) (70)

En effet larelation (70) est vraiepour s=0 ets=1:

9o (x(1), 5@ (1)) = h(x(t), u(t)) (72)
@ TOX(®), U() dx(t)  Th(x(t),u(t)) du(t)
O R v O (723)
Th(x(t), u(t)) Th(x(t),u(t)) du(t)

(72b)

X0 F(x(1),u(t)) + ) &t
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ou encore en utilisant une notation plus compacte ne précisant pas la dépendance des
fonctions par rapport aleurs parametres :

do=h
=ﬂ—hf +ﬂ—hu
X fu

En raisonnant par récurrence, posons quel'on a:

Y9 =g, (73)
al'ordre s +1, en dérivant (73), on peut écrire :

sy _ 195, 8 &eflg § (k+1)
y i A g ® (74)

d'ou larelation de récurrence :

S
gs+1—1%g +a —% (i) (75)
k=0

On peut ensuite concaténer les relations (73) pour différents ordres de dérivation ; en
posant :

3
41 s

yo=¢ @ 2 o osss(x(t),ﬁ(skt)):ggfli (763)
Sdy(h); 2
& dts @ égsg

On obtient ;

¢ =oBs(x(1),a® (1)) (76b)

Soit rg lerang générique de lamatrice Jacobienne :

) = FOBS(() 0t ()6

3(0Bs, wv) b

(77)

On peut démontrer que pour tout sT N fixé, il y a exactement s+1- rg relations de
redondance faisant intervenir ¢ et a(® :
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%: Wl()_’(s),U(s)) =0
Si: (78)
%Ws+1- rs (y(s) ,U(s)) =0

Ces relations de redondance sont indépendantes, c'est-a-dire que lamatrice jacobienne :

(79)

est derang égal a s +1- rg pour tout vecteur satisfaisant (S).

D'un point de vue pratique, la recherche des équations de redondance consiste a
éliminer les composantes du vecteur d'état dans le systeme d'équations (76). Trois
techniques essentielles peuvent étre utilisées : la théorie de I'élimination, les bases de
Grobner et les ensembles caractéristiques. Chacune d'entre elles nécessiterait un exposé
qui dépasse largement le cadre de ce document. Nous ne donnerons donc qu'un bref
apercu des possibilités de I'utilisation des bases de Grobner.

Defacon trés générale, les bases de Grobner (en abrégé BG) concernent la résolution
de systemes d'équations non linéaires. Ici, on limite la présentation au cas ou les non
linéarités sont représentées sous forme polynomiale.

Supposons gque I'on cherche a résoudre le systéme suivant :

x%y3- 2=0 (80a)
x3y2 +y-1=0 (80b)
C'est apriori une bonne idée d'essayer d'éliminer I'une des variables afin d'obtenir une

équation ne dépendant que d'une seule variable. Ici, on peut multiplier la deuxieme
équation par y et soustraire le résultat obtenu de lapremiére:

y2-y+2:O (81)

Aing, lasolution y de (80) doit satisfaire (81) ; qu'en est-il maintenant dex ? On peut,
par exemple, reporter (81) dans (80b), ce qui donne:

x3(y- 2)+y-1=0 (82a)
3 _ 3
y(x~ +1)=1+2x (82Db)
2x3 +1
= 82
y x3+1 (82¢)
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puis, le report de (82) dans (81), donne:
4x° +5¢3 +2=0 (83)

Ces calculs sont simples mais totalement heuristiques ! 1l doit y avoir une fagon de
faire ceci systématiquement. Les BG fournissent une méthode pour éliminer des variables
d'un systeme multivariable d'éguations polynomiales.

Pour I'exemple considéré, I'équation - e polyndme - (81) n'est que la conséquence des
deux polyndmes (80). Ondira que (81) appartient al'idéal généré par (80a) et (80b). En
d'autres termes, (81) est une "combinaison linéaire" de (80a) et (80b) ou les coefficients
de la combinaison sont eux-mémes des polyndmes. Toujours pour |'exemple considéré
concernant des polyndmes de deux variablesx et y, i un couple de valeurs (X, y) satisfait
(80a) et (80b) aorsil satisferanimporte quel éément de l'idéal généré par (80a) et (80b).

Une base de Grébner, pour un idéal donné, est un ensemble de polyndmes générateurs
de cet idéal ayant certaines propriétés en regard d'une "hiérarchie" (ranking) sur les
mondmes définissant les polynémes.

Cette hiérarchie, définie sur les mondmes, est en fait une relation d'ordre qui permet de
classer deux monémes. Il existe de nombreuses possibilités pour définir cette relation. Par
exemple, on utilise frequemment " ordre lexicographique”. Si I'on note x > y celasignifie
alors que pour classer deux mondmes m; et m,, celui dont la puissance de x est la plus
élevée est déclaré supérieur a l'autre. Si la puissance de x est identique alors celui dont la
puissance dey est la pluséevée est déclaré supérieur al'autre. A titreindicatif, laliste ci-
dessous présente des mondmes ordonnés selon |'ordre lexicographique avec x>y :

X2 = X2y = X2 = Xy° = XY -

Pour une hiérarchie donnée, le terme principal d'un polynéme est le monéme d'ordre le
plus @evé (on netient pas compte du coefficient multiplicateur éventuel). Par exemple, le
terme principal du polynéme - 5x3y +2X° - xy =0, pour |'ordre lexicographique x> Yy,
est égd & Xy .

Si | est I'idéal généré par les polyndmes p;, p,, ... p;, ondiraque {p;, Py, ... B}
forme une base de Grobner pour I'idéal | si le terme principal d'un polynéme quel congque
de I'idéal peut étre divisé par I'un au moins des termes principaux des polynémes de la
base.

2

Parmi les conséquences de cette définition, on peut en particulier remarquer lasuivante.
Considérons {p;, p,, ..., B} unensemble de polyndmes en les variables X;, Xy, ..., X;,
et calculons une base de Grébner de leur idéal en utilisant I'ordre lexicographique
X1 > X9 >...> X,. Un polyndme quelconque f de I'idéal qui ne fait pas intervenir les
variables x;, ..., % 1,, appartient al'idéal généré par les ééments dela base de Grobner
qui nefont pasintervenir Xq, ..., X. 1.
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En d'autres termes, on peut isoler, dans une base de Grdbner, un ensemble de
polyndmes ne faisant pas intervenir lesvariables Xy, ..., %.. 1. Nous n'exposerons pas iCi
I'algorithme permettant |'obtention d'une base de Grobner. Celui-ci repose essentiellement
sur ladivision euclidienne de polynémes et I'analyse des restes.

Pour I'exemple précédent, (égquations (80)), laBG est :
{y- 3- 24x® +5¢ +2}

avec lahiérarchie y > X €t :
{3- y+4x3,y2 - y+ 2}

avec lahiérarchie x> y.

Aing, ledernier éément de laBG est, dansles deux cas, un polynéme dépendant d'une
seule variable. L'algorithme de constitution d'une base de Grobner a donc effectué
I'élimination.

L'équation (76b) étant polynomiale en les variables de commande et leurs dérivees
successives, en lavariable de sortie et ses dérivées successives et en les variables d'état, on
peut éliminer les variables d'état en choisissant une hiérarchie appropriée et en calculant
une base de Grobner relative a cette hiérarchie.

7.4 Exemple

A titre d’ exemple, considérons e systeme dynamique non linéaire continu suivant :

X =u- XX

I,).(z = Xf - 2)(2

1y=x%

Ona y=X%=U- XX, & Y=U- XX - XXp =U- (U- XXo)Xp - X% (X - 2%). A
I'ordre 2, larelation (76b) sécrit donc :

a0 e X1 0
cyj:g U- X% i
& &i- (U- )% - 408 - 2)

L’ensembleinitial est donc constitué des 3 équations suivantes :
. . . 2
F={y- X y- u+xpX,y-u+(U- %)% +X(X - 2X)}
Avec lahiérarchie xX1< x2< y< y<y=<u=u, une base de Grobner de F s écrit :
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G:{X2y+y+2y_ 2u- u+y3,Y' U+yx2,-y+x1,y'y+2yy- 2yu_ yu+y4_ y2+yu}

Le dernier polyndme de cette base ne contient pas de variable d’ état, ¢’ est une relation
de redondance anaytique :

(y+2y- 2U - L'J+y3)y- v +Wu=0

Le lecteur intéressé pourratraiter d'autres exemples en utilisant le "package”’ grobner
d'unlogicie de calcul formel comme MAPLE. A titre indicatif, on areproduit ci-dessous
une session permettant le calcul de la base de Grobner de I'exemple précédent.
Conventionndlement, yi (ui) représente ladérivée d'ordrei delavariabley (u).

> with(grobner):
> F:=[y0-x1,yl-u@+x1*x2,y2-ul+(u@-x1*x2)*x2+x1*(x1A2-x2/2)];

F:=[y0- XLyl- U0+ XIx2,y2- ul+(u0- x1x2)x2+ x1(x1* - 2x2]]

\%

X:=[x1,x2,ul,u0d,y2,yl,y0];

X:=[x1,x2,uL,u0,y2,y1,y0]
G:=gbasis(F,X, 'plex');

\%

G:=[- yO+ x1,x2yl- ul- 2u0+ y2+2yl+y03,yl- u0 +x2y0,

y12 - y1u0 + yOul+ 2y0u0- yOy2- 2ylyO- y0*]
G[4];

\"

y12 - yluO + yOul+ 2y0uO- yOy2- 2ylyO- yO4

8. Génération derelations de redondance par I'approche structurelle

Les méthodes classiques de génération de résidus reposent sur une modélisation du
systeme dans I'espace d'état. Cette représentation mathématique d'un systéme permet
d'obtenir une forme de calcul et une forme d'évaluation desrésidus.

Cette modélisation présente cependant certains inconvénients lorsqu'on déesire surveiller
une installation industrielle complexe. En effet, un systéme complexe est constitué de
sous-systemes de nature différente. Certains de ces sous-systemes peuvent ére modélisés
par des équations linéaires ou non linéaires, statiques ou dynamiques et donner naissance
a des variables continues ou a des variables ne prenant qu'un nombre fini d'état. Le
comportement d'autres sous-systémes n'est connu qu'a travers un certain nombre
d'expérimentations. Dans ce cas, |e modele est constitué de regles de fonctionnement ou
de tables numériques ou qualitatives. La coexistence de ces différentes représentations
rend la description dans I'espace d'état difficile voireimpossible. L'utilisation d'un modele
structurel qui ne prend en compte que |'agencement des différents sous-systemes les uns
par rapport aux autres, sans préjuger de leur modéle interne, simplifie I'appréhension de
tels systémes.
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Nous montrerons qu'a partir d'un modele structurel, il est possible d'isoler les sous-
systemes redondants et de déterminer les séquences de calcul qui seront appliquées sur le
modél e analytique en vue d'obtenir |es relations de redondance analytique.

Pour la classe des modéles linéaires, le modéle structurel peut étre enrichi par la
connaissance des fonctions de transfert. On obtient ainsi une modélisation structurelle
polynomiale.

8.1. Décomposition hiérarchique

Un systeme complexe S peut étre considéré comme un ensemble d'activités qui
interagissent entre elles. Chague activité constitue un sous-systeme § du systéme
complet. Si nous plagons |e systeme Sau niveau hiérarchique O, chague sous-systéme §
est au niveau 1. Cette décomposition peut aors étre de nouveau appligquée a chague sous-
systeme § a un niveau supérieur. Ainsi la décomposition peut se poursuivre jusqu'au
composants physiques de base. Le niveau de décomposition est fonction de I'utilisation
future du modéle, desinformations et propriétés que I'on désire en dégager, mais aussi du
niveau de connaissance dont on dispose sur chacun des sous-systemes.

Pour représenter la décomposition hiérarchique d'un systéme complexe, une
description graphique est tres souvent utilisée. Chaque sous-systéme correspondant a une
activité est modélisé par une ou plusieurs relations de contraintes. Une relation de
contrainte n'est pas orientée et définit un sous-ensemble de valeurs que les variables
caractérisant le sous-systeme sont autorisées a prendre.

Un processus physique transforme un vecteur de variables d'entrée et un vecteur de
variables de sortie. Pour modéliser un sous-systeme, la relation de contrainte doit donc
étre orientée (causalité). Un sous-systeme peut donc étre modélisé par un blocfonctionnel
possédant un vecteur d'entrées et un vecteur de sorties et par le modéle des contraintes qui
leslient.

Si I'on considere les deux variables x; et X, ainsi que la contrainte ax; - bx, =0, le
sous-espace des valeurs possibles pour x; et x, est une droite de pente b/a dansle plan
(X4, X5). Deux causalités peuvent étre choisies. La premiére considére X, comme une
variable de sortie Sexprimant en fonction de la variable d'entrée x;. On a aors
X, =ax /b ;lesystémeest modéisé par ungain G;=a/b :

x1 X2

Laseconde considere x; comme une variable de sortie d'ou x; = bx, / a ; le systéme
est modélisépar ungain G, = b/ a:

X2 x1
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La représentation du systéme complet est obtenue en reliant les différents blocs
fonctionnels. Ces liaisons correspondent, au niveau physique, a des transferts de matiére,
d'énergie, ou d'information entre les différents organes congtituant e systeme.

8.2. Modélisation structurelle

A partir de la description sous forme de blocs fonctionnels interconnectés et sans faire
d'hypothéses sur la nature des relations de contraintes, un modele purement structurel peut
étre établi. Appelons F I'ensemble des relations de contraintes et Z I'ensemble des
variables. Le modéle structurel du systéme est tdl que::

s: FFz ® {01

Sfi, zj) =1ssi z intervient danslarelation f;

(fi» ) (f, z) =0'sinon

Lamatrice de cette application, dite matrice d'incidence, est notée M. C'est une matrice
binaire qui n'est constituée que de 0 ou de 1. La représentation structurelle d'un systeme
complexe est trés générale puisqu'elle permet de modéliser un systeme quelque soit sa
nature (contraintes linéaires ou non linéaires, statiques ou dynamiques etc...). De plus, la
matrice M étant binaire, cette représentation est bien adaptée aux systémes de grandes
dimensions.

8.3. Graphe biparti - couplage

Soit F I'ensemble des équations du modele, ici appelées contraintes et Z=K E X
I'ensemble de toutes les variables d'entrées et de sorties des différents blocs fonctionnels.
K est I'ensemble des variables connues- entrée, sorties, parametres- et X est I'ensemble
des variables inconnues. L'ensemble Z peut bien sir contenir des variables dérivées (ou
décalées dans |e temps), de sorte que la représentation structurelle sapplique aussi bien a
des systémes statiques qu'a des systemes dynamiques. Remarquons que lorsgue la
modélisation résulte de considérations physiques (par exemple des modeles Bond-
Graph), chague composant élémentaire du systéme introduit un sous-ensemble de
contraintes. La défaillance d'un composant se traduit alors par le fait que I'une au moins de
ces contraintes n'est plus vérifiée.

I ntrodui sons | es définitions suivantes :
Graphe biparti

On appelle structure du systeme, le graphe biparti G =(F,Z,A) dont I’ensemble des
sommetsest FE Z et I’ensemble desarcs A est tel que:

"(f,21T F" Z, a=(f,21 AU lavariable z apparait danslacontrainte f

Afin de pouvoir désigner les extrémités d'un arc, on noteradorénavant f (a) et Za) la
contrainte et lavariable reliée par |'arc a.
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Structure d'une contrainte
On appelle structure d'une contrainte f le sous-ensemble des variables Z( f) tellesque:
"zl Z(P), (f,2T A
Sous-systéme ou sous-graphe
On appelle sous-systeme tout couple (F,Z(F)) ou F est un sous-ensemble de F et
Z(F)= Uz(f).
flF
Couplage sur un graphe

G =(F,Z,A) estuncouplagesur G =(F,Z,A) s et seulement S :

AT A
2) " (ana)T A" Al &yt & dorsf(a)t f(ay) et z(a)?® Z(ay)

De mani ere plus ssimple, un couplage dans un graphe biparti est un ensemble d’ arcs
Al Atel que deux arcs quelconques de A; n’ont aucun sommet commun.

Couplage maximal sur un graphe
Un couplage maximal sur G = (F,Z,A) est un couplage G = (F,Z,A)) tel que:
"AEA, AT A, G=(FZA) n' et plusun couplage

En d'autres termes, le couplage G = (F,Z,A;) est maximal lorsque le nombre d’ arcsde

A est leplusgrand possible.
Couplage complet sur un graphe

Un couplage est compl et relativement a F (respectivement Z) s et seulement s
"fTF, $al A| f=1(a) (respectivement " z1 Z, $ al A| z=z(a))

Un couplage est donc complet relativement a un ensemble F ou Z, lorsque chaque
éément de ce sous-ensemble et I’ extrémité d’ un arc d'un couplage maximal .

A partir des définitions précédentes, nous pouvons caractériser les systemes en
fonction de la nature des couplages relatifsaF et Z. Notons R et Z; des sous-ensembles
guelconquesde F et Z.

L 'existence d'un couplage complet relativement a R et & Z; caractérise un systeme
juste-déterminé. En effet, dans ce cas, |e sous-systeme décrit par R et Z; comporte autant
de contraintes que de variables.

L'existence d'un couplage complet relativement a R seulement (non complet par

rapport a Z;) caractérise un systeme sous-déterminé. On dispose de plus de variables que
de contraintes.
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L'existence d'un couplage complet relativement a Z; seulement (non complet par

rapport & i) caractérise un systeme sur-déterminé. On dispose de plus de contraintes que
devariables.

La décomposition d'un systéme en sous-systémes sous, juste et sur-déterminés est
appel ée décomposition canonique ; elle est unique. Cette partition est due a Dulmage-
Mendel sohn qui ont éabli le résultat suivant :

Tout graphe biparti de dimension finie peut é&re décomposé de maniére unique en trois
sous-graphes :

G=(F,-,Z",A,.) tel quil existe un couplage complet sur Z*, non complet sur F,.
G =(F,0,2°% A0) te quil existe un couplage complet alafoissur Z° et sur Fo

G=(F,-,Z ,A,.) te quil existe un couplage complet sur F,. , non complet sur Z*

8.4. Génération d'éguations de redondance

L'objectif de la génération d'équations de redondance est d'extraire des éguations ne
faisant intervenir que des variables mesurées. La premiere étape consiste a écrire lamatrice
d'incidence du graphe biparti représentant le systéme a analyser. Cette matrice est ensuite
réorganisée de maniere a isoler les variables mesurées des variables non mesurées. La
décomposition de Dulmage-Mendel sohn est ensuite appliquée ala sous-matrice relative
aux variables non mesurées. Apres permutation de lignes et de colonnes, ladécomposition
canonique de lamatrice d'incidence prend alors laforme suivante :

X X0 X
0 0 F+
]
B 0 Fo
£
F_

Figure 1. Décomposition canonique de la matrice d'incidence du graphe biparti

A chague couplage obtenu, correspondent des chemins dans le graphe qui fournissent
les sequences de calculs a effectuer de facon a générer les relations de redondance a partir
du modéle du systéme. Cependant, les séquences produites ne sont utiles que si 1I'on émet
I'nypothése de cal culabilté des différentes variables.
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Ondiraquunevariable z est calculable apartir delacontrainte f; si la connaissance
de toutes les autres variables permet de déduire, de fagon unique, Ia valeur de z. Cela
impose que |a causalité suivante puisse étre imposée ala contrainte f; :

8.5. Exemple - partie 1

On considere un systeme S possedant 4 entrées et 2 sorties:

ul
P yl
u2 —
.
x11 S
—Pp y2
x12 >
P

ul et u2 sont des entrées connues, x11 et x12 sont inconnues,
y1 et y2 sont des sorties mesurées

A un niveau de décomposition supérieur, le systeme est représenté par les
interconnections suivantes :
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x11
FO
x12
P x13
X2 X3
ul x1 F1 ————P| F2
P C1 P
X4
F3 4—
I X7 yl
5 6 F6 —p Cc3 —
F4 — F5 >
—p>
—> x10 y2
u2 X8 X9 F8 C4
—| c2 > 2 ! 5

La matrice dincidence du graphe est la suivante, ou les zéros ont été remplacés par des
points dans un souci delisibilité.

= O

w

CDzn(DLn('m_l_ﬁD) _H)) _I('_DI> % (0N
AN N

éc1
&2
c3
&4

1

1
1

N

xXI x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 ul u2 vyl y2y
1

el e i e}

Cy Cy C

Cy Cy C

Cy Cy C

N

La décomposition de Dulmage-Mendel sohn de cette matrice peut sécrire sous laforme
suivante ou les arcs du couplage sont entre crochets :
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[
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1
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N -

1

[1]
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o

=] -

[4
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Cette décomposition fait apparaitre un systeme surdéterminé. Les couplages qui ont été
choisis permettent de donner la séquence de calcul permettant |'obtention des
redondances.

Pour décrire la sequence de calcul, nous emploierons le formalisme suivant :
% = (F.%) dsgnifieraquelavaleur de x peut ére calculée al'aide delafonction F en
fonction des valeurs z . Une séquence de calcul, pour I'exemple considéré, peut alors étre

lasuivante :
x8- (C2,u2), x9- (F7,x8) x10 - (C4,y2) x6 - (F8,x9 x10)
X7 - (C3,y1) x3- (F6,x6,x7) x4- (F3x3) x5- (F5,x6)

x1- (F4,x4,x5) x1- (CLul)

Les deux derniers calculs montrent clairement que x; peut étre déterminé de deux

maniéres différentes ; il y adonc redondance d'informations.

8.6. Exemple - partie 2

Dans le cas de systemes linéaires, les relations de contrai ntes peuvent étre exprimees a

I'aide delatransformée en z.

fi=(Ni(2) - Di@))éﬁgg:
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N; (2) et D (2) sont des matrices polynomiales en z qui représentent les numerateurs et
dénominateurs des fonctions de transfert du systéme multivariable, g (z) et s(2) étant les
transformeées en z des vecteurs des variables d'entrée et de sortie de la matrice de transfert
NUMEro .

Considérons de nouveau le systéme du paragraphe précédent ou chaque sous-systéme
est modélisé par une fonction de transfert.

x12
P+
P+
x11 Fo %13
x1 + X2 1 X3
ul
>—>{>'—> + gy
C1 Fl F2
x4
0.4 ]
L S
—p+ X7 1
+ x5 > 1 X6 N Y
—p|+ z+0.2
F4 = F6 C3
P x10

u2 x8 1 X9 + y2

1 > 03 P+

z-0.
F8
o = c4

L es résultats obtenus précédemment permettent d'enchainer la séquence suivante :
x8(2) =u2(z)

x8(2) _ u2(2)

X9(z2) = =
2) z- 03 z-03

x10(2) = y2(z)

u2(z)

x6(z) = x10(2) - x9(z) = y2(2) - 03

x7(2) = Y1(2)

u2(z)

X3(2) = x1(2)- x6(2) =yl(z)- y2A2)+ ——-=

u2(z) 6

X4(2) =0.4x3(2) = 04 - y2(2) + =5
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u2(2) 6

x5(2) = (z+0.5)x6(2) =(z+ 0-5)2‘?’2(2) " 7. 039

x1(2) = x5(2) - x4(z)

— & U2(Z) U2(Z)
=(z+0.5)aY2(2) - — 0138 0.4, y_I.(z) y2(2) + 038
x1(2) = ul(2)
D'ou laredation de redondance :
1) - (2+09F2) - 22.8404F() - ya(a) + 220 - g

gue I'on peut encore écrire apres réduction :
(z- 0.3)ul(2) +(z+ 0.9 u2(2) + 0.4(z- 0.3)yl(z)- (z+0.9)(z- 0.3)y2(z)=0

Cerésultat peut étre comparé a celui obtenu par d'autres technigues. En particulier, on
trouvera, en annexe 2, le programme Maple d'obtention de cette redondance par
I'utilisation du calcul symbolique.

9. Détection-localisation de défaillances de capteurs

L es méthodes présentées précédemment permettent de générer des signaux sensibles a
la présence de défauts, cependant, lalocalisation de ces défauts peut s avérer délicate. Une
fagon d’ améiorer la décision concernant cette localisation consiste a générer des résidus
qui ne sont sensibles qu’ a un sous-ensembl e particulier de défauts. Cesrésidus sont alors
dits “résidus structurés’. La localisation des défauts est alors grandement facilitée par
I’ utilisation de tels résidus.

Rappellons le principe de localisation de défaillances de capteurs par comparaison de
signatures expérimental es de défauts aux signatures théoriques dans le cas bool éen.

On définit la matrice théorique des signatures de défaut, S, en codant de maniére
binaire, I’ occurrence des variables dans les différents résidus. Cette matrice comporte
autant de lignes que de résidus et autant de colonnes que de variables intervenant dansle
calcul de ceux-ci. L'éément S;; estéga alsila j'*M variable intervient dansle calcul du

"M résidu sinon il est égal 30,

Cette matrice traduit également I’influence théorique des défauts sur les résidus. En
effet, ala j'°™ colonne (signature) de S que I’on notera S.;, on peut associer le défaut
d;. Lasignature correspondante traduit alors la maniére dont la défaillance affecte les
différents résidus. Cette matrice peut étre complétée par une signature traduisant le bon
fonctionnement ; celle-ci est uniquement composée d’ éléments nuls.
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L es méthodes stati stiques de détection de rupture dans un signal permettent, a chague
instant k, de coder, également sous forme binaire, un ensemble de résidus expérimentaux,
r(k),i=1...,N:

s(k) =0, s lapriseen compte delavaleur r;(k) ne permet pas de détecter une
rupture danslerésidu r,

s(k) =1, s cette prise en compte met en évidence une rupture danslerésidu r;

On obtient alors lasignature expérimentale S(k) = (sl(k) o Sy (k))T. Lalocalisation
du défaut s effectue en recherchant, dans la matrice théorique S des signatures, celle
correspondant ala signature expérimental e observée.

En pratique, en raison du choix “délicat” du seuil de détection, les signatures
expérimentales peuvent étre “dégradées’. La situation la plus fréquente est la
transformationd’un “1” en “0” qui correspond a une non-détection. En effet, selon la
sensibilité des résidus aux défauts, certains défauts de faible amplitude ne pourront étre
détectés al’ aide des tests statistiques proposés, |a signature expérimental e n’ apparai ssant
pas dans la matrice théorique des signatures. La localisation peut alors étre effectuée a
I’aide d’ un calcul de distance entre la signature expérimental e et | es signatures théoriques.
Le défaut le plus vraisemblableest celui correspondant & la signature théorique dont la
distance alasignature expé&rimentale est laplusfaible. Les distances les plus fréqguemment
employées sont la distance euclidienne définie par :

1/2

ael S A2
JIORE:! (s; - s(k))zg =Fs, - 50)' (s, - 508 (84)
i=1
et ladistance de Hamming :
N
d;(0) = A (S; As() (85)

i=1
ol lesymbole A désigne |’ opérateur |ogique ou exclusif.

Cette phase de reconnaissance est d’autant plus performante que les signatures
théoriques sont différentes, ¢’ est-a-dire que les points représentant les vecteurs binaires
des signatures théoriques dans I espace {0, 1} N sont le plus éloignés les uns des autres.
L’ objectif de la structuration des résidus est précisement d’ augmenter |es distances entre
les différentes signatures théoriques. En effet, en présence de k erreurs de décisions lors
del’analyse desrésidus, il faut une distance de Hamming entre les signatures théoriques
aumoins égale a 2k +1 pour assurer une localisation correcte du défaui.

On peut également envisager de conserver un peu plus d’information en effectuant un
codage ternaire des résidus qui prend en compte le signe de la rupture détectée. Dans ce
cas,ona:
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si(k) =1, s larupture détectée danslerésidu r; est positive
s(k)=-1, s larupturedétectéedanslerésidu r; est négative

Une démarche anal ogue a celle présentée précédemment permet ensuite delocaliser le
défaut.
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Annexe 1: Génération derésidu pour un modéle non linéaire

On considére le modd e suivant :

X (K+1) =1 1x(K)
X (K1) = 1 5% (K) + u(k)xy(K)
Fy(K) =% (K)

Selon les résultats du paragraphe 7.2, et en transposant au cas discret, I'équation de

redondance sécrit :

P(T,y) =1 4 oy(Ku(k+1)- (I ;u(k) +1 ju(k +1))y(k +1) +u(k)y(k +2) = 0

Le systeme peut étre smulé al'aide du schéma Simulink suivant :

_____<‘E¢___

x1(k+1) 1 x1(Kk)
P >
L -0.8}4 -
+ 2(k+1 2(K
T u(k)‘: y N x2(k+l) % GUFOEEEN
| L
Sine Wave
=
= g u




L'évolution de lacommande et de |a sortie sont représentées alafigure suivante :

35 40

_2 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Le vecteur résidu peut ensuite étre calculé:

subplot(211),stairsCu),title('u’)
subplot(212),stairs(y),title('y"')
11=0.95;

12=-0.8;

for k=1:lengthCu)-2

r(k)=11*12*y (k) *u(k+1)-(12*uCk)+11*uCk+1))*y(Ck+1)+u(k) *y(k+2);

end
stairs(r),title('Résidu')

Pour cette situation idéale, on constate bien, aux erreurs numeériques pres, sa nullité a

chague instant.
x 1071® Résidu
1 T T T T T
0 L .
1k i
_2 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
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Annexe 2 : Génération derésidu par utilisation du calcul symbolique

Le systéme décrit au paragraphe 8.6 est un modéle dynamique linéaire ; il accepte donc
une représentation d'état du type:

1 x(k +1) = Ax(K) + Bu(k)
1 y(K) = Cx(K)

Plus précisément, on peut séparer le vecteur de commande en distinguant les
commandes connues W, (k) et inconnues u,(K) :

1 x(k +1) = AX(K) + By (K) + Byt (K)
1 y(K) = Cx(K)

On cherche ensuite a éiminer simultanément |'état et les entrées inconnues.
Conformément & (57), on peut écrire :

e C ow((k) o) @ o) ad ¢ 0
¢ =6 (k)+9 Wk)
eql - - Bogeu, (K)o eB_L b
e C 05
On cherche ensuite une matrice polynomiale orthogonale a ¢ +.
eql- A -Bg

L'usage d'un logiciel de calcul formel facilite ce calcul. En effet les vecteurs constituant
lamatrice recherchée sont telsque :

e C 05 e C 0 ('jT
w (q)Q +=0 ouencore ¢ + w(q) =0
eql- A -Bo eql- A -Bo

Il sagit donc de résoudre un systeme linéaire d'équations. L'intérét de Maple réside
danslefait que celogiciel fournit toutes les solutions possibles sous forme paramétrique
ce qui permet de déterminer lamatrice constituée des vecteurs indépendants.

Pour I'exemple considéréon a:

iaog(k+1l)o 02 0  06aes(ke & 06 & 1an<
166(+1)7=604  -05  079x(T+51 07k +50 0’¢ 11;
iGxok+Lg 6 0 0 03sxKs & lg & 0p 2
|

:
t ¥(k) = Cx(k)

Latrace del'éxécution du programe Maple calculant |es équations de redondance de ce
systéme est donnée ci-dessous.
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restart;with(linalg):
alias(Id=&*());

l,1d
A:=matrix(3,3,[-2/10,0,0,4/10,-5/10,0,0,0,3/10]);

el

O

A::g
c
B1l:=matrix(3,2,[1,0,1,0,0,1]);

al 06
BL=¢1 0%
% 10

B2:=matrix(3,2,[1,1,0,0,0,0]);

aa 1
B2:=¢0 OF
& oo

C:=matrix(2,3,[1,1,0,0,1,17);

C__ael 1 Oc_')
TE 1 15

n:=rowdimCA);q:=coldim(B2);m:=rowdim(C);r:=coldim(B1);
n:=3
q=2
m:=2
r=2

Ul:=concat(stackmatrix(C,evalm(z*Id-A)),stackmatrix(matrix(m,q,@),-B2));

el 1 0 0 O0g
o0 1 1 0 oF
¢, -
u=%"2 © 0 ok
©2 1., 9 0 0
¢ 5 2 . -
g o2 —_—
0 0 -=+z 0 0



\%

\%

\%

Z:=matrix(n+q,1,0);

&o
¢O~

Z.= 80:

Qo:
S0

R1:=transpose(linsolve(transpose(Ul),Z, 'rang',v));

5

& 1
RL= gw, - 2 (9+10z)v, O > vy,

u:=vector(r);

u=array(1..2,[ ])

y:=vector(m);

y.=array(1.2[])

5(9 +10z)v;, 0

2 -3+10z ©

U2:=stackmatrix(array(identity,1..m,1..m),matrix(n,m,0));

a 05

co 1%

(; -

U2:=¢0 0+

0 o

go 09
U3:=stackmatrix(matrix(m,r,0),B1);

ad 0p
co O+

U3=¢l O:

¢1 N
% 15

R:=multiply(R1,matadd(multiply(U2,y),multiplyCU3,u),1,1));

& 1 5
R= V1, Y1 - 2(9 +102)vy, Yo ouut s
RR:=evalm(R*(-3+10*z));

& 1 5
RR= g 3+ 102)%v11y1 - Z(9+ 102)w, ¥, + > vy,
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5(9+102)vy, Ur 6

-3+10z ©

U1+—2

5(9+102)vy U, 00

_3+10z 90



\%

\%

\"

p:=convert(RR[1],polynom);

& 1 5 5(9+102)v, U0
p:= (- 3+107)gw,, 1 - 7 (9+102)wy, Y, + S v,y +._2T10215

simplify(p);

1
pi= v, (- 12y, +40y,2+ 27y, - 60y, z- 100y,2” - 30u; +100u;z + 90U, +100u,2)
v[1][1]:=4/10;

vy =

alNo

collect(p, [u[1],ul2],y[1],y[2]11);

6 5 1
U (- 3+102) +(9+102)u, + & = a2y, - 709 +102)y,(-3+102)
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