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Objectifs
• Concevoir un observateur non linéaire à entrées

inconnues
• Avoir la capacité d’estimer les entrées inconnues

Moyens
• Représenter le comportement du système par un

multimodèle
• Eliminer ou compenser les entrées inconnues

Difficultés
• Elaboration du multimodèle (hors propos)
• Satisfaction de contraintes structurelles
• Résolution d’inégalités matricielles bilinéaires
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Rappel succinct du cas linéaire (1)

Modèle dynamique linéaire
{

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + Rū(t)

y(t) = Cx(t)
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Modèle dynamique linéaire
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y(t) = Cx(t)

Observateur à entrées inconnues
{

z(t + 1) = Nz(t) + Gu(t) + Ly(t)

x̂(t) = z(t) − Ey(t)

Erreur d’estimation d’état

e(t) = x(t) − x̂(t)

e(t) = (I + EC)x(t) − z(t)
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P
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Rappel succinct du cas linéaire (2)

Dynamique de l’erreur d’estimation d’état

e(t + 1) = Ne(t) + (PA − NP − LC)x(t) + (PB − G)u(t)+

(PR − KF )ū(t)) + EFū(t + 1)

Estimation d’état et d’entrée inconnue d’un système représenté par un multimodèle discret – p.4/21
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Rappel succinct du cas linéaire (2)

Dynamique de l’erreur d’estimation d’état

e(t + 1) = Ne(t) + (PA − NP − LC)x(t) + (PB − G)u(t)+

(PR − KF )ū(t)) + EFū(t + 1)

Condition d’autonomie

PA − NP − LC = 0

PB − G = 0

PR − KF = 0

EF = 0

Convergence asymptotique

N stable
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Cas d’un multimodèle

Description de la structure






x(t + 1) =
M
∑

i=1

µi(ξ(t)) (Aix(t) + Biu(t) + Riū(t))

y(t) = Cx(t) + Fū(t)
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Cas d’un multimodèle

Description de la structure






x(t + 1) =
M
∑

i=1

µi(ξ(t)) (Aix(t) + Biu(t) + Riū(t))

y(t) = Cx(t) + Fū(t)

avec











ξ(t) = {u(t), x(t), y(t)}

M
∑

i=1

µi(ξ(t)) = 1, 0 ≤ µi(ξ(t)) ≤ 1

0 50 100 150
0

0.5

1
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Elaboration d’un multiobservateur (1)

Multimodèle






x(t + 1) =
M
∑

i=1

µi(ξ(t)) (Aix(t) + Biu(t) + Riū(t))

y(t) = Cx(t) + Fū(t)
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M
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Estimation d’état et d’entrée inconnue d’un système représenté par un multimodèle discret – p.6/21
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Elaboration d’un multiobservateur (2)

Convergence asymptotique de l’erreur d’estimation

e(t + 1) =
M
∑

i=1

µi(ξ(t))Nie(t)
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Elaboration d’un multiobservateur (2)

Convergence asymptotique de l’erreur d’estimation

e(t + 1) =
M
∑

i=1

µi(ξ(t))Nie(t)

si






































P = I + EC

NiP = PAi − LiC

Ki = NiE + Li

PRi = KiF

Gi = PBi

EF = 0

et
N =

M
∑

i=1

µi(ξ(t))Ni stable
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Elaboration d’un multiobservateur (3)

Convergence asymptotique de l’erreur d’estimation

Paires (Ai, C) observables, F de plein rang colonne et
∀i,∈ {1, ...,M} :

NT

i
XNi − X < 0

Ni = PAi − KiC

P = I + EC

PRi = KiF

EF = 0

Li = Ki − NiE

Gi = PBi

où X ∈ IRn×n est symétrique et définie positive.
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Elaboration d’un multiobservateur (3)

Convergence asymptotique de l’erreur d’estimation

Paires (Ai, C) observables, F de plein rang colonne et
∀i,∈ {1, ...,M} :

NT

i
XNi − X < 0

Ni = PAi − KiC

P = I + EC

PRi = KiF

EF = 0

Li = Ki − NiE

Gi = PBi

où X ∈ IRn×n est symétrique et définie positive.
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Résolution du système (1)

Système

NT

i
XNi − X < 0

Ni = PAi − KiC

P = I + EC

PRi = KiF

EF = 0
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Résolution du système (1)

Système

NT

i
XNi − X < 0

Ni = PAi − KiC

P = I + EC

PRi = KiF

EF = 0

Résolution
E = I − FF−

F− inverse généralisée de F
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Résolution du système (2)

Système

NT

i
XNi − X < 0

Ni = PAi − KiC

P = I + EC

PRi = KiF

EF = 0
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Résolution du système (2)

Système

NT

i
XNi − X < 0

Ni = PAi − KiC

P = I + EC

PRi = KiF

EF = 0

Résolution

NT

i XNi−X = (PAi − KiC)T X(PAi − KiC) < 0

PRi = KiF

Inégalités matricielles bilinéaires en Ki et X sous con-

traintes égalité.
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Résolution du système (3)

Inégalités matricielles
{

(PAi − Ki)
TX(PAi − Ki) < 0

PRi = KiF
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Résolution du système (3)

Inégalités matricielles
{

(PAi − Ki)
TX(PAi − Ki) < 0

PRi = KiF

Changement de variable

Wi = XKi
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Résolution du système (3)

Inégalités matricielles
{

(PAi − Ki)
TX(PAi − Ki) < 0

PRi = KiF

Changement de variable

Wi = XKi

Complément de Schur














(

X AT

i
PX − CTWi

XPAi − WiC X

)

> 0

XPRi = WiF
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Résolution du système (3)

Inégalités matricielles
{

(PAi − Ki)
TX(PAi − Ki) < 0

PRi = KiF

Changement de variable

Wi = XKi

Complément de Schur














(

X AT

i
PX − CTWi

XPAi − WiC X

)

> 0

XPRi = WiF

Inégalités matricielles linéaires en X et Wi
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Résolution du système (4)

Système

NT

i
XNi − X < 0

Ni = PAi − KiC

P = I + EC

PRi = KiF

EF = 0

Li = Ki − NiE

Gi = PBi
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Résolution du système (4)

Système

NT

i
XNi − X < 0

Ni = PAi − KiC

P = I + EC

PRi = KiF

EF = 0

Li = Ki − NiE

Gi = PBi

Séquence de résolution

E −→ P −→ Gi et (X,Wi) −→ Ki = X−1Wi −→ Ni −→ Li
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Estimation des entrées inconnues (1)

Modèle du système






x(t + 1) =
M
∑

i=1

µi(ξ(t)) (Aix(t) + Biu(t) + Riū(t))

y(t) = Cx(t) + Fū(t)
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Estimation des entrées inconnues (1)

Modèle du système






x(t + 1) =
M
∑

i=1

µi(ξ(t)) (Aix(t) + Biu(t) + Riū(t))

y(t) = Cx(t) + Fū(t)

Modèle appliqué aux estimations des signaux






x̂(t + 1) =
M
∑

i=1

µi(ξ(t))
(

Aix̂(t) + Biu(t) + Ri
ˆ̄u(t)

)

ŷ(t) = Cx̂(t) + F ˆ̄u(t)

où ˆ̄u(t) est une estimation de l’entrée inconnue ū(t)

Estimation d’état et d’entrée inconnue d’un système représenté par un multimodèle discret – p.14/21



Estimation des entrées inconnues (2)

Modèle appliqué aux estimations des signaux






x̂(t + 1) =
M
∑

i=1

µi(ξ(t))
(

Aix̂(t) + Biu(t) + Ri
ˆ̄u(t)

)

ŷ(t) = Cx̂(t) + F ˆ̄u(t)
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Estimation des entrées inconnues (2)

Modèle appliqué aux estimations des signaux






x̂(t + 1) =
M
∑

i=1

µi(ξ(t))
(

Aix̂(t) + Biu(t) + Ri
ˆ̄u(t)

)

ŷ(t) = Cx̂(t) + F ˆ̄u(t)

Estimation des entrées inconnues

ˆ̄u(t) = (W TW )−1W T





x̂(t + 1) −
M
∑

i=1

µi(ξ(t)) (Aix̂(t) + Biu(t))

y(t) − Cx̂(t)





avec W =





M
∑

i=1

µi (ξ(t)) Ri

F




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Application au cryptage (1)

Multimodèle






x(t + 1) =
2
∑

i=1

µi(ξ(t))
(

Aix(t) + Riū(t)
)

y(t) = Cx(t) + Fū(t)
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Application au cryptage (1)

Multimodèle






x(t + 1) =
2
∑

i=1

µi(ξ(t))
(

Aix(t) + Riū(t)
)

y(t) = Cx(t) + Fū(t)

avec










ξ(t) = y(t)

µ1(ξ(t)) = 1

2
(1 − tanh(ξ(t)))

µ2(ξ(t)) = 1 − µ1(ξ(t))
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Application au cryptage (1)

Multimodèle






x(t + 1) =
2
∑

i=1

µi(ξ(t))
(

Aix(t) + Riū(t)
)

y(t) = Cx(t) + Fū(t)

avec










ξ(t) = y(t)

µ1(ξ(t)) = 1

2
(1 − tanh(ξ(t)))

µ2(ξ(t)) = 1 − µ1(ξ(t))

A1 =

[

−1.1 0.5

0.3 0.7

]

, A2 =

[

0.8 −0.1

1 1.1

]

C =
[

0.5 0.5
]

, F = 5
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Exemple académique (2)

Cryptage – décryptage

Multiobservateur
u(t) y(t)

Transmission
u(t)^

Multimodele

Cryptage Decryptage
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Exemple académique (3)

Signal transmis et message originel

0 50 100 150 200
-10

0

10

20
sortie y

0 50 100 150 200

-0.2

0

0.2 Message réel
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Exemple académique (4)

Etats réels et estimés et message décrypté

0 50 100 150 200
-20

-10

0

10
x1 réel et son estimé

0 50 100 150 200
-20

0

20

40
x2 réel et son estimé

0 50 100 150 200

-0.2

0

0.2 Message estimé
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Exemple académique (5)

Fonction d’activation

0 50 100 150 200

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Fonction d'activation

Sortie et message

0 50 100 150 200
-10

0

10

20

sortie y
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Conclusion

• Intérêt de la représentation multimodèle des
systèmes NL
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Conclusion

• Intérêt de la représentation multimodèle des
systèmes NL

• Capacité à transposer des résultats “classiques”
(cas linéaire) aux systèmes NL

• Portée générale de la méthode proposée liée au
pouvoir de représentation des multimodèles
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Conclusion

• Intérêt de la représentation multimodèle des
systèmes NL

• Capacité à transposer des résultats “classiques”
(cas linéaire) aux systèmes NL

• Portée générale de la méthode proposée liée au
pouvoir de représentation des multimodèles

• Application prometteuse dans le contexte du
cryptage
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