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Résumé— Les sciences de l’ingénieur font largement appel
aux modèles non linéaires pour décrire les comportements dy-
namiques des systèmes physiques réels. Ces modèles peuvent
cependant s’avérer difficiles à obtenir et/ou à manipuler dans
un objectif d’identification, de commande ou de diagnostic.
Les multi-modèles offrent une alternative intéressante pour
contourner ces difficultés car ils permettent de prendre en
compte la présence de plusieurs modes de fonctionnement.
Cet article traite de l’identification hors ligne des systèmes
non linéaires par une approche multi-modèle à états décou-
plés par opposition au multi-modèle à états couplés (Takagi-
Sugeno) classiquement utilisé. Une modification de la struc-
ture originale du multi-modèle à états découplés est proposée
afin d’éviter le phénomène de décrochage qui nuit considéra-
blement à la procédure d’identification et détériore la qualité
de l’approximation obtenue.

Mots-clés— Approche multi-modèle, identification systèmes
non linéaires.

I. I NTRODUCTION

Les sciences de l’ingénieur font largement appel aux modèles
non linéaires pour décrire les comportements dynamiques des
systèmes physiques réels.

Si les modèles non linéaires sont en mesure de décrire cor-
rectement les comportements non linéaires d’un système, ils
peuvent néanmoins s’avérer, en fonction de leur complexité
mathématique, difficilement exploitables dans un contextede
synthèse d’une loi de commande et/ou de mise en place d’une
stratégie de diagnostic du système.

Une hypothèse contraignante, mais largement utilisée, consiste
à supposer que le système évolue autour d’un point de fonc-
tionnement. Il est alors possible d’envisager une étape de li-
néarisation du modèle non linéaire afin de réduire sa com-
plexité mathématique et permettre l’emploi des outils d’ana-
lyse de systèmes linéaires. En pratique, cependant, cette hy-
pothèse de linéarité n’est pas toujours respectée et par consé-
quent le modèle linéarisé n’est pas complètement représen-
tatif du comportement global du système. Une amélioration
consiste, lorsque le point de fonctionnement change, à réac-
tualiser le modèle linéarisé.

Dans ce qui suit, on préfère rechercher un modèle apte à
donner une bonne caractérisation globale du comportement
dynamique du procédé, tout en permettant au concepteur
une utilisation aisée, par exemple au moyen de techniques
d’analyse de systèmes linéaires.

Afin de répondre à ces attentes, de nouvelles techniques de

modélisation ont vu le jour. Parmi elles, figure l’approche
multi-modèle.

Nous proposons, dans cet article, une procédure d’identifica-
tion hors lignedes systèmes non linéaires par une approche
multi-modèle à états locaux découplés. La section 2 rappelle
différentes techniques de modélisation de systèmes non li-
néaires en rapport avec les multi-modèles. La section 3 pré-
sente deux structures de multi-modèles, la première à états
couplés, la seconde à états découplés. La procédure d’estima-
tion paramétrique du multi-modèle à états découplés est dé-
veloppée dans la section 4. La section 5 propose un exemple
académique d’identification qui met en évidence les limites
du multi-modèle à états découplés. Une modification de la
structure du multi-modèle est suggérée dans la section 6 afin
d’améliorer les performances du multi-modèle identifié. En-
fin, la section 7 présente un exemple d’identification du four
à gaz proposé parBox et Jenkins[2].

II. L ES MULTI-MODÈLES

La stratégiediviser pour régnerest à l’origine de nom-
breuses techniques de modélisation de systèmes non linéaires
(S.N.L.). Le point commun à ces techniques de modélisation
est la décomposition du comportement dynamique du sys-
tème non linéaire en un nombreL de zones de fonctionne-
ment, chaque zone étant caractérisée par un sous-modèlefi.
En fonction de la zone où le système non linéaire évolue, la
sortie ŷi de chaque sous-modèle contribue plus ou moins à
l’approximation ŷ du comportement global du système non
linéaire, soit :

ŷ(k) =
L∑

i=1

µi(k)ŷi(k), (1)

où la contribution de chaque sous-modèle est définie par les
fonctions de pondérationµi.

On peut distinguer parmi les différentes techniques de modé-
lisation des systèmes non linéaires basées sur ce même prin-
cipe (voir [4], [13], [14], pour une discussion plus approfon-
die) :

Des modèles linéaires par morceaux. Les sous-modèlesfi

sont de type linéaire et les fonctions de pondérationµi sont de
type booléen. Le résultat est une approximation discontinue
du système non linéaire, dans les phases de commutation, qui
peut être indésirable dans certaines applications.
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Des réseaux de fonctions à base radiale. Les sous-modèlesfi

se réduisent à une constantewi et les fonctions de pondération
sont en général de type gaussien. L’inconvénient principalde
cette approche est le nombre important de sous-modèlesfi

nécessaires à l’obtention d’une approximation satisfaisante du
système non linéaire.
Des modèles flous de Takagi-Sugeno(T.S.) [15]. La modéli-
sation est effectuée à partir de règles de type :si prémisse
alors conséquence, où les prémisses sont obtenues à partir de
propositions linguistiques permettant l’évaluation des pondé-
rationsµi, les conséquences sont le plus souvent des fonctions
affines qui correspondent auxfi.
Des multi-modèles(M.M.) [9]. Les notions de multi-modèle
et de modèle T.S. sont très proches. En effet, si le nombre
de règles est égal au nombre de sous-modèles, ces deux
approches sont identiques. La différence provient alors du
moyen employé pour obtenir les fonctions de pondérationµi :
– à partir de la connaissance d’experts et des propositions

linguistiques pour les modèles T.S.,
– à l’aide de techniques d’optimisation dans le cas des multi-

modèles [4], [8], [10].

Les principaux intérêts de l’approche multi-modèle sont les
suivants [11] :
– ils constituent desapproximateursuniversels, n’importe

quel système non linéaire pouvant être approximé avec
une précision imposée en augmentant le nombre de sous-
modèles. En pratique cependant, un nombre relativement
réduit de sous-modèles suffit à l’obtention d’une approxi-
mation satisfaisante ;

– les outils d’analyse des systèmes linéaires peuvent être
utilisés, au moins partiellement, sur les multi-modèles si
les sous-modèles sont de type linéaire ;

– il est possible de relier le multi-modèle à la physique du
système non linéaire afin de donner un sens au multi-
modèle et plus précisément d’associer à un sous-modèle
un comportement particulier du système non linéaire.

III. STRUCTURES DES MULTI-MODÈLES

Plusieurs structures permettent d’interconnecter les différents
sous-modèles afin de générer la sortie globale du multi-
modèle. Deux structures de multi-modèle peuvent être dis-
tinguées, la première à états couplés, la seconde à états dé-
couplés.

A. Multi-modèle à états couplés

La structure à états couplés ou modèle de Takagi-Sugeno est
la plus répandue en analyse et en synthèse des multi-modèles.
Elle se présente sous la forme suivante (figure 1) :

xi(k + 1) = Aix̂(k) + Biu(k) + Di,

x̂(k + 1) =
L∑

i=1

µi(ξ(k))xi(k + 1), (2)

ŷ(k) =

L∑

i=1

µi(ξ(k))Cix̂(k),

avec
L∑

i=1

µi(ξ(k)) = 1, ∀k (3)

où x̂ ∈ R
n est le vecteur d’état,u ∈ R

m le vecteur de
commande,̂y ∈ R

l le vecteur de mesures etξ la variable
d’indexation des fonctions de pondérationµi. Ici le rôle des
fonctions de pondérationµi est d’effectuerun mélange des
paramètres des sous-modèlesen fonction de la zone de
fonctionnement du système non linéaire. Le multi-modèle est
analogue à un système à paramètres variables dans le temps :

x̂(k + 1) = Ã(k)x̂(k) + B̃(k)u(k) + D̃(k), (4)

ŷ(k) = C̃(k)x̂(k),

où Ã(k) =
L∑

i=1

µi(ξ(k))Ai , B̃(k) =
L∑

i=1

µi(ξ(k))Bi ,

D̃(k) =
L∑

i=1

µi(ξ(k))Di et C̃(k) =
L∑

i=1

µi(ξ(k))Ci.
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Fig. 1. Architecture d’un multi-modèle à états couplés

Le multi-modèle à états couplés se caractérise par :
– un état global̂x qui couple tous les étatsxi des sous-

modèles,
– un même ordre de sous-modèles,
– un mélange des paramètres des sous-modèles.

B. Multi-modèle à états découplés

Filev [3] propose un multi-modèle issu de l’agrégation des
sous-modèles sous la forme d’une structure à états découplés
(figure 2) :

x̂i(k + 1) = Aix̂i(k) + Biu(k) + Di,

ŷi(k) = Cix̂i(k), (5)

ŷ(k) =

L∑

i=1

µi(ξ(k))ŷi(k),

avec
L∑

i=1

µi(ξ(k)) = 1, ∀k (6)

où x̂i ∈ R
ni est le vecteur d’état du ième sous-modèle,

u ∈ R
m le vecteur de commande,̂y ∈ R

l le vecteur de
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mesures. Le rôle des fonctionsµi est ici depondérer la sortie
de chaque sous-modèlesans mélanger les paramètres des
sous-modèlesAi, Bi, Di etCi.
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Fig. 2. Architecture d’un multi-modèle à états découplés

Il convient de constater que dans ce cas :
– le multi-modèle est donné par la mise en parallèle de

modèles de type Wiener (un sous-modèle linéaire en série
avec une non-linéarité),

– la sortie globale du multi-modèle est donnée par la somme
pondérée des sorties locales,

– chaque sous-modèle possède son propre espace d’état et
y évolue indépendamment en fonction du signal de com-
mande et de son état initial.

C’est le découplage entre les sous-modèles qui motive l’inté-
rêt de cette structure. Il est en effet possible d’envisager:
– de transposer plus facilement les techniques d’analyse de

systèmes linéaires au multi-modèle,
– d’exploiter plus aisément le multi-modèle,
– d’utiliser des sous-modèles à structure complètement dif-

férente. Par exemple, de type linéaire ou non linéaire com-
portant un nombre d’états différent (à condition toutefois
que les sorties soient sommables).

IV. ESTIMATION PARAMÉTRIQUE

Classiquement trois problèmes doivent être résolus pour éla-
borer un multi-modèle :

1. la décomposition du comportement dynamique du sys-
tème non linéaire en un nombreL de zones de fonction-
nement et le choix de la variable d’indexationξ des fonc-
tions de pondération,

2. la procédure d’agrégation des sous-modèles, c’est-à-
dire le choix de la structure du multi-modèle,

3. la détermination des paramètres de chaque sous-modèle.

Il existe une abondante littérature sur l’identification des sys-
tèmes non linéaires par une approche multi-modèle à états
couplés.Johansen et Foss[10] utilisent un algorithme pour
effectuer une décomposition en zones de fonctionnement
du système non linéaire suivant une certaine heuristique. A
chaque itération, des sous-modèles sont ajoutés en fonction de
la complexité du système non linéaire (approche ascendante).
Gasso[4] propose une technique de décomposition de l’es-
pace de fonctionnement du système non linéaire à travers une
partition grille. La complexité du multi-modèle est réduite,

d’une part, en éliminant les sous-modèles peu explicatifs et,
d’autre part, en fusionnant des sous-modèles redondants (ap-
proche descendante).Gugaliya et al.[8] suggèrent une mo-
dification de l’algorithme CART (Classification And Regres-
sion Tree) qui donne à l’origine une approximation par mor-
ceaux du système non linéaire afin d’obtenir un multi-modèle.
En revanche, peu de travaux proposent une procédure d’iden-
tification basée sur une structure de multi-modèle à états dé-
couplés. Quelques travaux dans le domaine de la synthèse des
lois de commande pour des systèmes non linéaires ont déjà
exploité cette structure et ont démontré son intérêt [5], [6], [7].
Le multi-modèle est obtenu en effectuant des linéarisations
successives du modèle non linéaire autour de différents points
de fonctionnement. RécemmentVenkat et al.[16] ont proposé
une méthodologie d’identification basée sur cette structure en
vue de mettre en place une loi de commande. L’identifica-
tion des sous-modèles est effectuée individuellement à partir
des données d’entrée/sortie du système non linéaire générées
dans une zone de fonctionnement. L’idée est d’assurer ainsila
linéarité des sous-modèles à identifier. Il est donc nécessaire
de disposer d’autant de jeux de données que de sous-modèles
à identifier (chaque jeu de données étant propre à un sous-
modèle donc à un mode de fonctionnement).
Nous proposons dans cet article une procédure d’estimation
paramétrique du multi-modèle à états découplés. Le problème
1 énoncé au début de la section (décomposition en zones
de fonctionnement du système non linéaire) est contourné
en se fixant a priori les fonctions de pondérationµi et la
variable d’indexationξ. La complexité du problème à traiter
est ainsi réduite. Un choix simple mais tout à fait raisonnable
consiste, par exemple, à effectuer une distribution homogène
des fonctions de pondération sur la plage de variation de la
variable d’indexationξ.
Le problème lié à l’identification se pose alors dans les termes
suivants : les fonctions de pondérationµi(ξ) étant fixées a
priori, il s’agit, à partir de la connaissance de l’entréeu(k) et
de la sortiey(k) d’un système non linéaire SISO, d’identifier
les paramètres deL sous-modèles.

A. Fonctions de pondérationµi

Les fonctions de pondérationµi(ξ) sont construites ici à partir
d’une fonction gaussienne :

ωi(ξ) = exp

(

−
(ξ − ci)

2

σ2

)

, (7)

qui est fonction du centreci et de la dispersionσ commune à
toutes les fonctions de pondération (d’autres choix peuvent
être faits, mais cette présentation n’a pas pour objet de
comparer ces différentes possibilités). Afin de respecter la
contrainte donnée par la relation (3) les fonctionsωi(ξ) sont
ensuite normalisées. Finalement les fonctions de pondération
sont données par :

µi(ξ) =
ωi(ξ)

L∑

j=1

ωj(ξ)

. (8)

La variable d’indexationξ des fonctions de pondération
µi peut être, par exemple, définie par les variables d’état
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mesurables et/ou les valeurs du signal d’entrée ou de sortie
du système.

En fonction de la vitesse de transition d’un sous-modèle à
l’autre et du recouvrement (zone où deux fonctions de pondé-
ration sont significativement non nulles en même temps), on
peut introduire les notions de fonctions de pondérationfor-
tement mélangéeset peu mélangées. La figure 3 illustre ces
notions sur un exemple. Le cas limite, vitesse de transition
infinie et recouvrement nul, correspond au cas des modèles
linéaires par morceaux où les fonctions de pondération sont
booléennes.
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Fig. 3. Fonctions de pondération fortement mélangées
σ = 0.35 (haut), fonctions de pondération peu mélan-
géesσ = 0.08 (bas)

B. Critères d’estimation

Le multi-modèle doit répondre à un certain nombre de
contraintes en fonction de son contexte d’exploitation. A cet
effet, trois critères : global, local ou combiné, sont utilisés
pour effectuer l’optimisation paramétrique.

B.1 Le critère global

Le critère global est défini par :

JG =
1

2

N∑

k=1

(ŷ(k) − y(k))2, (9)

où ŷ(k) est la sortie du multi-modèle,y(k) la sortie du sys-
tème non linéaire etN le nombre de mesures. Ce critère
favorise une bonne caractérisation du comportement global
du système non linéaire par le multi-modèle. L’adéquation
entre le comportement local des différents sous-modèles et
le comportement local du système non linéaire n’est pas
prise en considération. Il est intéressant, par exemple, dans
un contexte d’identification type boîte noire où l’on sou-
haite avoir une très bonne adéquation entre les données d’en-
trée/sortie du système sans chercher une interprétation quel-
conque du modèle obtenu. On obtientun multi-modèle com-
portemental ou/et de prédiction. La forme (9) peut être assor-
tie de pondérations afin de privilégier éventuellement le poids
de certaines données.

B.2 Le critère local

Le critère local donné par :

JL =
1

2

L∑

i=1

N∑

k=1

µi(ξ(k))(ŷi(k) − y(k))2, (10)

favorise une bonne adéquation entre le comportement local
des sous-modèles et le comportement local du système non
linéaire à condition toutefois que lesµi soientpeu mélan-
gées. Il est très bien adapté à l’obtentiond’un multi-modèle
phénoménologique et/ou explicatif. Il est possible en effet
de donner une interprétation des sous-modèles obtenus, par
exemple, comme étant des linéarisés tangents au système non
linéaire. Cependant, par rapport au critère global, un nombre
de sous-modèles supérieur est en général nécessaire à l’ob-
tention d’une bonne caractérisation du comportement global
du système [4].

B.3 Le critère mixte

Finalement, le critère combiné ou mixte défini par [18] :

JC = αJG + (1 − α)JL 0 ≤ α ≤ 1, (11)

représente un compromis entre les deux critères précédents. Il
est ainsi possible de profiter des avantages offerts par chacun
des critères en fonction de la valeur donnée au paramètreα.

C. Procédure d’estimation paramétrique

Dans cette section sont présentés les points remarquables
de la procédure d’identification mise en place pour effec-
tuer l’estimation paramétrique du multi-modèle à états locaux
découplés. Pour davantage de renseignements sur les tech-
niques classiques d’identification, le lecteur peut consulter par
exemple [17].

On définit le vecteurθ comme étant le vecteur colonne
des paramètres du multi-modèle à estimer. Le vecteurθ est
représenté sous la forme d’un vecteur partitionné enL blocs
colonneθp, soit :

θ = [θ1 . . . θp . . . θL]T , (12)

où chaque bloc colonneθp est relatif auxqp paramètres
inconnus d’un sous-modèle particulierp, soit :

θp = [θp,1 . . . θp,q . . . θp,qp
]T , (13)

où θp,q est un paramètre (scalaire) à estimer appartenant au
sous-modèlep.

L’estimation paramétrique desθp,q des sous-modèles, utilisée
ici, est basée sur une procédure itérative de minimisation d’un
critèreJ (global, local ou combiné) à l’aide de l’algorithme
de Gauss-Newton :

θ+ = θ − H−1G, (14)

oùθ représente la valeur du vecteur de paramètres à une itéra-
tion particulière,θ+ cette même valeur à l’itération suivante,
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H = ∂2J
∂θ∂θT la matrice hessienne etG = ∂J

∂θ
le vecteur gra-

dient. Le calcul du vecteur gradient G et de la matrice hes-
sienne H est effectué à partir du calcul desfonctions de sensi-
bilité de la sortie du multi-modèle par rapport aux paramètres
de chaque sous-modèle.
Quelques améliorations peuvent être apportées à la procédure
initiale d’identification afin d’assurer la convergence de l’al-
gorithme :

1. Uncoefficient de relaxation∆ est introduit au niveau de
l’équation (14) :

θ+ = θ − ∆H−1G. (15)

∆ est le pas qui minimise le critère dans la direction
du vecteurH−1G. Idéalement et pour un critère de
type quadratique,∆ = 1. En pratique, on peut être
amené à modifier sa valeur afin d’améliorer la vitesse
de convergence de l’algorithme. En effet, si H est défini
positif alors il existe toujours un∆ ≤ 1 qui minimise le
critère dans la direction du vecteurH−1G.

2. L’algorithme de Marquardt [12] est utilisé afin de sur-
monter les problèmes liés à l’inversion de la matrice H
(provenant d’un mauvais conditionnement par exemple)
lors de la mise à jour des paramètres. L’équation (15) est
remplacée par :

θ+ = θ − ∆(H + λI)−1G, (16)

où I est la matrice identité de dimension appropriée et
λ un scalaire (paramètre de régularisation). A chaque
itération la valeur deλ est réglée, le plus souvent, au
moyen d’une heuristique (voir [1], [17] pour plus de
détails). Si la valeur deλ est proche de zéro alors
l’algorithme est proche de celui de Gauss-Newton. Si la
valeur deλ >> 0 tend vers l’infini alors l’algorithme est
proche de celui du gradient.

3. Un filtrage passe-bas des nouveaux paramètresθ+ est
introduit :

θ+ = pθ+ + (1 − p)θ avec0 ≤ p ≤ 1,

afin de limiter d’éventuelles oscillations des paramètres.

Les trois degrés de liberté, donnés par les paramètres∆, λ

et p, permettent d’améliorer la convergence de la procédure
d’identification.
Une des principales difficultés de cette approche porte sur
la sensibilité de l’algorithme par rapport au choix des para-
mètres initiaux. En effet, rien n’assure que le problème soit de
type convexe et que l’algorithme converge vers un minimum
global. Le succès de l’optimisation dépend d’un choix judi-
cieux des paramètres initiaux ; dans les cas difficiles, il peut
être nécessaire de réaliser la procédure d’estimation à partir
de différents choix de paramètres initiaux.

D. Estimation paramétrique avec un critère global

Le critère global est défini par :

JG =
1

2

N∑

k=1

ε(k)2,

où ε(k) est l’erreur entre la sortie complète du M.M. et la
sortie du S.N.L., donnée par :

ε(k) = ŷ(k) − y(k). (17)

D.1 Le vecteur gradientGG

Le vecteur gradientGG s’obtient en dérivant le critère global
par rapport aux paramètresθ, soit :

GG =
∂JG

∂θ
=

N∑

k=1

ε(k)
∂ŷ(k)

∂θ
, (18)

avec avec
∂ŷ(k)

∂θ
=

L∑

i=1

µi(ξ(k))
∂ŷi(k)

∂θ
. (19)

Les ∂ŷi(k)
∂θ

sont les fonctions de sensibilité de la ièmesortie par
rapport aux paramètres inconnus du multi-modèle. Elles sont
définies par :

∂ŷi(k)

∂θp,q

=
∂Ci

∂θp,q

x̂i(k) + Ci

∂x̂i(k)

∂θp,q

.
p = 1, 2, ..., L

q = 1, 2, ..., qp
(20)

L’état étant inconnu à l’instant présent, les fonctions de
sensibilité sont calculées à l’instant suivant en dérivantla
relation (5) par rapport à chaque paramètreθp,q, c’est-à-dire :

∂x̂i(k + 1)

∂θp,q

=
∂Ai

∂θp,q

x̂i(k)+Ai

∂x̂i(k)

∂θp,q

+
∂Bi

∂θp,q

u(k)+
∂Di

∂θp,q

.

(21)

D.2 La matrice hessienneHG

Le matrice hessienneHG s’obtient en dérivant deux fois le
critère global par rapport aux paramètresθ, soit :

HG =
∂2JG

∂θ∂θT
=

N∑

k=1

ε(k)
︸︷︷︸

→0

∂2ŷ(k)

∂θ∂θT
+

N∑

k=1

∂ŷ(k)

∂θ

∂ŷ(k)

∂θT
.

(22)
L’utilisation de la méthode de Gauss-Newtonévite le calcul
explicite de la matriceHG réduisant ainsi le temps de calcul.
En effet, les dérivées du deuxième ordre dans l’expression
(22) sont négligées sous l’hypothèse que l’erreurε(k) tende
vers zéro. Le calcul la matriceHG se fait alors à l’aide des
fonctions de sensibilité du premier ordre nécessaires au calcul
du gradient.
La matriceHG approchée est donnée par :

HG ≈

N∑

k=1

∂ŷ(k)

∂θ

∂ŷ(k)

∂θT
. (23)

E. Estimation paramétrique avec un critère local

Le critère local est de la forme :

JL =
1

2

L∑

i=1

N∑

k=1

µi(ξ(k))εi(k)2,

où εi(k) est l’erreur entre la sortie du ième sous-modèle et la
sortie du S.N.L., donnée par :

εi(k) = ŷi(k) − y(k). (24)
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E.1 Le vecteur gradientGL

Le vecteur gradientGL est défini par :

GL =
∂JL

∂θ
=

L∑

i=1

N∑

k=1

µi(ξ(k))εi(k)
∂ŷi(k)

∂θ
. (25)

Il convient de remarquer que les fonctions de sensibilité
∂ŷi(k)

∂θ
sont les mêmes que dans le cas d’un critère global

(relation (20)).

E.2 La matrice hessienneHL

La matrice hessienneHL s’obtient en dérivant deux fois le
critère local par rapport aux paramètresθ, soit :

HL ≈

L∑

i=1

N∑

k=1

µi(ξ(k))
∂ŷi(k)

∂θ

∂ŷi(k)

∂θT
, (26)

sous l’hypothèse que localement l’erreurεi(k) tende vers zéro
(méthode de Gauss-Newton).

F. Comparaison entre l’approche globale et locale

Le critère de comparaison est la ressemblance entre les
vecteurs gradients et les matrices hessiennes obtenus dans
chaque approche.

F.1 Comparaison des vecteursGG etGL

La différence entre le gradient global (18) et le gradient local
(25) est le type d’erreur utilisée : dans le premier cas, il s’agit
de l’erreur globaleε(k) (erreur entre la sortie complète du
M.M. et la sortie du S.N.L.), dans le deuxième cas de l’erreur
localeεi(k) (erreur entre la ième sortie locale du M.M. et la
sortie du S.N.L.).
Si les fonctions de pondération sont peu mélangées (hypo-
thèse légitime si l’on souhaite conserver un sens local à
chaque sous-modèle dansJL), alors :εi(k) ≈ ε(k). Il est
possible de conclure que :

GL ≈ GG. (27)

F.2 Comparaison des matricesHG etHL

En utilisant (19), l’expression de la matrice HessienneHG

(23) devient :

HG ≈

N∑

k=1

L∑

i=1

L∑

j=1

µi(ξ(k))µj(ξ(k))
∂ŷi(k)

∂θ

∂ŷj(k)

∂θT
. (28)

Si les fonctions de pondérationµi sont peu mélangées alors :

µi(ξ(k))µj(ξ(k)) ≈

{
1 si i = j

0 si i 6= j
.

On peut alors conclure que :

HL ≈ HG. (29)

En conclusion, si l’on choisit des fonctions de pondérationµi

peu mélangées, la distinction entre critère global et critère lo-
cal disparaît ; les deux approches d’identification fournissent
alors des résultats similaires.

En revanche, si les fonctions de pondération sont fortement
mélangées, on pourra choisir le critère mixte (11) afin de
pondérer l’importance donnée à l’interprétation des sous-
modèles en regard de la qualité du modèle global.

Remarque
Les expressions (19), (20) et (21) relatives au calcul des fonc-
tions de sensibilité sont des formes génériques qui peuvent
être simplifiées lors de la mise en œuvre de l’algorithme. En
effet,

∂ŷi(k)

∂θp

= 0 pour p 6= i
i = 1, 2, ..., L

p = 1, 2, ..., L
,

du fait que les paramètres de chaque sous-modèle sont
complètement indépendants des paramètres des autres sous-
modèles.

V. EXEMPLE D’ IDENTIFICATION

Soit à approcher, par une structure multi-modèle, le modèle
non linéaire :

x(k + 1) = Ax(k) + sin(γu(k))(β − u(k)),

y(k) = x(k), (30)

avecA = 0.95, γ = 0.8π etβ = 1.5.

Nous avons choisi ici d’utiliser un critère global pour effec-
tuer l’identification du multi-modèle. On souhaite obtenirun
multi-modèle de prédiction et non pas d’explication de com-
portements locaux. L’estimation paramétrique est effectuée à
partir de la relation (16) en considérant le vecteur gradient
GG et la matrice hessienneHG définis par les relations (18)
et (23).

Le multi-modèle est constitué arbitrairement parL = 6 sous-
modèles (cette valeur pouvant être optimisée). Les paramètres
Ai, Bi,Di et Ci des sous-modèles sont de type scalaire. Les
fonctions de pondérationµi dépendent du signal d’entrée
u(k), les centres sont donnés par :ci = [0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1]
et la dispersionσ = 0.2.

A. Multi-modèle obtenu par linéarisation

Un premier multi-modèle peut être obtenu en effectuant
des linéarisations successives du modèle non linéaire (30)
autour des points de fonctionnementci. Le comportement
dynamique du multi-modèle est illustré sur la figure 4.

L’erreur en régime statique du multi-modèle provient en
particulier du fait que les fonctions de pondération sont
fortement mélangées. Le caractère local de chaque sous-
modèle n’est pas conservé. On peut constater un phénomène
dit dedécrochagequi se traduit par l’apparition de "pics" dans
les zones de commutation. Cependant les paramètres obtenus
par linéarisation peuvent servir de valeurs initiales à uneautre
procédure d’identification.

B. Multi-modèle obtenu par identification

L’entréeu(k) du modèle est constituée par la concaténation
de créneaux d’amplitudes variables (u ∈ [0, 1]). Un jeu de
données entrée/sortie de 5000 points a servi à l’identification.
Un jeu de données entrée/sortie de même taille a servi à
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Fig. 4. Sortie du modèle non linéaire et du multi-modèle à
états découplés obtenu par linéarisation

la validation. Les paramètres initiaux du multi-modèle sont
les paramètres du multi-modèle obtenu par linéarisation.
Le comportement dynamique du multi-modèle identifié est
illustré sur la figure 5.

Le comportement dynamique du modèle non linéaire (30) est
assez mal approché par le multi-modèle identifié. L’appari-
tion de "pics", dans certaines zones de commutation du si-
gnal de commande, détériore considérablement la qualité de
l’approximation obtenue. Ces "pics" sont une conséquence du
phénomène dit dedécrochage. Ce phénomène de décrochage
agit comme un élément perturbateur dans la procédure d’iden-
tification. On présente dans la section suivante quelques élé-
ments expliquant ce phénomène et une solution pour y remé-
dier.
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Fig. 5. Sortie du modèle non linéaire et du multi-modèle à
états découplés obtenu par identification

VI. M ODIFICATION DU MULTI -MODÈLE

Dans le cas du multi-modèle à états découplés rien n’assure
que la sortie de chaque sous-modèle soit proche des autres
quand elle est mise à contribution (ce problème ne se pose
pas pour le multi-modèle à états couplés). C’est cet écart entre
les sorties qui est à l’origine du phénomène de décrochage, se
traduisant quelquefois par des variations brutales de la sortie.

En effet, un changement de la valeur de la variable d’indexa-
tion ξ (ici le signal de commande) peut entraîner un chan-
gement de la pondération de la sortie de chaque sous-modèle.
Un décrochage apparaît si les sorties mises à contribution sont
éloignées les unes des autres. Si les sorties des sous-modèles
sont proches, au moment où elles sont mises à contribution,
le décrochage diminue et disparaît complètement si elles sont
identiques.

Le problème de décrochage peut être posé comme étant un
problème de conditions initiales sur les sorties des sous-
modèles quand elles sont mises à contribution.

En présence de ce phénomène, la procédure d’identification
doit calculer les paramètres du multi-modèle qui approchent
au mieux le comportement du S.N.L. tout en minimisant
l’écart entre les sorties des sous-modèles. Le décrochage agit
comme un élément perturbateur dans la procédure d’identi-
fication dans la mesure où quelques-uns des sous-modèles
estimés peuvent présenter une faible variation de leur sortie
vis-à-vis du signal de commande (comportement très gênant
pour un modèle explicatif). Il est en effet nécessaire de li-
miter la variation de la sortie des sous-modèles pour obtenir
une diminution du phénomène de décrochage. En revanche,
le multi-modèle obtenu offre une mauvaise approximation du
système non linéaire dans les zones de décrochage.

Une première solution pour éliminer le phénomène de décro-
chage consiste simultanément à :

– mélanger fortement les fonctions de pondération,
– augmenter le nombre des sous-modèles.

Nous proposons une deuxième solution qui consiste à intro-
duire dans la structure du multi-modèle trois filtres passe-bas
agissant respectivement sur le signal de commande, le signal
d’indexation deµi et la sortie du multi-modèle (figure 6).
L’objectif est de prendre progressivement en compte la contri-
bution de chaque sous-modèle et d’adoucir la commutation
entre les sorties des sous-modèles. Ces trois filtres font alors
partie du modèle du système.

F3(q−1)

F2(q−1)F1(q−1) µi(k)
û(k)

u(k)

ŷ(k)
ỹ(k)

µ1(k)

x̂L(k)

x̂2(k)

x̂1(k)

Π

q−1

C1

q−1

Π

Π

q−1

A2x̂2(k) + B2u(k) + D2

A1x̂1(k) + B1u(k) + D1

C2

µ2(k)

µL(k)

CL
ALx̂L(k) + BLu(k) + DL

Σ

ũ(k)

Fig. 6. Architecture modifiée du multi-modèle
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Le nouveau critère à minimiser s’écrit :

JG =
1

2

N∑

k=1

(ŷ(k) − y(k))2, (31)

le modèle du système étant défini par :

x̂i(k + 1) = Aix̂i(k) + Biũ(k) + Di,

ŷi(k) = Cix̂i(k), (32)

ỹ(k) =

L∑

i=1

µi(ξ(k))ŷi(k), avecξ(k) = û(k),

ũ(k) = F1(q
−1)u(k), (33)

û(k) = F2(q
−1)u(k), (34)

ŷ(k) = F3(q
−1)ỹ(k), (35)

où ŷ est la nouvelle sortie du multi-modèle.
On opte ici pour des filtresF1, F2 etF3 du premier ordre :

ũ(k + 1) = α1ũ(k) + (1 − α1)u(k + 1), (36)

û(k + 1) = α2û(k) + (1 − α2)u(k + 1), (37)

ŷ(k + 1) = α3ŷ(k) + (1 − α3)ỹ(k + 1). (38)

Le calcul des nouvelles fonctions de sensibilité s’effectue
comme dans la section IV-D en prenant en considération
les nouveaux paramètresα1, α2 et α3 des filtres passe-bas.
Les paramètres des filtres font alors partie de l’ensemble des
paramètres inconnus du multi-modèle qui sont estimés par la
procédure d’optimisation paramétrique.
La figure 7 illustre le comportement dynamique du multi-
modèle identifié en introduisant les trois filtres passe-bas. Les
paramètres des filtres obtenus par la procédure d’optimisation
sont donnés par :

α1 = 0.0018, α2 = 0.1364 et α3 = 0.9516.
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Fig. 7. Sortie du modèle non linéaire et du multi-modèle à
états découplés obtenu par identification

Il est possible de constater la bonne adéquation entre les
données du modèle non linéaire et celles du multi-modèle.
Le phénomène de décrochage est rejeté. Pour cet exemple
particulier les valeurs que prend le critèreJG, en fonction
de l’approche utilisée pour obtenir le multi-modèle, sont
présentées dans le tableau I.

Méthode JG

Linéarisation 7.99 × 104

Estimation sans filtrage 1.46 × 104

Estimation avec filtrage 21.72

TABLE I
ÉVOLUTION DU CRITÈRE EN FONCTION DE L’ APPROCHE

UTILISÉE

VII. E XEMPLE D’ IDENTIFICATION

En guise d’exemple d’identification, nous utiliserons les don-
nées du four à gaz de type SISO proposées parBox et Jenkins
[2]. Dans ce four à gaz, de l’air et du méthane ont été combi-
nés de façon à obtenir un mélange de gaz contenant duCO2.
L’entrée du four correspond au débit du méthane et la sortie à
la concentration en pourcentage deCO2 (figure 8). Le jeu des
données d’entrée/sortie du four est constitué de 296 points.
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Fig. 8. Données d’entrée et de sortie du four

La procédure d’estimation a été effectuée avec un critère glo-
bal en considérant un nombre différent de sous-modèles. Les
paramètresAi, Bi,Di et Ci des sous-modèles sont de type
scalaire. L’évolution du critère en fonction du nombre des
sous-modèles ainsi que les différents paramètres des fonctions
de pondération sont présentés dans le tableau II. La figure 9
montre les fonctions de pondération pourL = 3.

L JG σ ci

1 952.28 - - - -
2 126.77 3 [−2.2, 2.2]
3 108.25 1.5 [−2.2, 0, 2.2]
4 107.35 1 [−2.2,−0.73, 0.73, 2.2]

TABLE II
ÉVOLUTION DU CRITÈRE EN FONCTION DU NOMBRE DE

SOUS-MODÈLES
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Fig. 9. Histogramme des données d’entrée du four (haut).
Fonctions de pondérationµi pour L=3 (bas)

La figure 10 illustre le comportement dynamique du système
et du multi-modèle comportantL = 3 sous-modèles. Ce
multi-modèle parvient à représenter globalement le compor-
tement dynamique du système.
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Fig. 10. Sortie du four et sortie du multi-modèle avecL = 3

Il y a cependant des régions où l’adéquation entre le multi-
modèle et le système n’est pas satisfaisante.

En effet deux facteurs rendent l’identification difficile :
– un nombre relativement réduit de données,
– un signal d’entrée peu riche qui n’excite pas uniformément

tous les modes du système (voir histogramme figure 9).
Il est possible d’améliorer l’approximation obtenue avec le
multi-modèle en augmentant, par exemple, la dimension des
sous-modèles.

VIII. C ONCLUSION

Plusieurs structures permettent d’agréger des sous-modèles
afin de construire un multi-modèle. Notre attention s’est ici
portée sur le multi-modèle à états découplés par opposition
au multi-modèle à états couplés (ou de Takagi-Sugeno) classi-
quement utilisé. Une procédure d’identification des systèmes
non linéaires par une approche multi-modèle à états locaux
découplés a été proposée dans cet article. L’intérêt du multi-
modèle à états locaux découplés (par rapport au multi-modèle
à états couplés) est d’avoir des sous-modèles complètement

indépendants. Ce type de structure est a priori plus simple
à manipuler (dans un contexte d’analyse du multi-modèle,
de synthèse d’une loi de commande ou de diagnostic) avec
des techniques d’analyse de systèmes linéaires. Un phéno-
mène de décrochage qui diminue la qualité de l’approxima-
tion du multi-modèle a été mis en évidence. Une solution a
été suggérée afin d’éliminer ce phénomène de décrochage.
Elle consiste à introduire trois filtres passe-bas dans la procé-
dure d’identification. Les résultats de l’identification ont été
illustrés à travers un exemple d’identification d’un four à gaz.

Parmi les points pouvant constituer l’objet de travaux ulté-
rieurs, on peut mentionner la recherche de la dimension du
multi-modèle à états découplés, c’est-à-dire la détermination
du nombre de sous-modèles et la dimension de ces sous-
modèles. Il est possible également d’envisager une procédure
d’optimisation des fonctions de pondérationµi.
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