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RESUME

Les systèmes à commutation représentent une classe

particulière de systèmes hybrides. Ils sont décrits par

plusieurs modèles de fonctionnement et chaque modèle,

appelé mode du système, est actif sous certaines condi-

tions opératoires particulières, conditions qui peuvent

être maîtrisées ou non. Lorsque la loi de commutation

régissant le passage d'un modèle de fonctionnement à

l'autre est parfaitement connue, il est aisé de manipuler

de tels systèmes car le mode actif à chaque instant peut

être connu. Par contre, dans la situation où aucune in-

formation n'est disponible sur la loi de commutation, il

est plus ardu de procéder au diagnostic ou encore de

synthétiser une loi de commande sur ces systèmes. Cet

article propose une approche permettant de procéder à

l'identification des paramètres de la loi de commutation à

partir des entrées et sorties du système. Il est également

abordé de façon sommaire le problème de la reconnais-

sance du mode actif à tout instant.

MOTS CLES : système à commutation, diagnostic, iden-

tification, analyse intervalle.

ABSTRACT

Switching systems are a particular class of hybrid sys-

tems. They are described by several operating regimes

and each operating regime is active under certain par-

ticular conditions, conditions which can be controlled or

not.  When the switching mechanism is perfectly known,

it is easy to handle such systems because the active re-

gime at every moment can be known. On the other hand,

in the case where no information is available on the

evolution of the switching mechanism, the situation is

more complicated. This paper proposes an approach for

the identification of the parameters of the switching

mechanism from the only knowledge of the inputs and

the outputs of the system. We also briefly review the

problem of the recognition of the active operating re-

gime at each instant.

KEYWORDS : Switching systems, diagnosis, identifica-

tion, interval analysis.

INTRODUCTION

La majeure partie des processus présente un comporte-

ment typiquement hybride, en ce sens que ces processus

sont sujets à la fois à une dynamique continue et à des

événements discrets qui interviennent pour changer la

dynamique continue du système. La classe des multi-

modèles [4, 10] ou encore celle des modèles hybrides [5,

6, 8, 13] permet une bonne modélisation de ce genre de

processus. Une classe importante de systèmes hybrides,

celle des systèmes à commutation, est obtenue en for-

mulant l'hypothèse que les changements dans la dynami-

que continue du système sont régis par une fonction

abrupte, de type fonction porte. Le système obtenu est

ainsi représenté par un nombre a priori connu de modè-

les de fonctionnement et, au cours de son fonctionne-

ment, le système peut passer d'un modèle de fonction-

nement à un autre et ceci sans que l'on sache nécessai-

rement quand. Le diagnostic d'un tel système commence

par la mise en œuvre de méthodes permettant de connaî-

tre, à tout instant, le modèle de fonctionnement actif.

Des publications récentes [1, 2, 3, 7, 9, 11, 12] ont porté

sur ce problème délicat. Des techniques reposant sur les

méthodes du diagnostic à base de modèles ou encore de

synthèse d’observateurs pour les systèmes linéaires à

temps invariant y sont utilisées. Toutefois un problème

crucial reste, à notre connaissance, jusqu'à présent peu

étudié. Il s'agit de l'identification de la loi de commuta-

tion du système. Cet article présente une approche de

solution à ce problème. La détermination de la loi de

commutation apporte une connaissance supplémentaire

quant à l’évolution du système et permet un meilleur

suivi de ce dernier. Deux méthodes sont proposées. La

première recherche les valeurs optimales des paramètres

de la loi de commutation tandis que la seconde identifie

ces paramètres sous forme d’intervalles. Il est également

rappelé brièvement une méthode pour déterminer le

mode actif à chaque instant  à partir de la seule connais-

sance des entrées et sorties du système.

POSITION DU PROBLEME

Considérons le système modélisé par l’équation (1) :
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L’équation (1) modélise un système à commutation avec

deux régimes de fonctionnement mais la représentation

peut être étendue à un nombre quelconque de régimes.

Les variables ( ),u ⋅ ( )y ⋅ et ( )x ⋅  représentent respective-

ment l’entrée, la sortie et l’état du système. Les change-

ments de régime se traduisent par des changements de

valeurs de la matrice d’état du système. La fonction

( )µ ⋅  représente la loi de commutation du système; sa

valeur dépend du signe de la fonction ( )f ⋅  qui dans cet

exposé est restreinte à une régression linéaire sur les en-

trées et les sorties du système. L’équation (2) présente

un exemple typique pour la fonction ( ),µ ⋅  la valeur de

( )µ ⋅  étant définie à partir des valeurs prises par la sortie

du système comparée à un seuil :

( ) ( )( ),k signe y k a aµ = − ∈ℝ (2)

De façon générale, un système à commutation est défini

par la donnée d’un ensemble de modèles linéaires cor-

respondant aux modes du système et une loi de commu-

tation permettant de passer d’un mode de fonctionne-

ment à un autre. Remarquons que les changements de

modes de fonctionnement du système se traduisent

d’après l’équation (1) par des changements de valeur de

la matrice de transition du système. Cette formulation ne

restreint aucunement la modélisation du système à com-

mutation.

Une autre modélisation possible pour les systèmes à

commutation est obtenue en substituant les représenta-

tions d’état des modes du système par des représenta-

tions entrée/sortie de type ARMA. Le modèle obtenu est

alors de la forme :
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Le modèle adopté dans cet article est celui de l’équation

(3). Sans atteinte à la généralité, nous limitons n à 2, ce-

ci dans un souci de clarté dans la compréhension des dé-

veloppements qui suivront. Le système étudié est pré-

senté à l’équation (4) :
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Le problème posé est de retrouver les paramètres ,α β
et γ connaissant les valeurs prises par ( ),u ⋅ ( )y ⋅ et

( )µ ⋅ .

IDENTIFICATION DE LA LOI DE COMMUTATION

Pour estimer les paramètres ,α β  et ,γ  il est supposé

que les valeurs de la fonction ( )µ ⋅  sont connues. Toute-

fois, il peut arriver que ces valeurs soient indisponibles.

Nous rappelons alors brièvement comment retrouver ces

valeurs à partir de l’entrée et de la sortie du système

avant de passer à l’identification des paramètres de la loi

de commutation.

Recherche Du Mode Actif

Des méthodes pour retrouver le mode actif d’un système

à commutation à partir de la mesure de l’entrée et de la

sortie du système ont été proposées dans [2, 3, 6, 11].

Les techniques de diagnostic à base de modèle ou encore

de synthèse d’observateurs sont largement utilisées pour

arriver à cette fin.

Dans le cas spécifique du modèle de l’équation (4), à

partir de la connaissance de l'ensemble des valeurs pou-

vant être prises par les paramètres ( )1
a ⋅  et ( )1

b ⋅  on dé-

finit deux résidus :

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1,1 1,1

2 2,1 2,1

1 1

1 1

r k y k a y k b u k

r k y k a y k b u k

 = − − − −


= − − − −
(5)

Il apparaît alors clairement que la détection du mode ac-

tif est aisée à partir des résidus (5). En effet, un seul des

deux résidus est nul à chaque instant et ce résidu corres-

pond au mode actif à l'instant courant. Ainsi, si à un

instant k  le résidu ( )1
r ⋅  est nul alors le mode actif est

celui associé aux paramètres 
1,1

a  et 
1,1
b .

A titre d’exemple, considérons l'équation (4) avec

1,1
0.5,a =

1,1
0.25,b =

2,1
0.90a =  et 

2,1
0.15b = . La pre-

mière ligne de la figure 1 montre l'entrée appliquée au

système. La seconde ligne présente la sortie du système.

Les traits verticaux dénotent les instants de commuta-

tion. L'évolution de la loi de commutation ( )µ ⋅  est tra-

cée à la troisième ligne de la figure 1. La quatrième ligne

montre la reconstruction de ( )µ ⋅  à partir des résidus. On



peut voir que la valeur reconstruite de ( )µ ⋅  est identique

à sa valeur réelle. La cinquième et la sixième ligne mon-

trent les résidus ( )1
r ⋅  et ( )2

r ⋅ .
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Figure 1 : recherche des modes actifs.

Recherche Des Paramètres De La Loi De Commuta-

tion

Pour déterminer les paramètres ,α β  et ,γ  il est néces-

saire de disposer des entrées, des sorties et des valeurs

prises par la fonction de commutation ( )µ ⋅ .

Notons que le problème de la détermination des para-

mètres ,α β  et ,γ  revient à déterminer les coefficients

d'une inéquation du type 0ay bx c+ + <  à partir de la

connaissance d'un ensemble de points ( );x y  solution de

cette inéquation. Ce problème revient à chercher le plus

petit polygone convexe contenant tous les points ( );x y .

L'équation de chaque arête du polygone fournit alors une

solution au problème à un coefficient multiplicatif près.

A partir de ces remarques, on peut noter que les coeffi-

cients ,α β  et γ  estimés ne sont pas forcément les vrais

coefficients de la fonction de commutation mais ceux

qui sont en accord avec les entrées et sorties du système

disponibles.

On sait que :

( )* , signe 0x x x∀ ∈ >ℝ (6)

De (4) et (6), on a alors :

( ) ( ) ( )( ) 0k y k u kµ α β γ+ + > (7)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0k y k k u k kµ α µ β µ γ+ + > (8)

Notons que la reformulation du problème faite en (8) est

équivalente au problème initial. En effet, si on a

( )signe ,xµ =  alors µ  et x  sont de même signe. D’où

( )signe 0x x xµ = > . Maintenant, si on a ( )signe 0xµ >

avec { }1;1µ ∈ − , on peut recenser deux cas :

• Si 0x >  alors 0µ > . D’où 1µ =
• Si 0x <  alors 0µ < . D’où 1µ = −
On a donc ( )signe xµ = . On vient de prouver ainsi

l’équivalence : ( ) ( )signe signe 0x xµ µ= ⇔ > .

A partir de l'équation (8), on définit un ensemble d'in-

égalités pouvant se mettre sous la forme d'une inégalité

matricielle linéaire en les paramètres ,α β  et γ  :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Dans (9), le zéro à droite de l'inégalité est en fait un

vecteur de zéros de longueur N , où N  représente le

nombre de couples ( ) ( )( );u k y k  disponibles.

La résolution de (9) donne un domaine auquel appar-

tiennent les paramètres ,α β  et γ . Pour avoir une va-

leur unique de ces paramètres, nous choisissons de pren-

dre le triplet de paramètres de norme maximale. Le pro-

blème à résoudre est alors le suivant :
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

max

1 1 1 1 1

avec 0

y u
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Dans (10), ( ), ,
Tθ α β γ=  et ⋅  désigne la norme eucli-

dienne. Le problème (10) est un problème de minimisa-

tion sous contraintes inégalités :
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 A titre d’exemple, reprenons l'équation (4) avec

1,1
0.5,a =

1,1
0.25,b = −

2,1
0.90,a =

2,1
0.15,b = 1.5,α =

0.26β =  et 2γ = − . Les résultats de la résolution du

problème (11) sont présentés dans la table 1.

α β γ
Paramètres réels 0.26 1.5 -2

Paramètres initiaux -0.5 -1 1

Paramètres estimés 0.276 1.600 -2.134

Table 1 : , etα β γ .



On peut s’apercevoir que les valeurs estimées sont pro-

ches des valeurs réelles à une constante multiplicative

près. A la première ligne de la figure 2 sont présentées

l’évolution de la sortie du système ainsi que celle de la

sortie simulée à partir de la loi de commutation identi-

fiée. Les deux courbes sont pratiquement superposées.

La seconde ligne de la figure 2 représente les valeurs

réelles prises par la loi de commutation ( )µ ⋅ . Enfin la
dernière ligne de la figure 2 montre les valeurs obtenues

pour ( )µ ⋅  à partir des paramètres identifiés. On peut

s’apercevoir que la loi de commutation ( )µ ⋅  est parfai-
tement reconstruite.
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Figure 2 : ( ) ( )ety µ⋅ ⋅ .

Structure De La Loi De Commutation Inconnue

Dans le cas où la structure de la loi de commutation est

inconnue, une recherche itérative permet de retrouver

cette structure

Dans la suite, on fait l’hypothèse que la loi de commuta-

tion est une régression linéaire des entrées et sorties du

système mais l'ordre de la régression est inconnu. On

commence alors la recherche de l’ordre par le plus petit

possible (par exemple une régression ne dépendant que

de ( )1u k −  ou ( )1y k − ). Ensuite on incrémente l'ordre

de la régression jusqu'à constater la présence de valeurs

proches de zéro de certains paramètres de la régression.

Les tables 2 et 3 montrent les résultats pour l'exemple

précédent dans le cas où la fonction de commutation est

surparamétrée. Les résultats de la table 2 ont été obtenus

en supposant que la fonction ( )µ ⋅  est de la forme

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 0
signe 1k y k y k u kµ α α β γ= + − + + . Le pa-

ramètre 
1

α  a une valeur négligeable qui donne une indi-

cation sur l'ordre de la régression. La table 3, quant à

elle, résulte de l’identification de la structure

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 0
signe 1 2k y k y k y k u kµ α α α β γ= + − + − + +

En plus de 
1
,α le paramètre 

2
α a également une valeur

proche de zéro. Les dernières lignes des tables 2 et 3

contiennent les paramètres estimés normalisés. La nor-

malisation est faite en multipliant les paramètres estimés

par un coefficient défini par le rapport entre 
0

α  réel et

estimé.

0
α

1
α

0
β γ

Par. réels 0.26 0 1.5 -2
Par. initiaux -0.5 0.3 -1 1
Par. estimés 0.190 0.0010 1.100 -1.467

Par. normalisés 0.26 0.0014 1.508 -2.008

Table 2 : 
0 1 0
, , etα α β γ .

0
α

1
α

2
α

0
β γ

Par. réels 0.26 0 0 1.5 -2
Par. initiaux -0.5 0.3 0.9 -1 1
Par. estimés 0.192 0.0005 -0.0018 1.100 -1.467

Par. normalisés 0.26 0.0007 -0.0024 1.490 -1.987

Table 3 : 
0 1 2 0
, , , etα α α β γ .

La figure 3 suit la même logique de présentation que la

figure 2. La première ligne représente la sortie réelle du

système ainsi que la sortie simulée à partir des paramè-

tres identifiés. La deuxième et la troisième lignes repré-

sentent respectivement les valeurs réelles prises par

( )µ ⋅  et les valeurs obtenues pour cette dernière à partir
des paramètres identifiés. Sur la figure 3, la première

colonne est relative aux paramètres estimés figurant dans

la table 2 et la seconde colonne est à associer aux para-

mètres estimés de la table 3.
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Figure 3 : ( ) ( )ety µ⋅ ⋅ .

RECHERCHE DE LA LOI DE COMMUTATION A PA-

RAMETRES BORNES

Il a été souligné plus haut que la non-exhaustivité de

l'échantillon de mesures (certains régimes de fonction-

nement du système ne sont pas suffisamment excités)

rend difficile la détermination unique des paramètres de

la loi de commutation. L'idée est alors de rechercher non

pas une valeur unique pour les paramètres de la loi de

commutation mais plutôt un domaine auquel les para-



mètres sont susceptibles d'appartenir. On ne parle alors

plus de seuil de commutation mais plutôt de zone de

commutation.

2 4 6 8 1 0

- 1

- 0 . 5

0

0 . 5

1

y ( k )

µ ( k )

Figure 4 : ( ) ( )( )signe 5k y kµ = − .

A titre d’exemple, sur la figure 4 sont représentés des

points ( ) ( )( );y k kµ  pour la loi de commutation

( ) ( )( )signe 5k y kµ = − . La zone de commutation cor-

respond à la partie grisée sur la figure et est égale à

l’intervalle de centre 5 et de demi-largeur 1.

Si la structure de la loi de commutation est supposée

connue, on cherche alors à déterminer à partir des tri-

plets ( ) ( ) ( )( ){ }; ; , 1, ,u k y k k k Nµ = …  les paramètres

,α β  et γ  sous forme intervalle afin de prendre en
compte toutes les situations possibles. Pour cela, il est

imposé que les demi-largeurs des intervalles à détermi-

ner soient maximales tout en respectant les contraintes

du système. On a :

0

0

0

0, 0, 0

1, 1, 1

r

r

r

r r r

α α

β β

γ γ

α β γ

α β γ

α α ν
β β ν
γ γ ν

ν ν ν

 = +
 = +


= +
 > > >
 ≤ ≤ ≤

(12)

0 0 0
, etα β γ  sont les centres des intervalles à déterminer

et , etr r rα β γ  représentent les demi-largeurs de ces inter-

valles. Les ν •  sont des variables bornées et normalisées.

A partir de la remarque de l'équation (6), on a :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0k y k k u k kµ α µ β µ γ+ + > (13)

En utilisant (12), comme 1, 1 et 1,α β γν ν ν≤ ≤ ≤ on a

alors :
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 0

0

0k y k r k u k r k r

γ

α β γµ α µ β µ γ














>


− + − + − >

(14)

soit :

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0

0
si 1

0

0

0

0

0

0

y k r u k r r

y k r u k r r
k

y k r u k r r

y k r u k r r

y k r u k r r

y k r u k r r

y k r u k r r

y k r u k r r

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ
µ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

 + + + + + >

 + + − + + > =

− + + + + >


− + − + + >
 + + + + − <

+ + − + − <

− + + + − <

− + − + − <

( )si 1kµ


 = −




(15)

Finalement, pour trouver 
0 0 0
, , , , et ,r r rα β γα β γ il faut

résoudre :

( ) ( ) ( )max ,max ,max

0, 0, 0

r r r

r r r

α β γ

α β γ> > >

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0

0
si 1

0

0

0

0

0

0

y k r u k r r

y k r u k r r
k

y k r u k r r

y k r u k r r

y k r u k r r

y k r u k r r

y k r u k r r

y k r u k r r

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ
µ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

 + + + + + >

 + + − + + > =

− + + + + >


− + − + + >
 + + + + − <

+ + − + − <

− + + + − <

− + − + − <

( )si 1kµ


 = −




 (16)

Le problème (16) est un problème difficile à résoudre à

cause du critère d’optimisation qui nécessite la recherche

simultanée du maximum de trois variables. Pour

s’affranchir de cette difficulté, il est nécessaire de trans-

former les critères portant sur le maximum des variables

, etr r rα β γ  en un seul critère, par exemple

( )max r r rα β γ+ + .

A titre d’exemple, nous avons déterminé les paramètres

0 0 0
, , , , etr r rα β γα β γ pour le même système que celui



utilisé dans l’exemple précédent. Les résultats obtenus

sont reportés dans la table 4.

0
α rα 0

β rβ 0
γ rγ

Par. réels 0.26 - 1.5 - -2 -
Par. initiaux 0.10 0 0.7 0 -3.1 0
Par. estimés 0.212 0.200 1.354 0.248 -1.801 0.500

Table 4 : 
0 0 0
, , , , etr r rα β γα β γ .

 Sur la figure 5 sont représentées les valeurs réelles et

simulées à partir des paramètres obtenus par identifica-

tion de la sortie et de la loi de commutation du système.

On a retenu le centre des intervalles trouvés pour effec-

tuer les tracés de cette figure. La sortie du système reste

globalement bien reconstruite. Il en est de même pour la

loi de commutation.

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0
- 2

- 1

0

1

2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0

- 1

0

1

µ ( ⋅ )  r é e l

2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0

- 1

0

1

µ ( ⋅ )  r e c o n s t r u i t

Figure 5 : ( ) ( )ety µ⋅ ⋅ .

CONCLUSION

Il a été proposé dans cet article une méthode pour

l’identification de la loi régissant les changements de ré-

gime d’un système à commutation. Deux approches ont

été développées. La première recherche les paramètres

optimaux pour la loi de commutation au sens des don-

nées disponibles. La seconde approche utilise les métho-

des de l’analyse intervalle pour rechercher non pas les

valeurs des paramètres de loi de commutation mais plu-

tôt un encadrement de ces derniers. Les travaux futurs

viseront à étendre ces approches dans un cadre stochas-

tique (présence de bruit de mesure) et à rechercher la

structure des modèles locaux et celle de la loi de com-

mutation.
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