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Résuḿe :
Dans cet article, nous proposons une méthode d’esti-

mation d’́etat d’un syst̀eme non lińeaire repŕesent́e par
un mod̀ele flou soumis̀a l’influence d’entŕees inconnues.
L’objectif est d’estimer simultańement l’́etat et les entŕees
inconnues. Pour cela, on propose la synthèse d’un obser-
vateur flou baśee sur l’́elimination de ces entrées incon-
nues. On montre comment déterminer les gains de l’ob-
servateur, qui sont solutions d’un ensemble d’inégalit́es
linéaires matricielles (LMI) devant̂etre ŕesolues sous
contrainteśegalit́e. Nous proposons ensuite une méthode
originale pour l’estimation des entrées inconnues. Un
exemple acad́emique illustre les performances de l’obser-
vateur flou propośe.
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de Takagi-Sugeno, Observateur flou, Estimation d’état et
d’entŕees inconnues, Stabilité asymptotique, Placement
de p̂oles, Ińegalit́es lińeaires matricielles (LMI).

Abstract:
In this paper, we consider a nonlinear system represen-

ted by a fuzzy model, where a part of its inputs is unk-
nown. Our objective is to estimate the state variables of
this system as well as the unknown inputs (that simulta-
neously influence the states and the outputs of the sys-
tem). For that, we propose the synthesis of a fuzzy obser-
ver based on the elimination of these unknown inputs. It
is shown how to determine the gains of the local obser-
vers, these gains being solutions of a set of linear matrix
inequalities (LMI). An academic example illustrates the
performances of the proposed unknown input fuzzy ob-
server.
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1 Introduction

Un processus physique est souvent soumisà des
perturbations qui ont comme origine des bruits dûs
à l’environnement du processus, des incertitudes
de mesures, des défauts de capteurs ou d’action-
neurs ; ces perturbations ont des effets néfastes sur
le comportement normal du processus et leur esti-
mation peut servir̀a concevoir un système de com-

mande capable d’en minimiser les effets. Les pertur-
bations sont appelées entŕees inconnues lorsqu’elles
affectent l’entŕee du processus et leur présence peut
rendre difficile l’estimation de l’́etat du syst̀eme.

Plusieurs travaux ont́et́e ŕealiśes concernant l’esti-
mation de l’́etat et de la sortie en présence d’entrées
inconnues [1] ; ils peuvent̂etre regrouṕes en deux
cat́egories. La première suppose la connaissance
a priori d’informations sur ces entrées non mesu-
rables ; en particulier, Johnson [9] propose une ap-
proche polynomiale et Meditch [13] suggère d’ap-
procher les entrées inconnues par la réponse d’un
syst̀eme dynamique connu. La deuxième cat́egorie
proc̀ede soit par estimation de l’entrée inconnue,
soit par sońelimination compl̀ete deśequations du
syst̀eme.

Certaines techniques ne nécessitent pas
l’ élimination des entrées inconnues. Wang [17]
propose la conception d’un observateur capable de
reconstruire entièrement l’́etat d’un syst̀eme lińeaire
en pŕesence d’entrées inconnues ; Kobayashi [10] et
Lyubchik [12] utilisent une ḿethode d’inversion de
mod̀ele pour l’estimation d’́etat.

Parmi les techniques qui permettent l’élimination
des entŕees inconnues, celle de Kudva [11]
s’intéresse, dans le cas des systèmes lińeaires,
aux conditions d’existence de l’observateur d’un
syst̀eme à entŕees inconnues en se basant sur la
technique d’inverse ǵeńeraliśee de matrice. Guan a
proćed́e à l’élimination des entrées inconnues des
équations d’́etat d’un syst̀eme lińeaire continu [7].
Beaucoup d’autres variantes existent, mais la grande
majorit́e d’entre elles ont́et́e d́evelopṕees pour des
syst̀emes lińeaires.

Plusieurs travaux ont́et́e d́evelopṕes pour conce-
voir des observateurs̀a action proportionnelle et



intégrale, d’ordre plein ou réduit, pour des systèmes
singuliers soumis̀a l’influence des entrées incon-
nues [22] [23] [24] [26].

Zhang et Guay [21] ont utiliśe un contr̂oleur adap-
tatif, en utilisant les ŕeseaux de neurones artifi-
ciels, pour une classe de systèmes dynamiques non
linéaires de second ordre présentant des entrées in-
connues.

Cependant, les systèmes physiques réels sont sou-
vent non lińeaires. Comme il est délicat de
synth́etiser un observateur pour un système non
linéaire, nous avons préféŕe repŕesenter ces systèmes
par des mod̀eles flous de type Takagi-Sugeno. Le
comportement global d’un système est appréhend́e
par un ensemble de modèles locaux (lińeaires ou
affines), chaque modèle local caract́erisant le com-
portement du système dans une zone de fonctionne-
ment particulìere. Les mod̀eles locaux sont ensuite
agŕeǵes au moyen d’un ḿecanisme d’interpolation.

La motivation de cette approche découle du fait qu’il
est souvent difficile de concevoir un modèle qui tient
compte de toute la complexité du syst̀emeétudíe.
En 1985, Takagi et Sugeno [15], ont présent́e un
mod̀ele flou constitúe d’un ensemble de règles ”si
prémisse alors conséquence”, tel que la conséquence
d’une r̀egle est un mod̀ele local affine ; le mod̀ele
global s’obtient par la somme des modèles locaux
pond́eŕes par des fonctions d’activation associéesà
chaque mod̀ele local. Un mod̀ele flou peut̂etre ob-
tenu par identification [9], par lińearisation autour de
divers points de fonctionnement ou par transforma-
tion polytopique convexe [16].

La technique que nous proposons dans cet ar-
ticle consisteà associer̀a chaque mod̀ele local un
observateur local. L’observateur global (observa-
teur flou) est la somme des observateurs locaux
pond́eŕes par les fonctions d’appartenance associées
aux mod̀eles locaux [14]. Notre contribution réside
dans la construction de cet observateur flou qui s’af-
franchit de la pŕesence d’entrées inconnues. La sta-
bilit é de l’observateur est assurée par la recherche
d’une matrice de Lyapunov appropriée.

Dans le pasśe, nous avons proposé plusieurs concep-
tions d’observateurs flous (ou multiobservateurs)
pour une classe de systèmes non lińeaires pŕesentant
des entŕees inconnues [1] [2]. Dans cet article, nous
allons montrer comment concevoir un observateur

flou quand les entrées inconnues agissent simul-
tańement sur leśetats et les sorties du système.
Parmi les ŕecents travaux qui ont́et́e ŕealiśes dans
ce domaine, citons par exemple, ceux de Hengyuan
[27] qui a consid́eŕe le probl̀eme de conception d’ob-
servateur pour une classe de systèmes̀a retard en te-
nant compte des incertitudes de paramètres.

Cet article est organisé comme suit : dans la sec-
tion 2, nous pŕesentons la ḿethode de conception
d’un observateur flou. La section 3 est consacréeà
la prise en compte de contraintes de performances en
utilisant une ḿethode de placement de pôles. Dans
la section 4, la ḿethode d’estimation d’entrées in-
connues est d́evelopṕee. Enfin, dans la section 5,
un exemple acad́emique illustre la conception pro-
pośee.

2 Observateur flou pour un syst̀eme
à entrées inconnues

Cette section explicite la construction de l’observa-
teur flou. Ce dernier résulte de l’agŕegation des ob-
servateurs locaux et sa structure est particulièrement
appropríee à l’étude de la stabilité et de la conver-
gence vers źero de l’erreur d’estimation. Les aspects
numériques de d́etermination des gains des observa-
teurs locaux seront́egalement abord́es.

2.1 Principe de la reconstruction

Consid́erons le mod̀ele flou suivant (avecM
mod̀eles locaux) d́ependant des entrées inconnues :





ẋ =
M∑

i=1

µi (ξ)
(
Aix + Biu + Riū + Di

)

y = Cx + Fū
(1)

avec :





M∑

i=1

µi(ξ) = 1

0 ≤ µi(ξ) ≤ 1∀ i = {1, ..., M}
où x ∈ Rn est le vecteur d’́etat,u ∈ Rm est le vec-
teur d’entŕees connues,̄u ∈ Rp le vecteur d’entŕees
inconnues ety ∈ Rq est le vecteur de mesure.

Pour leièmemod̀ele local,Ai ∈ Rn×n repŕesente la
matrice d’́etat,Bi ∈ Rn×m est la matrice d’entrée,
Ri ∈ Rn×m et F ∈ Rq×p sont les matrices
d’influence des entrées inconnues etDi ∈ Rn



est une matrice d́ependant de point du fonction-
nement. Enfin,C ∈ Rq×n est la matrice de sor-
tie et ξ repŕesente le vecteur de décision d́ependant
de l’entŕee connue et/ou des variables d’état mesu-
rables. La valeur deµi(ξ) détermine le degré d’acti-
vation des mod̀eles locaux. La proćedure permettant
d’obtenir cette structure et d’estimer ses paramètres
n’est pas d́evelopṕee ici ; indiquons simplement que
l’on peut utiliser des techniques d’estimation pa-
ramétrique [6] ou des techniques de linéarisation [8].

L’observateur flou du système (1) que nous propo-
sonsà la forme suivante :




ż =
M∑

i=1

µi (ξ)
(
Niz + Gi1u + Gi2 + Liy

)

x̂ = z −Ey
(2)

Ni ∈ Rn×n, Gi1 ∈ Rn×m, Li ∈ Rn×q sont les
gains des observateurs locaux,Gi2 ∈ Rn sont des
vecteurs constants etE ∈ Rn×q est une matrice de
transformation. Ces matrices ou ces vecteurs doivent
être d́etermińes pour assurer la convergence asymp-
totique dex̂ vers l’état ŕeelx.

L’erreur d’estimation est d́efinie par :

x̃ = x− x̂ (3)

En utilisant l’́equation (2), l’erreur d’estimation
d’état s’́ecrit :

x̃ = (I + EC)x− z + EFū

La dynamique de cette erreur s’explicite :

˙̃x =
M∑

i=1

µi (ξ)
[
P (Aix + Biu + Riū + Di)−Niz

−Gi1u−Gi2 − Liy
]

+ EF ˙̄u

(4)

avec :
P = I + EC (5)

En remplaçanty par son expression donnée par
l’ équation (1), la dynamique de l’erreur s’écrit :

˙̃x =
M∑

i=1

µi (ξ)
[
−Nix̂ +

(
PAi −KiC

)
x+

(PBi −Gi1) u + (PDi −Gi2)+
(
PRi −KiF

)
ū

]
+ EF ˙̄u

(6)

PosonsKi = NiE + Li, alors ˙̃x devient :

˙̃x =
M∑

i=1

µi (ξ)
[
Nix̃ +

(
PAi −KiC −Ni

)
x+

(PBi −Gi1) u + (PDi −Gi2) +
(7)

(
PRi −KiF

)
ū

]
+ EF ˙̄u

Si les conditions (8) sont satisfaites [19] [25] :




P = I + EC
Ni = PAi −KiC
PRi = KiF
Gi1 = PBi

Gi2 = PDi

EF = 0
M∑

i=1

µi(ξ)Ni est stable

(8)

l’erreur d’estimation d’́etat tend asymptotiquement
vers źero et l’́equation (4) se réduità :

˙̃x =
M∑

i=1

µi (ξ)Nix̃ (9)

Il est important de noter que la stabilité des matrices
Ni ∀ i ∈ {1, ..., M} ne garantit pas forćement la
stabilit́e de la matrice

∑M
i=1 µi(ξ)Ni. Ce point est

traité dans le paragraphe suivant.

2.2 Convergence de l’observateur flou

Dans cette partie, les conditions suffisantes de la
convergence asymptotique globale de l’erreur d’es-
timation d’́etat sont́etablies.

Théorème 2.1 : L’erreur d’estimation d’́etat entre
le mod̀ele flouà entŕees inconnues (1) et l’observa-
teur flou (2) converge asymptotiquement vers zéro,
si toutes les paires(Ai, C) sont observables, la ma-
trice F est plein rang colonne et si les conditions
suivantes sont v́erifiées∀ i ∈ {1, ..., M} :

NT
i X + XNi < 0 (10a)

Ni = PAi −KiC (10b)

P = I + EC (10c)

PRi = KiF (10d)

EF = 0 (10e)

Li = Ki −NiE (10f)

Gi1 = PBi (10g)

Gi2 = PDi (10h)



où X ∈ Rn×n est une matrice syḿetrique d́efinie
positive.

Le syst̀eme d’́equation (10) est composé de
l’in égalit́e bilinéaire matricielle (10a), qui doit̂etre
résolue en tenant compte des contraintes linéaires
(10b)à (10e). Notons que leśequations (10f), (10g)
et (10h) servent uniquement pour le calcul des gains
Li, Gi1 et Gi2 une fois les matricesKi et Ni

détermińees. Afin de ŕesoudre ce problèmeà l’aide
des outils nuḿeriques LMI, l’inégalit́e (10a) doit
être lińeariśee. La technique choisie est basée sur des
changements de variables appropriés.

2.3 Méthode de ŕesolution

L’examen des diff́erentes contraintes montre que
(10e) d́etermine compl̀etement la matriceE de l’ob-
servateur. En notantF (−) l’inverse ǵeńeraliśee deF ,
on a :

E = I − FF (−) (11)

On en d́eduit ensuite la valeur de la matriceP à
l’aide de (10c). On proc̀ede alors au changement de
variable suivant :

Wi = XKiF (12)

La contrainte (10d) peut alorŝetre ŕeécrite sous la
forme(∀ i ∈ {1, ...,M}) :

XPRi = XKi (13)

Il suffit ensuite de ŕesoudre l’ińegalit́e matricielle
(10a) dans laquelle on a remplacé la matriceNi par
sa valeur issue de (10b), sous la contrainteégalit́e
(12).

{
(PAi)T X + X(PAi)− CT W T

i −WiC < 0

XPRi = WiF
(14)

Ce syst̀emeétant lińeaire par rapport aux inconnues
X et Wi, des outils classiques LMI peuventêtre
utilisés pour cette résolution. Les autres matrices
définissant l’observateur flou proposé peuvent̂etre
déduites de la connaissance deX etWi.





Gi1 = PBi

Gi2 = PDi

Ki = X−1Wi

Ni = PAi −KiC

Li = Ki −NiE

(15)

3 Placement de p̂oles

Dans cette partie, on examine comment améliorer
les performances de l’observateur notamment en ce
qui concerne la vitesse de convergence vers zéro
de l’erreur d’estimation d’́etat. Pour estimer correc-
tement les variables d’état du mod̀ele flou, la dy-
namique de l’observateur flou est choisie de telle
manìere quelle soit sensiblement plus rapide que
celle du mod̀ele flou.

Définition 3.1 : L’observateur floùa entŕees incon-
nues (2) est dit localement observable si les paires
(PAi, C) sont observables,∀ i ∈ {1, ..., M} [14].

Pour assurer une certaine dynamique de conver-
gence de l’erreur d’estimation d’état, on d́efinit dans
le plan complexe, la région S(α, β), intersection
entre un cercle, de centre(0, 0) et de rayonβ, et
du demi-plan gauche limité par une droite d’abs-
cisseégaleà (−α) où α est une constante positive.
Le placement des pôles de l’observateur flou dans la
régionS(α, β) est formuĺe en terme de LMI par le
théor̀eme suivant :

Théorème 3.1 [14] : Les valeurs propres de la
matrice

∑M
i=1 µi(ξ)Ni appartiennentà la région

S(α, β), s’il existe une matriceX syḿetrique et
définie positive telles que∀ i ∈ {1, ..., M} :

( −βX NT
i X

XNi −βX

)
< 0

NT
i X + XNi + 2αX < 0

(16)

4 Estimation des entŕees inconnues

Plusieurs travaux ont́et́e ŕealiśes pour l’estimation
des entŕees inconnues dans le cadre des systèmes dy-
namiques lińeaires [19] [20]. Edwards et al (2000)



ont propośe deux ḿethodes, en utilisant des obser-
vateursà mode glissant, pour détecter et recons-
truire les d́efauts de capteurs [18]. Liu et Peng ont
présent́e, en utilisant un observateur de Luenberger,
l’estimation deśetats inconnus d’un système dyna-
mique lińeaire soumis̀a des perturbations. L’algo-
rithme d’estimation de ces perturbations est basé sur
l’inverse de la dynamique du système [28].

Nous avons d́emontŕe pŕećedemment que la conver-
gence de l’observateur (2) est garantie si les condi-
tions (10) sont v́erifiés et les paires(PAi, C) sont
observables. En régime permanent, l’erreur d’esti-
mation d’́etat tend vers źero ; en remplaçantx par x̂
et ū par ˆ̄u dans l’́equation (1) nous obtenons :





˙̂x =
M∑

i=1

µi (ξ)
(
Aix̂ + Biu + Ri ˆ̄u + Di

)

y = Cx̂ + F ˆ̄u
(17)

Une estimation de l’entrée inconnue est obtenue
comme suit :

ˆ̄u = (WT W )−1WT


 ˙̂x−

M∑
i=1

µi (ξ) (Aix̂ + Biu + Di)

y − Cx̂




(18)
avec :

W =




M∑
i=1

µi (ξ) Ri

F


 (19)

W doit être de plein rang colonne.

5 Exemple de simulation

Consid́erons le mod̀ele flou suivant, composé de
deux mod̀eles locaux et comportant deux sorties et
trois états.





ẋ =
2∑

i=1

µi(ξ)
(
Aix + Biu + Riū

)

y = Cx + Fū + ν

(20)

Dans cet exemple, le vecteur des variables de
décision est le vecteur des entrées connuesu. ν est
un bruit centŕe de variancéegaleà 0,01. Les valeurs
numériques des matricesAi, Bi, Ri C etF sont les
suivantes :

A1 =



−2 1 1
1 −3 0
2 1 −6


 A2 =



−3 2 2
5 −8 0

0.5 0.5 −4




B1 =




1
−0.5
−0.5


 B2 =



−0.5

1
−0.25


 F =

[
1
1

]

R1 =




1
−1
1


 R2 =




1
0.5
−2


 C =

[
1 1 1
1 0 1

]

La résolution de l’ińegalit́e (13) sous les contraintes
(12) à l’aide d’un outil de ŕesolution LMI conduit
aux matrices de l’observateur flou :

E =



−0.117 0.117
−0.671 0.671
−0.559 0.559




G11 =




1.058
−0.164
−0.220


 , L1 =




1.122 −0.004
0.613 −0.942
−1.459 3.019




G12 =



−0.617
0.328
−0.809


 , L2 =




3.487 −2.545
−1.208 1.373
3.960 −6.24




Le syst̀eme (20) a ét́e simuĺe en choisissant,
pour l’entŕee inconnue, deux créneaux filtŕes se
déclenchant aux instants 5s et 20s, de durées 2s et
14s et d’amplitudes respectiveségales 1.5 et 1.2.

La figure (1) pŕesente l’́evolution de l’entŕee connue
u, la figure (2) montre l’́evolution de l’entŕee in-
connue ū. La figure (3) montre l’entŕee incon-
nue et son estimation par l’observateur flou. On
constate que les deux tracés sont superposés sauf
au voisinage de l’origine ; cela est dû au choix des
valeurs initiales de l’observateur qui sontx0 =[

1.5 0 0
]T

et x̂0 =
[

0.1 0.1 0.1
]T

.

Les figures (4), (5) et (6) montrent l’erreur d’esti-
mation d’́etat entre leśetats du mod̀ele flou et leurs
estiḿes par l’observateur flou.
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Figure 1 – Entŕee connueu
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Figure 2 – Entŕee inconnuēu
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Figure 3 –ū et ˆ̄u
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Figure 4 –(x1 − x̂1)
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Figure 5 –(x2 − x̂2)

6 Conclusion

A partir d’une repŕesentation floue d’un système non
linéaire, on a montré comment concevoir un ob-
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Figure 6 –(x3 − x̂3)

servateur flou utilisant le principe de l’interpolation
d’observateurs locaux ; de plus, on a considéŕe le cas
où certaines entrées du système sont inconnues. Le
calcul des gains de l’observateur flou est alors ra-
meńe à un calcul de gains des observateurs locaux ;
la stabilit́e de l’ensemble ńecessite cependant la
prise en compte de contraintes de couplage entre ces
observateurs locaux, ce qui conduità la ŕesolution
d’un probl̀eme de type LMI. Sous réserve d’exis-
tence de matrices appropriées, nous avons montré
que la reconstruction du vecteur d’état et de l’entŕee
inconnue du mod̀ele flou est possible. Les résultats
de simulation montrent que les estimations des vec-
teurs d’́etat et d’entŕee inconnue sont très satisfai-
santes en d́epit de la pŕesence du bruit sur les sortie
de syst̀eme.
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