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Résumé— Dans cet article, nous proposons une méthode
d’estimation d’état d’un systéme non linéaire incertain
représenté par un multimodéle dit également de type
Takagi-Sugeno et soumis a 1’influence d’entrées inconnues.
Pour cela, on propose la synthése d’un multiobservateur a
mode glissant basée sur la compensation des effets des in-
certitudes et des entrées inconnues. On montre comment
déterminer les gains du multiobservateur pour une conver-
gence globale asymptotique. Les conditions de synthése sont
formulées en terme d’inégalités matricielles linéaires (LMI).
Ces conditions sont par la suite relachées par l’introduc-
tion de variables additives constituants ainsi des degrés de
liberté supplémentaires. Un exemple numérique illustre la
robustesse du multiobservateur proposé vis-a-vis de ces in-
certitudes et la relaxation apportée.

Mots-clés— Approche multimodéle, Multiobservateur, Entrées
inconnues, Incertitudes de modele, Stabilité asymptotique,
Inégalités Linéaires Matricielles (LMI).

I. INTRODUCTION

La surveillance des processus constitue actuellement un
moyen privilégié pour améliorer la sireté de leur fonc-
tionnement. Plusieurs aspects complémentaires constituent
cette approche et en particulier : la définition des sources
d’information pour la surveillance, I’élaboration de modeéles
décrivant le processus en fonctionnement normal voire en
fonctionnement anormal, la conception d’indicateurs de
dysfonctionnements & partir des modeles précédents, la res-
tauration de grandeurs non mesurées mais témoins du fonc-
tionnement du procédé. Dans cette présentation nous nous
attachons plus particulierement a ’estimation de variables
d’état non mesurées.

Dans le cas des systemes linéaires a entrées inconnues, plu-
sieurs approches, & base d’observateurs, ont été développées
dans la littérature. Elles peuvent étre regroupées en
deux principales catégories. La premiere est basée sur
I’élimination de leffet des entrées inconnues lors de la
synthese d’un observateur. Koenig et al [1] ont présenté
une méthode de conception d’un observateur proportion-
nel intégral (PI) d’ordre réduit pour des systémes singu-

liers soumis & U'influence des entrées inconnues. Dans [2],
de nouvelles conditions de convergence ont été présentées
pour l’existence d’un observateur a entrées inconnues en
utilisant la méthode de placement de poles.

D’autre part, la deuxieme catégorie est basée sur la com-
pensation de l'effet de ces entrées inconnues lors de la
conception d’un observateur. Cette catégorie differe des ob-
servateurs linéaires de Luenberger par I’existence d’une va-
riable discontinue non linéaire injectée dans les équations
dynamiques de l’observateur. Cette variable discontinue
dépend de 'erreur d’estimation du vecteur de sortie et de
la borne des perturbations.

Les premiers travaux ont été réalisés par Utkin en utilisant
une structure discontinue dans un observateur [3]. Walcott
et Zak ont utilisé une approche basée sur la méthode de
Lyapunov consistant a synthétiser un observateur qui, avec
des hypotheses appropriées, assure la décroissance asymp-
totique de lerreur d’estimation d’état méme en présence de
non linéarités et d’incertitudes sur l'entrée du systeme [4].
dans [5][6], Edwards et Spurgeon ont proposé une stratégie
de conception d’observateur, semblable du point de vue
structure de modele a celle de Walcott et Zak, en offrant de
plus un algorithme explicite de synthese. Récemment, des
travaux ont abordé le probleme des performances des obser-
vateurs a mode glissant pour la reconstruction de défauts
de nature additive [7] et multiplicatif [8].

Cependant, ces travaux concernent seulement les modeles
linéaires valables uniquement dans une plage de fonction-
nement restreinte. Pour remédier a cet inconvénient, une
approche dite multimodele a été développée ces dernieres
années. L’idée de cette approche est d’appréhender le com-
portement non linéaire d’un systéme par un ensemble de
modeles locaux LTI (linéaires ou affines), chaque modele lo-
cal caractérise le fonctionnement du systéme dans une zone
de fonctionnement particuliere, les modeles locaux étant
ensuite agrégés au moyen d’un mécanisme d’interpolation
[9]. Dans ce cadre de nombreux travaux concernant I’ana-



lyse de la stabilité, la synthese de multirégulateur et de
multiobservateur ont été développés (voir par exemple [10],
[11], [12], [13].

Notre contribution dans cet article, réside dans 1’estima-
tion d’état d’un systeme non linéaire incertain soumis a
I'influence d’entrées inconnues et représenté sous forme
multimodele. De nouvelles conditions de convergence du
multiobservateur a mode glissant seront établies en se
basant sur les travaux présentés dans [14]. En utilisant
une fonction quadratique de Lyapunov, les conditions de
convergence seront exprimées sous forme d’un ensemble
d’inégalités linéaires matricielles (LMI) [15].

Notation : dans cet article, les notations suivante sont
utilisées : X7 représente la matrice transposée de la ma-
trice X, X > 0 désigne que X est une matrice symétrique
et définie positive, Ip;y = {1,2,..., M} et ||.|| représente la
norme euclienne pour les vecteurs et la norme spectrale
pour les matrices.

II. REPRESENTATION MULTIMODELE

Considérons un systéme non linéaire, représenté sous forme
multimodele de la forme suivante :

M
=Y w0 (A
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ou z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur
des entrées, y(t) € RP représente le vecteur de sortie.

Pour le ¢*™¢ modele local, A; € R™*"™ est la matrice d’état,
B; € R™™ est la matrice d’entrée, d; € R™*! représente
un vecteur dépendant du point de fonctionnement et C; €
RP*™ représente la matrice de sortie ou d’observation. En-
fin, £(t) représente le vecteur de décision dépendant de
Pentrée connue et/ou des variables d’état mesurables. La
procédure permettant d’obtenir cette structure et d’estimer
ses parametres n’est pas développée ici; indiquons simple-
ment que I’on peut utiliser des techniques d’estimation pa-
ramétrique [16] ou des techniques de linéarisation [17].

Les fonctions d’activation p;(£(¢)), ¢ € I ont les pro-
priétés suivantes :

M
;m(&(t)) =1 @)

0<pi(¢(t) <1Viecly

Le nombre de modeles M dépend de la précision désirée,
de la complexité du systeme non linéaire et du choix de la
structure des fonctions d’activation.

Pour prendre en compte des erreurs de modelisation/appro-
ximation et parfois de la présence des entrées inconnues,
nous considérons par la suite une représentation mul-
timodele dépendant d’incertitudes de modele et de la

présence d’entrées inconnues :

M
= Z i (8)
i=1

( (A; + AA; (1)) 2(t) + Biu(t)+
Ryu(t) + d; ) (3)

M
=3 i (€(1) Car(t)
i=1

ou R; € R™ 7 sont les matrices d’influence des entrées
inconnues.
Le vecteur d’entrées inconnues % (t) est supposé borné, tel
que :
la @) <p (4)
ol p est un scalaire positif. Les incertitudes de modele
AA;(t) sont aussi supposées bornées :

[AA: @) < 6 ()

par la suite, pour alléger I’écriture des expressions des
équations, la variable temps (t) sera supprimée.

III. STRUCTURE DU MULTIOBSERVATEUR

Le probleme & résoudre ici est la reconstruction de 1’état
z(t), en utilisant uniquement l'information disponible no-
tamment l’entrée connue u(t) et la sortie mesurée y(t).
La structure du multiobservateur que nous proposons est
la suivante :
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Les gains G et les vecteurs v; et a; doivent étre déterminés
afin de garantir la convergence asymptotique du multiob-
servateur (6). Il faut noter que les termes v; servent a com-
penser les erreurs dues aux entrées inconnues et les termes
a; compensent les erreurs dues aux incertitudes de model.

A. Conditions de stabilité du multiobservateur

Pour montrer les conditions de stabilité du multiobserva-
teur, définissons les erreurs d’estimation d’état et de sortie
de la maniére suivante :

e=x—= (7)

M
r=y=i= Ym0 Zm Cie (8)

La dynamique de 'erreur d’estimation d’etat est obtenue
en utilisant les équations (3) et (6) :

M M
e=> 3 (&) py ()

i=1 j=1
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(9)

Théoréme 1 : Uerreur d’estimation d’état entre le mul-
timodele (3) et le multiobservateur (6) converge asymtoti-
quement vers zéro, s’il existe une matrice symétrique et

avec :



définie positive P et des scalaires positifs 31, B2 et (3
vérifiant les LMI suivantes V i, € I :

2
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(11)
ol By = f1(1 +551). Les gains G; et les termes v; et o; du
multiobservateur (6) sont définis par :

M
v =p°B3" ”];ﬁipp_l ZM;‘@)CJTT
If r #0 Y
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(12)
G; = P~'w;. (13)

La démonstration de la convergence asymptotique du mul-
tiobservateur (6) emploie le lemme suivant :

Lemme : pour toutes les matrices X et Y ayant des di-

mensions appropriées, la propriété suivante est vérifiée :
XTy +YTX < BXTX + YTy,

Preuve : Afin de démontrer la convergence asymptotique

du multiobservateur, considérons la fonction de Lyapunov
suivante :

avec 0 >0

V(e) = el Pe (14)

Sa dérivée par rapport au temps, le long de la trajectoire

du systeme en utilisant les équations (7) et (9) s’explicite :
M M

V=3 ni(€w () (eT (ALP+ PAy) e+
i=1 j=1
2T AAT Pe 4+ €T PAA;z— (15)
2a] Pe + 2¢" PRy — 2¢” Py, )
La propriété du lemme (1), nous permet d’écrire :
) M M
VSIS i (€ (©) (eT (ALP + PA;;) e+
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En utilisant ’expression de 'erreur d’estimation d’état (7),

Péquation (16) devient :

M M
v < Zzlu’l (f),uj (6) <€T (AEP—FPA” +ﬁ1_1P2) et
i=1j=1
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en utilisant le lemme (1), Pexpression (17) peut étre réécrite
comme suit :

M M
V< ZZM (&) 1 (€) (eT (ALP+ PA;; + B P2+
i=1 j=1
BaSiT e+ Bi (1+ Bo) 6787 & —
2041-TP€ +2¢TPR;u — 2¢T Py; )
avec 4 = (1(1 + ﬁ;l)

A partir de maintenant, deux cas sont a distinguer :

Cas 1 : r # 0, en utilisant la relation (12), il est facile de
vérifier que :
T 2278 - -1
20 Pe = Bi(1+ 2)07 v > pi(€)Ci P Pe

j=1
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De (18), on peut facilement déduire :

. M M _ _ 1
V<2 0w (@ (©) (7 (ALP+PAy + 57 P
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1021 + BT )e )
(19)
avec : B4 = 61(1 + ﬁ;l) et Aij =A;, — Gin

Cas 2 : r = 0, nous obtenons le méme résultat

Pour les deux cas montrés, la dérivée de la fonction de Lya-
punov est négative, la convergence asymptotique du mul-
tiobservateur (6) est garantie. Alors lerreur d’estimation
d’état converge asymptotiquement vers zéro, si les condi-
tions (11) et (12) sont vérifiées.

Remarquons que les inégalités suivantes :

(A = GiC)T P+ P(A; — GiCy) + BT P2 + 54821 + B3] < 0

sont non linéaires par rapport a P et G;. Pour linéariser
ces inégalités et obtenir les contraintes (11), il suffit de
considérer le changement de variable suivant :

W; = PG, (20)

et d’appliquer le complément de Schur [15].

B. Relaxation des conditions de convergence du multiob-
servateur

Afin de réduire le conservatisme des inégalités (11), nous
allons exploiter le résultat proposé dans [12].



Théoréme 2 : Uerreur d’estimation d’état entre le multimodele (3) et le multiobservateur (6) converge asymptotiquement
vers zéro, s’il existe des matrices symétriques et définies positives P et @;;, des matrices Q;; et des scalaires positifs 3,

Bo et (B3 vérifiant les LMI suivantes V 4,5 € I :

[ ATP+ PA; — CTWTE = W,Ci + Qui + B1(1+ By )62 + 31 P <0
P —p11
B . . T . .
Gt p 4 pESA) — CTWT — WiCj — CTWE = WiCi+ Qi + Q5 + Sr(1+ 5, NPT+ 81 P | _
P b1l
Q11 Q12 Q1m
,{2 Q22 ; > 0
v Qum
(21)
Les termes v; et a; et les gains G; du multiobservateur (6) sont définis par :
PR
vi= o0 I por s ()
Sir#0 T
0 T 4 22
o = B (1+ B2) 67 o ;uj(g)cﬂ (22)
. Vv, = 0
Sir=0 { a; =0
G; =P 'W,. (23)
Preuve : la démonstration est obtenue de le méme facon 1 0.5 1 1
qu’au théoréme 1 en exploitant le résultat de [12]. By=1| 05| By= 1 Ri=|1] Ro=] 05
0.5 0.25 1 2
IL faut noter que la relaxation est introduite grace aux
matrices @;;. Ces matrices ne sont pas forcément définies 11 1 1 92 1
positives ce qui permet de relacher les contraintes fai- C) = [ 10 1 } Cy = [ 1 1 0 }

sant intervenir les termes croisés (i # j). En comparaison
avec [13], notons également que ces matrices ne sont pas
forcément symétriques ce qui constituent des degrés de li-
berté supplémentaires.

IV. EXEMPLE DE SIMULATION

Considérons le multimodele suivant [14], composé de deux
modeles locaux et comportant deux sorties et trois états.
Le vecteur de sortie du multimodele y est une combinaison
non linéaire des états, contrairement a I’exemple traité dans
[14] ou les matrices C; sont identiques (C; = C, Vi € 1,2).

T = Z i () ((AZ + AA))z + Biu+ Riu )
=t (24)

2
y=> ni(u)Ciz
i=1

Les valeurs numériques des matrices A;, B;, C; et R; sont :

-2 1 1 -3 2 2
A = 1 -3 0 Ag = 5 -8 0
2 1 —6 05 05 —4

AA,; représente les incertitudes de modele, telles que :

avec § = 0.2 et n est une fonction aléatoire gaussienne de
moyenne nulle est de variance égal a 1.

Dans ce cas, le multiobservateur considéré est décrit par :
2
F= 3 i (©) (A + Biu+ Gily—§) +vi+ oy )
i=1

g= Z pi(u)Ci&
- (25)

avec :

(Ai—GiCj)" P+ P(A; — GiC))+ By PP+ (Ba67 +B83)] < 0

(26)
il est important de noter que I'implementation du multiob-
servateur pose des problemes pratique : en effet quand l’er-
reur d’estimation de sortie r tend vers zéro, les grandeurs
v; et «; tend vers 'infini. Ce probleme peut étre surmonté



en fixant un seuil de précision ¢ de la fagon suivante :

Silr|| > e

Siflr||<e {

vi=p°By

'z
a; =B (1+ B32) 51-2mp ! Zﬂj(ﬁ)cfr
j=1
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PR
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2
Py i ()Cr
j=1
AT A 2

pour cet exemple, nous avons fixé € & 1075,

La résolution des inégalités du théoreme 2 conduit aux ma-
trices suivantes G;, P, Q11, Q12 et Qa2 :

0.55 2.18 2.62 1.04
G, =] 1.58 —0.67 Gy=| —134 129
0.18 —0.93 222  —2.19
1 00 1.66 —0.13 —0.44
P=|0 10| Qu=| —-013 144 —0.12
0 0 1 —0.44 —0.12 2.16
1.87  —0.27 0.18 ]
Q= | —0.27 1.66 0.12
| 018 0.2 139 |
1.16 0.14 0.22
Q2= 034 0.17 0.66
| —0.33 0.87 —0.69 |

Le systéme (24) a été simulé en choisissant, pour 'entrée
inconnue, deux créneaux filtrés se déclenchant aux instants
5s et 20s, de durées 2s et 14s et d’amplitudes respectives
égales 1.5 et 1.2 (voir figure (2)).

La figure (1) présente 1’évolution de lentrée connue u ap-
pliquée au multimodele ainsi qu’au multiobservateur. La
figure (3) présente l’'allure des fonctions d’activation pg(u)

et ua(u).
.

35¢

al

2.5}

ol

15}

il

0.5-

Fig. 1. Entrée connue u(t)

Notons que pour 6 = 0.2, les conditions du théoréme 1 ( et
les conditions développées en [14]) échouent & synthétiser
un multiobservateur pour le multimodele (24), ce qui

15¢

0.5r

. . )
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Fig. 2. Entrée inconnue

0 05 1 15 2 25 3 35 4

Fig. 3. Fonctions d’activation

illustre bien la relaxation apportée.

Les figures (4), (5) et (6) montrent la comparaison entre les
variables d’état du multimodele (24) et leurs estimations
respectives par le multiobservateur (25). On constate que
dans chaque figure les deux tracés sont superposés sauf au
voisinage de l'origine; cela est dii au choix des conditions
initiales du multiobservateur.

4

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Fig. 4. x1 et son estimé 2



Fig. 5. xg2 et son estimé 2o

Fig. 6. x3 et son estimé I3

V. CONCLUSION

Dans ce papier, nous avons proposé une méthode d’estima-
tion d’état d’un systeme non linéaire incertain représenté
sous forme multimodele et soumis a l'influence d’entrées
inconnues. Pour cela, un multiobservateur est synthétisé
sur la base de l'interpolation de plusieurs observateurs a
mode glissant. En exploitant la deuxieme méthode de Lya-
punov, nous avons montré la robustesse du multiobserva-
teur proposé par rapport aux perturbations (incertitudes
de modele et entrées inconnues). La convergence du mul-
tiobservateur exige la prise en compte des contraintes de
couplage entre les différents observateurs & mode glissant.
Ces contraintes menent a la résolution d’un probleme de
type LMI. Sous réserve d’existence de matrices appropriées
nous avons démontré que la reconstruction d’état du multi-
modele est possible. Enfin, I’exemple de simulation présenté
a montré la robustesse du multiobservateur a mode glissant
vis-a-vis des perturbations considérées et la relaxation ap-
portée aux contraintes de convergence.

REFERENCES

[1] D. Koenig and S. Mammar, “Design of proportional-integral ob-
server for unknown input descriptor systems,” IEEE Trans. on
Automatic Control, vol. 47(12), pp. 2057 — 2062, 2002.

[2] S.F.Linand A. P. Wang, “Unknown input observers for singular
systems designed by eigenstructure assignment,” Journal of the
Franklin Institute, vol. 340(1), pp. 43 — 61, 2003.

(3]

(4]

(8]

[9]

(10]

(11]

(12]

(13]

14]

(15]

[16]

(17]

V. Drakunov Sergey and I. Utkin Vadim, “Sliding mode
control in dynamic systems,” International Journal of Control,
vol. 55(4), pp. 1029 — 1037, 1992.

B. L. Walcott and S. H. Zak, “Combined observer-controller syn-
thesis for uncertain dynamical systems with applications,” IEEE
Transactions on Systems, Man and Cybernetics, vol. 18, pp. 88
— 104, 1988.

C. Edwards and S. K. Spurgeon, “On the development of dis-
continuous observers,” International Journal of Control, vol. 25,
pp. 1211 — 1229, 1994.

C. Edwards and S. K. Spurgeon, “Sliding mode observers for
fault detection and isolation,” Automatica, vol. 36(4), pp. 541—
553, 2000.

A. Akhenak, M. Chadli, J. Ragot, and D. Maquin, “Conception
d’un observateur flou & entrées inconnues,” Rencontres franco-
phones sur la Logique Floue et ses Applications, Nantes, France,
18-19 Novembre 2004., 2004.

C. Edwards, “A comparison of sliding mode and unknown input
observers for fault reconstruction,” IEEE Conference on Deci-
ston and Control, vol. 5, pp. 5279-5284, 2004.

J. Takagi and M. Sugeno, “Fuzzy identification of systems and
its application to modelling and control,” IEEE Transactions on
Systems Man and Cybernetics, vol. 15, pp. 116 — 132, 1985.

K. Tanaka, T. Ikeda, and Y. Y. He, “Fuzzy regulators and fuzzy
observers : relaxed stability conditions and LMI-based design,”
IEEE Transactions on Fuzzy Systems, vol. 6(1), pp. 250 — 256,
1998.

M. Chadli, D. Maquin, and J. Ragot, “Multiple observer for
discrete-time multiple model,” IFAC Congres, Safeprocess, 2003.
L. Xiaodong and Z. Qingling, “New approaches to Hj,¢ controller
designs based on fuzzy observers for T-S fuzzy systems via LMI,”
Automatica, vol. 39, pp. 1571-1582, 2003.

E. Kim and H. Lee, “New approaches to relaxe quadratic sta-
bility of fuzzy control systems,” IEEE Transactions on Fuzzy
Systems, vol. 8(5), pp. 523 — 534, 2000.

A. Akhenak, M. Chadli, J. Ragot, and D. Maquin, “State esti-
mation of uncertain multiple model with unknown inputs,” 43rd
IEEE Conference on Decision and Control, Atlantic, Paradise
Island, Bahamas, vol. 4, pp. 3563 — 3568, 2004.

S. Boyd, L. El Ghaoui, E. Feron, and V. Balakrishnan, Linear
Matrixz Inequalities in System and Control Theory. Philadel-
phia : SIAM, 1994.

K. Gasso, G. Mourot, and J. Ragot, “Structure identification
in multiple model representation : elimination and merging of
local models,” IEEE Conference on Decision and Control, vol. 3,
pp. 2992-2997, 2001.

T. A. Johansen, R. Shorten, and R. Murray-Smith, “On the
interpretation and identification of dynamic Takagi-Sugeno fuzzy
models,” IEEE Trans. on Fuzzy Systems, vol. 8(3), pp. 297 — 312,
2000.



