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Introduction
Ici, nous nous intéressons aux résolutions de sin-
gularités des composantes irréductibles X d’une
variété BN appelée fibre de Springer, qui font
intervenir les propriétés combinatoires et géo-
métriques des variétés de Schubert Sch(w).

Position générale du problème
Soit G un groupe semisimple. Par choix, on fixe
N dans N (G) le cône nilpotent de G, B un sous-
groupe de Borel adapté à N et W un groupe de
Weyl de G. On définit alors:

1. B := {ss-grpes de Borel de G} ' G/B.
2. BN fibre de la projection G×B N (B)→
N (B) au dessus de N , où G×BN (B) est
le fibré de base B, de fibre N (B).

3. pour w ∈ W , Sch(w) := B.wB =⊔
v≤w B.vB adhérence d’une B-orbite

dans B.

Cas linéaire
Pour G = Gl(E), n = dim E, on peut identifier

B '

∗ · · · ∗

∗
...

0 ∗

, W ' Sn, N ∈ Nil(E) et :

1. B = {V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn} variété des
drapeaux de E.

2. BN sous-variété des drapeaux stables par
N .

3. pour w ∈ W , Sch(w) = {V ∈
B | dim F̂i ∩ Vj ≥ dwij , i, j ∈ [1, n]}
avec F̂ ∈ B tel que StabG(F̂ ) = B et
dσij := #{1, ..., i} ∩ {w(1), ..., w(j)}.

Résolution de singularités
Une résolution de singularité cherche à rendre
plus régulière une variété possédant certains
points appelés singuliers; ce sont ceux en
lesquels l’approximation de la variété par un
espace affine n’est pas adéquate.

Formellement, désingulariser V , c’est trouver un
morphisme birationnel p : Ṽ → V où Ṽ est lisse.
Par exemple, la projection G ×B n → N (G)
est une désingularisation de N (G) (cf. [1]). Si
G = Sl2, B ' G/B est un cercle et on peut
représenter :

Singularité

Fibres de Springer BN

BN est équidimensionelle de dimension (dim ZG(N)− rang G)/2 (cf. [2]).

Pour N ∼ · · · · ·
·

, dim BN = 1 et on peut représenter:

Singularité

Composante 
irréductible

Variété de Schubert Sch(w)
Les variétés de Schubert forment l’une des classes de variétés singulières les plus importantes et les
plus connues. On dispose d’une construction générale de résolutions de leurs singularités, dûe à Bott-
Samelson (cf. [3]) : ˜Sch(w)

pw // Sch(w) . On a en outre la propriété : Sch(w) est singulière ⇐⇒
w contient les motifs 3412 ou 4231 (cf. [4]). Le graphe de Bruhat de w donne alors le lieu singulier.
Avec w = 3412 on a :
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Solution dans le cas linéaire
Dans le cas linéaire, pour N2 = 0, j’ai construit une résolution de chaque composante X de la variété
BN : j’ai montré qu’il existe une permutation w ∈ Sn explicite telle qu’on ait, avec GN := Gl(ImN),
BN := StabGN

(F̂0 ⊂ · · · ⊂ F̂rang N ):

GN ×BN ˜Sch(w)
resolution //

GN×BN pw
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GN ×BN Sch(w) '
{
(F, V )| dim Fi ∩Vj ≥ dwij , dim N−1(Fi)∩Vj ≥ dwn−r+i,j , (i, j) ∈ [1, r]× [1, n]

}
.

Ce résultat étend et précise celui de [5]
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