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Motivation Physique

Étudier la propagation d’ondes électromagnétiques en présence des
matériaux supraconducteurs.

Fig. 1: Phénomène de la supraconductivité[1].

Les supraconducteurs sont des matériaux capables de conduire un
courant électrique sans aucune résistance.

Fig. 2: Un aimant flotte au-dessus d’un cuprate en phase supraconductrice baignant dans de l’azote

liquide [2].

À La base du phénomène de la supraconductivité il y a la formation de
paires d’électrons, et celle-ci serait plus facile si la permittivité diélec-
trique devenait négative.

Méthode de Travail

Généraliser les résultats de [4, 6] sur un domaine Ω = ∪ni=1Ωi en
utilisant la théorie de triplet du bord [5] .

Mettre au point des tests numériques pour décrire le spectre de
l’opérateur P .

Montrer un résultat de régularité avec une estimation polynomiale qui
dépend des paramètres (1) .

Combiner les deux résultats .

Définitions

Définition 1. On définit l’espace de sobolev Hk(Ω) par:

Hk(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ∂αu ∈ Hk(Ω) ∀|α| ≤ k}
.

Définition 2. On dit qu’un opérateur A : (E, ‖.‖E)→ (F, ‖.‖F ) linéaire et
continue est inversible s’il est bijectif est:

∃C > 0 tel que ∀f ∈ F, ‖A−1f‖E ≤ C‖f‖F
.

Modèle

Soient Ω = ∪ni=1Ωi dans R2 tel que Ωi ∩ Ωi+1 = Γi pour i = 1, 2, . . . , n,
Γn ≡ Γ0 et ∂Ω = Σ. Introduisons l’opérateur P défini par:

P := −div(σ∇), D(P ) =
{
u ∈ H1

0(Ω) : div(σ∇u) ∈ L2(Ω)
}

.

Fig. 3: Dessin explicatif du domaine.

Soient (σ1, σ2, ..., σn) ∈ Rn qui vérifie signe(σi) = − signe(σi+1), et ui ∈ H1(Ωi)

tel que:

{
σi+1∂nui+1 − σi∂nui = 0 sur Γi

ui+1 − ui = 0 sur Γi
pour i = 1, 2, . . . , n.

Étant donné f ∈ L2(Ω), notre objectif est de résoudre le problème suivant:

(Sn) Trouver u ∈ D(P ) solution de − div(σ∇u) = f dans Ω ,

avec σ(x) = σi, u(x) = ui(x), pour x ∈ Ωi et i = 1, 2, . . . , n .

Théorème 1. Sur R, l’opérateur P est auto-adjoint, de plus son spectre
Spct(P ) est discret.

Quantification de l’incertitude

Soient Ω un domaine dans Rm et A l’opérateur défini par :

Au =

m∑
j=1

m∑
i=1

∂j(aij∂iu)

L’objectif est de montrer un résultat de régularité avec une estimation
polynomiale qui dépend des paramètres ai,j.

On Commence par le cas Ω = Rm:

Théorème 2 (Mohsen, Labrunie, Nistor). On suppose que A :
Hk+1(Rm)→ Hk−1(Rm) est inversible alors en utilisant [3] on peut
montrer que: f ∈ Hk(Rm)⇒ A−1f ∈ Hk+2(Rm) avec:

|A−1f |Hk+2(Rm) .
k+1∑
l=0

‖A−1‖l+1
op ‖f‖Hk−l(Rm)‖coeff(A)‖lW k+1,+∞(Rm) (1)

Remarques

Si les σi sont positives sauf pour un k ∈ {1, .., , n} donné on a σk
négative, l’étude du problème Sn n’est pas plus singulier que l’étude
dans [4], ce qui justifie ce choix pour les σi .

On est en train de montrer (1) sur un ouvert borné de Rm .
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