
Géométrie multisymplectique : formes normales
des sous-variétés Lagrangiennes

Gabriel Sevestre
sous la direction de Tilmann Wurzbacher

Cas symplectique : le théorème de Weinstein [Wein71]
Soit (M,ω) une variété symplectique, et L une sous variété Lagrangienne de M. Alors il existe U, V voisinages ouverts de L dans M respectivement
T ∗L et un difféomorphisme φ : U → V tels que :

φ|L = idL et φ∗(ωT∗L) = ω

Le formalisme multisymplectique

Soit M une variété et ω une forme de degré k+1. On dit que (M,ω) est
une variété k -plectique si l’application :

ω]q : TqM → Λk (T ∗q M); vq 7→ ιvqωq

est injective pour tout q ∈ M.

Une sous variété L ⊂ M est dite j-Lagrangienne si pour tout q ∈ M on a
TqL = TqL⊥,j où :

TqL⊥,j := {u ∈ TqM | ιu∧v1∧...∧vjω = 0 ∀v1, ..., vj ∈ TqL}

Exemple
Pour M une variété orientable de dimension m, une forme volume ϑ ∈
Ωm(M) est une forme (m−1)-plectique.

Exemples (suite)

Exemple 1. Soit Q une variété et soit M = Λk T ∗Q. Soit θ ∈ Ωk (M) définie
par :

θαq (v1, ..., vk ) := αq(π∗αq (v1), ...,π∗αq (vk )),

où αq ∈ M, vj ∈ Tαq (M), and π : M → Q est la projection naturelle. Alors
ω := −dθ est une forme k -plectique sur M. La section 0 de Λk T ∗M est
une sous variété k -Lagrangienne est les fibre de π sont 1-Lagrangienne.
Exemple 2. Soit G un groupe de Lie réel, semi-simple et compact. La
forme de Cartan ω ∈ Ω3(G), qui est la forme bi-invariante définie en
l’élément neutre e par :

ωe(ξ, η, ζ) := 〈[ξ, η], ζ〉 ,

où ξ, η, ζ ∈ g (avec g l’algèbre de Lie de G), et < ., . > est la forme
de Killing, fait de (G,ω) une variété 2-plectique. Si T ⊂ G est un tore
maximal, alors T est 1-Lagrangien.

Cas multisymplectique [Mar88]-[GSTW18]
Soit (M,ω) une variété k -plectique standard, et W la distribution associée.
Soit L ⊂ M une sous variété k -Lagrangienne complémentaire à W . Si
W est intégrable, alors il existe U, V voisinages ouverts de L dans M
respectivement Λk T ∗L et un difféomorphisme ϕ : U → V tels que :

ϕL = idL et ϕ∗(ωΛk T∗L) = ω

Condition : M est standard
On dit qu’une variété k -plectique (M,ω) est standard si il existe une distri-
bution W ⊂ TM telle que pour tout q ∈ M :

• ∀u, v ∈Wq ιu∧vω = 0
• dim(Wq) = dim(Λk (TqM/Wq)∗)
• codim(Wq) > k

Preuve : théorèmes utiles
Théorème (Voisinage tubulaire feuilleté). Soit M une variété, W ⊂ TM une distribution intégrable et N ⊂ M une sous-variété complémentaire à W
dans le sens où W |N ⊕ TN = TM|N . Alors il existe U un voisinage ouvert de N dans M et un difféomorphisme φ de U sur un ouvert de W |N contenant
la section 0, tel que φ|N = idN , la différentielle de φ en tout point de N est l’identité, et φ envoie, pour tout q ∈ N, la feuille définie par W passant par q
sur la fibre φ(U) ∩ (W |q) du fibré W |N → N.

Théorème (Lemme de Poincaré feuilleté). Soit M une variété et N ⊂ M une sous-variété. Soit ω ∈ Ωk+1(M), nulle sur N. Alors il existe U un voisinage
ouvert de N dans M et µ ∈ Ωk (U) telle que dµ = ω|U et µ|N = 0. Si il existe de plus une distribution W ⊂ TM, intégrable et complémentaire à N, et telle
que ιu∧vω = 0 pour tout u, v ∈ Wx avec X ∈ M, alors on peut choisir µ telle que ιXµ = 0 pour tout champs de vecteur X qui prend ses valeurs dans W
et défini sur U.

Preuve : visualisation graphiquePreuve : astuce de Moser

L’astuce de Moser vise à trouver, étant données deux formes α0,α1 ∈
Ωk (M), un difféorphisme φ tel que :

φ∗α1 = α0.

Ceci est vérifié si l’on arrive à trouver un champs de vecteurs dépendant
du temps Xt tel que son flot φt vérifie pour tout t :

φ∗t αt = α0 et
d
dt

(φ∗t αt ) = 0.

Alors, en posant αt = α0 + t(α1 − α0), et en considérant l’équation :

d
dt

(φ∗t αt ) = φ∗t (
d
dt
αt + LXtαt ),

prouver le résultat initial revient à trouver un champs de vecteur Xt tel que
:

d
dt
αt + LXtαt = 0
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