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Cas symplectique : le theoreme de Weinstein [Wein71]

Soit (M, w) une variéte symplectique, et L une sous variété Lagrangienne de M. Alors il existe U, V voisinages ouverts de L dans M respectivement

T*L et un difféomorphisme ¢ : U — V tels que :

ol = id; et p*(w' b)) = w

Le formalisme multisymplectique

Soit M une varieté et w une forme de degré k+1. On dit que (M, w) est
une variété k-plectique si I'application :

Wyt TaM — N(TEM); vg = Ly, wq

est injective pour tout g € M.

Une sous variete L C M est dite j-Lagrangienne si pour tout g € M on a

TqLJ_’j = {U - TqM ‘ Lu/\v1/\___/\vjw =0 \V/V‘l y wuny Vj - TqL}

Pour M une variété orientable de dimension m, une forme volume ¢ &
QM (M) est une forme (m—1)-plectique.

Condition : M est standard

On dit qu'une variété k-plectique (M, w) est standard si il existe une distri-
bution W C TM telle que pour tout g € M .

‘\V/U, V © Wq LunywW = O

Exemples (suite)

Exemple 1. Soit Q une variété et soit M = AKT*Q. Soit 8 € QF(M) définie
par :

Haq(v1, eny Vk) = Oéq(ﬂ'*aq(W), eny W*aq(vk)),

ouage M, v;c T, (M),and 7 : M — Q est la projection naturelle. Alors

w = —d# est une forme k-plectique sur M. La section 0 de AXT*M est
une sous varieté k-Lagrangienne est les fibre de = sont 1-Lagrangienne.

Exemple 2. Soit G un groupe de Lie réel, semi-simple et compact. La
forme de Cartan w € Q3(G), qui est la forme bi-invariante définie en
I’élément neutre e par :

we(&,n, C) = ([£, 1], ¢)

ou &,n,( € g (avec g l'algebre de Lie de G), et < .,. > est la forme
de Killing, fait de (G, w) une variété 2-plectique. Si T C G est un tore
maximal, alors T est 1-Lagrangien.

Cas multisymplectique [Mar88]-[GSTW18]

Soit (M, w) une variéetée k-plectique standard, et W la distribution associee.
Soit L € M une sous variété k-Lagrangienne complémentaire a W. Si
W est intégrable, alors il existe U, V voisinages ouverts de L dans M

, o respectivement A* T*L et un difféomorphisme ¢ : U — V tels que :
o dim(W,) = dim(N<(TqM/W,)*)

e codim(W,) > k AST"Ly

o, = Id; et p*(w = W

Preuve : theoremes utiles

Theoreme (Voisinage tubulaire feuilleté). Soit M une variete, W C TM une distribution intégrable et N C M une sous-variete compléementaire a W
dans le sens ou W|n @& TN = TM|y. Alors il existe U un voisinage ouvert de N dans M et un diffeomorphisme ¢ de U sur un ouvert de W|y contenant
la section 0, tel que ¢|n = idy, la differentielle de ¢ en tout point de N est I'identite, et ¢ envoie, pour tout g € N, la feuille definie par W passant par q
sur la fibre (U) N (W|y) du fibre Wiy — N.

Théoréme (Lemme de Poincaré feuilleté). Soit M une variété et N ¢ M une sous-variété. Soitw € Q1 (M), nulle sur N. Alors il existe U un voisinage
ouvert de N dans M et . € Q*(U) telle que di = w|y et |y = 0. Si il existe de plus une distribution W C TM, intégrable et complémentaire a N, et telle
que tynyw = 0 pour tout u,v € W, avec X € M, alors on peut choisir i telle que vxu = 0 pour tout champs de vecteur X qui prend ses valeurs dans W
et defini sur U.

Preuve : astuce de Moser Preuve : visualisation graphique

astuce de Moser vise a trouver, étant données deux formes ag, vy €
Q% (M), un difféorphisme ¢ tel que :

¢*Oé1 = (.

Ceci est vérifié si I'on arrive a trouver un champs de vecteurs dépendant
du temps X; tel que son flot ¢; vérifie pour tout ¢ :

a
¢;‘kal‘ = o el E(¢?Oét) = 0.

Alors, en posant a; = ag + (a1 — ag), €t en considerant I'équation :

ad. . .. a
E(thoét) = ¢y (Eat + LXtOét)s

prouver le résultat initial revient a trouver un champs de vecteur X; tel que

gOdt + LXtat =0

dt
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