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Plan du cours

Présentation du cours :
@ 5 cours en amphi
@ 4 TD (1 papier et 3 Matlab)

@ évaluation : quizz et examen final

Supports :
@ polycopié

@ présentations (Arche / site perso)

Objectifs de I'AF4 :
@ approche systeme
e fonction de transfert
o filtrage analogique fréquentiel

@ signaux et systémes a temps discret



Plan du cours



1.1 Signaux et systéemes

Qu’est ce qu’un systeme (physique, chimique, ...) ?

Entrée(s)] gygTEME

Sortie(s)

@ un objet défini par une frontiére, des variables d’entrée et de sortie

@ un ensemble d'éléments reliés par des liens fonctionnels



1.1 Signaux et systéemes

Qu’est ce qu’un systeme (physique, chimique, ...) ?

Entrée(s)] gygTEME

Sortie(s)

@ un objet défini par une frontiére, des variables d’entrée et de sortie

@ un ensemble d'éléments reliés par des liens fonctionnels

On représente un systéme par un modéle

@ un ensemble de relations mathématiques entre des grandeurs physiques,

@ approchant le comportement réel du systéeme,

@ dont la complexité dépend de I'utilisation.



1.1 Signaux et systéemes

Grandeur physique mesurable porteuse d’une information

— position, vitesse, température, ...




1.1 Signaux et systéemes

Grandeur physique mesurable porteuse d’une information

— position, vitesse, température, ...

Quelques caractéristiques de signaux :
@ monodimensionnel / vecteur

entrée / sortie du systeme

mesuré / non mesuré

contrdlable / incontrélable

dépendant du temps, de I'espace, de la fréquence, ...
temps continu (t € R) / temps discret (t = kT, k € N)

e © 6 o6 o



1.2 Systemes linéaires (a une entrée)

Systeme linéaire

Le systeme X est linéaire si, pour toutes constantes « et [3, et tous signaux
d'entrée x;(t) et xx(t), on a la propriété suivante :

e si le signal x;(t) appliqué au systeme ¥ provoque la sortie y;(t)

e si le signal x(t) appliqué au systeme X provoque la sortie y>(t)

e alors le signal x(t) = axi(t) + Bxa(t) appliqué au systeme X provoque
la sortie y(t) = aya(t) + Bya(t)

M\ N

xo(t
e

— e

ay(t) + a(t) @ yi(t) + yoft)

AN\ T — | N\

o(t)




1.2 Systemes linéaires (a plusieurs entrées)

Principe de superposition

Si un systeme linéaire a plusieurs entrées, la réponse a toutes les entrées est
la somme des réponses a chaque entrée, ou la réponse a une entrée est
obtenue en annulant les autres entrées.

2 (t)
2o(t) =0 SYSéme
linéaire y(t) = hy(t)xz1(t)

1,, (t)=




1.2 Systemes linéaires (a plusieurs entrées)

Principe de superposition

Si un systeme linéaire a plusieurs entrées, la réponse a toutes les entrées est
la somme des réponses a chaque entrée, ou la réponse a une entrée est
obtenue en annulant les autres entrées.

2o(t) syseme
linéaire y(t) = ho(t)xzs(t)




1.2 Systemes linéaires (a plusieurs entrées)

Principe de superposition

Si un systeme linéaire a plusieurs entrées, la réponse a toutes les entrées est
la somme des réponses a chaque entrée, ou la réponse a une entrée est
obtenue en annulant les autres entrées.

2o(t) =0 SYSéme
linéaire y(t) = ha(t)xz(t)




1.2 Systemes linéaires (a plusieurs entrées)

Principe de superposition

Si un systeme linéaire a plusieurs entrées, la réponse a toutes les entrées est
la somme des réponses a chaque entrée, ou la réponse a une entrée est
obtenue en annulant les autres entrées.

x1(t)
(1) syseme
linéaire () = ha(E) ks (6)+hoza(t)+ . A ()20 (t)




1.2 Systemes invariants dans le temps

Systeme invariant dans le temps

Le systeme X est invariant dans le temps si :
e le signal x(t) appliqué au systeme ¥ provoque la sortie y(t)

e le signal x(t — 7) appliqué au systéme X provoque la sortie y(t — 7),

pour tout 7




1.2 Systémes causaux

Systeme causal

L'effet (variation de la sortie) suit la cause (variation de |'entrée) dans le
temps

a(t) y(t)
LA et M
t t
to to

Globalement, I'entrée doit étre dérivée moins de fois que la sortie car :
t e ,
o [, x(7)dT dépend du passé
e x(t) dépend de I'avenir



1.2 Systemes linéaires, invariants dans le temps et causaux

Eq. diff. linéaire a coeff. constants <> syst. linéaire invariant

Une équation différentielle linéaire a coefficients constants avec n > m :

dy(e) )

, dx(t)
"odtn dt

d™x(t)
o b 2 (e
e b b+ box(2)

+ aOy(t) = bm

décrit un systeme :
o d'entrée x(t) et de sortie y(t)
o linéaire
@ invariant dans le temps

@ causal




1.2 Exemple : un réacteur chimique

On considére un réacteur chimique : qe(t); Cat)

e réaction A — B .

e vitesse de réaction : k = kge  ®F 1

e volume V constant \
calt) q,(1), cA (D),
cp(t) ci(t)
=

@ Mettre en équation le systéme

o Quelle(s) hypothese(s) faire pour avoir un modele linéaire, invariant et

causal ?



1.2 Exemple : un réacteur chimique

On considére un réacteur chimique : qe(t); Cat)
e réaction A — B .
e vitesse de réaction : k = kge  ®F 1
e volume V constant \
c/\(t) qs(t)’ CA(t)’
cy(t) ci(t)
-

@ Mettre en équation le systéme
Véa(t) = qe(t)cac(t) — (gs(t) + Vk)ea(t)
VCB(t) = —qs(f)CB(t) + VkCA(t)
o Quelle(s) hypothese(s) faire pour avoir un modele linéaire, invariant et
causal ?



1.2 Exemple : un réacteur chimique

On consideére un réacteur chimique :
e réaction A — B .

e vitesse de réaction : k = kge RT cae(t)] Syst. |ca®)] Syst. |eB(®)
e volume V constant Lin. 1 Lin 2

@ Mettre en équation le systeme
Viéa(t) = ge(t)cac(t) — (qs(t) + Vk)ea(t)
VCB(t) = —qs(t)CB(f) + VkCA(t)
@ Quelle(s) hypothese(s) faire pour avoir un modele linéaire, invariant et

causal 7
Pour V, g et gs constants

Véa(t) 4 (gs + Vk)ca(t) = gecae(t)
VéB(f) + quB(t) = VkCA(t)



1.2 Linéarisation de systemes dynamiques

Malheureusement ...

. aucun systeme n'est réellement linéaire

y=f(x)

NS -




1.2 Linéarisation de systemes dynamiques

Malheureusement ...

. aucun systeme n'est réellement linéaire

y=f(x)

-/ Y =Qu

Un modele linéaire d'un systeme non linéaire :
@ est globalement faux



1.2 Linéarisation de systemes dynamiques

Malheureusement ...

. aucun systeme n'est réellement linéaire

x(

Un modeéle linéaire d'un systéme non linéaire :
@ est globalement faux
@ est une approximation valable localement autour d'un point de
fonctionnement (xo, ¥o)



1.2 Linéarisation de systemes dynamiques

Malheureusement ...

. aucun systeme n'est réellement linéaire

()

Un modele linéaire d'un systeme non linéaire :
@ est globalement faux
@ est une approximation valable localement autour d'un point de
fonctionnement (xo, ¥o)
@ peut se déduire par linéarisation (developpement de Taylor)

dy(xo)
dx

y(x) = y(x0) + (x = x0) + o(x — x0)



1.2 Linéarisation de systemes dynamiques

Malheureusement ...

. aucun systeme n'est réellement linéaire

Yo

systéme linéaire

Un modele linéaire d'un systeme non linéaire :
@ est globalement faux
@ est une approximation valable localement autour d'un point de
fonctionnement (xp, ¥o)
@ peut se déduire par linéarisation (developpement de Taylor)



1.2 Exemple : un réacteur chimique (suite)

On consideére un réacteur chimique :

e réaction A — B

e vitesse de réaction :

e volume V constant
® ge(t) = qs(t)

E
k= koe_ﬁ

qc(t)a CAc(t)

o

A\
Ca(®) q,(1), e (1),
ep(t) eu()

=

Comment obtenir un modele linéaire dans le cas ot gs(t) = ge(t) ?



1.2 Exemple : un réacteur chimique (suite)

On considére un réacteur chimique : qe(D), Cclt)
e réaction A — B . —l
e vitesse de réaction : k = kgpe™ ’F
e volume V constant V()
o Ca(t (D), ca(D),
* qe(t) = gs(t) bt U CA;@)
e —

=

Comment obtenir un modele linéaire dans le cas ot gs(t) = ge(t) ?

t)~ ca(t) ~ =92 _¢
@ On suppose : 9e(t) = Geo = A(t) Geo KV Ae0
cae(t) = caeo ca(t) =~ T KV CAO



1.2 Exemple : un réacteur chimique (suite)

On considére un réacteur chimique : qe(D), Cclt)
e réaction A — B . —l
e vitesse de réaction : k = kgpe™ ’F
e volume V constant V()
o Ca(t (D), ca(D),
* qe(t) = gs(t) bt U CA;@)
e —

=

Comment obtenir un modele linéaire dans le cas ot gs(t) = ge(t) ?
t) = ca(t) =~ =90 ¢,
e On suppose : qe( ) deo N A( ) qeO,ijV Ae0
Cae(t) ~ caeo ca(t) ~ o+ kv CAeO
@ Faire le développement de Taylor autour de cae(t) & Caeo, Ge(t) & geo,
ca(t) & cap et cg(t) ~ cpo de :
{cA(t) = 947 (cae(t) — ca(t)) — kea(t)

CB(t) = 77%(9@“) + kCA(t)



1.2 Exemple : un réacteur chimique (suite)

On consideére un réacteur chimique :

e réaction A — B

e vitesse de réaction :

e volume V constant
® ge(t) = qs(t)

k = koe™ F ! :

dqe(t)

degelt, Syst. deall) Syst. depll)
Lin. 1 Lin. 2

Comment obtenir un modele linéaire dans le cas ol gs(t) = ge(t) ?

@ On suppose : {

cae(t) = caeo

ge(t) = geo {CA(f) R e Caeo

ca(t) = %;(%CAeo

o Faire le développement de Taylor autour de cae(t) = Caco, Ge(t) = geo,
ca(t) & cap et cg(t) = cgo de :

éA(t) =
CB(t) =

@ Pour avoir :
5CA(
5.63(

t) =
t) =

S0 (cag(e) — ca(t) ~ kea(t)

—qe(t)ca(t) + kCA(t)

1%

sz 5o (t) + GPScac(t) — (%2 + k) ea(t)
“m 5 (t) — 90 5cp(t) + kdca(t)



1.3 Transformation de Laplace (rappels AF1)

Définition et propriétés essentielles de la transformation de Laplace:
o définition : L(x(t)) = X(p) = [7° x(t)e Ptdt, p e C
o lindarité : L(x1(t) + x(t)) = ( )+ X2(p)
@ dérivation : L(x'(t )) = pX(p) — x(0)

@ intégration : E( u) %X
@ convolution : L(x(t)*y(t)) = X(p)Y(p)
e valeur initiale : lim¢_o x(t) = limp_ 0o pX(p)

o valeur finale : lim;_,o x(t) = limp_0 pX(p)



1.3 Transformation de Laplace (rappels AF1)

Définition et propriétés essentielles de la transformation de Laplace:
o définition : L(x(t)) = X(p) = [7° x(t)e Ptdt, p e C
o lindarité : L(x1(t) + x(t)) = ( )+ X2(p)
@ dérivation : L(x'(t )) = pX(p) — x(0 )
@ intégration : E( u) %
@ convolution : L(x(t)*y(t)) = X(p ) (p)
e valeur initiale : lim¢_o x(t) = limp_ 0o pX(p)

o valeur finale : lim;_,o x(t) = limp_0 pX(p)

principal intérét

La transformation de Laplace convertit une eq. diff. linéaire a coefficients
constants en une équation polyndmiale en p.




1.3 Transformation de Laplace (suite des rappels)

Quelques transformées utiles :
e dirac: L(4(t)) =1
@ échelon : L(['(t)) = %
@ exponentielle : L(e™?") = o

o puissance : L(t") = S

@ exp * puissance : L(t"e™) = W

p
PPtw?

o sinus : L(sin(wt)) = »¥

@ cosinus : L(cos(wt)) =




1.3 Exemple : un réacteur chimique (suite)

Pour V et g. = gs constants
e Equations différentielles

Vé‘A(t) + (qs + Vk)CA(t) = quAe(t)
VCB(t) + quB(t) = VkCA(t)



1.3 Exemple : un réacteur chimique (suite)

Pour V et g. = gs constants
e Equations différentielles

Vé‘A(t) + (qs + Vk)CA(t) = quAe(t)
VCB(t) + quB(t) = VkCA(t)

@ Transformée de Laplace
_ e Vea(0)
Ca(p) = \/P+(Ze+kV) CAe(\f)g) Vp+cge(+kv
C
Ca(p) = vata: Calp) + Ve,




1.3 Exemple : un réacteur chimique (suite)

Pour V et g. = gs constants
e Equations différentielles

Vé‘A(t) + (qs + Vk)CA(t) = quAe(t)
VéB(t) + quB(t) = VkCA(t)

@ Transformée de Laplace
. Vea(0
Ca(p) = \/P+(Ze+kV) CAe(\f)g) Vp+cge(+)kv
Ca(p) = vata: Calp) + Ve,

@ Schéma bloc

Cae (p) Qe Cy (p) KV Cp (p)
Vp+get+kV Vptgs




1.3 Exemple : un réacteur chimique (suite)

Pour V constant et ge(t) = gs(t)
e Equations différentielles

dca(t) = Lz 5q.(t) + 92 5cpe(t) — (%2 + k) dea(t)
dcp(t) = =225qe(t) — %2 dcp(t) + kdca(t)



1.3 Exemple : un réacteur chimique (suite)

Pour V constant et ge(t) = gs(t)
e Equations différentielles

dca(t) = Lz 5q.(t) + 92 5cpe(t) — (%2 + k) dea(t)
dcp(t) = =225qe(t) — %2 dcp(t) + kdca(t)

@ Transformée de Laplace
ACA(p) = vty ) AQuP) + (w7 ) ACac(p)
ACa(p) = (w355 ) AQ:(P) + (w35 ) ACA(P)




1.3 Exemple : un réacteur chimique (suite)

Pour V constant et ge(t) = gs(t)
e Equations différentielles

dca(t) = Lz 5q.(t) + 92 5cpe(t) — (%2 + k) dea(t)
dcp(t) = =225qe(t) — %2 dcp(t) + kdca(t)

@ Transformée de Laplace
ACA(p) = (vi=ty ) BQL(P) + (vpriery ) ACas()
ACs(p) = (75) AQ(P) + (s ) ACalp)

@ Schéma bloc
ACA&(F

qe0
Vp+qeo+kV

ACAD |~ ACHD)
Vp+aeo

AQe(p) CA0—CAQ
Vp+qeo+kV

—C
Vp+aeo




1.4 Fonction de transfert

Dans I'exemple précédent :

Calp) = (qe) Cae(p) + (VCA(O))

Vp + qe + kV Vp + qe + kV

entrée/sortie conditions initiales

Plus généralement:

La fonction de transfert...

@ est le lien entrée / sortie, sans les conditions initiales
@ est une fraction rationnelle en p
@ s'obtient a partir de I'équation différentielle

@ est définie par la T.L. de la réponse impulsionnelle : quand x(t) = d(t)




1.4 Fonction de transfert

o La fonction de transfert s'obtient a partir de I'éq. diff. entrée/sortie :

n dl m dj
Z % dt’ B 2% bi dtf
p=




1.4 Fonction de transfert

o La fonction de transfert s'obtient a partir de I'éq. diff. entrée/sortie :
n m i
d'y d’x
Z i dt—l - Z bJ dtj
j=0
@ aprés transformation de Laplace, on obtient :

> a (PiY(p) - ip’_l_ky(k)(0+)> => b < Zp"l “x"(0%) )
i=0 k=0 =0




1.4 Fonction de transfert

o La fonction de transfert s'obtient a partir de I'éq. diff. entrée/sortie :
n H m i
dy(t d’x(t
Satr oy gt
. dt' ; dti
i=0 Jj=0
@ aprés transformation de Laplace, on obtient :

> a (PiY(p) - ip’_l_ky(k)(0+)> => b < Zp"l “x"(0%) )
i=0 k=0 j=0

@ autrement dit :

> bip! S oS apimimky (0t S, Sg b xR (0)
Y(p) = X , _
(p) ZII]:O a;p' (p) Z ajp' Z,:o IP

N e’

H(p) C.l. sur y(t) et x(t)



1.4 Fonction de transfert

o La fonction de transfert s'obtient a partir de I'éq. diff. entrée/sortie :
n H m i
dy(t d’x(t
Satr oy gt
. dt' ; dti
i=0 Jj=0
@ aprés transformation de Laplace, on obtient :

> a (PiY(p) - ip’_l_ky(k)(0+)> => b < Zp"l “x"(0%) )
i=0 k=0 j=0

@ autrement dit :

Y(p) = > bip/ Xo}+ poyl Ozk Oa pi—1=ky((0+) ~ > oZ b p=1=kx (k) (o)
E?:o ajp’ Z a;p! Z::O aip’
—_——

H(p) C.l. sur y(t) et x(t)

@ pour des conditions initiales nulles, il vient :

bmp™ + -+ bip+ by
app"+ -+ ap+ao

Y(p) = H(p)X(p) avec H(p)=




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs
u HO) 3 v u y
}" < — HEHE) >
H,(p)

Y U+ y
— HD) [ v 3 Hp) >
— Hp)

u y u y

—>{ H,(p) ¥ Hp) > <> — HoHp) —>

u t y u y

H,(p)
_’_ﬁ H,(p) T — — 1+H,(p).-H,(p) >
H,(p)




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs

Fonction de transfert en boucle fermée :

X(p)

+




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs

Fonction de transfert en boucle fermée :

- Hi(p) Y(p)
Hs(p) :|

Hy(p)Y (p)

X(p)




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs

Fonction de transfert en boucle fermée :

X(p) X(p)—Ha(p)Y (p)
» Hl (p) T Y(p)
Hs(p)

Hy(p)Y (p)




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs

Fonction de transfert en boucle fermée :

X(p) X(p)—Ha(p)Y (p)

. Hy(p) :|_Y<p>H1<p><X<p>Hz<p>Y<p>>
Hy(p)

Hy(p)Y (p)




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs

Fonction de transfert en boucle fermée :

X(p) X(p)—Ha(p)Y (p)

- Hi(p) Y ()= Hi(p) (X ()~ Ha(p)Y ()
. H,(p)
Y= T, (p () P
Hs(p)
Hy(p)Y (p)




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs

Fonction de transfert en boucle fermée :

X(p) X(p)—Ha(p)Y (p)

+ /i _ H,

Hy(p)Y (p)




1.5 Réponse temporelle d'un systeme linéaire

La sortie d’un systeme linéaire peut s’écrire :

Numkl Numyo( p) 0 (0
Y(p) = H(p)X(p) +Z Den(p +Z Den(p (0)



1.5 Réponse temporelle d'un systeme linéaire

La sortie d’un systeme linéaire peut s’écrire :

V(o) = o




1.5 Réponse temporelle d'un systeme linéaire

La sortie d’un systeme linéaire peut s’écrire :

V(o) = o

Aprés décomposition en éléments simples, trois cas sont a distinguer :




1.5 Réponse temporelle d'un systeme linéaire

La sortie d’un systeme linéaire peut s’écrire :

V(o) = o

Aprés décomposition en éléments simples, trois cas sont a distinguer :
~ . 7 . . . . 1
@ pdle simple réel distinct : Y(p) = e o

— réponse en exponentielle : y(t) = ™" + ...
— convergeant si le pdle est négatif



1.5 Réponse temporelle d'un systeme linéaire

La sortie d’un systeme linéaire peut s’écrire :
~ Num(p)

Y(p) = Den(p)

Aprés décomposition en éléments simples, trois cas sont a distinguer :
~ . 7 . . . . 1
@ pdle simple réel distinct : Y(p) = e o

— réponse en exponentielle : y(t) = ™" + ...
— convergeant si le pdle est négatif

o pole réel multiple : Y(p) = m
— réponse en exponentielle * puissance de t : y(t) = (k—ll)! thtepot 1
— convergeant si le pole est négatif



1.5 Réponse temporelle d'un systeme linéaire

La sortie d’un systeme linéaire peut s’écrire :
~ Num(p)

Y(p) = Den(p)

Aprés décomposition en éléments simples, trois cas sont a distinguer :
@ pdle simple réel distinct : Y(p) = ﬁ +...

— réponse en exponentielle : y(t) = ™" + ...
— convergeant si le pdle est négatif

o pole réel multiple : Y(p) = m
— réponse en exponentielle * puissance de t : y(t) = (k—ll)! thtepot 1
— convergeant si le pole est négatif

@ pdles complexes conjugués : Y(p) = p_zpo + p_f% +... (o pp=a+ip)
— réponse sinusoidale * exponentielle : y(t)=2|z|e“*cos(arg(z) + Bt}+. ..

— convergeant si le pdle est a partie réelle négative



2.1 Définition et intérét des syst. du 1° ordre

Définition

Un systeme du 1¢" ordre est décrit par I'équation différentielle :

+dy(t)

20 4y () = kx(t)

sa fonction de transfert est : H(p) = %




2.1 Définition et intérét des syst. du 1° ordre

Définition

Un systeme du 1¢" ordre est décrit par I'équation différentielle :

T2 ) = ko)

K

sa fonction de transfert est : H(p) = 17

Vocabulaire :
@ T est appelé constante de temps (unité : s)

o K est appelé gain statique, (unité : ¢a dépend)



2.1 Définition et intérét des syst. du 1° ordre

Définition

Un systeme du 1¢" ordre est décrit par I'équation différentielle :

dy(t
T () = k)
dt
sa fonction de transfert est : H(p) = %
Vocabulaire :
@ T est appelé constante de temps (unité : s)
o K est appelé gain statique, (unité : ¢a dépend)

Permet de modéliser un systéme dont la sortie :
@ ... suit I'entrée avec un temps de réponse, quantifié par T
e ... amplifie I'entrée en régime permanent (K = y(00)/x(0))



2.1 Définition et intérét des syst. du 1° ordre

Définition

Un systeme du 1¢" ordre est décrit par I'équation différentielle :

dy(t
T () = k)
dt
sa fonction de transfert est : H(p) = %
Vocabulaire :
@ T est appelé constante de temps (unité : s)
o K est appelé gain statique, (unité : ¢a dépend)

Permet de modéliser un systéme dont la sortie :

@ ... suit I'entrée avec un temps de réponse, quantifié par T

e ... amplifie I'entrée en régime permanent (K = y(00)/x(0))
Exemple : réaction A — B



2.2 Réponses temporelles

Quelle est la sortie y(t) lorsque :
@ x(t) est une impulsion? (X(p) =1) (réponse impulsionnelle)
@ x(t) est un échelon? (X(p) = %) (réponse indicielle)
@ x(t) est une sinusoide? (X(p) = ¥z) (réponse fréquentielle)



2.2 Réponses temporelles

Quelle est la sortie y(t) lorsque :

@ x(t) est une impulsion? (X(p) =1) (réponse impulsionnelle)

@ x(t) est un échelon? (X(p) = %) (réponse indicielle)

@ x(t) est une sinusoide? (X(p) = ¥z) (réponse fréquentielle)
Méthode :

Calculs de y(t) = £71 (TKTPX(p)) pour les différentes entrées possibles.



2.2 Réponse impulsionnelle d'un syst. du 1 ordre

On considére une entrée impulsionnelle : x(t) = §(t)

@ Pour y(07)=0,laT.L. dela
sortie est donnée par :

K . K/T

Y = =
P =1l = v T




2.2 Réponse impulsionnelle d'un syst. du 1 ordre

On considére une entrée impulsionnelle : x(t) = §(t)

@ Pour y(07)=0,laT.L. dela
sortie est donnée par :

K . K/T

Y = =
v o Vil

@ La réponse temporelle est donc :

K
y(t) = 7e_t/T



2.2 Réponse impulsionnelle d'un syst. du 1 ordre

On considére une entrée impulsionnelle : x(t) = §(t)

@ Pour y(07) =0, la T.L. de Ia ’

sortie est donnée par :
K _ K/T o3
T 1+Tp p+1/T =

Y(p)

@ La réponse temporelle est donc :

K t/T 5

Y(f)=7e_
enrouge: K=3, T=6
enbleu : K=1,T=2



2.2 Réponse impulsionnelle d'un syst. du 1 ordre

On considére une entrée impulsionnelle : x(t) = §(t)

@ Pour y(07) =0, la T.L. de Ia ’

sortie est donnée par :
K _ K/T o3
T 1+Tp p+1/T =

Y(p)

@ La réponse temporelle est donc :

K t/T p

Y(f)=7e_
enrouge: K=3, T=6
enbleu : K=1,T=2

A noter :
e discontinuité en t =0 (lim;_o- =0 # limyo+ = K/T)
o T petit = réponse rapide



2.2 Réponse indicielle d'un syst. du 1¢ ordre

On considére une entrée échelon unitaire : x(t) = ()

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K 1 1
0= = (5 prr)



2.2 Réponse indicielle d'un syst. du 1¢ ordre

On considére une entrée échelon unitaire : x(t) = ()

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K 1 1
0= = (5 prr)

La réponse indicielle d'un syst. du 1" ordre est :

y(t)=K (1 — e_t/T)




2.2 Réponse indicielle d'un syst. du 1¢ ordre

On considére une entrée échelon unitaire : x(t) = ()

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K 1 1
0= = (5 prr)

La réponse indicielle d'un syst. du 1" ordre est :

y(t)=K (1 — e_t/T)

@ K donne le gain statique (rapport des signaux en régime permanent)



2.2 Réponse indicielle d'un syst. du 1¢ ordre

On considére une entrée échelon unitaire : x(t) = ()

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K 1 1
0= = (5 prr)

La réponse indicielle d'un syst. du 1" ordre est :

y(t)=K (1 — e_t/T)

@ K donne le gain statique (rapport des signaux en régime permanent)

@ T petit = réponse rapide



2.2 Réponse indicielle d'un syst. du 1¢ ordre

Influence du gain statique K

enrouge: K=1, T
enbleu : K=2,T=



2.2 Réponse indicielle d'un syst. du 1¢ ordre

Influence du gain statique K Influence du temps de réponse T

enrouge: K=1,T=3 enrouge: K=2,T=1
enbleu : K=2,T=3 enbleu : K=2, T=3



2.2 Réponse indicielle d'un syst. du 1¢ ordre

Quelques données a retenir :

@ valeur finale pour x(t) = I'(¢) :
limis 0o y(t) = K

temps de réponse & 5% : 3T=9

exemple pour K=1et T =3
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Quelques données a retenir :

@ valeur finale pour x(t) = I'(¢) :
limis 0o y(t) = K

@ valeur initiale de la pente :
y(0) = K/T

temps de réponse & 5% : 3T=9

exemple pour K=1et T =3



2.2 Réponse indicielle d'un syst. du 1¢ ordre

Quelques données a retenir :

@ valeur finale pour x(t) = I'(¢) :
limis 0o y(t) = K

@ valeur initiale de la pente :
y(0) = K/T

temps de réponse & 5% : 3T=9

exemple pour K=1et T =3

Temps de réponse a x% : instant t.o, tel que, pour tout t > tyo :

y (00)(1 = 555) < ¥(t) < (00)(1 + 155)



2.2 Réponse indicielle d'un syst. du 1¢ ordre

Quelques données a retenir :

e valeur finale pour x(t) = I'(t) : A
limis 0o y(t) = K : :

@ valeur initiale de la pente :
y(0)=K/T

@ temps de réponse a 5% :
tyo, =~ 3T

@ temps de réponse a 2% :
tQ% ~ 4T

@ temps de réponse a 1% : ISEECSTREpE s T
tio, ~4.6T

exemple pour K=1et T =3

Temps de réponse a x% : instant t.o, tel que, pour tout t > tyo :

y (00)(1 = 555) < ¥(t) < (00)(1 + 155)



2.2 Réponse sinusoidale d'un syst. du 1¢ ordre

On considére une entrée sinusoidale : x(t) = sin(wt)

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K w
Y =
() 1+ Tp (P2+w2>

_ K Tw n w Twp
1+ T2 | p+1/T  p2+w? p?+w?
—_——— —\

sinus cosinus



2.2 Réponse sinusoidale d'un syst. du 1¢ ordre

On considére une entrée sinusoidale : x(t) = sin(wt)

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K w
Y(p) =
0= 1375 (s

_ K Tw n w Twp
1+ T2 | p+1/T  p2+w? p?+w?

La réponse sinusoidale d'un syst. du 1¢" ordre est :

- UJKT —t/T K .
y(t) = T T22¢ + N sin(wt — Atan(wT))
—_————

transitoire permanent




2.2 Réponse sinusoidale d'un syst. du 1¢ ordre

On considére une entrée sinusoidale : x(t) = sin(wt)

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K w
Y(p) =
() 1+ Tp (P2+w2>

_ K Tw n w Twp
1+ T2 | p+1/T  p2+w? p?+w?
~ ~

La réponse sinusoidale d'un syst. du 1¢" ordre est :

wKT

K
= —— e t/T4_ 7 _ sn(wt— At T
y(t) ek I 1Jr7_2wzsm(w an(wT))
—_————

transitoire permanent

@ la sortie oscille a la méme fréquence w que I'entrée



2.2 Réponse sinusoidale d'un syst. du 1¢ ordre

On considére une entrée sinusoidale : x(t) = sin(wt)

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K w
Y(p) =
0= 1375 (s

_ K Tw n w Twp
1+ T2 | p+1/T  p2+w? p?+w?

La réponse sinusoidale d'un syst. du 1¢" ordre est :

wKT

K
t) = ——— —t/T e —1 t — At T
y(t) T3 72026 + T sin(w an(wT))
—_————

transitoire permanent

@ la sortie oscille a la méme fréquence w que I'entrée

o le signal d'entrée est amplifié de |H(jw)| = ﬁ



2.2 Réponse sinusoidale d'un syst. du 1¢ ordre

On considére une entrée sinusoidale : x(t) = sin(wt)

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K w
Y(p) =
0= 1375 (s

_ K Tw n w Twp
1+ T2 | p+1/T  p2+w? p?+w?

La réponse sinusoidale d'un syst. du 1¢" ordre est :

wKT

K
t) = ——— —t/T e —1 t — At T
y(t) T3 72026 + T sin(w an(wT))
—_————

transitoire permanent

@ la sortie oscille a la méme fréquence w que I'entrée

o le signal d'entrée est amplifié de |H(jw)| = ﬁ

o le signal d’'entrée est déphasé de Arg(H(jw)) = —Atan(wT)



2.2 Exemples de réponses sinusoidales d'un syst. du 1¢

ordre

On considére une entrée de la forme : u(t) = sin(wt)
Rappel :

wKT _
y(t) = vr

K .
= me + ﬁ sm(wt — Atan(wT))

Réponse pour K=1, T=05et w=1

en noir : entrée
en rouge : sortie



2.2 Exemples de réponses sinusoidales d'un syst. du 1¢

ordre

On considére une entrée de la forme : u(t) = sin(wt)
Rappel :

wKT _
y(t) = vr

K .
= me + ﬁ sm(wt — Atan(wT))

Réponse pour K=1, T=05et w=1 Réponse pour K=1, T=0.5et w=10

en noir : entrée en noir : entrée
en rouge : sortie en rouge : sortie



2.3 Réponse fréquentielle

Etude fréquentielle

Caractériser la réponse du systeme a une sinusoide en fonction de la
fréquence du signal d'entrée.

Réponse fréquentielle d’'un systeme linéaire a x(t) = sin(wt)

y(£) = |H(jw)| sin(wt +Arg(H(jw)))
—— —_——

gain : G(w) déphasage : ¢(w)




2.3 Réponse fréquentielle

Etude fréquentielle

Caractériser la réponse du systeme a une sinusoide en fonction de la
fréquence du signal d'entrée.

Réponse fréquentielle d’'un systeme linéaire a x(t) = sin(wt)

y(£) = |H(jw)| sin(wt +Arg(H(jw)))

gain : G(w) déphasage : ¢(w)

Justification :
e Tout signal peut se décomposer en somme pondérée de sinus (Fourier)
@ Principe de superposition : y(>_; ui(t)) = >, y(ui(t))



2.3 Réponse fréquentielle

Etude fréquentielle

Caractériser la réponse du systeme a une sinusoide en fonction de la
fréquence du signal d'entrée.

Réponse fréquentielle d’'un systeme linéaire a x(t) = sin(wt)

y(£) = |H(jw)| sin(wt +Arg(H(jw)))

gain : G(w) déphasage : ¢(w)

Justification :
e Tout signal peut se décomposer en somme pondérée de sinus (Fourier)
@ Principe de superposition : y(>_; ui(t)) = >, y(ui(t))

Dans le cas des systemes du premier ordre :

K
W= AT
®(w) = —Atan(wT)



2.3 Diagramme de Bode

Hendrik Wade ... (1905 - 1982)



2.3 Diagramme de Bode
Construction d'un diagramme de Bode

@ Tracé du gain en décibel en fonction de w :

Gag(w) = 20log(G(w)) = 20/og (|H(jw)|)
@ Tracé de la phase en fonction de w :

p(w) = Arg (H(jw))

o Echelle logarithmique en w : 1 graduation ~ 10 x w (décade)




2.3 Diagramme de Bode
Construction d'un diagramme de Bode

@ Tracé du gain en décibel en fonction de w :

Gag(w) = 20log(G(w)) = 20/og (|H(jw)|)
@ Tracé de la phase en fonction de w :

p(w) = Arg (H(jw))

o Echelle logarithmique en w : 1 graduation ~ 10 x w (décade)

Intéréts du diagramme de Bode :
@ synthétique (grande échelle de variation de w)

@ lorsque des systemes sont mis en série :
— les gains en décibels s'ajoutent
— les déphasages s'ajoutent



2.3 Diagramme de Bode d'un intégrateur pur

Fonction de transfert :

Hip) = %

Diagramme de Bode

e Gain en dB : Ggg(w) = 20log (’J%D = 20log(K) — 20/og(w)
Gain nul en dB pour: w =K
Pente du gain : —20 dB/dec  (car Gyg(10w) = Ggg(w) — 20))

us

Déphasage constant : ¢(w) = =75



2.3 Diagramme de Bode d'un intégrateur pur

Fonction de transfert :

Hip) = %

Diagramme de Bode

e Gain en dB : Ggg(w) = 20log (’J%D = 20log(K) — 20/og(w)

@ Gain nul en dB pour: w =K
@ Pente du gain : —20 dB/dec  (car Ggg(10w) = Ggg(w) — 20))

us

o Déphasage constant : ¢(w) = -3

Bode Diagram

Tracé asymptotique %

@ Pente du gain : —20 dB/dec

Magnitude (d8)

@ Gain nul en dB pour : w =100

o Déphasage constant : ¢w)=—75

-89.5

Phase (deg)

100

o Exemple : H(p) = =

Y Liidd e Lidid 44
107 10" 10° 10" 10



2.3 Diagramme de Bode d'un 1¢ ordre

Diagramme de Bode :

@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og (‘ 1+7Tw D = 20log(K) — 10/og(1 + T?w?)

o déphasage : ¢(w) = —Atan(wT)




2.3 Diagramme de Bode d'un 1¢ ordre

Diagramme de Bode :

@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og (‘ 1+7Tw D = 20log(K) — 10/og(1 + T?w?)

o déphasage : ¢(w) = —Atan(wT)

Tracé asymptotique

@ Basses fréquences : H(jw)~ K

pulsation de coupure : o = 1T

Magnitude (d8)

Phase (deg)

10 10 10" 10’ 10' 10°
Frequency (radisec)




2.3 Diagramme de Bode d'un 1¢ ordre

Diagramme de Bode :
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og (‘ Ewa
o déphasage : ¢(w) = —Atan(wT)

D = 20/og(K) — 10log(1 + T2w?)

Tracé asymptotique

@ Basses fréquences : H(jw)~ K

Bode Diagram

pulsation de coupure : o = 1T

@ Hautes fréquences : H(Jw)NNT i \
_, [ Gap(w) ~ 20l0gK — 20l0g(wT) h
p(w) = —90° :

-90
10 10 10" 10’ 10' 10°
Frequency (radisec)

Magnitude (d8)

Phase (deg)




2.3 Diagramme de Bode d'un 1¢ ordre

Diagramme de Bode :
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og (‘ Ewa
o déphasage : ¢(w) = —Atan(wT)

D = 20/og(K) — 10log(1 + T2w?)

Tracé asymptotique

@ Basses fréquences : H(jw)~ K

Bode Diagram

pulsation de coupure : o = 1T

@ Hautes fréquences : H(Jw)NNT i \
_, [ Gap(w) ~ 20l0gK — 20l0g(wT) h
p(w) =~ —90° :
@ Intersection en w=1/T \

-90
10 10 10" 10’ 10' 10°
Frequency (radisec)

Magnitude (d8)

Phase (deg)




2.3 Diagramme de Bode d'un 1¢ ordre

Diagramme de Bode :
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og (‘ Ewa
o déphasage : ¢(w) = —Atan(wT)

D = 20/og(K) — 10log(1 + T2w?)

Tracé asymptotique

@ Basses fréquences : H(jw)~ K

Bode Diagram

{Gdg (w) =~ 20logK "

o
Pp(w) =0
pulsation de coupure : o = 1T

@ Hautes fréquences : H(Jw)NNT i \
_, [ Gap(w) ~ 20l0gK — 20l0g(wT) h
p(w) = —90° :

@ Intersection en w=1/T

Magnitude (d8)

Phase (deg)

4

@ Bande passante 3 —3dB : [0 ] . ‘ ; : A
e e



2.3 Diagramme de Bode d'un 1¢ ordre

Diagramme de Bode :
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og (‘ Ewa
o déphasage : ¢(w) = —Atan(wT)

D = 20/og(K) — 10log(1 + T2w?)

Tracé asymptotique

@ Basses fréquences : H(jw)~ K

Bode Diagram

{Gdg (w) =~ 20logK \

o
Pp(w) =0
pulsation de coupure : o = 1T

Hautes fréquences : H(Jw)NNT i \
_, J Gan(w) ~ 20i0gK — 20l0g(wT) '
P(w) ~ —90° :

Intersection en w =1/T
Bande passante 3 —3dB : [0 7] .

10 10 10" 10° 10' 10°
10 Frequency (rad/sec)

1+10p

Magnitude (d8)

Phase (deg)

4

Exemple : H(p) =



2.4 Quelques réponses aux questions que vous ne vous

posiez pas.

Que se passe t-il lorsque ...
@ deux systemes du premier ordre sont en série ?
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° for.1ction de transfert globale : H(p) = Hi(p)H2(p) = %
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o constante de temps du systeme en BF : Tgr = H%
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2.4 Quelques réponses aux questions que vous ne vous

posiez pas.

Que se passe t-il lorsque ...
@ deux systemes du premier ordre sont en série ?
° for.1ction de transfert globale : H(p) = Hi(p)H2(p) = %
e gain global : Gyg(w) = Gag1(w) + Gas2(w)
e phase globale : ¢(w) = ¢1(w) + ¢2(w)

@ un systéme du premier ordre est bouclé par un gain K. ?

o fonction de transfert globale du premier ordre: Hge(p) = 1+Kﬁ£FP
e gain statique du systéeme en BF : Kgr = lfff(c

o constante de temps du systeme en BF : Tgr = H%
c

14+ Top

o le systéme est de la forme : H(p) = K7




2.4 Quelques réponses aux questions que vous ne vous

posiez pas.

Que se passe t-il lorsque ...
@ deux systemes du premier ordre sont en série ?
° for.1ction de transfert globale : H(p) = Hi(p)H2(p) = %
e gain global : Gyg(w) = Gag1(w) + Gas2(w)
e phase globale : ¢(w) = ¢1(w) + ¢2(w)

@ un systéme du premier ordre est bouclé par un gain K. ?

o fonction de transfert globale du premier ordre: Hge(p) = 1+Kﬁ£FP
e gain statique du systéeme en BF : Kgr = lfff(c

o constante de temps du systeme en BF : Tgr = H%
c

14+ Top
1+T1p

e pour T1 > T, : retard de phase sur [Tfl T;l]
e pour T, > T : avance de phase sur [T{l Tfl]
o dans les 2 cas : extremum de déphasage pour w =

o le systeme est de la forme : H(p) = K

1

VTiT2




3.1 Définition et intérét des systeme d'ordre 2

Un systeme du deuxieme ordre est décrit par I'équation différentielle :

1 Py(e) |, 22 dy(o)

t) = Kx(t
w3 dt? wo dt +y(t) A

sa fonction de transfert est : H(p) =

K
7 2z
7(2) P +70 p+1




3.1 Définition et intérét des systeme d'ordre 2

Définition

Un systeme du deuxieme ordre est décrit par I'équation différentielle :

L&Y 228 |y e

w3 dt? wo dt
; : _ K
sa fonction de transfert est : H(p) = T EprT
0
Vocabulaire :
@ wq est appelé pulsation propre (unité : rad/s)
@ z est appelé coefficient d’amortissement (sans unité)

o K est appelé gain statique, (unité : ca dépend)



3.1 Définition et intérét des systeme d'ordre 2

Définition

Un systeme du deuxieme ordre est décrit par I'équation différentielle :

L&Y 228 |y e

w3 dt? wo dt
; : _ K
sa fonction de transfert est : H(p) = T EprT
0
Vocabulaire :
@ wq est appelé pulsation propre (unité : rad/s)
@ z est appelé coefficient d’amortissement (sans unité)
o K est appelé gain statique, (unité : ca dépend)

Permet de modéliser un systéme dont la sortie :
@ ... suit I'entrée avec un temps de réponse
@ ... oscille éventuellement avant de se stabiliser (£ 1% ordre)

@ ... varie peu au début de la réponse (# 1¢ ordre)



3.2 Réponses temporelles des systemes d'ordre 2

Quelle est la sortie y(t) lorsque :
@ x(t) est une impulsion? (réponse impulsionnelle)
@ x(t) est un échelon? (réponse indicielle)

@ x(t) est une sinusoide? (réponse fréquentielle)



3.2 Réponses temporelles des systemes d'ordre 2

Quelle est la sortie y(t) lorsque :

@ x(t) est une impulsion? (réponse impulsionnelle)
@ x(t) est un échelon? (réponse indicielle)
@ x(t) est une sinusoide? (réponse fréquentielle)
Méthode :
Calculs de y(t) = £} (B,)QJFKWX(p)) pour les différentes entrées
“0

possibles.



3.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme d'ordre 2

e La T.L. de la réponse a x(t) = §(t) est :

Kw? Kw? 1 1
V) = et 1= (L)
p? + 2zwop + wy pL—pP2\P—P1 P—P2

— le discriminant du dénominateur est : A = 4w3(z% — 1)



3.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme d'ordre 2

e La T.L. de la réponse a x(t) = §(t) est :

Kw? Kw? 1 1
Y(p): 5 wO 21: (UO ( — >
p? + 2zwop + wy pL—pP2\P—P1 P—P2

— le discriminant du dénominateur est : A = 4w3(z% — 1)
@ Trois cas sont a distinguer suivant la valeur de z :
e z > 1 = combinaison linéaire d’exponentielles

Kwo —zwgt ( woy/z2—1t —w \/2271t>
t) = ————e 0 e™? — € 0
y(t) ===




3.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme d'ordre 2

e La T.L. de la réponse a x(t) = §(t) est :

Kw? Kw? 1 1
Y(p): 5 wO 21: (UO ( — >
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e La T.L. de la réponse a x(t) = §(t) est :

Kw? Kw? 1 1
Y(p): 5 wO 21: (UO ( — >
p? + 2zwop + wy pL—pP2\P—P1 P—P2

— le discriminant du dénominateur est : A = 4w3(z% — 1)
@ Trois cas sont a distinguer suivant la valeur de z :
e z > 1 = combinaison linéaire d’exponentielles

Kwo —zwgt ( woy/z2—1t —w \/2271t>
t) = ————e 0 e™? — € 0
y(t) ===

o z =1 = exponentielle X t

’y(t) = Kuwjte !

e z < 1 = oscillations amorties

K 20t .
y(t) = e °tsm(w0\/ 1— z%t)

1-—2z2
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Exemples de réponses impulsionnelles d’un systéme d’ordre 2 :
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z=2, K=2etwy=5 s
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z=1 K=2etwy=5

@ en noir :
Z:0.2,K:2etw0:5 ‘o 1 2 3 . 5 6

A noter
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3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

e La T.L. de la réponse a x(t) =T(t) est :
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Y(p)
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B Kw% 1
~ p2+2zwop + Wi p

Y(p)
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o Les 3 racines simples sont :
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o La décomposition en éléments simples donne :

Kwi (1 1
Y(p)=—w°(f+ ( PR__ P ))
pip2 \p p1—p2 \P—Pp1 p—p2

o La réponse temporelle est donc :

Y=k (14 5 (2 = VA DoV (1 eV )




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

e La T.L. de la réponse a x(t) =T(t) est :

B ng 1
~ p2+2zwop + Wi p

Y(p)

@ Pour z > 1 = racines réelles simples
o Les 3 racines simples sont :

pp=0 , p1=—zwo+wovVz2—1 et pr=—zwo—wov/z2—1

o La décomposition en éléments simples donne :

Kuws (1 1
Y(p):ﬂ(er ( P p ))
pp2 \p P—p\pP—pP P—p

o La réponse temporelle est donc :

Y=k (14 5 (2 = VA DoV (1 eV )

o La valeur finale est K (le gain statique), atteinte par valeurs inférieures




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

o La T.L. de la réponse a x(t) = I'(t) est :

Kw? 1

Y = ——
(p) p? + 2zwop + Wi p

@ Pour z =1 = racine simple en p =0 et double en p = —wy
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o La T.L. de la réponse a x(t) = I'(t) est :
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o La T.L. de la réponse a x(t) = I'(t) est :

Kuw? 1
Y(P) =
p* + 2zwop + wiy P
@ Pour z =1 = racine simple en p =0 et double en p = —wy

e La T.L. de y(t) est alors :

Kw?
Y(p)= 0
(p) P(p + wo)?

o La décomposition en éléments simples donne :

Y(p) =K (% - p+1wo - (pf?voy)

o La réponse temporelle est donc :

y(t) = K (1= (1 + wot)e ™)

o La valeur finale est K, atteinte par valeurs inférieures
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@ La T.L. de la réponse a x(t) =T(t) est :
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@ La T.L. de la réponse a x(t) =T(t) est :
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@ Pour z < 1 = racines complexes conjuguées
o Les 3 racines simples sont :

po=0 , p1=—zwo+jwoV1—22 et pr=—zwo— jwov/1— 22

o La décomposition en éléments simples donne :
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3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

@ La T.L. de la réponse a x(t) =T(t) est :

Kw? 1
Y(p) = 5
p? + 2zwop + w p

@ Pour z < 1 = racines complexes conjuguées
o Les 3 racines simples sont :

po=0 , p1=—zwo+jwoV1—22 et pr=—zwo— jwov/1— 22
o La décomposition en éléments simples donne :
Kwi (1 1
pip2 \p p1—p2 \P—Pp1 p—p2

o La réponse temporelle est donc :

—zwqt

y(t) =K (1 — % sin(woV'1 — z2t + ¢)) , pour ¢ = Atan <
V1-z

\/1z2>




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

@ La T.L. de la réponse a x(t) =T(t) est :

Kw% 1

Y = ——
(p) p? + 2zwop + Wi p

@ Pour z < 1 = racines complexes conjuguées
o Les 3 racines simples sont :

po=0 , p1=—zwo+jwoV1—22 et pr=—zwo— jwov/1— 22

o La décomposition en éléments simples donne :

2
y(p) = K2 (l-‘r 1 ( P _ M ))
pip2 \p p1—p2 \P—Pp1 p—p2

o La réponse temporelle est donc :

in(wo\/lfz2t+¢)): pour ¢>:Atan< 122)
z

e—zwgt
t)=K|1l— ——s
v = (1- 22

o La valeur finale est K, atteinte aprés des oscillations amorties




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Exemples de réponses indicielles d’un systeme d’ordre 2 :

1

@ en rouge :
z=2,K=1etwy="5rad/s
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Exemples de réponses indicielles d’un systeme d’ordre 2 :
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z=2,K=1etwy="5rad/s

@ en bleu :
z=1 K=1etwy="5rad/s

08




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Exemples de réponses indicielles d’un systeme d’ordre 2 :
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@ en noir :
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3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Exemples de réponses indicielles d’un systeme d’ordre 2 :
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@ en rouge :
z=2,K=1etwy="5rad/s

@ en bleu :
z=1 K=1etwy="5rad/s

@ en noir :
z=02 K=1letwy=>5rad/s = ; : : : E d

A noter
z grand — réponse amortie



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Quelques données a retenir pour z < 1 :

e valeur finale pour x(t) =T(t) :
limt—)oo y(t) e K amplitude du 1er dépassement

valeur finale.

pseudo période

temps du 1er dépassement
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K=1z=02etwy=>5rad/s
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3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Quelques données a retenir pour z < 1 :

e valeur finale pour x(t) =T(t) :
limt—)oo y(t) e K amplitude du 1er dépassement

@ pseudo-période :

valeur finale.
— 2m -

T, =
n woV1—22
@ temps de réponse a x% : i o, s
i —100
x\/1-22 oor
ZWwo
@ temps de réponse a 5% :
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t5% I~ Zi0 04
o amplitude du 1°" dépassement : ..l rmps"" fer depassement
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b9 =
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3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Quelques données a retenir pour z < 1 :

e valeur finale pour x(t) =T(t) :

limt—)oo y(t) = K amplitude du 1er dépassement
@ pseudo-période : il _
T 21 valeur finale.
"7 wV1-22 &
@ temps de réponse a x% : Pl L, i
/n( 100
_ "=
beoo = — 2o
7 Y 06 £ e
@ temps de réponse a 5% : pseudo période
~ 3 |
t5% ~ Ziwo 0.4 i
° amplitude dU 1er dépassement : oel :temps du 1er dépassement
X, = Ke Vi-2 l ‘ ‘ |
P % 1 2 3 4 5 6
H er £ .
@ instant du 1¢" dépassement : K=1,z=02etw=>5rad/s
t =

PR | S
woV1—22



3.3 Réponse fréquentielle d'un systeme (d'ordre 2)

@ Réponse de H(p) a X(p) : Y(p) = H(p)X(p

)
@ En temporel : produit de convolution y(t) = h(t) * x(t) défini par :
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@ Réponse de H(p) a X(p) : Y(p) = H(p)X(p

)
@ En temporel : produit de convolution y(t) = h(t) * x(t) défini par :

@ Dans le cas x(t) = sin(wt) il vient :

00 iw(t—7) _ p—iw(t—T)
y(t) = / h(r) (e © )dr
0 2i
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@ Réponse de H(p) a X(p) : Y(p) = H(p)X(p

)
@ En temporel : produit de convolution y(t) = h(t) * x(t) défini par :

@ Dans le cas X( ) = sin(wt) il vient :
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3.3 Réponse fréquentielle d'un systeme (d'ordre 2)

@ Réponse de H(p) a X(p) : Y(p) = H(p)X(p

)
@ En temporel : produit de convolution y(t) = h(t) * x(t) défini par :

@ Dans le cas X( wt) il vient :

IUJ (t—7) _ 71w(t77')
y(t) < ) dr

ey () o)

H(p=iw) H(p=—iw)=H(p=iw)




3.3 Réponse fréquentielle d'un systeme (d'ordre 2)

Réponse de H(p) a X(p) : Y(p) = H(p)X(p
En temporel : produit de convolution y(t) =

y(t) = /000 h(T)x(t — 7)dr

@ Dans le cas X( wt) il vient :

(’“” ’””))dT
( '“) (Ut =(53) (o)

H(p=iw) H(p=—iw)=H(p=iw)

En posant |H(iw)| = G(w) et Arg(H(iw)) = ¢(w), on a :

y(t) = (?:) G(w)e®) _ (3’:‘") Glw)e )

)
h(t) * x(t) défini par :




3.3 Réponse fréquentielle d'un systeme (d'ordre 2)

Réponse de H(p) a X(p) : Y(p) = H(p)X(p

)
En temporel : produit de convolution y(t) = h(t) * x(t) défini par :

@ Dans le cas x(t) = sin(wt) il vient :

00 iw(t—7) _ q—iw(t—T)
y(t) = / h(7) <e ° ) dr
0 2i

_ (e;) ( /0 h h(T)ei‘“Td7'> - ( e;) < /0 h h(T)e"WdT>

H(p=iw) H(p=—iw)=H(p=iw)

En posant |H(iw)| = G(w) et Arg(H(iw)) = ¢(w), on a :

iwt

e . efiwt .
f = io(w) _ —ip(w)
n0 = () 6@ - (557 6lue
Finalement, sans hypothése sur I'ordre de H(p), on a :

() = G(w)sin(wt + 9(w)) |




3.3 Réponse fréquentielle d'un systeme d'ordre 2

La réponse d'un systéme linéaire a x(t) = sin(wt) est :

y(t) = [H(w)|sin (wt + Arg(H(jw)))
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La réponse d'un systéme linéaire a x(t) = sin(wt) est :

y(t) = [H(w)|sin (wt + Arg(H(jw)))

@ la sortie oscille a la méme fréquence que I'entrée : w



3.3 Réponse fréquentielle d'un systeme d'ordre 2

La réponse d'un systéme linéaire a x(t) = sin(wt) est :

y(t) = [H(w)|sin (wt + Arg(H(jw)))

@ la sortie oscille a la méme fréquence que I'entrée : w

o le signal d’entrée est amplifié de G(w) = |H(jw)|
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La réponse d'un systéme linéaire a x(t) = sin(wt) est :

y(t) = [H(w)|sin (wt + Arg(H(jw)))

@ la sortie oscille a la méme fréquence que I'entrée : w
o le signal d’entrée est amplifié de G(w) = |H(jw)|
o le signal d’entrée est déphasé de ¢(w) = Arg(H(jw))



3.3 Réponse fréquentielle d'un systeme d'ordre 2

La réponse d'un systéme linéaire a x(t) = sin(wt) est :

y(t) = [H(w)|sin (wt + Arg(H(jw)))

@ la sortie oscille a la méme fréquence que I'entrée : w
o le signal d’entrée est amplifié de G(w) = |H(jw)|
o le signal d’entrée est déphasé de ¢(w) = Arg(H(jw))

La réponse d'un systeme d'ordre 2 a x(t) = sin(wt) est :

y(t) = G(w)sin(wt + ¢(w))

avec : G(w) = K = et ¢(w) = —Atan (1220:?)2>




3.3 Réponse fréquentielle d'un systeme d'ordre 2

On considere le systeme du deuxieme ordre défini par :

K=1 , z=03 et wp=10rad/s

autrement dit : )

~ 0.01p2 +0.06p + 1

Influence de la pulsation du signal d’entrée sur la réponse :

H(p)

@ pour w =1 rad/s
- - x(t) et — y(t)

15
2
0 10 20 30 40 50
— gain unitaire
— pas de déphasage



3.3 Réponse fréquentielle d'un systeme d'ordre 2

On considere le systeme du deuxieme ordre défini par :
K=1 , z=03 et wp=10rad/s

autrement dit : )

H =
(P) = 5012 T 006p + 1

Influence de la pulsation du signal d’entrée sur la réponse :

@ pour w=1rad/s @ pour w =10 rad/s
- - x(t) et — y(t) - - x(t) et —y(t)

2 2
0 10 20 30 4 50 0 1 2 3 4 5

— gain unitaire — amplification
— pas de déphasage — déphasage faible



3.3 Réponse fréquentielle d'un systeme d'ordre 2

On considere le systeme du deuxieme ordre défini par :
K=1 , z=03 et wp=10rad/s

autrement dit : )

H =
(P) = 5012 T 006p + 1

Influence de la pulsation du signal d’entrée sur la réponse :

@ pour w =1 rad/s @ pour w =10 rad/s @ pour w = 100 rads
- - x(t) et —y(t) - - x(t) et —y(t) - - x(t) et — y(t)

15

2 2 4
0 10 20 0 0 50 0 1 2 3 4 5

— gain unitaire — amplification — atténuation
— pas de déphasage — déphasage faible — déphasage fort



3.3 Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre 2

diagramme de Bode :

N 2
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og(K) — 10/og <(1 - Z—S) + (220%0) )

I

@ déphasage : ¢(w) = —Atan (1225")2>

wo

Tracé asymptotique



3.3 Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre 2

diagramme de Bode :

N 2
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og(K) — 10/og <(1 - Z—S) + (220%0) )

I

@ déphasage : ¢(w) = —Atan (1225")2>

wo

Tracé asymptotique

Magnitude (d8)

pulsation propre ©y

50 3 LN
L _....‘.___‘.___-_'X
H
H
H
H
H

Phase (deg)

o 1
Frequency (radfsech
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diagramme de Bode :
N 2
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og(K) — 10/og <(1 - %) + (220%0) )
0

I

@ déphasage : ¢(w) = —Atan (1225")2>
“\wo
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3.3 Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre 2

diagramme de Bode :

N 2
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og(K) — 10/og <(1 - Z—g) + (220%0) )

e

o déphasage : ¢(w) = —Atan (12250)2>

wo
Tracé asymptotique
@ Basses fréquences : H(jw)~=K

{GdB(UJ) ~ 20log(K) . ey -
$(w) =~ 0°

pulsation propre ©y

, _ . Kw? 100
o Hautes fréquences : H(jw)~=_% \

Gas(w) ~ 20/0g(Kw0)—4Olog(w)/
p(w) ~ —180° e

o 1
Frequency (radfsech



3.3 Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre 2

diagramme de Bode :

N 2
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og(K) — 10/og <(1 - Z—g) + (220%0) )

e

o déphasage : ¢(w) = —Atan (12250)2>

wo
Tracé asymptotique
@ Basses fréquences : H(jw)~=K

{GdB(UJ) ~ 20log(K) . ey -
$(w) =~ 0°

pulsation propre ©y

, _ . Kw? 100
o Hautes fréquences : H(jw)~=_% \

Gas(w) ~ 20/0g(Kw0)—4Olog(w)/
p(w) ~ —180° e

@ Intersection en w = wy

o 1
Frequency (radfsech



3.3 Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre 2

diagramme de Bode :

N 2
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og(K) — 10/og ((1 - %g) + (220%0) )

I

o déphasage : ¢(w) = —Atan (12250)2>

wg
Tracé asymptotique

@ Basses fréquences : H(jw)~=K

{GdB(UJ) ~ 20log(K) ey -
$(w) =~ 0°

Magnitude (d8)

pulsation propre ©y

, _ . Kw? 100
o Hautes fréquences : H(jw)~=_3 \

Gap(w) =~ 20log(Kw?)—40log(w) -
H(w) ~ —180°

@ Intersection en w = wy ]
o Exemple : H(p)=10/ p’>+4p+1) b " f—
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— le gain décroit pour tout w

— exemple: z=2, K =10 et
wo =1 rad/s




3.3 Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre 2

Phénomeéne de résonance

. [
@ sl z> /2
— le gain décroit pour tout w ;
— exemple: z=2, K =10 et
wo =1 rad/s
@siz< % -

— le gain présente un maximum
ou résonance

— le maximum est atteint en wy,
la pulsation de résonance o Gisanance

‘w,:wo\/1—222

— exemple : z=0.2, K =10 et
wo =1 rad/s




3.4 Pour résumer ...

z z<1/V2 1/V2<z<1 z>1

temporel oscillant amorti

o~

fréquentiel résonance gain monotone décroissant

SEeE \
ERDSH IR




4.1 Systemes d'ordre supérieur a 2

On considére un systéme décrit par : Y(p) = H(p)X(p) ol :

_ bo+ bip+ bop? + -+ + byp™
ag+ aip+ ap?+ -+ a,p"

H(p)

ou .
ay D (t) + -+ + ay@ () + a0y (t) = bx{™(t) + -+ + bixD(t) + box(t)
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On considére un systéme décrit par : Y(p) = H(p)X(p) ol :
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ag+ aip+ ap?+ -+ a,p"
ou :

any™(t) + - + aryD(t) + aoy(t) = bpx™M(t) + - - - + bixM(t) + box(t)

Détermination de la réponse temporelle
— résolution de I'équation différentielle
— convolution : y(t) = [ h(t — 7)x(r)dT

— par transformée de Laplace et décomposition en éléments simples



4.1 Systemes d'ordre supérieur a 2

On considére un systéme décrit par : Y(p) = H(p)X(p) ol :

_ bo+ bip+ bop? + -+ + byp™

H
(p) ag + aip+ axp? + -+ app”

ou :

any™(t) + - + aryD(t) + aoy(t) = bpx™M(t) + - - - + bixM(t) + box(t)

Détermination de la réponse temporelle
— résolution de I'équation différentielle
— convolution : y(t) = [ h(t — 7)x(r)dT

— par transformée de Laplace et décomposition en éléments simples

Détermination du comportement fréquentiel
— tracé du diagramme de Bode



4.3 Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre quelconque

On peut factoriser H(p) par ses pdles/zéros :

bo + bip + bop® + -+ + bmp™ _ I (Tap +1)

H(P): 2 n
a +aip+ ap? + -+ anp [Th o (Tokp +1)
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Le terme Kj
@ gain constant — Ggg(w) = 20/0g(Ko)
@ phase constante — p(w) =0



4.3 Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre quelconque

On peut factoriser H(p) par ses pdles/zéros :

H(p) = bo+ bip+ bop? + -+ bnp™ _ Tl (TP + 1)
ao +aip+ axp?+ -+ a,p" i (Tokp +1)

Le terme Kj
@ gain constant — Ggg(w) = 20/0g(Ko)
@ phase constante — p(w) =0

Le terme p®

@ gain de pente constante — 9o (w)

= 20« dB/dec
@ phase constante — ¢(w) = 90a°



4.3 Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre quelconque

On peut factoriser H(p) par ses pdles/zéros :

Hip) = bo+bip+bop? + -+ bwp™ _ T (T +1)
a+ap+ap?+--+ap” T, (Top +1)

Le terme Kj
@ gain constant — Ggg(w) = 20/0g(Ko)
@ phase constante — p(w) =0

Le terme p®

@ gain de pente constante — 9o (w)

@ phase constante — ¢(w) = 90a°

Chaque terme ﬁ provoque, en w = 1/ T :
@ gain : une variation de la pente de —20 dB/dec
@ phase : une variation de la valeur de —90°

= 20« dB/dec




4.3 Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre quelconque

On peut factoriser H(p) par ses pdles/zéros :

H(p) = bo+bip+ bop® + -+ bnp™ T (Tap + 1)
a +ap+ap? + -+ app" [Th o (Tokp +1)

Le terme Kj
@ gain constant — Ggg(w) = 20/0g(Ko)
@ phase constante — p(w) =0
Le terme p®
@ gain de pente constante — dG"d‘i) = 20« dB/dec
@ phase constante — ¢(w) = 90a°
Chaque terme ﬁ provoque, en w = 1/ T :
@ gain : une variation de la pente de —20 dB/dec
@ phase : une variation de la valeur de —90°
Chaque terme T,p + 1 provoque, en w =1/T :
@ gain : une variation de la pente de +20 dB/dec
@ phase : une variation de la valeur de +90°




4.3 Exemple de diagramme de Bode d'un systéeme d'ordre
supérieur a 2

@ On consideére le systeme :

H(p) = 100(p + 1)?

(100p + 1)(10p + 1)(0.01p + 1)




4.3 Exemple de diagramme de Bode d'un systéeme d'ordre

supérieur a 2

@ On consideére le systeme :
100(p + 1)?
H(p) = (p+1)
(100p + 1)(10p + 1)(0.01p + 1)

Bode Diagram

@ gain statique K = 100

Magniude (d8)

gain : -20 log(100)=40 dB

[E s mermmany

Phase (deg)

180

1 o
Frequency (radizec)



4.3 Exemple de diagramme de Bode d'un systéeme d'ordre

supérieur a 2

@ On consideére le systeme :
100(p + 1)?
H(p) = (p+1)
(100p + 1)(10p + 1)(0.01p + 1)

Bode Diagrem

@ gain statique K = 100

@ rupture N\, en w = 0.01

pente : -20 dB/dec

1]
1
1
i
i
1
1

g -0 Aot
i

10
Froquency (fadisec)



4.3 Exemple de diagramme de Bode d'un systéeme d'ordre

supérieur a 2

@ On consideére le systeme :
100(p + 1)?
H(p) = (p+1)
(100p + 1)(10p + 1)(0.01p + 1)

Bode Diagram

@ gain statique K = 100

@ rupture N\, en w = 0.01

Magniude (d8)
s
\ "
-
#

pente : -40 dB/dec

@ rupture N\ en w =0.1

[Ee s ey

Phase (deg)

H
180 SRR

1
Frequency (radizec)



4.3 Exemple de diagramme de Bode d'un systéeme d'ordre

supérieur a 2

@ On consideére le systeme :
100(p + 1)?
H(p) = (p+1)
(100p + 1)(10p + 1)(0.01p + 1)

Bode Diagrara

20 e re——————;

@ gain statique K = 100
@ rupture N\, en w = 0.01

@ rupture N\ en w =0.1

Magnilude (d5)

H
@®
(=]
o
2
o
@
7}

! \(

{

‘ {

{

‘ i

‘ i

i

i

i

i

t

i

|

{

i

|

@ double rupture SNt enw =1

Phase (dog)



4.3 Exemple de diagramme de Bode d'un systéeme d'ordre

supérieur a 2

@ On consideére le systeme :
100(p + 1)?
H(p) = (p+1)
(100p + 1)(10p + 1)(0.01p + 1)

Bode Diagrara

20 e re——————;

@ gain statique K = 100

® rupture \yenw=001 &£ ° N

@ rupture \,en w =0.1 e g /

Magnilude (¢5)
e

@ double rupture S enw =1

Phase (dog)

@ rupture N\, en w = 100



4.3 Exemple de diagramme de Bode d'un systéeme d'ordre

supérieur a 2
@ On consideére le systeme :

H(p) = 100(p + 1)?

(100p + 1)(10p + 1)(0.01p + 1)

@ gain statique K = 100

@ rupture N\, en w = 0.01

@ rupture \,en w =0.1

@ double rupture S enw =1
@ rupture N\, en w = 100

Froguency (radisoc)



4.3 Exemple de diagramme de Bode d'un systéeme d'ordre

supérieur a 2
@ On consideére le systeme :

H(p) = (10p +1)(0.1p + 1)

p(0.001p + 1)?




4.3 Exemple de diagramme de Bode d'un systéeme d'ordre

supérieur a 2

@ On consideére le systeme :

H(p) = (10p +1)(0.1p + 1)

p(0.001p + 1)?

1 Bode Diagram

@ intégrateur =
P pente : -20 dB/dec

Magnitude (d8)
4
i
#
/
/
i/
/
7
/
s
iy
¥
3
=3
/
P
g
7

Phase (deg)
i
H
H
§
5 ¥
i
h
&
i
i
L F
i i
:
i

10 10 10 10 10" ] i 10
Frequency (radfsecy



4.3 Exemple de diagramme de Bode d'un systéeme d'ordre

supérieur a 2
@ On consideére le systeme :

H(p) = (10p +1)(0.1p + 1)

p(0.001p + 1)?

1 Bode Diagram

@ intégrateur 5

@ rupture S enw =0.1

Magitude (d8)
/
7
/
/
/!
/
!
£
n
/
4
7
I
1
H
H
H
H
H
h
H
H
\

Phase (deg)

1 1
Frequency (radissc)



4.3 Exemple de diagramme de Bode d'un systéeme d'ordre

supérieur a 2
@ On consideére le systeme :

H(p) = (10p +1)(0.1p + 1)

p(0.001p + 1)?

] Integl’ateur P pente : +20 dB/dec

@ rupture S enw =0.1

Magnitude (d8)
i
/
/
¥
'
/
.
"
\
\
Y
.
\
\,
\,
\.
\
\

@ rupture /en w =10 3

Phase (deg)

10 10 S 10 10 10 ' 1 10
Frequency (rad/secy



4.3 Exemple de diagramme de Bode d'un systéeme d'ordre

supérieur a 2

@ On consideére le systeme :

(10p +1)(0.1p + 1)

H =
(P) = 0.001p = 1)2
o intégrateur - _ SR Y
@ rupture S enw =0.1 § \
H ‘-.N ___________ i b il
@ rupture S/ enw =10
e double rupture ~, en w =1000 ¢ : i



4.3 Exemple de diagramme de Bode d'un systéeme d'ordre

supérieur a 2
@ On consideére le systeme :

H(p) = (10p +1)(0.1p + 1)

p(0.001p + 1)?

1 Bode Diagram

@ intégrateur 5

@ rupture S enw =0.1

Wiagnitude (¢8)

@ rupture S/ enw =10

@ double rupture N\, en w = 1000

Phase (deg)
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5.1 Introduction

@ Analyse : étant donné la fonction de transfert, quel est le
comportement ?

o Filtrage : étant donné un comportement souhaité, quelle est la
fonction de transfert ?

e Principe : trouver un filtre H¢(p), qui transmet I'information pour un
intervalle de fréquences et coupe le reste :

] 1 pour w € [Wmin Wmax)
6i(w) = Hi(je)| = {O bout

or(w) = Arg (Hr(jw)) =0

— pour un passe-bas prendre H¢(p) =




elques exemples : une *****pox

Amplitude
Flux descendant
(download)
Fréquence (kHz)
14 2p 140 150 1100
! : g
Téléphonie Données numériques internet
Filtre ADSL
Prise de > FCombiné
téléphone téléphonique
jilials PASSEBA

PASSE-HAUT

Ordinateur

source : olivier.granier.free.fr



5.1 Quelques exemples : une oreille

Fréquences (Hz)
Graves Aigués
125 250 500 1k 2k 4k Bk
P 20 ans
© 20
°
&
N
@
T
@
a 1----
60 ans
100
90 ans

Champ audi

Infrasons Ultrasons

160000 Fréquences (Hz)

elephant, taupe
chat, chien

chauve-souris.

dauphin

sources : www.fkmed.com et www.cochlea.org



uelques exemples : une enceinte

Fi Itrage FILTRE PASSIF
passif
(aprés Tweeter
amplification (Aigu)
de puissance) Sortie Aigu
amplifiée
Large Bande
AMPLI FILTRE PASSIF
Audio_In | \l,
o / \ Medium
(Medium)
edium |
7
FILTRE PASSIF /
\ Woofer 1
(Grave)
Grave
7.

source : www.zpag.net
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Objectif : laisser passer une partie du contenu fréqgentiel du signal d’entrée



5.2 Filtres parfaits

Objectif : laisser passer une partie du contenu fréqgentiel du signal d’entrée

o Passe-bas idéal :

e transmet l'information (G(w) ~ 1) pour w < we¢
e coupe l'information (G(w) ~ 0) pour w > wc

Filtre passe-bas

O AG S
® % » ®

m




5.2 Filtres parfaits

Objectif : laisser passer une partie du contenu fréqgentiel du signal d’entrée

o Passe-bas idéal :

e transmet l'information (G(w) ~ 1) pour w < we¢
e coupe l'information (G(w) ~ 0) pour w > wc

Filtre passe-bas S

SC ‘kG S
® % » ®

m

o Passe-haut idéal :

e transmet |'information (G(w) ~ 1) pour w > wc
e coupe l'information (G(w) & 0) pour w < we¢

Filtre passe-haut S

S, G )
lé : 1
~ — c
o oR Q]

m




5.2 Filtres parfaits

o Passe-bande idéal :

e transmet l'information (G(w) ~ 1) pour we— < w < wet
o coupe I'information (G(w) = 0) sinon

Filtre passe-bande S

¢ G 8
1
~ — N
® RO | O

m [0}




5.2 Filtres parfaits

o Passe-bande idéal :

e transmet l'information (G(w) ~ 1) pour we— < w < wet
o coupe I'information (G(w) = 0) sinon

Filtre passe-bande S

S, e
1
~ — N
® RO | O

m [0}

@ Coupe-bande idéal :

o coupe l'information (G(w) & 0) pour we— < w < wWey
e transmet l'information (G(w) ~ 1) sinon

Filtre coupe-bande S

S, G
[— | —>
® ®
®. O o, O

-




5.3 Filtres réels

@ Un filtre idéal est non causal :
impossible de réaliser un gain discontinu, et de dérivées discontinues
— par exemple : L1 (Hp_gas(p)) = Snleet)

Tt
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5.3 Filtres réels

@ Un filtre idéal est non causal :
impossible de réaliser un gain discontinu, et de dérivées discontinues
— par exemple : L1 (Hp_gas(p)) = Snleet)

Tt

Phénomene de Gibbs

Un filtre idéal n’est pas réalisable

@ on approche un filtre idéal par un filtre réalisable dont ...
o le gain en bande passante n’est pas unitaire
o le gain en bande coupée n'est pas nul
o la transition entre bandes coupée et passante n'est pas discontinue
o le déphasage n'est pas nul



5.3 Filtres réels

@ Un filtre idéal est non causal :
impossible de réaliser un gain discontinu, et de dérivées discontinues
— par exemple : L1 (Hp_gas(p)) = Snleet)

Tt

Phénomene de Gibbs

Un filtre idéal n’est pas réalisable

@ on approche un filtre idéal par un filtre réalisable dont ...
o le gain en bande passante n’est pas unitaire
o le gain en bande coupée n'est pas nul
o la transition entre bandes coupée et passante n'est pas discontinue
o le déphasage n'est pas nul

— On définit alors des gabarits



5.3 Gabarits fréquentiels

o On définit des gabarits par :
e une amplification minimale en bande passante —A, en dB (avec A, > 0)
e une amplification maximale en bande coupée —A, en dB (avec A, > 0)
e un (ou deux) intervalle de w dans lequel s'effectue la transition



5.3 Gabarits fréquentiels

o On définit des gabarits par :
e une amplification minimale en bande passante —A, en dB (avec A, > 0)
e une amplification maximale en bande coupée —A, en dB (avec A, > 0)
e un (ou deux) intervalle de w dans lequel s'effectue la transition

@ Le but est alors de synthétiser un filtre ...
o stable (réponse bornée a une entrée bornée)
e causal (réalisable)
o dont la fonction de transfert rentre dans le gabarit



5.3 Gabarits fréquentiels

o Gabarit d’un passe-bas

- Bande passante : w < wp
GdB(w) > —Ap

- Bande atténuée : w, <w
Gap(w) < —A,




5.3 Gabarits fréquentiels

o Gabarit d’un passe-bas

- Bande passante : w < wp
GdB(w) > —Ap

- Bande atténuée : w, <w
Gap(w) < —A,

o Gabarit d’un passe-haut

- Bande passante : w, < w
GdB(w) > —Ap

- Bande atténuée : w < w,
Gag(w) < —A,




5.3 Gabarits fréquentiels

@ Gabarit d’un passe-bande
- Bande passante: wp_<w<wpy
GdB(w) > —Ap

- Bandes atténuées : w<w,_ ou
Way <w
Gag(w) < —A,




5.3 Gabarits fréquentiels

@ Gabarit d’un passe-bande

- Bande passante: wp_<w<wpy

GdB(w) > —Ap
- Bandes atténuées : w<w,_ ou
Wat<w

Gag(w) < —A,

@ gabarit d’un coupe-bande

- Bandes passantes : w<w,_ ou
Wp<w
GdB(w) Z —Ap

- Bande atténuée: w, <w<w,
Gag(w) < —A,
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spécifications fréquentielles (gabarit) -,
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5.3 Résumé de la syntheése de filtres

spécifications fréquentielles (gabarit) -,

+

choix du filtre (Butterworth/Tchebychev/...) == i)
U “‘

filtre passe-bas NE (calculs de n, ¢, polynéme)

4

dénormalisation (changement de variable)
FPBNE = filtre p-bas ou p-haut ou p-bande ou c-bande

¢

fonction de transfert respectant le gabarit : H(p) ;- |




5.4 Filtres passe-bas normalisés équivalent (FPBNE)

Dans un premier temps on cherche un passe-bas

@ On suppose que wp, = 1 (normalisé)
— si ce n'est pas le cas : faire w <+ w/w,
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Dans un premier temps on cherche un passe-bas

@ On suppose que wp, = 1 (normalisé)
— si ce n'est pas le cas : faire w <+ w/w,

@ On veut un filtre stable
— les pdles doivent étre a partie réelle négative

@ On veut un filtre causal
— il faut : deg(numerateur) < deg(denonimateur)



5.4 Filtres passe-bas normalisés équivalent (FPBNE)

Dans un premier temps on cherche un passe-bas

@ On suppose que wp, = 1 (normalisé)
— si ce n'est pas le cas : faire w <+ w/w,

@ On veut un filtre stable
— les pdles doivent étre a partie réelle négative

@ On veut un filtre causal
— il faut : deg(numerateur) < deg(denonimateur)

@ On cherche une F.T. qui respecte le gabarit, de la forme :

1

Hw)fP = —————
IH = T a2

avec K,(w?) un polynéme d’ordre n t.q. :



5.4 Filtres passe-bas normalisés équivalent (FPBNE)

Réglage des parametres ¢ et n pour le respect du gabarit

lGdc(w)

wp,=1 Wy

ve

H ()P =ty




5.4 Filtres passe-bas normalisés équivalent (FPBNE)

Réglage des parametres ¢ et n pour le respect du gabarit

lGdc(w)

ve

H ()P =ty

echoix de ¢ = Gyp(w,)=—A4,




5.4 Filtres passe-bas normalisés équivalent (FPBNE)

Réglage des parametres ¢ et n pour le respect du gabarit

lGdc(w)

wp,=1 Wy

ve

Gr]B (wp):*Ap |H(]w) ’2 .

= 112K, (w?)

echoix de ¢ = Gyp(w,)=—A4,

echoix de n= pente suffisante




5.4 Filtres passe-bas normalisés équivalent (FPBNE)

@ Le facteur de forme ¢ permet de respecter le gabarit en B.F.
En w = wp, il faut Ggp(wp) = —A,, donc :

1
20/0g | ———u—— | =—A,
14+ e2K,(1)

e=1\/10% —1

— exemple : pour Ap=3dBonace~1




5.4 Filtres passe-bas normalisés équivalent (FPBNE)

@ Le facteur de forme ¢ permet de respecter le gabarit en B.F.
En w = wp, il faut Ggp(wp) = —A,, donc :

1
20/0g | ———u—— | =—A,
14+ e2K,(1)

e=1\/10% —1

— exemple : pour Ap=3dBonace~1

o L’ordre du filtre n permet de respecter le gabarit en H.F.

—20n < —Aat+ A,
log(w,) — log(wp)

(L A, — A,
~\20/ log(wa) — log(wp)




5.4 Filtres passe-bas normalisés équivalent (FPBNE)

o (wp,Ap) fixe e

o (wp,Ap) et (wa, A,) fixent n



5.4 Filtres passe-bas normalisés équivalent (FPBNE)

o (wp,Ap) fixe e
o (wp,Ap) et (wa, A,) fixent n
@ Reste a déterminer le polynéme K,(w) pour satisfaire le gabarit

o polynémes de Butterworth pour avoir un gain plat en B.F.
e polyndmes de Tchebychev pour limiter I'ordre du filtre
o ...

—Butterworth
“[ |—Tchebyche




5.4 Polynomes approximateurs et filtres de Butterworth

Stephen ... (1885 - 1958)



5.4 Polynomes approximateurs et filtres de Butterworth

@ Principe :
— on cherche la F.T. la plus plate en B.F.

— donc il faut annuler les dérivées de K,(w?) a I'origine
— donc : Ky(w?) = (w?)" = w?"

Filtres de Butterworth
Les filtres de Butterworth sont définis par :

1
1 4 €2w2n

Les péles de H(p) sont les racines a parties réelles négatives de :

G(w) = [H(w)| =

1+ (-1)"?p* =0




5.4 Filtres de Butterworth

Pour un ordre n pair

@ Les pdles sont donnés par : n=2 Im(p)

® poles instables

@ poles stables



5.4 Filtres de Butterworth

Pour un ordre n pair

@ Les pdles sont donnés par : n=2 Im(p)

- (142k)
=25

=z = e

e Stabilité — k=7, ..., 3n7272

® poles instables

@ poles stables



5.4 Filtres de Butterworth

Pour un ordre n pair

@ Les pdles sont donnés par : n=2 Im(p)

_ - o (142k)
=z =¢ l/nel o~

3n—2

o Stabilité — k=12,..., 312

@ Exemple : pourn=2ete=1

3n )
e A
— Zp = e"ST7r = —% — i% ® poles instables
1
— H(p) = ——
() p?+v2p+1

@ poles stables



5.4 Filtres de Butterworth

Pour un ordre n impair

A~ ’ — 92
@ Les pbles sont donnés par : n=o-o Im(p)

@ poles instables

@ poles stables



5.4 Filtres de Butterworth

Pour un ordre n impair

A~ ’ — 92
@ Les pbles sont donnés par : n=o-o Im(p)

1/n k=
= |z = el T

o Stabilité — k:%l’ - %

@ poles instables

@ poles stables



5.4 Filtres de Butterworth

Pour un ordre n impair

A~ ’ — 92
@ Les pbles sont donnés par : n=o-o Im(p)

1/n k=
= |z = el T

o Stabilité — k:%l’ - %

@ Exemple : pourn=3ete=1

j2m .
— z1=¢€3 :—%“F’%
S =" =-1
P4
— zz=¢€'3 =
_ 1
— H(p) = (p+1)(P2+p+1) ® poles stables

@ poles instables



5.4 Filtres de Butterworth

Algorithme de synthése d’un filtre de Butterworth

o étape 1. w, =1 et A, donnent le facteur de forme :

Ap
e=\10m™ -1




5.4 Filtres de Butterworth

Algorithme de synthése d’un filtre de Butterworth

o étape 1. w, =1 et A, donnent le facteur de forme :

Ap
e=\10m™ -1

o étape 2. A,, A, wp et w, donnent I'ordre du filtre :

(L A, — A,
~\20/ log(w,) — log(wp)




5.4 Filtres de Butterworth

Algorithme de synthése d’un filtre de Butterworth

o étape 1. w, =1 et A, donnent le facteur de forme :

Ap
e=\10m™ -1

o étape 2. A,, A, wp et w, donnent I'ordre du filtre :

(L A, — A,
~\20/ log(w,) — log(wp)

@ étape 3. ¢ et n déterminent les ples zx du polyndme de Butterworth



5.4 Filtres de Butterworth

Algorithme de synthése d’un filtre de Butterworth

o étape 1. w, =1 et A, donnent le facteur de forme :

Ap
e=\10m™ -1

o étape 2. A,, A, wp et w, donnent I'ordre du filtre :

(L A, — A,
~\20/ log(w,) — log(wp)

@ étape 3. ¢ et n déterminent les ples zx du polyndme de Butterworth

o étape 4. en sélectionnant les n racines a partie réelle négative zx on a
la F.T. du filtre :




5.4 Exemple de synthese

@ On veut construire un filtre respectant les spécifications :
wp =1rad/s, w, =10 rad/s, —A, = —1 dB et —A, = —90 dB



5.4 Exemple de synthese

@ On veut construire un filtre respectant les spécifications :
wp =1rad/s, w, =10 rad/s, —A, = —1 dB et —A, = —90 dB

@ le facteur de forme est :

e=+1001 -1=0.51



5.4 Exemple de synthese

@ On veut construire un filtre respectant les spécifications :
wp =1rad/s, w, =10 rad/s, —A, = —1 dB et —A, = —90 dB

@ le facteur de forme est :

e=+1001 -1=0.51
o |'ordre du filtre est :
90 -1
>
"= 20(log(10) — log(1))
donc n=5

= 4.45



5.4 Exemple de synthese

@ On veut construire un filtre respectant les spécifications :
wp =1rad/s, w, =10 rad/s, —A, = —1 dB et —A, = —90 dB

@ le facteur de forme est :

e=+10%1 —1=0.51
o |'ordre du filtre est :
90 -1
> — 4.45

"= 20(log(10) — log(1))

donc n=5
@ le filtre est donc donné par :

1
H(p)

~ 0.5088p> + 1.885p* + 3.491p3 + 3.996p2 + 2.827p + 1



5.4 Exemple de synthese

@ On veut construire un filtre respectant les spécifications :
wp =1rad/s, w, =10 rad/s, —A, = —1 dB et —A, = —90 dB

aaaaaaaaaaa

@ le facteur de forme est :

e=1+41001-1=0.51
@ l'ordre du filtre est :
90—-1
2 =445 ° -
"= 20(log(10) — log(1))
donc n=5 o N
@ le filtre est donc donné par : S \ sl

1
H(p) = 5 4 3 2
0.5088p° 1 1.885p + 3.401p3 + 3.006p2 + 2.827p + 1




5.4 Polynémes approximateurs et filtres de Tchebychev

Pafnuty ... (1821 - 1894)



5.4 Polynémes approximateurs et filtres de Tchebychev

@ Principe :
— répartir 'erreur d'approximation en bande passante
— obtenir une pente plus raide en début de bande coupée



5.4 Polynémes approximateurs et filtres de Tchebychev

@ Principe :
— répartir 'erreur d'approximation en bande passante
— obtenir une pente plus raide en début de bande coupée

Filtres de Tchebychev

Les filtres de Tchebychev sont définis par :

G(w) = H(w)l = =

Les poles de H(p) sont les n racines 3 partie réelle négative de T2(w), ol :
To(w) = {cos(n arccos(w)), pour w <1
cosh(n arccosh(w)), pour w >1
ou par récurrence :

To(w) = l
Th(w)=w
To(w) =2wT,_1(w) — Th—2(w)




5.4 Polynémes approximateurs et filtres de Tchebychev

@ Principe :
— répartir 'erreur d'approximation en bande passante
— obtenir une pente plus raide en début de bande coupée

Filtres de Tchebychev

Les filtres de Tchebychev sont définis par :
6(w) = |H(w)| = s
Les poles de H(p) sont les n racines 3 partie réelle négative de T2(w), ol :
To(w) = {cos(n arccos(w)), pour w <1
cosh(n arccosh(w)), pour w >1
ou par récurrence :

To(w) = l
Th(w)=w
To(w) =2wT,_1(w) — Th—2(w)

— en pratique, une fois n et € déterminés, on utilise un logiciel (Matlab,
Scilab, Octave, ...) pour déterminer H(p)



5.4 Filtres de Tchebychev

Algorithme de synthése d’un filtre de Tchebychev

o étape 1. w, =1 et A, donne le facteur de forme :

e=1/10% — 1




5.4 Filtres de Tchebychev

Algorithme de synthése d’un filtre de Tchebychev

o étape 1. w, =1 et A, donne le facteur de forme :

e=1/10% — 1

o étape 2. A,, A, wp et w, donnent I'ordre du filtre n par :

Az
100 —1

cosh?(n.arccosh(w,)) > =




5.4 Filtres de Tchebychev

Algorithme de synthése d’un filtre de Tchebychev

o étape 1. w, =1 et A, donne le facteur de forme :

e=1/10% — 1

o étape 2. A,, A, wp et w, donnent I'ordre du filtre n par :

Az
100 —1

cosh?(n.arccosh(w,)) > =

o étape 3. ¢ et n déterminent les pbles zx du polyndome de Tchebychev



5.4 Filtres de Tchebychev

Algorithme de synthése d’un filtre de Tchebychev

o étape 1. w, =1 et A, donne le facteur de forme :

e=1/10% — 1

o étape 2. A,, A, wp et w, donnent I'ordre du filtre n par :

Az
100 —1

cosh?(n.arccosh(w,)) > =

o étape 3. ¢ et n déterminent les pbles zx du polyndome de Tchebychev

@ étape 4. en sélectionnant les n racines a partie réelle négative zx on a
la F.T. du filtre :




5.4 Exemple de synthese

@ On veut construire un filtre
respectant les spécifications :

wp =1rad/s
w, = 1.5 rad/s
—A,=—2dB

—A, = —100 dB.



5.4 Exemple de synthese

@ On veut construire un filtre
respectant les spécifications :
wp =1rad/s
w, = 1.5 rad/s
—-A,=-2dB
—A,; = —100 dB.

@ le facteur de forme est :

e =0.76



5.4 Exemple de synthese

@ On veut construire un filtre
respectant les spécifications :
wp =1rad/s
w, = 1.5 rad/s
—-A,=-2dB
—A,; = —100 dB.

@ le facteur de forme est :

e =0.76

@ l'ordre du filtre est n = 13



5.4 Exemple de synthese

@ On veut construire un filtre
respectant les spécifications :
wp =1rad/s
w, = 1.5 rad/s

Tchebychev
— = — dre 13
A, =—2dB w o

—A, = —100 dB.

@ le facteur de forme est :
E = 076 100

@ l'ordre du filtre est n = 13

Maguitude (d8)

@ la fonction de transfert est
représentée en bleu e — sl Y

Freguency (radsec)




5.4 Exemple de synthese

@ On veut construire un filtre

Bode Diagram

respectant les spécifications :
UJP =1 I’ad/s Butterworth

ordre 13

w, = 1.5 rad/s

~A,=-2dB 1’1’5?2”?2“\

—A, = —100 dB.

@ le facteur de forme est :
e=0.76

@ l'ordre du filtre est n = 13

Magnitude (65)

@ la fonction de transfert est
représentée en bleu s I

@ pour comparaison, le filre de
Butterworth d'ordre 13 en violet



5.4 Exemple de synthese

@ On veut construire un filtre
e e Bace Diagam
respectant les spécifications : ’
wp = 1 I’ad/S 1 Butterworth
H ordre 13
w, = 1.5 rad/s
Tchebychev
_Ap frg —2 dB g ardre 13 \
—A; = —100 dB. g B
i
o le facteur de forme est : H A
e=0.76 ool ordre 30 \
@ |'ordre du filtre est n = 13
@ la fonction de transfert est

représentée en bleu o o

Frequency (radisec)

@ pour comparaison, le filre de
Butterworth d'ordre 13 en violet

@ pour comparaison, le filre de
Butterworth d'ordre 30 en



5.5 Syntheses de filtres par transposition de fréquence

o étape 1. Déterminer le facteur de forme ¢ du FPBNE :

Ap
e=\10® -1




5.5 Syntheses de filtres par transposition de fréquence

o étape 1. Déterminer le facteur de forme ¢ du FPBNE :

Ap
e=\10® -1

@ étape 2. Déterminer l'ordre n du filtre PBNE :

| Butterworth || Tchebychev
n> % cosh? (narccosh (%)) > @
ol la sélectivité k est donnée par :
’ filtre H P-bas \ P-haut \ P-bande \ Coupe-bande ‘
[sdectivitek | 5 | & |G| S5 |




5.5 Syntheses de filtres par transposition de fréquence

o étape 1. Déterminer le facteur de forme ¢ du FPBNE :

Ap
e=\10® -1

@ étape 2. Déterminer l'ordre n du filtre PBNE :

| Butterworth || Tchebychev
n> % cosh? (narccosh (%)) > @
ol la sélectivité k est donnée par :
’ filtre H P-bas \ P-haut \ P-bande \ Coupe-bande ‘
[sdectivite k | 5 | & |S=im | S5 |

o étape 3. Déterminer le filtre PBNE H,(pn).



5.5 Syntheses de filtres par transposition de fréquence

o étape 1. Déterminer le facteur de forme ¢ du FPBNE :

Ap
e=\10® -1

@ étape 2. Déterminer l'ordre n du filtre PBNE :

| Butterworth || Tchebychev
n> % cosh? (narccosh (%)) > @
ol la sélectivité k est donnée par :
’ filtre H P-bas \ P-haut \ P-bande \ Coupe-bande ‘
[sdectivite k | 5 | & |S=im | S5 |

o étape 3. Déterminer le filtre PBNE H,(pn).
e étape 4. Dénormaliser le PBNE avec H(p) = H,(p,)

| filtre || P-bas | P-haut | P-bande |  Coupe-bande |
=1
Pn U-% ?P wp+u—)owpf <%+“%) p+“’° - <%+“%)

ol la pulsation centrale est définie par : wo = |/Wp1Wp— = |/WatWa—



5.5 Synthese d'un filtre passe-bas

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :
wp = 10 rad/s, w, = 100 rad/s, —A, = —3 dB et —A, = —100 dB



5.5 Synthese d'un filtre passe-bas

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :
wp = 10 rad/s, w, = 100 rad/s, —A, = —3 dB et —A, = —100 dB

o Le facteur de forme est : € =1/ 10%’ -1

—donce=1



5.5 Synthese d'un filtre passe-bas

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :
wp = 10 rad/s, w, = 100 rad/s, —A, = —3 dB et —A, = —100 dB

@ Le facteur de forme est : ¢ = 10%’ -1
—donce=1
@ L’ordre doit vérifier : n > A 485
20/0g(5—:)

— doncn=>5



5.5 Synthese d'un filtre passe-bas

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :
wp = 10 rad/s, w, = 100 rad/s, —A, = —3 dB et —A, = —100 dB

@ Le facteur de forme est : ¢ = 10%’ -1

—donce=1
A.—A,

@ L’ordre doit vérifier : n > =4.85
2OIog( )

— doncn=>5

o Le filtre de Butterworth d'ordre 5 donne le FPBNE Hn(pn)
— donc Hy(p,) =

Pn5+3.236p,7+5. 236p”3+5 236p,2+3.236p, 1



5.5 Synthese d'un filtre passe-bas

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :
wp = 10 rad/s, w, = 100 rad/s, —A, = —3 dB et —A, = —100 dB

@ Le facteur de forme est : ¢ = 10%’ -1
—donce=1
@ L’ordre doit vérifier : n > A 485
2OIog( )

— doncn=>5

o Le filtre de Butterworth d'ordre 5 donne le FPBNE Hn(pn)
— donc Hy(p,) =

Pa5+3.236p,7+5. 236p”3+5 236p,2+3.236p, 11
o La sélectivité est k = " =0.1

— donc la denormallsatlon est: p, = {5

— donc la fonction de transfert est :

1
b 43236/ +5.2362, +5.23652, +3.236 + 1

H(p) =



5.5 Synthese d'un filtre passe-bas

Fonction de transfert et comportement entrée/sortie du filtre passe-bas

Diagramme de
Bode du filtre
obtenu



5.5 Synthese d'un filtre passe-bas

Fonction de transfert et comportement entrée/sortie du filtre passe-bas

Diagramme de signal d'entrée :
Bode du filtre x(t) =
obtenu sin(10t)+sin(100t)



5.5 Synthese d'un filtre passe-bas

Fonction de transfert et comportement entrée/sortie du filtre passe-bas

Diagramme de
Bode du filtre
obtenu

signal d'entrée :

x(t) =
sin(10¢)-+sin(100t)

ff

signal de sortie
o sin(10t) est
transmise
o sin(100t) est
atténuée



5.5 Synthese d'un filtre passe-haut

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :
w, =10 rad/s, —A, = —60 dB, w, = 100 rad/s, —A, = —2 dB et



5.5 Synthese d'un filtre passe-haut

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :
w, =10 rad/s, —A, = —60 dB, w, = 100 rad/s, —A, = —2 dB et

o Le facteur de forme est : € =4/ 10% -1
— donc € = 0.7648



5.5 Synthese d'un filtre passe-haut

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :
w, =10 rad/s, —A, = —60 dB, w, = 100 rad/s, —A, = —2 dB et

o Le facteur de forme est : € =4/ 10% -1
— donc € = 0.7648

' T S A—A,
@ L'ordre doit vérifier : n > 20i0g(1) — 2.9

—doncn=3



5.5 Synthese d'un filtre passe-haut

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :
w, =10 rad/s, —A, = —60 dB, w, = 100 rad/s, —A, = —2 dB et

o Le facteur de forme est : € =4/ 10% -1
— donc € = 0.7648

' T S A—A,
@ L'ordre doit vérifier : n > 20i0g(1) — 2.9

—doncn=3
o Le filtre de Butterworth d'ordre 3 donne le FPBNE H,(p,)
— donc H,(p»)

— 1
~ 0.7648p,3+1.673p,2+1.829p,+1



5.5 Synthese d'un filtre passe-haut

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :
w, =10 rad/s, —A, = —60 dB, w, = 100 rad/s, —A, = —2 dB et

o Le facteur de forme est : € =4/ 10% -1
— donc € = 0.7648

! 1 Arifi Aa—Ap
@ L'ordre doit vérifier : n > 20i0g(1) — 2.9

—doncn=3
o Le filtre de Butterworth d'ordre 3 donne le FPBNE H,(pn)
— donc Hn(pn) = grgasorrreripmiremn i1

© — 0.1

@ La sélectivité est k =
Wp

100
P

— la dénormalisation est : p, =
— donc la fonction de transfert e

v\&

t:

%]



5.5 Synthese d'un filtre passe-haut

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :
w, =10 rad/s, —A, = —60 dB, w, = 100 rad/s, —A, = —2 dB et

o Le facteur de forme est : € =4/ 10% -1
— donc € = 0.7648

! 1 Arifi Aa—Ap
@ L'ordre doit vérifier : n > 20i0g(1) — 2.9

—doncn=3
o Le filtre de Butterworth d'ordre 3 donne le FPBNE H,(pn)

7 .d‘,’”c Hn(pn) = 57685771 673p,,2+1 820,11
o La sélectivité est k = =2 = 0.1
p
— la dénormalisation est : p, = =2 = 100

— donc la fonction de transfert est :

H(p) = :
0.7648<%0>3 n 1673(%)2 + 1.829(%) +1




5.5 Synthese d'un filtre passe-haut

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :
w, =10 rad/s, —A, = —60 dB, w, = 100 rad/s, —A, = —2 dB et

o Le facteur de forme est : € =4/ 10% -1
— donc € = 0.7648

! 1 Arifi Aa—Ap
@ L'ordre doit vérifier : n > 20i0g(1) — 2.9

—doncn=3
o Le filtre de Butterworth d'ordre 3 donne le FPBNE H,(pn)

_ —rdonc Hn(Pn) = sreaspiTersmmramsn Tl
o La sélectivité est k = =2 = 0.1
p
— la dénormalisation est : p, = “2 = %0

— donc la fonction de transfert est :
3

H(p) = P
764783 + 1.6726p + 182.9p% + p3




5.5 Synthese d'un filtre passe-haut

Fonction de transfert et comportement entrée/sortie du filtre passe-haut

Diagramme de
Bode du filtre
obtenu



5.5 Synthese d'un filtre passe-haut

Fonction de transfert et comportement entrée/sortie du filtre passe-haut

Diagramme de

Bode du filtre
obtenu



5.5 Synthese d'un filtre passe-haut

Fonction de transfert et comportement entrée/sortie du filtre passe-haut

Diagramm:;;: signal d’entrée :
Bode du filtre x(t) =
obtenu sin(10t)+sin(100t)



5.5 Synthese d'un filtre passe-haut

Fonction de transfert et comportement entrée/sortie du filtre passe-haut

Diagramme de signal d'entrée : signal de sortie

Bode du filtre x(t) = o sin(10t) est
obtenu sin(10t)+sin(100t) atténuée

o sin(100t) est
transmise



5.5 Synthese d'un filtre passe-bande

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :

@ un gain supérieur a —A, = —2 dB entre w,_ = 100 rad/s et wp; = 200
rad/s
@ un gain inférieur 3 —A, = —60 dB en dessous de w,_ = 40 rad/s et au

dessus de w, = 500 rad/s



5.5 Synthese d'un filtre passe-bande

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :

@ un gain supérieur a —A, = —2 dB entre w,_ = 100 rad/s et wp; = 200
rad/s
@ un gain inférieur 3 —A, = —60 dB en dessous de w,_ = 40 rad/s et au

dessus de w, = 500 rad/s

@ Le facteur de forme est : ¢ = 4/ 10% -1

— donc ¢ = 0.7648



5.5 Synthese d'un filtre passe-bande

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :

@ un gain supérieur a —A, = —2 dB entre w,_ = 100 rad/s et wp; = 200
rad/s
@ un gain inférieur 3 —A, = —60 dB en dessous de w,_ = 40 rad/s et au

dessus de w, = 500 rad/s

@ Le facteur de forme est : ¢ = 4/ 10% -1

— donc ¢ = 0.7648

) . Cop A—A,
@ L'ordre doit vérifier : n > 7201%(%) =4.34
— doncn=>5



5.5 Synthese d'un filtre passe-bande

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :

@ un gain supérieur a —A, = —2 dB entre w,_ = 100 rad/s et wp; = 200
rad/s
@ un gain inférieur 3 —A, = —60 dB en dessous de w,_ = 40 rad/s et au

dessus de w, = 500 rad/s

@ Le facteur de forme est : ¢ = 4/ 10% -1

— donc ¢ = 0.7648

@ L'ordre doit vérifier : n > %
—doncn=5

@ Le filtre de Butterworth d'ordre 5 donne le FPBNE H,(pn)
— donc Hp(ps) =

= 4.34

0.7648p,5+2.611p, +4. 458pn3+4 703p,2+3.067p,+1
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On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :

@ un gain supérieur a —A, = —2 dB entre w,_ = 100 rad/s et wp; = 200
rad/s
@ un gain inférieur 3 —A, = —60 dB en dessous de w,_ = 40 rad/s et au

dessus de w, = 500 rad/s

@ Le facteur de forme est : ¢ = 4/ 10% -1

— donc ¢ = 0.7648

@ L'ordre doit vérifier : n > %
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@ Le filtre de Butterworth d'ordre 5 donne le FPBNE H,(pn)
— donc Hp(ps) =
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On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :

@ un gain supérieur a —A, = —2 dB entre w,_ = 100 rad/s et wp; = 200
rad/s
@ un gain inférieur 3 —A, = —60 dB en dessous de w,_ = 40 rad/s et au

dessus de w, = 500 rad/s

@ Le facteur de forme est : ¢ = 4/ 10% -1

— donc ¢ = 0.7648

@ L'ordre doit vérifier : n > 2(';‘,‘” (Ag) =4.34
—doncn=5
@ Le filtre de Butterworth d'ordre 5 donne le FPBNE H,(pn)

— donc Hp(ps) =

0.7648p,5+2.611p, +4. 458pn3+4 703p,2+3.067p,+1

o La sélectivité est k = == — (.21
Wap —Wa—
4 isati . — wo wo P
— la dénormalisation est : p, = P—— ( >t wo)

— donc la fonction de transfert H(p) est donnée par :
5

p
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Fonction de transfert et comportement entrée/sortie du filtre passe-bande
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Diagramme de signal d’entrée :
Bode du filtre x(t) =sin(10t) +
obtenu sin(150t) +

sin(500t)



5.5 Synthese d'un filtre passe-bande

Fonction de transfert et comportement entrée/sortie du filtre passe-bande

"] [+ )
{ |
‘ I
‘ |
Diagramme de signal d’entrée : signal de sortie
Bode du filtre x(t) = sin(10t) + o sin(10t) et
obtenu sin(150t) + sin(500t) sont
sin(500t) atténuées

o sin(150t) est
transmise



5.5 Synthese d'un filtre coupe-bande

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :

@ un gain inférieur 3 —A, = —75 dB entre w,_ =5 rad/s et w,, = 15
rad/s
@ un gain supérieur a —A, = —3 dB en dessous de w,_ =1 rad/s et au

dessus de wpy = 75 rad/s
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On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :

@ un gain inférieur 3 —A, = —75 dB entre w,_ =5 rad/s et w,, = 15
rad/s
@ un gain supérieur a —A, = —3 dB en dessous de w,_ =1 rad/s et au

dessus de wpy = 75 rad/s

@ Le facteur de forme est : ¢ = 10%’ -1
—donce=1

o L'ordre doit vérifier : n > 23‘/;;&’) — 4.14

—donc n=5



5.5 Synthese d'un filtre coupe-bande

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :

@ un gain inférieur 3 —A, = —75 dB entre w,_ =5 rad/s et w,, = 15
rad/s
@ un gain supérieur a —A, = —3 dB en dessous de w,_ =1 rad/s et au

dessus de wpy = 75 rad/s

@ Le facteur de forme est : ¢ = 10%’ -1
—donce=1

L'ordre doit vérifier : n > 20/;g(£) =414
—+doncn=5
o Le filtre de Butterworth d'ordre 5 donne le FPBNE Hn(pn)

— donc H,(ps) =

0.9976p,5+3.23p,515. 229p,,3+5 231p,2+3.235p,+1



5.5 Synthese d'un filtre coupe-bande

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :

@ un gain inférieur 3 —A, = —75 dB entre w,_ =5 rad/s et w,, = 15
rad/s
@ un gain supérieur a —A, = —3 dB en dessous de w,_ =1 rad/s et au

dessus de wpy = 75 rad/s

@ Le facteur de forme est : ¢ = 10%’ -1
—donce=1

@ L'ordre doit vérifier : n > =4.14

sooe(1)
—+doncn=5
o Le filtre de Butterworth d'ordre 5 donne le FPBNE Hn(pn)

— donc Hy(pn) = g 9976p,513.23p,7 5. 229p,,3+5 231p,213.235p,+1
o La sélectivité est k = 22t—%— — (.14
Wpt —Wp—

-1
— la dénormalisation est : p, = <= (“—0 + wﬂ)

wo

— donc la fonction de transfert H(p) est donnée par :



5.5 Synthese d'un filtre coupe-bande

On veut synthétiser un filtre de Butterworth qui respecte les spécifications :

@ un gain inférieur 3 —A, = —75 dB entre w,_ =5 rad/s et w,, = 15
rad/s
@ un gain supérieur a —A, = —3 dB en dessous de w,_ =1 rad/s et au

dessus de wpy = 75 rad/s

@ Le facteur de forme est : ¢ = 10%’ -1
—donce=1

@ L'ordre doit vérifier : n > 20;g(£) =4.14
—+doncn=5
o Le filtre de Butterworth d'ordre 5 donne le FPBNE Hn(pn)

— donc Hy(pn) = g 9976p,513.23p,7 5. 229p,,3+5 231p,213.235p,+1
o La sélectivité est k = 22t—%— — (.14
Wpt —Wp—

~1
—+ la dénormalisation est : p, = <>~ (@ + wﬂ)
— donc la fonction de transfert H(p) est donnée par :

519437558 +5.63 1040 +4.22 106 p4 +1.58 108 p242.37 109
p1042395912.90 10%p842.19 10657 +1.03 1086 42.54 10955 +7.75 109 p¥+1.23 101053 +1.22 1010521757 1010 p4-2.37 109
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5.5 Synthese d'un filtre coupe-bande

Fonction de transfert et comportement entrée/sortie du filtre coupe-bande

B
i
i
b |

Diagramme de signal d’entrée :
Bode du filtre x(t) = sin(1t) +
obtenu sin(10t) + sin(75t)



5.5 Synthese d'un filtre coupe-bande

Fonction de transfert et comportement entrée/sortie du filtre coupe-bande

(] ] (]
s .

Diagramme de signal d'entrée : signal de sortie

Bode du filtre x(t) = sin(1t) + o sin(1lt) et
obtenu sin(10t) + sin(75t) sin(75t) sont
transmises

o sin(10t) est
atténuée
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6.1 Introduction

@ On a supposé que les signaux sont ...

e mesurés a tout instant
e connus analytiquement
o générés de maniere continue

@ mais concrétement les signaux sont ...

e mesurés a certains instants (carte d’acquisition, capteurs en réseau, ...)
o traités numériquement (calculateurs embarqués, PC, ...)
o générés a certains instants

— on parle de signaux a temps discret

o |l faut donc généraliser les techniques étudiées au cas discret :

I continu \ discret
signal fonction du temps suite de valeurs
systeme équation différentielle relation de récurrence
outil || transformation de Laplace
filtre || fonction de transfert H(p)
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Un signal discret est obtenu par échantillonnage :

signal continu ¢échantillonneur signal discret

x(1) x*(1)
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Un signal discret est obtenu par échantillonnage :

signal continu ¢échantillonneur signal discret

x(1) x*(1)

T 2T 3T 4T 5T t

Les mesures du signal x(t) sont régulierement espacées dans le temps.
La période séparant deux mesures consécutives est notée T et appelé
période d’échantillonnage (en s).




6.2 Signaux a temps discret

Un signal discret est obtenu par échantillonnage :

signal continu ¢échantillonneur signal discret

x(1) x*(1)

| T 2T 3T 4T 5T t

Hypothese

Les mesures du signal x(t) sont régulierement espacées dans le temps.
La période séparant deux mesures consécutives est notée T et appelé
période d’échantillonnage (en s).

Signal a temps discret

Le signal x(t), échantillonné a T est défini par la suite :
x*(t) = {x(0) x(T) x(2T) ... x(nT) ...} = {x(kT)}xen
ou par :

x*(t) = x(t) o020 6% (t — kT)




6.2 Quelques exemples de signaux discrets

@ Impulsion unitaire

Signal défini par : ()
sr(kT) = & sik=0
0, sik#0 |
ou la suite :

5 (t)={100 ...}
T 2T 3T 4T 5T t



6.2 Quelques exemples de signaux discrets

@ Impulsion unitaire

Signal défini par : ()
sr(kT) = & sik=0
0, sik#0 |
ou la suite :

5 (t)={100 ...}
T 2T 3T 4T 5T t

@ Impulsion unitaire retardée
Signal défini par : o*(t-nT)

1, sik=
G KT —nT)y=¢ 2 2070

0, sik#n
ou la suite :

§*(t=nT)={00...0100 ...}




6.2 Quelques exemples de signaux discrets

@ Echelon unitaire

Signal défini par : I'*(1)
i k>
[ (kT) = 1, s?k_O
0, sik<O 100000

ou par la suite :
r(t)y={111...}

v

|T2T3T4T5T t



6.2 Quelques exemples de signaux discrets

@ Echelon unitaire

Signal défini par : I'*(1)
1 k>
[ (kT) = 1, s?k_O
0, sik<O 100000

ou par la suite :
r(t)y={111...}

| Lt

T 2T 3T 4T 5T t

@ Echelon unitaire retardé
Signal défini par : [*(t-nT)

1 1 k>
(kT — nT) = {  Sre=m

0, sik<n
ou par la suite :
M(t—nT)={0...011 ...}




6.2 Traitement numérique de signaux continus

@ Le traitement numérique d’un signal continu comporte 3 étapes :

X() [ X*O [ filwe | YO y(®)
———>jéchantillonneur| »> L bloqueur ——»
numérique

X(t)



6.2 Traitement numérique de signaux continus

@ Le traitement numérique d’un signal continu comporte 3 étapes :
o échantillonnage
e transformation continu — discret
e dépend de la période d'échantillonnage choisie

X() [ X*O [ filwe | YO y(®)
———>jéchantillonneur| »> L bloqueur ——»
numérique




6.2 Traitement numérique de signaux continus

@ Le traitement numérique d’un signal continu comporte 3 étapes :
o échantillonnage
e transformation continu — discret
e dépend de la période d'échantillonnage choisie

o traitement numérique
e relation de récurrence entre suites

X() [ X*O [ filwe | YO y(t)
———>jéchantillonneur] »> . bloqueur ——»
numérique

b, Lt

T » T »> T >
t




6.2 Traitement numérique de signaux continus

@ Le traitement numérique d’un signal continu comporte 3 étapes :
o échantillonnage
e transformation continu — discret
e dépend de la période d'échantillonnage choisie

o traitement numérique
e relation de récurrence entre suites

e reconstruction
e transformation discret — continu
e blocage : le signal discret est bloqué a sa valeur pendant une période

T
X() [ X*O [ filwe | YO y(t)
———>jéchantillonneur] »> . bloqueur ——»
numérique
X(t) x*(t) ¥y y(®)

1140 P 4 P

' g ' >t t



6.2 Traitement numérique de signaux continus

@ Le traitement numérique d’un signal continu comporte 3 étapes :
o échantillonnage
e transformation continu — discret
e dépend de la période d'échantillonnage choisie
o traitement numérique
e relation de récurrence entre suites
e reconstruction
e transformation discret — continu
e blocage : le signal discret est bloqué a sa valeur pendant une période

T
Lt)béchantillcmneur iU > filtre A0 bloqueur _y&t)
numérique

X(t) X*(t) y*(®) y(t)
/7 Wl el AT

@ Probléeme : comment ne pas perdre d'information lors du traitement 7



6.2 Théoreme de Shannon

Claude ... (1916 - 2001)
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Peut-on retrouver x(t) apreés les conversions discret—continu—discret ?

o le signal discret est donné par (x(t)*peigne de Dirac) :

“+00
x*(t) = x(t) > 6" (t—KT)

k=—00



6.2 Théoreme de Shannon

Peut-on retrouver x(t) apreés les conversions discret—continu—discret ?

o le signal discret est donné par (x(t)*peigne de Dirac) :

) f 5 (t — kT)

k=—00

@ on peut développer le peigne de Dirac en série d'exponentielles :

Z Ckejz"kt

k=—o0

Co= 3 [ S0 0 (e — 4T )e i PR = &

{=—o00



6.2 Théoreme de Shannon

Peut-on retrouver x(t) apreés les conversions discret—continu—discret ?

o le signal discret est donné par (x(t)*peigne de Dirac) :

) f 5 (t — kT)

k=—00

@ on peut développer le peigne de Dirac en série d'exponentielles :
0> G
k
k=—o0
+Z _jom
G=+J7 Foo O (t—T)e ikt =
o la transformée de Fourier de x*(t) est donnée par :

+oo =1 . .
X*(w):/ x(t) Z 7&?’“ e 1Vdt

— 0o



6.2 Théoreme de Shannon

Peut-on retrouver x(t) apreés les conversions discret—continu—discret ?

o le signal discret est donné par (x(t)*peigne de Dirac) :

) f 5 (t — kT)

k=—00

@ on peut développer le peigne de Dirac en série d'exponentielles :
O Gos
k
k=—o0
=T f+ 6Nt —AT)e TR = &
o la transformee de Fourier de x*(t) est donnée par :
+oo =1, .
X*(w) = / x(t) S Lok | eetar
oo T
oo
@ avec We = 2—”, il vient :

* o oo wk w)t — 1
X*(w) = Z keltde = FX(w — wek)
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7

>y
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6.2 Théoreme de Shannon

@ On suppose que le spectre du signal continu est a support borné :
X(w)=0si wé¢ [—wy wo]
o La T.F. de x*(t) est la répétition de X(w) tous les we = 2= :

7

>y

X*w)= Y FX(w = wek)
k=—o0
— 2 cas sont a distinguer
@ cas ol we > 2wop

X(w) i . X#(w)

échantillonage

aw,

W o’ w
-w, 1w, +3 “W-W,/2 We/2 W,

@ cas ol we < 2wo
X(w) : ;
échantillonage

aw,
W @
-Wy Wy




6.2 Théoreme de Shannon

Peut-on retrouver x(t) aprés les conversions discret—continu—discret ?

e Dans le cas ou w. > 2wyq

X*(w) X(w)
A filtre idéal

L\, AR : "

-w, -w/2 1 w,/2 Tw, _’ _Etl_, -w, 1wy

— on peut reconstruire le signal x(t) a partir de x*(t)



6.2 Théoreme de Shannon

Peut-on retrouver x(t) aprés les conversions discret—continu—discret ?

e Dans le cas ou w. > 2wyq
X*(w) X(w)

filtre idéal

2\, /.\ > —p |:h |, W

]
T T 1 1
-w, -w/2 1 w,/2 Tw, -w, 1wy

— on peut reconstruire le signal x(t) a partir de x*(t)
Avec le filtre porte idéal, on a :

1 +oo . T twe /2 i
x(t) = 7/ X(w)etduw = 1 X* ()&t deo

2 J_ o 2 J )2



6.2 Théoreme de Shannon

Peut-on retrouver x(t) aprés les conversions discret—continu—discret ?

e Dans le cas ou w. > 2wyq
X*(w) X(w)

filtre idéal

/:\: /\ > ﬁ — >

-w, -w/2 1 w,/2 Tw, -w, 1wy

— on peut reconstruire le signal x(t) a partir de x*(t)
Avec le filtre porte idéal, on a :

1 “+o00 R +we/2 ¢
x(t etdw = —/ w)e/“tdw
(=5 | X X
Avec X*(w) = S5 x(kT)e kT il vient :

k=—o0
x(t) = x*(t) % Si“ogj:/té 2)



6.2 Théoreme de Shannon

Peut-on retrouver x(t) aprés les conversions discret—continu—discret ?

@ Dans le cas ou w. < 2wyq
X#(w)

filtre idéal

_Mm,




6.2 Théoreme de Shannon

Peut-on retrouver x(t) aprés les conversions discret—continu—discret ?

@ Dans le cas ou w. < 2wyq
X#(w)

filtre idéal

w
»
Zone de recouvrement

— impossible de distinguer X(w) et X(w & we)
— il est impossible de reconstruire le signal x(t) a partir de x*(t)

-W, -W,/2 ! W/2 W,

v
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Théoréme de Shannon
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Le signal continu peut &tre reconstruit a partir de x*(t) si we > 2wp

e Application :

Peut on reconstruire le signal x(t) = sin(100t)+0.5sin(t)+0.24sin(5t),
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6.2 Théoreme de Shannon

Théoréme de Shannon

Soit un signal continu x(t) dont le spectre est a support borné [—wp wo.
Le signal x(t) est échantillonné a la pulsation we = 2= pour obtenir x*(t).
Le signal continu peut &tre reconstruit a partir de x*(t) si we > 2wp

e Application :
Peut on reconstruire le signal x(t) = sin(100t)+0.5sin(t)+0.24sin(5t),
s'il a été échantillonné avec une période T =0.05s ?
o le spectre de x(t) a trois composantes :
w1 =5 rad/s, wo =1 rad/s et w3 = 100 rad/s
o le support du spectre est :
[~wo wo] = [~100 100]
o la pulsation d'échantillonnage doit vérifier : we > 2w = 200 rad/s



6.2 Théoreme de Shannon

Théoréme de Shannon

Soit un signal continu x(t) dont le spectre est a support borné [—wp wo.
Le signal x(t) est échantillonné a la pulsation we = 2= pour obtenir x*(t).
Le signal continu peut &tre reconstruit a partir de x*(t) si we > 2wp

e Application :
Peut on reconstruire le signal x(t) = sin(100t)+0.5sin(t)+0.24sin(5t),
s'il a été échantillonné avec une période T =0.05s 7

o le spectre de x(t) a trois composantes :
w1 =5 rad/s, wo =1 rad/s et w3 = 100 rad/s
o le support du spectre est :
[—wo wo] = [—100 100]
o la pulsation d'échantillonnage doit vérifier : we > 2w = 200 rad/s
o la période d'échantillonnage doit vérifier : T < wlo =0.0314 s



6.2 Théoreme de Shannon

Théoréme de Shannon

Soit un signal continu x(t) dont le spectre est a support borné [—wp wo.
Le signal x(t) est échantillonné a la pulsation we = 2= pour obtenir x*(t).
Le signal continu peut &tre reconstruit a partir de x*(t) si we > 2wp

e Application :
Peut on reconstruire le signal x(t) = sin(100t)+0.5sin(t)+0.24sin(5t),
s'il a été échantillonné avec une période T =0.05s 7

o le spectre de x(t) a trois composantes :
w1 =5 rad/s, wo =1 rad/s et w3 = 100 rad/s
o le support du spectre est :
[—wo wo] = [—100 100]
o la pulsation d'échantillonnage doit vérifier : we > 2w = 200 rad/s
o la période d'échantillonnage doit vérifier : T < wlo =0.0314 s
e T =0.05 s est trop grand, le signal ne pourra pas étre reconstruit
correctement.



6.3 Propriétés des systemes a temps discret

Le systeme X a temps discret est linéaire si, pour toutes constantes « et (3,
et tous signaux d'entrée x;(t) et x5 (t), on a la propriété suivante :

e si l'entrée x;(t) provoque la sortie y;*(t)
e si l'entrée x5 (t) provoque la sortie y5(t)

e alors I'entrée x(t) = ax{(t) + Bx5(t) provoque la sortie
y(t) = ayy (t) + By; (t)
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o alors la réponse a une entrée u*(t — mT), est donnée par y*(t — mT)




6.3 Propriétés des systemes a temps discret

sz

Linéarité

Le systeme X a temps discret est linéaire si, pour toutes constantes « et (3,
et tous signaux d'entrée x;(t) et x5 (t), on a la propriété suivante :

e si l'entrée x;(t) provoque la sortie y;*(t)

e si I'entrée x5 (t) provoque la sortie y5(t)

e alors I'entrée x(t) = ax{(t) + Bx5(t) provoque la sortie
y(t) = ayy (t) + By; (t)

Stationnarité

Un processus a temps discret est stationnaire, si pour tout entier m

o si la réponse du systéme a I'entrée u*(t) est y*(t)
o alors la réponse a une entrée u*(t — mT), est donnée par y*(t — mT)

Causalité

Un processus a temps discret est causal si y(nT) dépend uniquement :

o des valeurs de la sortie y(kT) pour k < n

o des valeurs de I'entrée x(kT) pour k < n




6.3 Systemes a temps discret

analogie continu/discret :
continu ~ discret
dérivation ~ prévision
eq. différentielle ~ eq. récurrence

Systeme a temps discret

Un systéme linéaire stationnaire causal a temps discret est décrit par une
relation de récurrence entre les signaux d'entrée x*(t) et de sortie y*(t) :

aoy (tHary (t=TH- . 4any*(t—=nT)=box™ (t Hb1 x* (t=T H- . Abmx™ (t=mT)
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analogie continu/discret :
continu ~ discret
dérivation ~ prévision
eq. différentielle ~ eq. récurrence

Systeme a temps discret

Un systéme linéaire stationnaire causal a temps discret est décrit par une
relation de récurrence entre les signaux d'entrée x*(t) et de sortie y*(t) :

aoy (tHary (t=TH- . 4any*(t—=nT)=box™ (t Hb1 x* (t=T H- . Abmx™ (t=mT)

Exemple :
Y (8) + Ly (E = T) = ()
pour x*(t) =T(t)et T=0.1s.
y*(t)={L 0.5 0.75 0.63 0.69 0.66 ...}



6.3 Systemes a temps discret

analogie continu/discret :
continu ~ discret
dérivation ~ prévision
eq. différentielle ~ eq. récurrence

Systeme a temps discret

Un systéme linéaire stationnaire causal a temps discret est décrit par une
relation de récurrence entre les signaux d'entrée x*(t) et de sortie y*(t) :

aoy (tHary (t=TH- . 4any*(t—=nT)=box™ (t Hb1 x* (t=T H- . Abmx™ (t=mT)

Exemple : ]
(1) + by (t = T) = x(t) s .
pour x*(t) =T (t) et T=0.1s. . P e

y*(t)={1 0.5 0.75 0.63 0.69 0.66 ...}
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6.3 Systemes a temps discret

@ Soit un systeme linéaire, causal, stationnaire
x*(t) yH(t)

@ on suppose connaitre sa réponse impulsionnelle h*(t)

8*(t) h¥*(t)

T
[ R R

@ en décomposant |'entrée sous la forme
o0
= x(kT)5*(t — kT)
k=0

@ par linéarité et stationnarité, on peut écrire

() = h () <X (1)]




6.3 Systemes a temps discret

@ Soit un systeme linéaire, causal, stationnaire
x*(t) yH(t)

@ on suppose connaitre sa réponse impulsionnelle h*(t)

8*(t) h¥*(t)

@ en décomposant |'entrée sous la forme
o0
= x(kT)5*(t — kT)
k=0

@ par linéarité et stationnarité, on peut écrire

() = h () <X (1)]

— il faut un outil mathématique pour manier la convolution (~ T. Laplace)



6.4 Transformée en z

Transformée en z

La transformée en z du signal x*(t) (causal) est définie par :

+0o0

Z(x*(1) = X(2) = Y _x(kT)z"*

k=0




6.4 Transformée en z

La transformée en z du signal x*(t) (causal) est définie par :

+0o0

Z(x*(1) = X(2) = Y _x(kT)z"*

k=0

| A\

Transformée inverse en z

La transformée inverse d'une fraction rationnelle en z, X(z), est donnée par

Z-1(X(2)) = x*(t) = %/CX(z)zk_ldz

ou C, centré en |'origine, entoure tous les pdles de X(z).




6.4 Transformée en z

Transformée en z

La transformée en z du signal x*(t) (causal) est définie par

+o0

X(z) =Y _x(kT)z™*

k=0

v
Transformée inverse en z

La transformée inverse d'une fraction rationnelle en z, X(z), est donnée par

Z-1(X(2)) = x*(t) = %/CX(z)zk_ldz

ou C, centré en |'origine, entoure tous les pdles de X(z)

Exemples :
_>

Impulsion unitaire :  Z(§*(t)) =1
—

Echelon unitaire 1 Z(*(t)) = —

r
1—z—
Exponentielle :  Z({e72"}en)

4

z—l

%

1

J— 4
1—e— aTZ 1 = z_e—al




6.4 Propriétés de la transformée en z

@ Linéarité :

Z(ax{(t) + Bx3 (1)) = aXi(z) + Xa(2)
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o Linéarité :
Z(axy(t) + x5 (1)) = aXi(z) + BXa(2)
o Transformée en z d’un signal retardé :

Z(x*(t—nT))=z""X(2)
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o Linéarité :
Z(axy(t) + x5 (1)) = aXi(z) + BXa(2)
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@ Transformée en z d’un produit de convolution :
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6.4 Propriétés de la transformée en z

o Linéarité :
Z(ax{(t) + Bx3 (1)) = aXi(z) + Xa(2)
o Transformée en z d’un signal retardé :
Z(x*(t—nT))=z""X(2)
@ Transformée en z d’un produit de convolution :
20 (1) 5 (1)) = Xu(2)Xa(2)
o Valeur finale d’un signal :

lim x*(t) = lim(1— z_l)X(z)

t—+o0 z—1

e Valeur initiale d’un signal :

x*(0) = lim X(z)

z—+00
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6.4 Fonction de transfert en z

@ La relation entrée/sortie d'un systéme linéaire (...) a temps discret est
(0 vio

S s

y*(t) = h*(t) » x*(t)
— or la T.Z. d’un produit de convolution est un produit

Z(h(t) x x* (1)) = H(2)X(2)

— donc la relation entrée/sortie peut s'écrire

| Y(2) = H2)X(2)]




6.4 Fonction de transfert en z

@ La relation entrée/sortie d'un systéme linéaire (...) a temps discret est
(0 vio

S s

y*(t) = h*(t) » x*(t)
— or la T.Z. d’un produit de convolution est un produit

Z(h(t) x x* (1)) = H(2)X(2)

— donc la relation entrée/sortie peut s'écrire

| Y(2) = H2)X(2)]

Fonction de transfert en z

Un systeme linéaire, stationnaire et causal a temps discret est décrit par sa
fonction de transfert H(z).
La fonction de transfert H(z) est la T.Z. de la réponse impulsionnelle :

H(z) = 2(h*(t))




6.4 Fonction de transfert en z

@ On considére un systéeme a temps discret décrit par :

y' () +y (t—T)+01y*(t —2T) = x"(t) +x*(t = T) = 3x*(t — 37)



6.4 Fonction de transfert en z

@ On considére un systéeme a temps discret décrit par :
y' () +y (t—T)+01y*(t —2T) = x"(t) +x*(t = T) = 3x*(t — 37)
o Par linéarité et avec Z(x*(t —nT)) =z "X(z), on a:

Y(2) +z271Y(2) +0.1272Y(2) = X(2) + z 7' X(2) — 3z273X(2)



6.4 Fonction de transfert en z

@ On considére un systéeme a temps discret décrit par :
y' () +y (t—T)+01y*(t —2T) = x"(t) +x*(t = T) = 3x*(t — 37)
@ Par linéarité et avec Z(x*(t —nT)) =z""X(z), on a :
Y(2) +z271Y(2) +0.1272Y(2) = X(2) + z 7' X(2) — 3z273X(2)
@ La fonction de transfert est donc définie par :

1+2z1-3273
_ X
1z 11012
H(z)

Y(2)

ou encore (pour faire apparaitre tous les péles) :

2B4+22-3
=302 (2)
z3+2z24+0.1z
—_—
H(z)

Y(2)
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6.5 Discrétisation de fonction de transfert en p

o Filtrage de signaux a temps discret
spécifications fréquentielles

I .
synthese de filtre

filtre a temps continu H(p)
Il
discrétisation

filtre a temps discret H(z)
Il
T.Z. inverse

Relation de récurrence entre signaux a temps discret
@ Il manque une relation entre les variables p et z
p  ~ dérivation
z71 ~retardde T
z ~ avance de T



6.5 Discrétisation arriere (simple)

@ On considere un systeme dérivateur y(t) = dx(t)/dt, sa F.T. est :

Y(p)=L (d);(tt)> = pX(p)
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@ On considere un systeme dérivateur y(t) = dx(t)/dt, sa F.T. est :

Y(p)=L (d);(tt)> = pX(p)

@ La T.Z. du signal dérivé est :
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@ Exemple : On discrétise la fonction de transfert H(p) = 55




6.5 Discrétisation arriere (simple)

@ On considere un systeme dérivateur y(t) = dx(t)/dt, sa F.T. est :
dx(t
Y(p)=L ( d(t )> = pX(p)

@ La T.Z. du signal dérivé est :

V() =2 (T) 2 <x*(r)xT*(tT)> 1 ’TfIX(z)

— On obtient Hy(z) a partir de H(p) avec le changement de variable :

1-—z1
T

pf\./

1
2p+1

@ Exemple : On discrétise la fonction de transfert H(p) =

o Pour T=1s —

_ 1 _ 1
Ha(z) = e




6.5 Discrétisation arriere (simple)

@ On considere un systeme dérivateur y(t) = dx(t)/dt, sa F.T. est :
dx(t
Y(p)=L ( d(t )> = pX(p)

@ La T.Z. du signal dérivé est :

V() =2 (T) 2 <x*(r)xT*(tT)> 1 ’TfIX(z)

— On obtient Hy(z) a partir de H(p) avec le changement de variable :

1-—z1
T

pf\./

1

@ Exemple : On discrétise la fonction de transfert H(p) = 55

o Pour T=1s— a
HdZ :71, :71, N

( ) 21—i 1+1 3—2z—1 o7t o

“l

oo §

o Pour T=0.1s—
Hd(z) = L = L

21—2*1 +1 21-20z—1
0.1
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Y(z)=2 (T) =Z <X*(t+ Tﬁx*(t)> =2 ; 1X(z)




6.5 Discrétisation avant (simple)
) =

@ On considere un systeme dérivateur y(t) = dx(t)/dt, sa F.T. est :

Y(p)=L (d);(tt)> = pX(p)

@ La T.Z. du signal dérivé est :

V() =z (dxd(tt)> _ 2 <x*(t+T)x*(t)> _z- 1X(z)

-
— On obtient Hy(z) a partir de H(p) avec le changement de variable :

z—1
T

pN




6.5 Discrétisation avant (simple)
) =

@ On considere un systeme dérivateur y(t) = dx(t)/dt, sa F.T. est :

Y(p)=L (d);(tt)> = pX(p)

@ La T.Z. du signal dérivé est :

Y(z)=2 (T) =Z <X*(t+ Tﬁx*(t)> =2 1X(z)

— On obtient Hy(z) a partir de H(p) avec le changement de variable :

z—1
T

pN
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e Exemple : On discrétise la fonction de transfert H(p) = il
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@ On considere un systeme dérivateur y(t) = dx(t)/dt, sa F.T. est :

Y(p)=L (d);(tt)> = pX(p)

@ La T.Z. du signal dérivé est :

Y(z)=2 (T) =Z <X*(t+ Tﬁx*(t)> =2 1X(z)

— On obtient Hy(z) a partir de H(p) avec le changement de variable :

z—1
T

pN

2

e Exemple : On discrétise la fonction de transfert H(p) = il

o Pour T=03s —

Hi(z) = —2_ — _06
d( ) =1 z—0.7




6.5 Discrétisation avant (simple)
) =

@ On considere un systeme dérivateur y(t) = dx(t)/dt, sa F.T. est :

Y(p)=L (d);(tt)> = pX(p)

@ La T.Z. du signal dérivé est :

Y(z)=2 (T) =Z <X*(t+ Tﬁx*(t)> =2 1X(z)

— On obtient Hy(z) a partir de H(p) avec le changement de variable :

z—1
T

pN

2

e Exemple : On discrétise la fonction de transfert H(p) = il

o Pour T=03s —

Hi(z) = —2_ — _06
d( ) =1 z—0.7

o Pour T=0.1s —

Hi(z) = —2_ — _02
d( ) =1 z—0.9




6.5 Discrétisation par la méthode des trapezes (précise)

o On considere un intégrateur : y(t) = [; x de F.T. Y(p) = sX(p)

y(t+T) =y(t)+/t+ x(r)dr = OB Chatl)

( T
)



6.5 Discrétisation par la méthode des trapezes (précise)

o On considere un intégrateur : y(t) = [; x de F.T. Y(p) = sX(p)

et Ty =y + [ x(r)dr =yt + D
)

2(y(t+ T) = y(1)) = T (x(t+ T) + x(1))
2Az-1)Y(2) = T(z+ 1)X(2)
— on obtient Hy(z) a partir de H(p) avec le changement de variable

2(z—-1)
T(z+1)

~




6.5 Discrétisation par la méthode des trapezes (précise)

o On considere un intégrateur : y(t) = [; x de F.T. Y(p) = sX(p)

y(t+ T)Z)/(t)—&-/tt+ x(7)dT ~ ()—&—WT
2(y(t+ T)—y(t)) = T (x(t + T) + x(1))

)=
2z -1)Y(2) = T(z+1)X(2)
— on obtient Hy(z) a partir de H(p) avec le changement de variable
2(z—-1)
PE T+

e Exemple : On discrétise la fonction de transfert H(p) = m
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o On considere un intégrateur : y(t) = [; x de F.T. Y(p) = sX(p)

W+ D=y + [ str)dr =y + ST DT
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PE T+

e Exemple : On discrétise la fonction de transfert H(p) = m

o Pour T = 0.325 —
_ 0.182240.36z40.18
Ha(z) = 0.192210.1210.07
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o On considere un intégrateur : y(t) = [; x de F.T. Y(p) = sX(p)
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2(y(t+ T) = y(1)) = T (x(t+ T) + x(1))

2z -1)Y(2) = T(z+1)X(2)
— on obtient Hy(z) a partir de H(p) avec le changement de variable
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e Exemple : On discrétise la fonction de transfert H(p) = m

o Pour T = 0.325 —
_ 0.182°40.36240.18
Ha(z) = 0.192240.1z+0.07

o Pour T=0.1s—

— 0.027+0.047+0.02
Ha(z) = 0.0722—0.062z-0.03
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o On considere un intégrateur : y(t) = [; x de F.T. Y(p) = sX(p)

W+ D=y + [ str)dr =y + ST DT
)

2(y(t+ T) = y(1)) = T (x(t+ T) + x(1))

2z -1)Y(2) = T(z+1)X(2)
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6.6 Synthese d'un filtre discret

@ On veut filtrer un signal mesuré toutes les 10 ms afin :

e amplifier d'au moins —3 dB les pulsations entre 0.2 et 5 rad/s
o amplifier d'au plus —40 dB les pulsations w < 0.02 ou w > 50 rad/s
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e amplifier d'au moins —3 dB les pulsations entre 0.2 et 5 rad/s
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6.6 Synthese d'un filtre discret

@ On veut filtrer un signal mesuré toutes les 10 ms afin :

e amplifier d'au moins —3 dB les pulsations entre 0.2 et 5 rad/s
o amplifier d'au plus —40 dB les pulsations w < 0.02 ou w > 50 rad/s

o facteur de forme : e = /104/10 —1 =1

@ sélectivité : k = M = 0.096

e ordre du FPBNE n > 22— f_18—>n_2
200} )




6.6 Synthese d'un filtre discret

On veut filtrer un signal mesuré toutes les 10 ms afin :

e amplifier d'au moins —3 dB les pulsations entre 0.2 et 5 rad/s
o amplifier d'au plus —40 dB les pulsations w < 0.02 ou w > 50 rad/s

facteur de forme : e = 1/104/10 —1 =1

°
o sélectivité : k = % = 0.096
@ ordre du FPBNE n > Ay _ 18 3n=2

20Iog( %)

o filtre passe-bas normalisé équivalent : H,(p,) = L

P2+v2pa+1



6.6 Synthese d'un filtre discret

@ On veut filtrer un signal mesuré toutes les 10 ms afin :

e amplifier d'au moins —3 dB les pulsations entre 0.2 et 5 rad/s
o amplifier d'au plus —40 dB les pulsations w < 0.02 ou w > 50 rad/s

facteur de forme : e = 1/104/10 —1 =1

sélectivité : k = % = 0.096
at+ —Wa—

As—Ap _
ordre du FPBNE n > 200g(2) 1.8—>n=2

o filtre passe-bas normalisé équivalent : H,(p,) = L

P2+v2pa+1

dénormalisation p, = —%— (ﬂ + L) = ﬁ (p + %)

Wpt —Wp— p wo



6.6 Synthese d'un filtre discret

@ On veut filtrer un signal mesuré toutes les 10 ms afin :

e amplifier d'au moins —3 dB les pulsations entre 0.2 et 5 rad/s
o amplifier d'au plus —40 dB les pulsations w < 0.02 ou w > 50 rad/s

facteur de forme : e = 1/104/10 —1 =1

sélectivité : k = % = 0.096
at+ —Wa—

As—Ap _
ordre du FPBNE n > 200g(2) 1.8—>n=2

o filtre passe-bas normalisé équivalent : H,(p,) = L

P2+v2pa+1
4 H H _ wo wo P _ 1 1
] = —=0 = £ —_ = £
dénormalisation p, P ( >+ WO) 75 (p + p)
: . _ 23.04p>
o filtre passe-bande : H(p) = s 75557125 04776 788571



6.6 Synthese d'un filtre discret

@ On veut filtrer un signal mesuré toutes les 10 ms afin :

e amplifier d'au moins —3 dB les pulsations entre 0.2 et 5 rad/s
o amplifier d'au plus —40 dB les pulsations w < 0.02 ou w > 50 rad/s

facteur de forme : e = 1/104/10 —1 =1

sélectivité : k = % = 0.096
at+ —Wa—

As—Ap _
ordre du FPBNE n > 200g(2) 1.8—>n=2

o filtre passe-bas normalisé équivalent : H,(p,) = L

P2+v2pa+1
4 H H _ wo wo P _ 1 1
] = —=0 = £ —_ = £
dénormalisation p, P ( >+ WO) 75 (p + p)
: . _ 23.04p>
o filtre passe-bande : H(p) = s 75557125 04776 788571

@ discrétisation : p = %



6.6 Synthese d'un filtre discret

@ On veut filtrer un signal mesuré toutes les 10 ms afin :

e amplifier d'au moins —3 dB les pulsations entre 0.2 et 5 rad/s
o amplifier d'au plus —40 dB les pulsations w < 0.02 ou w > 50 rad/s

o facteur de forme : ¢ = \/104/10 — 1 =1
o sélectivité : k = === = 0,096

As—Ap _
@ ordre du FPBNE n > 2000g(1) — 1.8—=n=2

o filtre passe-bas normalisé équivalent : H,(p,) =

1

P2+v2pa+1
@ dénormalisation p, = ﬁ (% + w%) = ﬁ (p + %)
p p— .
23.04p>

o filtre passe-bande : H(p) =

p'6.788p7+25.04p716.788p+ 1
P 2z—1
@ discrétisation : p = %

0.0005568z* —0.0011142240.0005568

o filtre passe-bande discret : Hy(z) = 213082591 5.59827 -3 501510 0344




6.6 Synthese d'un filtre discret

On veut filtrer un signal mesuré toutes les 10 ms afin :

e amplifier d'au moins —3 dB les pulsations entre 0.2 et 5 rad/s
o amplifier d'au plus —40 dB les pulsations w < 0.02 ou w > 50 rad/s

o facteur de forme : e = /104/10 —1 =1

@ sélectivité : k = % = 0.096

@ ordre du FPBNE n > =18—>n=2

Iog( k)

o filtre passe-bas normalisé équivalent : H,(p,) = L

P2+v2pa+1
@ dénormalisation p, = ﬁ (% + w%) = ﬁ (p + %)
p p— .
23.04p>

o filtre passe-bande : H(p) = s 75557125 04776 788571

@ discrétisation : p = %

: . ) __ 0.0005568z*—0.0011142%+0.0005568
o filtre passe-bande discret : Hy(z) = 273 9395575, 79827 — 3 B012+0.0344

@ Récurrence : y*(t)=3.932y*(t— T)—5.798y*(t—2T)+3.801y*(t—3T)—
0.9344y*(t—4T) + 0.0005568x*(t) —0.001114x*(t—2T)+0.0005568x* (t —4T)




6.6 Synthese d'un filtre discret

@ Diagramme de Bode du filtre o Filtrage de

H(p)‘: | o x*(t)=sin(0.02t Hsin(t Hsin(50t)

seule sin(t) est en bande
passante



