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1 Objectifs

Données : entrée x(t) et sortie y(t) mesurées d’un système
fichier dataSS4.mat sur Arche

⇓
Identification

minimisation de Ji (θ) =
∫∞

0
1
2 (ym(t, θ)− y(t))2dt

⇓

Résultat : modèle du système Gm(p) t.q. : ym(t) ≈ y(t)

⇓
Contrôle

minimisation de Jc(θc) =
∫∞

0
1
2 (yBF (t, θc)− ys(t))2dt

⇓

Résultat : correcteur C (p) t.q. : yBF (t) ≈ ys(t)
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2.a Identification

On cherche un modèle du système de la forme : Gm(p) = b1p+b0

a2p2+a1p+1

Trouver θ = [a1 a2 b0 b1]T qui minimise le critère :

Ji (θ) =
1

2

∫ ∞
0

(ym(t, θ)− y(t))2dt

Minimisation itérative par l’algorithme de Newton-Raphson :

θk+1 = θk −
(
d2Ji (θk)

dθ2

)−1(
dJi (θk)

dθ

)
A chaque itération il faut calculer le gradient et le hessien du critère

G (θk) =
dJi (θk)

dθ
H(θk) =

d2Ji (θk)

dθ2

Gm(p)

G(p)

+−
X(p) Ym(p)

Y (p)

calcul de Ji(θ), ∂Ji
∂θ et ∂2Ji

∂θ2

actualisation de θ

Ym(p)−Y (p)

système réel
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2.a et 2.b Calculs des gradient et hessien

Critère : Ji (θ) = 1
2

∫∞
0

(ym(t, θ)− y(t))2dt
Gradient (dérivée première) :

dJi (θ)

dθ
=

∫ ∞
0

(
∂ym(t, θ)

∂θ

)
(ym(t, θ)− y(t))dt

Approché par une somme de Riemann :

dJi (θ)

dθ
≈

N∑
n=1

(
∂ym(tn, θ)

∂θ

)
(ym(tn, θ)− y(tn))δt

Sous forme matricielle :

dJi (θ)

dθ
≈


σa1 (t1) σa1 (t2) . . . σa1 (tN)
σa2 (t1) σa2 (t2) . . . σa2 (tN)
σb0 (t1) σb0 (t2) . . . σb0 (tN)
σb1 (t1) σb1 (t2) . . . σb1 (tN)



ym(t1, θ)− y(t1)
ym(t2, θ)− y(t2)

...
ym(tN , θ)− y(tN)

 δt
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2.c Fonctions de sensibilité

Relation entrée/sortie du modèle :

Ym(p, θ) =

(
b1p + b0

a2p2 + a1p + 1

)
X (p)

Equation différentielle équivalente :

a2
∂2ym(t, θ)

∂t2
+ a1

∂ym(t, θ)

∂t
+ ym(t, θ) = b1

dx(t)

dt
+ b0x(t)

Dérivées par rapport à a1, a2, b0 et b1 :

a2
∂2σa1

∂t2
+ a1

∂σa1

∂t
+
∂ym
∂t

+ σa1 = 0

∂2ym(t, θ)

∂t2
+ a2

∂2σa2

∂t2
+ a1

∂σa2

∂t
+ σa2 = 0

a2
∂2σb0

∂t2
+ a1

∂σb0

∂t
+ σb0 = x(t)

a2
∂2σb1

∂t2
+ a1

∂σb1

∂t
+ σb1 =

dx(t)

dt
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2.c Fonctions de sensibilité
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a2
∂2ym(t, θ)

∂t2
+ a1

∂ym(t, θ)

∂t
+ ym(t, θ) = b1

dx(t)

dt
+ b0x(t)
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Dérivées par rapport à a1, a2, b0 et b1 :
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2.d Fonctions de transfert des fonctions de sensibilité

Equations différentielles vérifiées par les fonctions de sensibilité :
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dt
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( −p
a2p2 + a1p + 1

)
Ym(p, θ)
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( −p2

a2p2 + a1p + 1

)
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(
1

a2p2 + a1p + 1

)
X (p)

L(σb1 (t, θ)) = Σb1 (p, θ) =

(
p

a2p2 + a1p + 1

)
X (p)
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2.e Algorithme de Newton-Raphson

Initialisation
Choisir θ, ε et G > ε
Tant que (||G || > ε)
Définir a1, . . . , b1

Simuler Gm(p) → valeurs de ym(t)
Simuler Ha1 (p), . . . ,Hb1 (p) → valeurs de σa1 (t), . . . , σb1 (t)
Calculer G et H
Calculer θ ← θ − H−1G
Fin
Simuler Gm(p) → valeurs de ym(t)
Tracer ym et y



2.e Algorithme de Newton-Raphson

T= [1 2 3 4]’;eps=0.001;G=1;dt=.25;

while (abs(G)>eps)

a1=T(1);a2=T(2);b0=T(3);b1=T(4);

Gm=tf([b1 b0],[a2 a1 1]);

ym=lsim(Gm,x,t);

sa1=lsim(tf([-1 0],[a2 a1 1]),ym,t);

sa2=...

sb0=...

sb1=...

G=[sa1 sa2 sb0 sb1]’*(ym-y)*dt;

H=...

T=T-H^-1*G;

end

a1=T(1);a2=T(2);b0=T(3);b1=T(4);

Gm=tf([b1 b0],[a2 a1 1]);

ym=lsim(Gm,x,t);

plot(t,x,t,y,t,ym),legend(’x’,’y’,’ym’)
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2.f Comparaison sortie / sortie modélisée



2.f Evolution du critère et des paramètres



3.a Synthèse du correcteur

On cherche un correcteur PID : C (p) = a+bp+cp2

p

Trouver θc =[a b c]T qui minimise : Jc(θc)= 1
2

∫∞
0

(yBF (t, θc)−ys(t))2dt
où ys est la sortie souhaitée en BF : G0 = 1 et tp = 1.5 s :

Gs(p) =
1

0.1357p2 + 0.4687p + 1

Minimisation itérative par l’algorithme de Newton-Raphson :

θc,k+1 = θc,k − (J ′′c (θc,k))
−1

(J ′c(θc,k))

A chaque itération il faut calculer le gradient G (θc,k) = J ′c(θc,k) et le
hessien H(θc,k) = J ′′c (θc,k) du critère

C(p, θc) Gm(p)

Gs(p)

+

− +−
X(p) YBF (p)

Ys(p)

calcul de Jc(θc),
∂Jc
∂θc

et ∂2Jc
∂θ2

c

actualisation de θc

YBF (p)−Ys(p)

réponse souhaitée
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3.b Comparaison sortie souhaitée en BF / sortie en BO
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Gradient (dérivée première) :

dJc(θc)

dθ
=

∫ ∞
0

(
∂yBF (t, θc)
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Gradient (dérivée première) :

dJc(θc)

dθ
=

∫ ∞
0

(
∂yBF (t, θc)

∂θc

)
(yBF (t, θ)− ys(t))dt
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Approché par une somme de Riemann :

d2Jc(θc)

dθ2
c

≈
N∑

n=1

(
∂yBF (tn, θc)

∂θc

)(
∂yBF (tn, θc)

∂θc

)T

δt

Sous forme matricielle :

d2Jc(θc)

dθ2
c

≈

σa(t1) σa(t2) . . . σa(tN)
σb(t1) σb(t2) . . . σb(tN)
σc(t1) σc(t2) . . . σc(tN)



σa(t1) σb(t1) σc(t1)
σa(t2) σb(t2) σc(t2)

...
...

...
σa(tN) σb(tN) σc(tN)

 δt



3.c Calculs des gradient et hessien

Critère : Jc(θc) = 1
2

∫∞
0

(yBF (t, θc)− ys(t))2dt
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
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
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...

...
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3.d Fonctions de sensibilité

Relation entrée/sortie du système en BF
(
HBF = CG

1+CG

)
:

YBF (p, θc) =
ab0 +(ab1 +bb0)p+(cb0 +bb1)p2 +cb1p

3

ab0 +(ab1 +bb0 +1)p+(cb0 +bb1 +a1)p2 +(cb1 +a2)p3
X (p)

Equation différentielle équivalente :

ab0yBF +(ab1 +bb0 +1)y ′BF +(cb0 +bb1 +a1)y ′′BF +(cb1 +a2)y ′′′BF =

ab0x+(ab1 +bb0)x ′+(cb0 +bb1)x ′′+cb1x
′′′

Dérivées par rapport à a, b et c :

ab0σa+(ab1+bb0+1)σ′a+(cb0+bb1+a1)σ′′a+(cb1+a2)σ′′′a =b0(x−yBF )+b1(x ′−y ′BF )

ab0σb+(ab1+bb0+1)σ′b+(cb0+bb1+a1)σ′′b+(cb1+a2)σ′′′b =b0(x ′−y ′BF )+b1(x ′′−y ′′BF )

ab0σc+(ab1+bb0+1)σ′c+(cb0+bb1+a1)σ′′c+(cb1+a2)σ′′′c =b0(x ′′−y ′′BF )+b1(x ′′′−y ′′′BF )
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ab0σa+(ab1+bb0+1)σ′a+(cb0+bb1+a1)σ′′a+(cb1+a2)σ′′′a =b0(x−yBF )+b1(x ′−y ′BF )

ab0σb+(ab1+bb0+1)σ′b+(cb0+bb1+a1)σ′′b+(cb1+a2)σ′′′b =b0(x ′−y ′BF )+b1(x ′′−y ′′BF )

ab0σc+(ab1+bb0+1)σ′c+(cb0+bb1+a1)σ′′c+(cb1+a2)σ′′′c =b0(x ′′−y ′′BF )+b1(x ′′′−y ′′′BF )



3.d Fonctions de sensibilité
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3.e Fonctions de transfert des fonctions de sensibilité

Equations différentielles vérifiées par les fonctions de sensibilité :
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Fonctions de transfert des fonctions de sensibilités :

L(σa(t, θc)) = Σa(p, θc) =

(
b0 + b1p

ab0 +. . .+(cb1 +a2)p3

)
(X (p)− YBF (p, θc))
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2

ab0 +. . .+(cb1 +a2)p3
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3
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Equations différentielles vérifiées par les fonctions de sensibilité :
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3.f Algorithme de Newton-Raphson

Simulation de ys(t)
Simuler Gs(p) → valeurs de ys(t)
Initialisation
Choisir θc , ε et G > ε
Tant que (||G || > ε)
Définir a, b, c
Simuler GBF (p) → valeurs de yBF (t)
Simuler Ha(p),Hb(p),Hc(p) → valeurs de σa(t), σb(t), σc(t)
Calculer G et H
Calculer θc ← θc − H−1G
Fin
Simuler GBF (p) → valeurs de yBF (t)
Tracer ys et yBF



3.f Algorithme de Newton-Raphson

Gs=tf(1,[0.1357 0.4687 1]);

ys=lsim(Gs,x,t);

Tc= [1 2 3]’;eps=0.001;G=1;dt=.25;

while (abs(G)>eps)

a=Tc(1);b=Tc(2);c=Tc(3);

Den=[c*b1+a2 c*b0+b*b1+a1 a*b1+b*b0+1 a*b0]

GBF=tf([c*b1 c*b0+b*b1 a*b1+b*b0 a*b0],Den);

yBF=lsim(GBF,x,t);

sa=lsim(tf([b1 b0],Den),x-yBF,t);

sb=...

sc=...

G=[sa sb sc]’*(yBF-ys)*dt;

H=...

Tc=Tc-H^-1*G;

end

a=Tc(1);b=Tc(2);c=Tc(3);

Den=[c*b1+a2 c*b0+b*b1+a1 a*b1+b*b0+1 a*b0]

GBF=tf([c*b1 c*b0+b*b1 a*b1+b*b0 a*b0], Den);

yBF=lsim(GBF,x,t);

plot(t,x,t,ys,t,yBF),legend(’x’,’ys’,’yBF’)
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3.g Comparaison sortie BF / sortie souhaitée



3.g Evolution du critère et des paramètres


