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1.1 Signaux et systéemes

Qu’est ce qu’un systeme (physique, chimique, ...) ?

Entrée(s)] gysTEME

Sortie(s)

@ un objet défini par une frontiere, des variables d'entrée et de sortie

@ un ensemble d'éléments reliés par des liens fonctionnels



1.1 Signaux et systéemes

Qu’est ce qu’un systeme (physique, chimique, ...) ?

Entrée(s) SYSTEME Sortie(s)

@ un objet défini par une frontiere, des variables d'entrée et de sortie

@ un ensemble d'éléments reliés par des liens fonctionnels

On représente un systéme par un modele ...
@ qui est un ensemble de relations mathématiques entre des grandeurs
physiques,
@ qui approche le comportement réel du systéeme,

@ dont la complexité dépend de I'utilisation.



1.1 Signaux et systéemes

Grandeur physique mesurable porteuse d’une information

— position, vitesse, température, ...




1.1 Signaux et systéemes

Grandeur physique mesurable porteuse d’une information

— position, vitesse, température, ...

Quelques caractéristiques de signaux :
e monodimensionnel / vecteur
@ entrée / sortie du systéme
@ mesuré / non mesuré
@ contrdlable / incontrdlable
@ dépendant du temps, de I'espace, de la fréquence, ...
°

temps continu (x(t) connu Vt) ou discret (x(t) connu pour t = kT,
k € N)



1.2 Systemes linéaires

Systeme linéaire
Le systeme X est linéaire si, pour toutes constantes « et [3, et tous signaux
d'entrée x;(t) et xx(t), on a la propriété suivante :

e si le signal x;(t) appliqué au systeme ¥ provoque la sortie yi(t)
e si le signal x>(t) appliqué au systeme X provoque la sortie y>(t)

e alors le signal x(t) = axi(t) + Bxz(t) appliqué au systeme X provoque
la sortie y(t) = ayi(t) + By»(t)

1(t yi(t)
i ‘: 1(t) yi(t) 2

25(t) ya(t)

systeme

() + @t yi(t) + yoft)

AN - T A




1.2 Systemes linéaires (a plusieurs entrées)

Principe de superposition

Si un systeme linéaire a plusieurs entrées, la réponse a toutes les entrées est
la somme des réponses a chaque entrée, ou la réponse a une entrée est
obtenue en annulant les autres entrées.

2 (t)
2o(t) =0 SYSéme
linéaire y(t) = hy(t)xz1(t)

1,, (t)=




1.2 Systemes linéaires (a plusieurs entrées)

Principe de superposition

Si un systeme linéaire a plusieurs entrées, la réponse a toutes les entrées est
la somme des réponses a chaque entrée, ou la réponse a une entrée est
obtenue en annulant les autres entrées.

2o(t) syseme
linéaire y(t) = ho(t)xzs(t)




1.2 Systemes linéaires (a plusieurs entrées)

Principe de superposition

Si un systeme linéaire a plusieurs entrées, la réponse a toutes les entrées est
la somme des réponses a chaque entrée, ou la réponse a une entrée est
obtenue en annulant les autres entrées.

2o(t) =0 SYSéme
linéaire y(t) = ha(t)xz(t)




1.2 Systemes linéaires (a plusieurs entrées)

Principe de superposition

Si un systeme linéaire a plusieurs entrées, la réponse a toutes les entrées est
la somme des réponses a chaque entrée, ou la réponse a une entrée est
obtenue en annulant les autres entrées.

x1(t)
(1) syseme
linéaire () = ha(E) ks (6)+hoza(t)+ . A ()20 (t)




1.2 Systemes invariants dans le temps

Systeme invariant dans le temps

Le systeme X est invariant dans le temps si :
e le signal x(t) appliqué au systeme X provoque la sortie y(t)

e le signal x(t — 7) appliqué au systéme X provoque la sortie y(t — 7),
pour tout T

N |\

x(t—7) y(t—7
e I




1.2 Systémes causaux

Systeme causal

L'effet (variation de la sortie) suit la cause (variation de I'entrée) dans le
temps

z(t) y(t)
N NGA

t t
to to

Globalement, I'entrée doit étre dérivée moins de fois que la sortie car :
° fOtX(T)dT dépend du passé
e x(t) dépend de I'avenir



1.2 Systemes linéaires, invariants dans le temps et causaux

Eq. diff. linéaire a coeff. constants <+ syst. linéaire invariant et causal

Un systéme d'entrée x(t) et de sortie y(t) décrit par une équation
différentielle linéaire a coefficients constants avec n > m :

d"y(t dy(t dmx(t dx(t
Y()+~-+a1 y()+aoy(t):bm d:,ﬁ)+~-~+b1%

box(t
dtn dt + box(t)

dn

est linéaire, invariant dans le temps et causal.

e Linéaire : pas de terme en x2(t), \/y'(t), x(t)/y3(t), etc
@ Invariant dans le temps : pas de coeff variant a;(t), etc.

o Causal : y plus dérivé que x soit n > m



1.2 Exemple : un réacteur chimique

On consideére un réacteur chimique : qe(t), CaD)
e réaction A — B .
e vitesse de réaction : k = kge ’T 1
e volume V constant \4
cA(t) qs(t)’ CA(t)’
cy(t) ca(t)
-_—

@ Mettre en équation le systeme

@ Quelle hypothése faire avoir un modéle linéaire, invariant et causal 7



1.2 Exemple : un réacteur chimique

On consideére un réacteur chimique : qe(t), CaD)
e réaction A — B .
e vitesse de réaction : k = kge ’T 1
e volume V constant \4
cA(t) qs(t)’ CA(t)’
cy(t) ca(t)
-_—

=

@ Mettre en équation le systeme
Véa(t) = qe(t)cac(t) — (as(t) + Vk)ea(t)
VCB(t) = 7qs(t)CB(t) + VkCA(t)

@ Quelle hypothése faire avoir un modéle linéaire, invariant et causal 7



1.2 Exemple : un réacteur chimique

On consideére un réacteur chimique : qe(t), CaD)
e réaction A — B .
e vitesse de réaction : k = kge ’T 1
e volume V constant \4
cA(t) qs(t)’ CA(t)’
cy(t) ca(t)
-_—

=

@ Mettre en équation le systeme
Véa(t) = qe(t)cac(t) — (as(t) + Vk)ea(t)
VCB(t) = 7qs(t)CB(t) + VkCA(t)

@ Quelle hypothése faire avoir un modéle linéaire, invariant et causal 7
Pour V, g. = gs constants

VCA(t) + (qs + Vk)CA(t) = quAe(t)
Vég(t) + gsca(t) = Vkea(t)



1.2 Linéarisation de systemes dynamiques

Malheureusement ...

. aucun systeme n'est réellement linéaire

y=f(x)

NS -




1.2 Linéarisation de systemes dynamiques

Malheureusement ...

. aucun systeme n'est réellement linéaire

y=f(x)

-/ Y =Qu

Un modele linéaire d'un systeme non linéaire :
@ est globalement faux



1.2 Linéarisation de systemes dynamiques

Malheureusement ...

. aucun systeme n'est réellement linéaire

x(

Un modeéle linéaire d'un systéme non linéaire :
@ est globalement faux
@ est une approximation valable localement autour d'un point de
fonctionnement (xo, ¥o)



1.2 Linéarisation de systemes dynamiques

Malheureusement ...

. aucun systeme n'est réellement linéaire

()

Un modele linéaire d'un systeme non linéaire :
@ est globalement faux
@ est une approximation valable localement autour d'un point de
fonctionnement (xo, ¥o)
@ peut se déduire par linéarisation (developpement de Taylor)

dy(xo)
dx

y(x) = y(x0) + (x = x0) + o(x — x0)



1.2 Linéarisation de systemes dynamiques

Malheureusement ...

. aucun systeme n'est réellement linéaire

Yo

systéme linéaire

Un modele linéaire d'un systeme non linéaire :
@ est globalement faux
@ est une approximation valable localement autour d'un point de
fonctionnement (xp, ¥o)
@ peut se déduire par linéarisation (developpement de Taylor)



1.2 Exemple : un réacteur chimique (suite)

On consideére un réacteur chimique :

e réaction A — B

e vitesse de réaction :

e volume V constant
® ge(t) = qs(t)

E
k= koe_ﬁ

qc(t)a CAc(t)

o

A\
Ca(®) q,(1), e (1),
ep(t) eu()

=

Comment obtenir un modele linéaire dans le cas ot gs(t) = ge(t) ?



1.2 Exemple : un réacteur chimique (suite)

On considére un réacteur chimique : qe(D), Cclt)
e réaction A — B . —l
e vitesse de réaction : k = kgpe™ ’F
e volume V constant V()
o Ca(t (D), ca(D),
* qe(t) = gs(t) bt U CA;@)
e —

=

Comment obtenir un modele linéaire dans le cas ot gs(t) = ge(t) ?

t)~ ca(t) ~ =92 _¢
@ On suppose : 9e(t) = Geo = A(t) Geo KV Ae0
cae(t) = caeo ca(t) =~ T KV CAO



1.2 Exemple : un réacteur chimique (suite)

On considére un réacteur chimique : qe(D), Cclt)
e réaction A — B . —l
e vitesse de réaction : k = kgpe™ ’F
e volume V constant V()
o Ca(t (D), ca(D),
* qe(t) = gs(t) bt U CA;@)
e —

=

Comment obtenir un modele linéaire dans le cas ot gs(t) = ge(t) ?
t) = ca(t) =~ =90 ¢,
e On suppose : qe( ) deo N A( ) qeO,ijV Ae0
Cae(t) ~ caeo ca(t) ~ o+ kv CAeO
@ Faire le développement de Taylor autour de cae(t) & Caeo, Ge(t) & geo,
ca(t) & cap et cg(t) ~ cpo de :
{cA(t) = 94 (cae(t) — ca(t) — kea(t)

CB(t) = 77%“)\55(” —+ kCA(t)



1.2 Exemple : un réacteur chimique (suite)

On considére un réacteur chimique : qe(D), Cclt)
e réaction A — B . —l
e vitesse de réaction : k = kgpe™ ’F
e volume V constant V()
o Ca(t (D), ca(D),
* qe(t) = gs(t) bt U CA;@)
e —

=

Comment obtenir un modele linéaire dans le cas ot gs(t) = ge(t) ?

t)~ ca(t) ~ =92 _¢
@ On suppose : 9e(t) = Geo = A(t) Geo KV Ae0
cae(t) = caeo ca(t) =~ T KV CAO

@ Faire le développement de Taylor autour de cae(t) & Caeo, Ge(t) & geo,
ca(t) & cap et cg(t) ~ cpo de :
ealt) = =H (cae(t) — ca(t)) — kea(t)
{éB(t) _ 7qe(f)\fs(f) + kea(t)
@ Pour avoir :
Sca(t) = L2z 5q(t) + 9P dcae(t) — (%2 + k) dea(t)
dep(t) = =20qe(t) — %2 dca(t) + kdca(t)




1.3 Transformation de Laplace

Rappels. Définition et propriétés de la transformation de Laplace:
o définition : L(x(t)) = X(p) = [, ™ x(t)e~P'dt, p € C, Re(p) > 0



1.3 Transformation de Laplace

Rappels. Définition et propriétés de la transformation de Laplace:
o définition : L(x(t)) = X(p) = [, ™ x(t)e~P'dt, p € C, Re(p) > 0
o lindarité : L(x1(t) + x2(t)) = X1(p) + Xa(p)



1.3 Transformation de Laplace

Rappels. Définition et propriétés de la transformation de Laplace:
définition : L(x(t)) = X(p) = [," x(t)eP'dt, p € C, Re(p) >0
linéarité : L(x1(t) + x2(t)) = X1(p) + Xa(p)

dérivation : L£(x'(t)) = pX(p) — x(0)

intégration : L (fot X(u)du) = %X(p)

(]

(]



1.3 Transformation de Laplace

Rappels. Définition et propriétés de la transformation de Laplace:
définition : L(x(t)) = X(p) = [," x(t)eP'dt, p € C, Re(p) >0

o lindarité : L(x1(t) + x2(t)) = X1(p) + Xa(p)
e dérivation : L(x'(t)) = pX(p) — x(0)

e intégration : L (fot X(u)du) = %X(p)

@ convolution : L(x(t)*y(t)) = X(p)Y(p)



1.3 Transformation de Laplace

Rappels. Définition et propriétés de la transformation de Laplace:
o définition : L(x(t)) = X(p) = [, x(t)e Ptdt, p € C, Re(p) >0
o lindarité : L(xi(t) + x(t)) = ( )+ X2(p)

@ dérivation : L(x'(t )) = pX(p) x(0 )

@ intégration : ( %
@ convolution : £(x (t)*y(t)) X(p ) (p)
e valeur initiale : lim¢_,o x(t) = limp_00 pX(p)

o valeur finale : lim;_,oo x(t) = limp_0 pX(p)



1.3 Transformation de Laplace

Rappels. Définition et propriétés de la transformation de Laplace:
o définition : L(x(t)) = X(p) = [, x(t)e Ptdt, p € C, Re(p) >0
o lindarité : L(xi(t) + x(t)) = ( )+ X2(p)

@ dérivation : L(x'(t )) = pX(p) x(0 )

@ intégration : ( %

@ convolution : £(x (t)*y(t)) X(p ) (p)

e valeur initiale : lim¢_,o x(t) = limp_00 pX(p)
o valeur finale : lim;_,oo x(t) = limp_0 pX(p)

principal intérét

La transformation de Laplace convertit une eq. diff. linéaire a coefficients
constants en une équation polyndmiale en p.

— dans I'exemple du réacteur on peut écrire :
ACa(p) = 4B ACA(p) +

den(

— autour d'une position d'équilibre on peut écrire : AY(p) = ';‘;T((p))AX( )



1.3 Transformation de Laplace (suite)

Rappels. Quelques transformées utiles :



1.3 Transformation de Laplace (suite)

Rappels. Quelques transformées utiles :
e dirac: L(4(t)) =1



1.3 Transformation de Laplace (suite)

Rappels. Quelques transformées utiles :
e dirac: L(4(t)) =1
o échelon : L(I(t)) = ;
e exponentielle : L(e™?) =

p+a



1.3 Transformation de Laplace (suite)

Rappels. Quelques transformées utiles :
e dirac: L(4(t)) =1
o échelon : L(I(t)) = ;
e exponentielle : L(e™?) =
1

P+a

o rampe : L(t) =



1.3 Transformation de Laplace (suite)

Rappels. Quelques transformées utiles :
e dirac: L(4(t)) =1
@ échelon : L(T'(t)) =

1
p

o exponentielle : L(e™%) = 1
e rampe : L(t) = %

@ cosinus : L(cos(wt)) = ﬁ
o sinus : L(sin(wt)) = %




1.3 Transformation de Laplace (suite)

Rappels. Quelques transformées utiles :
e dirac: L(4(t)) =1
o échelon : L(I(t)) = ;

e exponentielle : L(e™?) =
1

P+a

o rampe : L(t) =

@ cosinus : L(cos(wt)) = 2

pPtw?
@ sinus : L(sin(wt)) = %5

@ puissance : L(t") = p’n’L

@ puissance x exponentiel : L(t"e™?") = ﬁ



1.4 Fonction de transfert : exemple (suite du réacteur)

Pour V, g et gs constants
o Equations différentielles

Véa(t) +(gs + Vk)ca(t) = gecae(t)
Viég(t) + gsca(t) = Vkea(t)



1.4 Fonction de transfert : exemple (suite du réacteur)

Pour V, g et gs constants
o Equations différentielles

Véa(t) +(gs + Vk)ca(t) = gecae(t)
Viég(t) + gsca(t) = Vkea(t)

@ Transformée de Laplace
Calp) = (vt ) Caelp) + (2% )
Co(p) = (wstar) Calp) + (v520)
(on peut aussi se débarrasser des C.l. en considérant des variations
autour d'un point d'équilibre coincidant avec I'état a t = 0)




1.4 Fonction de transfert : exemple (suite du réacteur)

Pour V, g et gs constants
o Equations différentielles

VC‘A(t) + (CIs + Vk)CA(t)
VCB(t) + QSCB(t)

@ Transformée de Laplace

Ca(p) =
Ce(p) =

@ Schéma bloc
CA(:(]))

m) Cae(p) + (

= (eCAe

(t)

= VkCA(t)

Vp+ge+kV

Vea(0) )

kv Vep(0)
Vp+qe) CA(p) + (Vp+qe)
(on peut aussi se débarrasser des C.l. en considérant des variations
autour d'un point d'équilibre coincidant avec I'état a t = 0)

9e
Vp+ge+kV

Calp)

kV

Cp(p)

Vp+qs




1.4 Fonction de transfert : exemple (suite du réacteur)

Pour V constant et g.(t) = gs(t), on définit § = (t) = *(t) — o
o Equations différentielles
5.CA(t) = 7@‘60\7“0 dge(t) + L\E/O(SCAe(t) - (L\;O + k) dea(t)
dcp(t) = =00qe(t) — “2dcp(t) + kdca(t)



1.4 Fonction de transfert : exemple (suite du réacteur)

Pour V constant et g.(t) = gs(t), on définit § = (t) = *(t) — o
o Equations différentielles

5.CA(t) = C*‘e"i\;c“)&qe(t) + L\E/O(SCAe(t) — (L\;O + k) (5CA(t)
dcp(t) = =20qe(t) — 42 dca(t) + kdca(t)

@ Transformée de Laplace
ACA(p) = 2=y ) AQu(p) + vty ) ACaclp)
_ (= KV
ACs(p) = vPi'ifeo> AQe(p) + (vp+qeo> ACa(p)




1.4 Fonction de transfert : exemple (suite du réacteur)

Pour V constant et g.(t) = gs(t), on définit § = (t) = *(t) — o
o Equations différentielles
5.CA(t) = 7@‘60\7“0 dge(t) + L\E/O(SCAe(t) - (L\e/o + k) dea(t)

dcp(t) = =00qe(t) — “2dcp(t) + kdca(t)

@ Transformée de Laplace

ACa(p) =
ACg(p) =

@ Schéma bloc
ACA&(P

CAe0 — CAQ
Vp+qeo+kV
—CBo
Vp+qeo

AQe(p)

qe0
Vp+qeo+kV

; ) AQe(P)(+ (vpri2my ) ACa()
AQe(p) +

kV
vt ) ACa(p)

AC4(p

kV.

CAe0—CAN

V p+qeo+kV]

Vptaeo

—CBo

Vp+aeo




1.4 Fonction de transfert

Dans I'exemple précédent :

o Je VCA(O)
Cate) = (v/o+qe+kV)CAe(”)+ (VP+Qe+kV>

entrée/sortie conditions initiales

Plus généralement:

La fonction de transfert...

@ est le lien entrée / sortie, sans les conditions initiales
@ est une fraction rationnelle en p
@ s'obtient a partir de I'équation différentielle

@ est définie par la T.L. de la réponse a x(t) = d(t)




1.4 Définition d'une fonction de transfert

La fonction de transfert s'obtient également a partir de I'équation
différentielle entrée/sortie :



1.4 Définition d'une fonction de transfert

La fonction de transfert s'obtient également a partir de I'équation
différentielle entrée/sortie :
@ On considére I'équation différentielle :
n , m

Z 2 dt’ Z dtJ

i=0 Jj=




1.4 Définition d'une fonction de transfert

La fonction de transfert s'obtient également a partir de I'équation
différentielle entrée/sortie :
@ On considére I'équation différentielle :

~ diy(t) d'x(t)
2 a dti _be dti

i=0 j=0

@ apres transformation de Laplace, on obtient :

Za; (piY(p) - Zp"”y(k)(O*)> = ij < ZPH kb (") )



1.4 Définition d'une fonction de transfert

La fonction de transfert s'obtient également a partir de I'équation
différentielle entrée/sortie :
@ On considére I'équation différentielle :

" diy(n) O, dx(1)
Za’ dti _be dti

i=0 j=0

@ apres transformation de Laplace, on obtient :

Za; (piY(p) - Zp"”y(k)(O*)> = ij < ZPH kb (") )

@ autrement dit :
V() = T B oy Do Tico a7 | S Yo bip T x(07)

ioaip’ i aip’ E,:o aip’

H(p) C.I. sur y(t) et x(t)



1.4 Définition d'une fonction de transfert

La fonction de transfert s'obtient également a partir de I'équation
différentielle entrée/sortie :

@ On considére I'équation différentielle :

" diy(n) O, dx(1)
Za’ dti _be dti

i=0 j=0

@ apres transformation de Laplace, on obtient :

Za; (piY(p) - Zp"”y(k)(O*)> = ij < ZPH kb (") )

@ autrement dit :

z, " bip! POLIPD DTl O (140 B DI ST Ol ()
Y(P) = X(p)+ n 7 -
oaip’ >oipaip Z,:o ajp'
N—_———
H(p) C.l. sur y(t) et x(t)

@ pour des conditions initiales nulles, il vient :

app"+---+aip+ao

Y(p) = H(p)X(p) avec H(p)=




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs
u HO) 3 v u y
}" < — HEHE) >
H,(p)

Y U+ y
— HD) [ v 3 Hp) >
— Hp)

u y u y

—>{ H,(p) ¥ Hp) > <> — HoHp) —>

u t y u y

H,(p)
_’_ﬁ H,(p) T — — 1+H,(p).-H,(p) >
H,(p)




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs

Fonction de transfert en boucle fermée :

X(p)

+




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs

Fonction de transfert en boucle fermée :

- Hi(p) Y(p)
Hs(p) :|

Hy(p)Y (p)

X(p)




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs

Fonction de transfert en boucle fermée :

X(p) X(p)—Ha(p)Y (p)
» Hl (p) T Y(p)
Hs(p)

Hy(p)Y (p)




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs

Fonction de transfert en boucle fermée :

X(p) X(p)—Ha(p)Y (p)

. Hy(p) :|_Y<p>H1<p><X<p>Hz<p>Y<p>>
Hy(p)

Hy(p)Y (p)




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs

Fonction de transfert en boucle fermée :

X(p) X(p)—Ha(p)Y (p)

- Hi(p) Y ()= Hi(p) (X ()~ Ha(p)Y ()
. H,(p)
Y= T, (p () P
Hs(p)
Hy(p)Y (p)




1.4 Fonction de transfert et algebre des blocs

Fonction de transfert en boucle fermée :

X(p) X(p)—Ha(p)Y (p)

+ /i _ H,

Hy(p)Y (p)




1.5 Réponse temporelle d'un systeme linéaire

La sortie d’un systeme linéaire peut s’écrire :

Numkl Numyo( p) 0 (0
Y(p) = H(p)X(p) +Z Den(p +Z Den(p (0)



1.5 Réponse temporelle d'un systeme linéaire

La sortie d’un systeme linéaire peut s’écrire :

V(o) = o




1.5 Réponse temporelle d'un systeme linéaire

La sortie d’un systeme linéaire peut s’écrire :

V(o) = o

Aprés décomposition en éléments simples, trois cas sont a distinguer :




1.5 Réponse temporelle d'un systeme linéaire

La sortie d’un systeme linéaire peut s’écrire :

V(o) = o

Aprés décomposition en éléments simples, trois cas sont a distinguer :
~ . 7 . . . . 1
@ pdle simple réel distinct : Y(p) = e o

— réponse en exponentielle : y(t) = ™" + ...
— convergeant si le pdle est négatif



1.5 Réponse temporelle d'un systeme linéaire

La sortie d’un systeme linéaire peut s’écrire :
~ Num(p)

Y(p) = Den(p)

Aprés décomposition en éléments simples, trois cas sont a distinguer :
~ . 7 . . . . 1
@ pdle simple réel distinct : Y(p) = e o

— réponse en exponentielle : y(t) = ™" + ...
— convergeant si le pdle est négatif

o pole réel multiple : Y(p) = m
— réponse en exponentielle * puissance de t : y(t) = (k—ll)! thtepot 1
— convergeant si le pole est négatif



1.5 Réponse temporelle d'un systeme linéaire

La sortie d’un systeme linéaire peut s’écrire :
~ Num(p)

Y(p) = Den(p)

Aprés décomposition en éléments simples, trois cas sont a distinguer :
@ pdle simple réel distinct : Y(p) = ﬁ +...

— réponse en exponentielle : y(t) = ™" + ...
— convergeant si le pdle est négatif

o pole réel multiple : Y(p) = m
— réponse en exponentielle * puissance de t : y(t) = (k—ll)! thtepot 1
— convergeant si le pole est négatif

@ pdles complexes conjugués : Y(p) = p_zpo + p_f% +... (o pp=a+ip)
— réponse sinusoidale * exponentielle : y(t)=2|z|e“*cos(arg(z) + Bt}+. ..

— convergeant si le pdle est a partie réelle négative



2.1 Définition et intérét des systemes du 1 ordre

Définition

Un systeme du 1¢" ordre est décrit par I'équation différentielle :

dy(t
T ) = k(e)
dt
sa fonction de transfert est : H(p) = ﬁ
Vocabulaire :
@ T est appelé constante de temps (unité : s)
o K est appelé gain statique, (unité : ¢ca dépend)



2.1 Définition et intérét des systemes du 1 ordre

Définition

Un systeme du 1¢" ordre est décrit par I'équation différentielle :

dy(t
T ) = k(e)
dt
sa fonction de transfert est : H(p) = ﬁ
Vocabulaire :
@ T est appelé constante de temps (unité : s)
o K est appelé gain statique, (unité : ¢ca dépend)

Permet de modéliser un systéme dont la sortie :
@ ... suit I'entrée avec un temps de réponse, quantifié par T

o ... amplifie I'entrée en régime permanent (K = y(00)/x(0))



2.2 Réponses temporelles d'un systeme du 1€ ordre

Quelle est la sortie y(t) lorsque :
@ x(t) est une impulsion? (X(p) =1) (réponse impulsionnelle)
@ x(t) est un échelon? (X(p) = %) (réponse indicielle)
@ x(t) est une sinusoide? (X(p) = ¥z) (réponse fréquentielle)



2.2 Réponses temporelles d'un systeme du 1€ ordre

Quelle est la sortie y(t) lorsque :

@ x(t) est une impulsion? (X(p) =1) (réponse impulsionnelle)

@ x(t) est un échelon? (X(p) = %) (réponse indicielle)

@ x(t) est une sinusoide? (X(p) = ¥z) (réponse fréquentielle)
Méthode :

Calculs de y(t) = £71 (TKTPX(p)) pour les différentes entrées possibles.



2.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme du 1€ ordre

On considére une entrée impulsionnelle : x(t) = §(t)

@ Pour y(07)=0,laT.L. dela
sortie est donnée par :

K K/T

T1+Tp  p+1/T

Y(p)



2.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme du 1€ ordre

On considére une entrée impulsionnelle : x(t) = §(t)

@ Pour y(07)=0,laT.L. dela
sortie est donnée par :

K K/T

T1+Tp  p+1/T

Y(p)

@ La réponse temporelle est donc :

K
y(t) = 7e_t/T



2.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme du 1€ ordre

On considére une entrée impulsionnelle : x(t) = §(t)

@ Pour y(07)=0,laT.L dela ’
sortie est donnée par :

K K/T s

Y = 1:
P =Ry -

@ La réponse temporelle est donc :

K
Y(f)=79_t/T
enrouge: K=3, T=6
enbleu : K=1,T=2



2.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme du 1€ ordre

On considére une entrée impulsionnelle : x(t) = §(t)

@ Pour y(07)=0,laT.L dela ’
sortie est donnée par :

K K/T s

Y = 1:
P =Ry -

@ La réponse temporelle est donc :

K
Y(f)=79_t/T
enrouge: K=3, T=6
enbleu : K=1,T=2

A noter : discontinuité en t =0 : lim;_,o- = 0 # lim,_o+ = K/T



2.2 Réponse indicielle d'un systeme du 1" ordre

On considére une entrée échelon unitaire : x(t) = ()

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K 1 1
0= = (5 prr)



2.2 Réponse indicielle d'un systeme du 1" ordre

On considére une entrée échelon unitaire : x(t) = ()

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K 1 1
0= = (5 prr)

La réponse indicielle d'un syst. du 1" ordre est :

y(t)=K (1 — e_t/T)

@ K donne le gain statique (rapport des signaux en régime permanent)

@ T quantifie la vitesse du systeme



2.2 Réponse indicielle d'un systeme du 1" ordre

Influence du gain statique K

enrouge: K=1, T
enbleu : K=2,T=



2.2 Réponse indicielle d'un systeme du 1" ordre

Influence du gain statique K Influence du temps de réponse T

enrouge: K=1,T=3 enrouge: K=2,T=1
enbleu : K=2,T=3 enbleu : K=2, T=3



2.2 Réponse indicielle d'un systeme du 1" ordre

Quelques données a retenir :

@ temps de réponse a 5% : A
ts% ~ 3T -

@ temps de réponse a 2% :
thy, ~ 4T

@ temps de réponse 3 1% :
tig, = 5T

temps de réponse & 5% : 3T=9

exemple pour K =1et T =3



2.2 Réponse indicielle d'un systeme du 1" ordre

Quelques données a retenir :

@ temps de réponse a 5% : A
3T
@ temps de réponse 3 2% :
too, = 4T
@ temps de réponse a 1% :
tig, = 5T
@ valeur finale pour x(t) = I'(¢) :
limi 0o y(t) = K
@ valeur initiale de la pente : IR S i

exemple pour K =1et T =3



2.2 Réponse sinusoidale d'un systeme du 1 ordre

On considére une entrée sinusoidale : x(t) = sin(wt)

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K w
Y =
() 1+ Tp (P2+w2>

_ K Tw n w Twp
1+ T2 | p+1/T  p2+w? p?+w?
—_——— —\

sinus cosinus



2.2 Réponse sinusoidale d'un systeme du 1 ordre

On considére une entrée sinusoidale : x(t) = sin(wt)

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K w
Y(p) =
0= 1375 (s

_ K Tw n w Twp
1+ T2 | p+1/T  p2+w? p?+w?

La réponse sinusoidale d'un syst. du 1¢" ordre est :

- UJKT —t/T K .
y(t) = T T22¢ + N sin(wt — Atan(wT))
—_————

transitoire permanent




2.2 Réponse sinusoidale d'un systeme du 1 ordre

On considére une entrée sinusoidale : x(t) = sin(wt)

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K w
Y(p) =
() 1+ Tp (P2+w2>

_ K Tw n w Twp
1+ T2 | p+1/T  p2+w? p?+w?
~ ~

La réponse sinusoidale d'un syst. du 1¢" ordre est :

wKT

K
= —— e t/T4_ 7 _ sn(wt— At T
y(t) ek I 1Jr7_2wzsm(w an(wT))
—_————

transitoire permanent

@ la sortie oscille a la méme fréquence w que I'entrée



2.2 Réponse sinusoidale d'un systeme du 1 ordre

On considére une entrée sinusoidale : x(t) = sin(wt)

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K w
Y(p) =
0= 1375 (s

_ K Tw n w Twp
1+ T2 | p+1/T  p2+w? p?+w?

La réponse sinusoidale d'un syst. du 1¢" ordre est :

wKT

K
t) = ——— —t/T e —1 t — At T
y(t) T3 72026 + T sin(w an(wT))
—_————

transitoire permanent

@ la sortie oscille a la méme fréquence w que I'entrée

o le signal d'entrée est amplifié de |H(jw)| = ﬁ



2.2 Réponse sinusoidale d'un systeme du 1 ordre

On considére une entrée sinusoidale : x(t) = sin(wt)

@ Pour y(0) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

K w
Y(p) =
0= 1375 (s

_ K Tw n w Twp
1+ T2 | p+1/T  p2+w? p?+w?

La réponse sinusoidale d'un syst. du 1¢" ordre est :

wKT

K
t) = ——— —t/T e —1 t — At T
y(t) T3 72026 + T sin(w an(wT))
—_————

transitoire permanent

@ la sortie oscille a la méme fréquence w que I'entrée

o le signal d'entrée est amplifié de |H(jw)| = ﬁ

o le signal d’'entrée est déphasé de Arg(H(jw)) = —Atan(wT)



2.2 Exemples de réponses sinusoidales d'un systeme du 1¢

ordre

On considére une entrée de la forme : u(t) = sin(wt)
Rappel :

wKT _
y(t) = vr

K .
= me + ﬁ sm(wt — Atan(wT))

Réponse pour K=1, T=05et w=1

en noir : entrée
en rouge : sortie



2.2 Exemples de réponses sinusoidales d'un systeme du 1¢

ordre

On considére une entrée de la forme : u(t) = sin(wt)
Rappel :

wKT _
y(t) = vr

K .
= me + ﬁ sm(wt — Atan(wT))

Réponse pour K=1, T=05et w=1 Réponse pour K=1, T=0.5et w=10

en noir : entrée en noir : entrée
en rouge : sortie en rouge : sortie



3.1 Définition et intérét des systemes d'ordre 2

Un systeme du deuxieme ordre est décrit par I'équation différentielle :

1 Py(e) |, 22 dy(o)

t) = Kx(t
w3 dt? wo dt +y(t) A

sa fonction de transfert est : H(p) =

K
7 2z
7(2) P +70 p+1




3.1 Définition et intérét des systemes d'ordre 2

Définition

Un systeme du deuxieme ordre est décrit par I'équation différentielle :

L&Y 228 |y e

w3 dt? wo dt
; : _ K
sa fonction de transfert est : H(p) = T EprT
0
Vocabulaire :
@ wq est appelé pulsation propre (unité : rad/s)
@ z est appelé coefficient d’amortissement (sans unité)

o K est appelé gain statique, (unité : ca dépend)



3.1 Définition et intérét des systemes d'ordre 2

Définition

Un systeme du deuxieme ordre est décrit par I'équation différentielle :

L&Y 228 |y e

w3 dt? wo dt
; : _ K
sa fonction de transfert est : H(p) = T EprT
0
Vocabulaire :
@ wq est appelé pulsation propre (unité : rad/s)
@ z est appelé coefficient d’amortissement (sans unité)
o K est appelé gain statique, (unité : ca dépend)

Permet de modéliser un systéme dont la sortie :
@ ... suit I'entrée avec un temps de réponse
@ ... oscille éventuellement avant de se stabiliser (£ 1% ordre)

@ ... varie peu au début de la réponse (# 1¢ ordre)



3.2 Réponses temporelles d'un systeme d'ordre 2

Quelle est la sortie y(t) lorsque :
@ x(t) est une impulsion? (réponse impulsionnelle)
@ x(t) est un échelon? (réponse indicielle)

@ x(t) est une sinusoide? (réponse fréquentielle)



3.2 Réponses temporelles d'un systeme d'ordre 2

Quelle est la sortie y(t) lorsque :

@ x(t) est une impulsion? (réponse impulsionnelle)
@ x(t) est un échelon? (réponse indicielle)
@ x(t) est une sinusoide? (réponse fréquentielle)
Méthode :
Calculs de y(t) = £} (B,)QJFKWX(p)) pour les différentes entrées
“0

possibles.



3.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme d'ordre 2

On considére une entrée impulsionnelle : x(t) = (t)

@ Pour y(07) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

Kw? Kw? 1 1
V) = et 1= (L)
p? + 2zwop + wy pL—p2\P—P1 P—P2

@ Trois cas sont a distinguer suivant la valeur de z :



3.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme d'ordre 2

On considére une entrée impulsionnelle : x(t) = (t)

@ Pour y(07) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

Kw? Kw? 1 1
V) = et 1= (L)
p? + 2zwop + wy pL—p2\P—P1 P—P2

@ Trois cas sont a distinguer suivant la valeur de z :
e z > 1 = combinaison linéaire d'exponentielles :

y(t) = — KW —zwor (ewwzfn _ e_womt>
2/Z22 -1




3.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme d'ordre 2

On considére une entrée impulsionnelle : x(t) = (t)

@ Pour y(07) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

Kw? Kw? 1 1
V) = et 1= (L)
p? + 2zwop + wy pL—p2\P—P1 P—P2

@ Trois cas sont a distinguer suivant la valeur de z :
e z > 1 = combinaison linéaire d'exponentielles :

y(t) = — KW —zwor (ewwzfn _ e_womt>
2/Z22 -1

o z=1= exponentielle X t:

’y(t) = Kuwgte "




3.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme d'ordre 2

On considére une entrée impulsionnelle : x(t) = (t)

@ Pour y(07) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :

Kw? Kw? 1 1
V) = et 1= (L)
p? + 2zwop + wy pL—p2\P—P1 P—P2

@ Trois cas sont a distinguer suivant la valeur de z :
e z > 1 = combinaison linéaire d'exponentielles :

y(t) = — KW —zwor (ewwzfn _ e_womt)
2/Z22 -1

o z=1= exponentielle X t:

’y(t) = Kuwgte "

e z < 1 = oscillations amorties :

_ Kwo —zwgt - 2
y(t) = me sin(woV/'1 — z%t)




3.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme d'ordre 2

Exemples de réponses impulsionnelles d’un systeme d’ordre 2 :

8

@ en rouge :
z=2, K=2etwy=5 5

4




3.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme d'ordre 2

Exemples de réponses impulsionnelles d’un systeme d’ordre 2 :

8

@ en rouge :
z=2, K=2etwy=5 5

4

@ en bleu : 3
z=1, K=2etwy=5




3.2 Réponse impulsionnelle d'un systeme d'ordre 2

Exemples de réponses impulsionnelles d’un systeme d’ordre 2 :

8

@ en rouge :
z=2, K=2etwy=5 6

4

@ en bleu : >
z=1 K=2etwy=5

@ en noir :
Z:0.2,K22etW0:5 k) 1 2 3 . s 6



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

On considére une entrée indicielle : x(t) = I'(t)
@ Pour y(07) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :
Kw? 1

Y(p)= 0 2
(P) p? + 2zwop + w3 p



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

On considére une entrée indicielle : x(t) = I'(t)

@ Pour y(07) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :
Kw3 1

p? + 2zwop + wy P

@ Pour z > 1 = racines réelles simples



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

On considére une entrée indicielle : x(t) = I'(t)

@ Pour y(07) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :
Kw3 1

p? + 2zwop + wy P

@ Pour z > 1 = racines réelles simples

o Les 3 racines simples sont :

pp=0 , p1=—zwo+wovVz2—1 et pr=—zwo—wov/z2—-1



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

On considére une entrée indicielle : x(t) = I'(t)

@ Pour y(07) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :
Kw3 1

p? + 2zwop + wy P

@ Pour z > 1 = racines réelles simples

o Les 3 racines simples sont :

pp=0 , p1=—zwo+wovVz2—1 et pr=—zwo—wov/z2—-1

o La décomposition en éléments simples donne :

Kwi (1 1
Y(p)=—w°(f+ ( PR__ P ))
pip2 \p p1—p2 \P—Pp1 p—p2




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

On considére une entrée indicielle : x(t) = I'(t)

@ Pour y(07) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :
Kw3 1

p? + 2zwop + wy P

@ Pour z > 1 = racines réelles simples

o Les 3 racines simples sont :

pp=0 , p1=—zwo+wovVz2—1 et pr=—zwo—wov/z2—-1

o La décomposition en éléments simples donne :

Kuwi (1 1
Y(p)=—w°(f+ ( R___H~ ))
pp2 \p  pL—p2\p—p1 P—p2

o La réponse temporelle est donc :

Y= (14 5 (= VA DoV TR (1 eV )




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

On considére une entrée indicielle : x(t) = I'(t)

@ Pour y(07) =0, la T.L. de la sortie est donnée par :
Kw3 1

p? + 2zwop + wy P

@ Pour z > 1 = racines réelles simples

o Les 3 racines simples sont :

pp=0 , p1=—zwo+wovVz2—1 et pr=—zwo—wov/z2—-1

o La décomposition en éléments simples donne :

Kuws (1 1
Y(p):ﬂ(er ( P p ))
pp2 \p P—p\p—pP Pp—p

o La réponse temporelle est donc :

Y= (14 5 (= VA DoV TR (1 eV )

o La valeur finale est K (le gain statique), atteinte par valeurs inférieures



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

ng 1

("] Y(p) est donnée par Y(p) = mp



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

< Kuw}
e Y(p) est donnée par : Y(p) = WM%

@ Pour z =1 = racine simple en p =0 et double en p = —wy



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

. Kw?
e Y(p) est donnée par : Y(p) = WM%
@ Pour z =1 = racine simple en p =0 et double en p = —wy

o La T.L. de y(t) est alors :

Kw3
Y(p) = 0
2 P(p + wo)?



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

ng 1

("] Y(p) est donnée par Y(p) = m;

@ Pour z =1 = racine simple en p =0 et double en p = —wy
o La T.L. de y(t) est alors :

Kw3
Y(p) = 0
2 P(p + wo)?

o La décomposition en éléments simples donne :

O =K (G ot )




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

_ Keg 1

pP+2zwop+w? p

@ Pour z =1 = racine simple en p =0 et double en p = —wy
o La T.L. de y(t) est alors :

@ Y(p) est donnée par: Y(p) =

Kw3
Y(p) = 0
2 P(p + wo)?

o La décomposition en éléments simples donne :

O =K (G ot )

o La réponse temporelle est donc :

‘y(t) =K (1 — (1 + wot)e )




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

_ Keg 1

pP+2zwop+w? p

@ Pour z =1 = racine simple en p =0 et double en p = —wy
o La T.L. de y(t) est alors :

@ Y(p) est donnée par: Y(p) =

Kw3
Y(p) = 0
2 P(p + wo)?

o La décomposition en éléments simples donne :

O =K (G ot )

o La réponse temporelle est donc :

‘y(t) =K (1 — (1 + wot)e )

o idem cas précédent : la valeur finale est K (le gain statique), atteinte
par valeurs inférieures



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

2
Kuwy

@ Y(p) est donnée par: Y(p) = m%



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

. Kw}
@ Y(p) est donnée par: Y(p) = WM%

@ Pour z < 1 = racines complexes conjuguées



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

___Keg 1
pP+2zwop+w? p
@ Pour z < 1 = racines complexes conjuguées

e Y(p) est donnée par: Y(p) =

o Les 3 racines simples sont :

po=0 , p1=—zwo+jwoV1—22 et pr=—zwo— jwoy/1— Z2



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

___Keg 1
pP+2zwop+w? p
@ Pour z < 1 = racines complexes conjuguées

e Y(p) est donnée par: Y(p) =

o Les 3 racines simples sont :

po=0 , p1=—zwo+jwoV1—22 et pr=—zwo— jwoy/1— Z2

o La décomposition en éléments simples donne :

Kw? (1 1
Y(p) = w0(7+ ( PR__ P ))
pip2 \P PL—P2\P—P1 P—Pp




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

___Keg 1
pP+2zwop+w? p
@ Pour z < 1 = racines complexes conjuguées

e Y(p) est donnée par: Y(p) =

o Les 3 racines simples sont :

po=0 , p1=—zwo+jwoV1—22 et pr=—zwo— jwoy/1— Z2

o La décomposition en éléments simples donne :

Kw? (1 1
Y(p) = w0(7+ ( PR__ P ))
pip2 \P PL—P2\P—P1 P—Pp

o La réponse temporelle est donc :

y(t)=K (17 %sin(wo\/lfz2t+¢)), pour d):Atan( 1zZ2>




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

ng 1

e Y(p) est donnée par: Y(p) = T 2zw0p TR b

@ Pour z < 1 = racines complexes conjuguées

o Les 3 racines simples sont :

po=0 , p1=—zwo+jwoV1—22 et pr=—zwo— jwoy/1— Z2

o La décomposition en éléments simples donne :

Kw? (1 1
Y(p) = w0(7+ ( PR__ P ))
pip2 \P PL—P2\P—P1 P—Pp

o La réponse temporelle est donc :

o La valeur finale est K (le gain statique), atteinte apreés des oscillations
amorties



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Exemples de réponses indicielles d’un systeme d’ordre 2 :

16

@ en rouge :
z=2 K=1letwy=D>5rad/s

14




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Exemples de réponses indicielles d’un systeme d’ordre 2 :

@ en rouge :
z=2 K=1letwy=D>5rad/s

@ en bleu : o
z=1 K=1letwy=D5rad/s




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Exemples de réponses indicielles d’un systeme d’ordre 2 :

@ en rouge :
z=2 K=1letwy=D>5rad/s

@ en bleu : o
z=1 K=1letwy=D5rad/s

@ en noir :
z=0.2, K=1etwy=>5rad/s




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Quelques données a retenir pour le cas z < 1 :

e valeur finale pour x(t) =T(t) :

Ilm t—s y( t) frng K amblitude du 1er dépassement
o) =

valeur finale.

pseudo période

temps du 1er dépassement

”l

L L
o 3 4 5 6

K=1, :O.2etw0:5rad/s




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Quelques données a retenir pour le cas z < 1 :

e valeur finale pour x(t) =T(t) :

Iimt% y(t) frng K amblitudedu 1er dépassement
o) =
@ pseudo-période des oscillations :
2 valeur finale.
T, = s -

woV'1—2z2

pseudo période

temps du 1er dépassement

”l

L
o 3 4 5 6

K=1, :O.2etw0:5rad/s




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Quelques données a retenir pour le cas z < 1 :

e valeur finale pour x(t) =T(t) :

|imt*> _y(t) _ K amplitude du 1er dépassement
0o =
@ pseudo-période des oscillations :
T valeur finale.
n— woV'1—2z2 '
@ temps de réponse a x% : i
In 100
— > 0.8
tX% — x\/1—z
ZWwo

pseudo période

temps du 1er dépassement

02f l
3 4 5 6

K=1, :O.2etw0:5rad/s




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Quelques données a retenir pour le cas z < 1 :

e valeur finale pour x(t) =T(t) :

Ilm t—s y( t) frng K amblitude du 1er dépassement
o) =

@ pseudo-période des oscillations :

valeur finale.

T = 27

n woV'1—2z2
@ temps de réponse a x% : i
100

In i o8l
tX% = Zwo
@ temps de réponse a 5% :

~ _3
ts% ~ Tﬁo 0.4

pseudo période

Etemps du 1er dépassement
02 l

o
o 1 2 3 4 5 [

K=1z=0.2etwy=>5rad/s




3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Quelques données a retenir pour le cas z < 1 :

e valeur finale pour x(t) =T(t) : |
Iimt%oo y(t) — K amplitude du 1er dépassement

@ pseudo-période des oscillations :

valeur finale.

T = 27
n woV'1—2z2
@ temps de réponse a x% : i

In 100
t _ x\/1—22 081
x% = Tz
@ temps de réponse a 5% : & Pseudo période
~ _3
t5% ~ Zwo 0.4
(*] amplitude dU 1er dépaSsement : 0zl :temps du 1er dépassement
__ 7wz
Xp = Ke V1-22 l ‘
% 1 2 3 4 5 6

K=1z=0.2etwy=>5rad/s



3.2 Réponse indicielle d'un systeme d'ordre 2

Quelques données a retenir pour le cas z < 1 :

e valeur finale pour x(t) =T(t) : |
Iimt%oo y(t) — K amplitude du 1er dépassement

@ pseudo-période des oscillations :

valeur finale.

T = 27
n woV'1—2z2
@ temps de réponse a x% : i

In 100

_ x\/1—22 0.8
B = —Zag
@ temps de réponse a 5% : & Pseudo période
~ 3
t5% ~ fm 0.4
(*] amplitude dU 1er dépaSsement : 0zl :temps du 1er dépassement
X, = Ke Vi-7 i [
° 1 2 3 4 5 6
Y 1 er 4 .
instant du 1" dépassement K=1,z=02etw =5 rad/s
t' =

PR | S
woV1—22



3.2 Réponse fréquentielle d'un systeme (d’ordre 2)

@ Réponse de H(p) a X(p) : Y(p) = H(p)X(p

)
@ En temporel : produit de convolution y(t) = h(t) * x(t) défini par :



3.2 Réponse fréquentielle d'un systeme (d’ordre 2)

@ Réponse de H(p) a X(p) : Y(p) = H(p)X(p

)
@ En temporel : produit de convolution y(t) = h(t) * x(t) défini par :

@ Dans le cas x(t) = sin(wt) il vient :

00 iw(t—7) _ p—iw(t—T)
y(t) = / h(r) (e © )dr
0 2i




3.2 Réponse fréquentielle d'un systeme (d’ordre 2)

@ Réponse de H(p) a X(p) : Y(p) = H(p)X(p

)
@ En temporel : produit de convolution y(t) = h(t) * x(t) défini par :

@ Dans le cas X( ) = sin(wt) il vient :

o) (€ et ’““”)w
( ) ([ o) = (5 ([ o)




3.2 Réponse fréquentielle d'un systeme (d’ordre 2)

@ Réponse de H(p) a X(p) : Y(p) = H(p)X(p

)
@ En temporel : produit de convolution y(t) = h(t) * x(t) défini par :

@ Dans le cas X( wt) il vient :

IUJ (t—7) _ 71w(t77')
y(t) < ) dr

ey () o)

H(p=iw) H(p=—iw)=H(p=iw)




3.2 Réponse fréquentielle d'un systeme (d’ordre 2)

Réponse de H(p) a X(p) : Y(p) = H(p)X(p
En temporel : produit de convolution y(t) =

y(t) = /000 h(T)x(t — 7)dr

@ Dans le cas X( wt) il vient :

(’“” ’””))dT
( '“) (Ut =(53) (o)

H(p=iw) H(p=—iw)=H(p=iw)

En posant |H(iw)| = G(w) et Arg(H(iw)) = ¢(w), on a :

y(t) = (?:) G(w)e®) _ (3’:‘") Glw)e )

)
h(t) * x(t) défini par :




3.2 Réponse fréquentielle d'un systeme (d’ordre 2)

Réponse de H(p) a X(p) : Y(p) = H(p)X(p

)
En temporel : produit de convolution y(t) = h(t) * x(t) défini par :

@ Dans le cas x(t) = sin(wt) il vient :

00 iw(t—7) _ q—iw(t—T)
y(t) = / h(7) <e ° ) dr
0 2i

_ (e;) ( /0 h h(T)ei‘“Td7'> - ( e;) < /0 h h(T)e"WdT>

H(p=iw) H(p=—iw)=H(p=iw)

En posant |H(iw)| = G(w) et Arg(H(iw)) = ¢(w), on a :

iwt

e . efiwt .
f = io(w) _ —ip(w)
n0 = () 6@ - (557 6lue
Finalement, sans hypothése sur I'ordre de H(p), on a :

() = G(w)sin(wt + 9(w)) |




3.2 Réponse sinusoidale d'un systeme d'ordre 2

La réponse sinusoidale d'un systeme linéaire est :

y(t) = [H(w)|sin (wt + Arg(H(jw)))




3.2 Réponse sinusoidale d'un systeme d'ordre 2

La réponse sinusoidale d'un systeme linéaire est :

y(t) = [H(w)|sin (wt + Arg(H(jw)))

@ la sortie oscille a la méme fréquence que I'entrée : w
o le signal d'entrée est amplifié de G(w) = |H(jw)]
o le signal d’entrée est déphasé de ¢(w) = Arg(H(jw))



3.2 Réponse sinusoidale d'un systeme d'ordre 2

La réponse sinusoidale d'un systeme linéaire est :

y(t) = [H(w)|sin (wt + Arg(H(jw)))

@ la sortie oscille a la méme fréquence que I'entrée : w
o le signal d'entrée est amplifié de G(w) = |H(jw)]
o le signal d’entrée est déphasé de ¢(w) = Arg(H(jw))

La réponse sinusoidale d'un systeme d'ordre 2 est :

y(£) = G(w)sin(wt + p(w))

avec : G(w) = ’g - et ¢(w) = —Atan (122053)2)




4.1. Approche fréquentielle des systemes linéaires

Etude fréquentielle

Caractériser la réponse du systeme en fonction de la fréquence du signal
d’entrée.

Exemples :
o filtres : box/téléphone, box/ordinateurs
o oreilles : homme/chien/baleine

@ amortisseurs automobiles



4.1. Approche fréquentielle des systemes linéaires

Etude fréquentielle

Caractériser la réponse du systeme en fonction de la fréquence du signal
d’entrée.

Exemples :
o filtres : box/téléphone, box/ordinateurs
o oreilles : homme/chien/baleine
@ amortisseurs automobiles

Justification :

@ Tout signal peut se décomposer en somme pondérée de sinus (Fourier)

e Linéarité : y(3_, xi(t)) = >, y(xi(t))



4.1. Approche fréquentielle des systemes linéaires

Etude fréquentielle

Caractériser la réponse du systeme en fonction de la fréquence du signal
d’entrée.

Exemples :
o filtres : box/téléphone, box/ordinateurs
o oreilles : homme/chien/baleine
@ amortisseurs automobiles

Justification :

@ Tout signal peut se décomposer en somme pondérée de sinus (Fourier)

e Linéarité : y(3_, xi(t)) = >, y(xi(t))

Réponse fréquentielle d’un systeme linéaire H(p) a x(t) = sin(wt)

y(t)=  |HGw)|  sin(wt + Arg(H(jw)))

amplification G(w) déphasage ¢(w)




4.1 Exemple de |'approche fréquentielle : une oreille

Fréquences (Hz)

Graves Aigués
125 250 500 1k 2k 4k Bk
f—
© 20
©
&
S0 ___
@
T
@
a 1----
100

Champ auditif humain
Infrasons

0 20 20 000

Ultrasons

160000 Fréquences (Hz)

elephant, taupe
chat, chien

chauve-souris.

dauphin

sources : www.fkmed.com et www.cochlea.org



4.1 Exemple de |'approche fréquentielle : une enceinte

Fi Itrage FILTRE PASSIF
passif
(aprés Tweeter
amplification (Aigu)
de puissance) Sortie Aigu
amplifiée
Large Bande
AMPLI FILTRE PASSIF
Audio_In | \l,
o / \ Medium
(Medium)
edium |
7
FILTRE PASSIF /
\ Woofer 1
(Grave)
Grave
7.

source : www.zpag.net



4.1(2.3) Diagrammes de Bode

Construction d'un diagramme de Bode

@ tracé du gain en décibel :

Gap(w) = 20/l0g(G(w)) = 20log (|H(jw)])

@ tracé de la phase :
P(w) = Arg (H(jw))

o en fonction de w, en échelle logarithmique (1 graduation ~ 10 X w )




4.1(2.3) Diagrammes de Bode

Construction d'un diagramme de Bode

@ tracé du gain en décibel :

Gap(w) = 20/l0g(G(w)) = 20log (|H(jw)])

@ tracé de la phase :
P(w) = Arg (H(jw))

o en fonction de w, en échelle logarithmique (1 graduation ~ 10 X w )

Intéréts du diagramme de Bode :
@ synthétique (grande échelle de variation de w)

@ lorsque deux systemes sont mis en série :

o les gains en décibels s'ajoutent
o les déphasages s'ajoutent



4.2(2.3) Diagramme de Bode d'un intégrateur pur

Fonction de transfert :

Hip) = %

diagramme de Bode :
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og (‘J%D = 20/og(K) — 20/og(w)
o déphasage : ¢(w) = —%



4.2(2.3) Diagramme de Bode d'un intégrateur pur

Fonction de transfert :

K
H(p) = —
(p) )
diagramme de Bode :
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og (‘J%D = 20/og(K) — 20/og(w)
o déphasage : ¢(w) = —%

Bode Diagram

Exemple : H(p) = 12 a0

@ pente du gain : —20 dB/dec

Magnitude (dB)
I’
S

@ gain nul pour: w=K .

-89.5-

@ déphasage constant
p(w) = —90°

ase (deg)

Ph

-90.5(

-91




4.3(2.3) Réponse fréquentielle d'un systeme du ler ordre

diagramme de Bode :

o gain en dB : Gyg(w) = 20log (\H%D — 20/0g(K) — 10log(1 + T2.?)

@ déphasage : ¢(w) = —Atan(wT)



4.3(2.3) Réponse fréquentielle d'un systeme du ler ordre

diagramme de Bode :

o gain en dB : Gyg(w) = 20log (\H%D — 20/0g(K) — 10log(1 + T2.?)

@ déphasage : ¢(w) = —Atan(wT)

10

Exemple : H(p) = Ti10p BodeTitom

~ pulsation de coupure : o = 14T

Magnitude (dB)

Phase (deg)

800

10 107 10" 10° 10 10°
Frequency (rad/sec)



4.3(2.3) Réponse fréquentielle d'un systeme du ler ordre

diagramme de Bode :
@ gain en dB : Ggg(w) = 20/og (‘ e D = 20/og(K) — 10log (1 + T?w?)
@ déphasage : ¢(w) = —Atan(wT)

Exemple : H(p) = 1+1i)0p .
o Basses fréquences : H(jw)~K ‘

~ pulsation de coupure : o = 14T

Magnitude (dB)

{Gds( w) ~ 20logK
(w) ~ 0°

Phase (deg)

800

10 107 10" 10° 10 10°
Frequency (rad/sec)



4.3(2.3) Réponse fréquentielle d'un systeme du ler ordre

diagramme de Bode :
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og (‘ e
@ déphasage : ¢(w) = —Atan(wT)

D = 20/og(K) — 10log(1 + T2w?)

Exemple : H(p) = 14}fOp BodeTitom

o Basses fréquences : H(jw)~K

GdB (UJ) ~ 20/ogK zé,m, pulsation de coupure : o, = 1/T
p(w) = 0° g

@ Hautes fréquences : H(jw);:zijT

Gag(w) =~ 20/ogK — 20/og(wT)
d(w) = —90°

@ Bande passante
ex. BPa —3dBw € [0 F]




4.4(3.3) Réponse fréquentielle d'un systeme d’ordre 2

On considere le systeme du deuxieme ordre défini par :

K=1 , z=03 et wp=10rad/s

1
H =
(P) = 501 T 006p + 1

Influence de la pulsation du signal d’entrée sur la réponse :

@ pour w =1 rad/s
- - x(t) et — y(t)

15
% 10 20 30 40 50
— gain unitaire

— pas de déphasage



4.4(3.3) Réponse fréquentielle d'un systeme d’ordre 2

On considere le systeme du deuxieme ordre défini par :

K=1 , z=03 et wp=10rad/s

1
H =
(P) = 501 T 006p + 1

Influence de la pulsation du signal d’entrée sur la réponse :

@ pour w =1 rad/s @ pour w =10 rad/s
- - x(t) et - y(t) - - x(t) et - y(t)

15

2 . 2
0 10 20 30 4 50 0 1 2 3 4 5

— gain unitaire — amplification
— pas de déphasage — déphasage faible



4.4(3.3) Réponse fréquentielle d'un systeme d’ordre 2

On considere le systeme du deuxieme ordre défini par :

K=1 , z=03 et wp=10rad/s

1
H =
(P) = 501 T 006p + 1

Influence de la pulsation du signal d’entrée sur la réponse :

@ pour w =1 rad/s @ pour w =10 rad/s @ pour w = 100 rad/s
- - x(t) et — y(t) - - x(t) et — y(t) - - x(t) et — y(t)

2

15

2 n 2 [P S S AP A A A
[ 10 20 30 40 50 0 1 2 3 4 5 1 11 12 13 14 15

— gain unitaire — amplification — atténuation
— pas de déphasage — déphasage faible — déphasage fort



4.4(3.3) Réponse fréquentielle d'un systeme d’ordre 2

diagramme de Bode :

N 2
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og(K) — 10/og <(1 - Z—S) + (220%0) )

@ déphasage : ¢(w) = —Atan (1(‘:“:0)2>
“\wo



4.4(3.3) Réponse fréquentielle d'un systeme d’ordre 2

diagramme de Bode :

N 2
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og(K) — 10/og <(1 - Z—S) + (220%0) )

I

@ déphasage : ¢(w) = —Atan (1225")2>

wo

10

Exemple : H(p) = rapil o

Magnitude (d8)

Phase (deg)

10 i 10
Frequency (radsec)



4.4(3.3) Réponse fréquentielle d'un systeme d’ordre 2

diagramme de Bode :

I\ 2 2
o gain en dB : Gyg(w) = 20/og(K) — 10/og <(1 - g—o) + (2250) )

I

@ déphasage : ¢(w) = —Atan (1225")2>

wo

10

Exemple : H(p) = rapil o

@ Basses fréquences : H(jw)~K

Magnitude (d8)

{Gds(w) ~ 20/og(K)
o(w) = 0°

Phase (deg)

10 i 10
Frequency (radsec)



4.4(3.3) Réponse fréquentielle d'un systeme d’ordre 2

diagramme de Bode :

N 2
@ gain en dB : Gyg(w) = 20/og(K) — 10/og <(1 - Z—S) + (220%0) )

I

@ déphasage : ¢(w) = —Atan (1225")2>

wo

10

Exemple : H(p) = rapil o

@ Basses fréquences : H(jw)~K

Magnitude (d8)

{Gds(w) ~ 20/og(K)
o(w) = 0°

. . . ng
o Hautes fréquences : H(jw)~=_%

(deg)

Ph

38

Gas(w) ~ 20/og(Kw3)—40log(w)
H(w) ~ —180°

180

10 i 10
Frequency (radsec)



4.4(3.3) Réponse fréquentielle d'un systeme d’ordre 2

Phénomeéne de résonance :

aaaaaaaaaaa

i 1
°eslz> 5

— le gain décroit pour tout w

— exemple: z=2, K=10 et
wo =1 rad/s




4.4(3.3) Réponse fréquentielle d'un systeme d’ordre 2

Phénomeéne de résonance :

i 1
@ siz> 7
— le gain décroit pour tout w ;
— exemple: z=2, K=10 et
wo =1 rad/s
@ siz< 73 3

— le gain présente un maximum
ou résonance

— le maximum est atteint en

‘w,:wo\/1—222

wr : pulsation de résonance

— exemple: z=0.2, K=10 et
wo =1 rad/s

< A
Frequency (raaiser)



4.4(3.3) Réponse fréquentielle d'un systeme d’ordre 2

Pour résumer :

EHs
ihSEH

z z<1/V2 1/V2<z<1 z>1
temporel oscillant amorti
fréquentiel résonance gain monotone décroissant

e
HHE




4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

On peut factoriser H(p) par ses pdles/zéros :

_ b0+b1p+b2P2++mem — KO aHkﬁ,:l(Tzkp+1)
a +aip+ap® + -+ app” [Tiei(Tokp +1)

H(p)



4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

On peut factoriser H(p) par ses pdles/zéros :

H(p)

Le terme Kj
@ gain constant — Ggg(w) = 20/0g(Kp)
@ phase constante — p(w) =0

_ b+ bip+ bop? + + -+ + bpp™ ~ Ko aHT:l(Tka+ 1)
a +ap+ap®+ -+ app” [Tica(Tokp + 1)




4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

On peut factoriser H(p) par ses pdles/zéros :

H(p) = bo + bip + bop? + - -+ + byp™ — Kyp® I—Lfm=1(7-zkp+ 1)
ao +aip + axp? + -+ app” [T (Tokp + 1)
Le terme Kj
@ gain constant — Ggg(w) = 20/0g(Kp)
@ phase constante — p(w) =0
Le terme p®

@ gain de pente constante — ‘K;"d#w(“) = 20« dB/dec
@ phase constante — ¢(w) = 90a°



4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

On peut factoriser H(p) par ses pdles/zéros :

H(p) _ bo + b1p+ b2p2 + -+ bmpm _ KO o H?zl(Tsz + 1)
3 +a1p+ap? + -+ anp" [Te=1(Torp + 1)

Le terme Kj
@ gain constant — Ggg(w) = 20/0g(Kp)
@ phase constante — p(w) =0

Le terme p®

@ gain de pente constante — ‘K;"d#w(“) = 20« dB/dec
@ phase constante — ¢(w) = 90a°

1 .
Chaque terme T, 571 Provoque, en w = 1/ Tpk

@ gain : une variation de la pente de —20 dB/dec
@ phase : une variation de la valeur de —90°




4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

On peut factoriser H(p) par ses pdles/zéros :

Hip) = Dot bt bap? e bnp” T (Tup 1)
ag+ aip+ ap?+ -+ a,p” I (Tokp+ 1)

Le terme Kj
@ gain constant — Ggg(w) = 20/0g(Kp)
@ phase constante — p(w) =0

Le terme p®

@ gain de pente constante — ‘K;"d#w(“) = 20« dB/dec
@ phase constante — ¢(w) = 90a°
Chaque terme ﬁ provoque, en w = 1/T :
@ gain : une variation de la pente de —20 dB/dec
@ phase : une variation de la valeur de —90°
Chaque terme T, p + 1 provoque, en w =1/T, :
@ gain : une variation de la pente de 420 dB/dec
@ phase : une variation de la valeur de +90°




4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

@ On considére le systeme :

H(p) = 100(p + 1)?

(100p + 1)(10p + 1)(0.01p + 1)




4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

@ On considére le systeme :
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@ On considére le systeme :
100(p + 1)?
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@ On considére le systeme :
100(p + 1)?
Hip) = (p+1)
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. . Bede Diagram
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4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

@ On considére le systeme :

H(p) =

@ gain statique K = 100

100(p + 1)?

(100p + 1)(10p + 1)(0.01p + 1)

Bode Diagram

T —

@ rupture N\, en w = 0.01 g Wi
@ rupture \, en w = 0.1 pente : 0 dBldeo /
@ double rupture Stenw =1 - i

% ........



4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

@ On considére le systeme :
100(p + 1)?
Hip) = (p+1)
(100p + 1)(10p + 1)(0.01p + 1)

Bode Diagram

T —

@ gain statique K = 100

® rupture \yenw=001 £ 7 .. N

e rupture \ enw=0.1 ¥ pente : -20 dB/dec / i

Bagnilude (d5)
e

@ double rupture SNt enw =1

Phase (deg)

@ rupture N\, en w = 100



4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

@ On considére le systeme :

H(p) = 100(p + 1)?

(100p + 1)(10p + 1)(0.01p + 1)

gain statique K = 100

rupture \, en w = 0.01

rupture N\, en w = 0.1

double rupture 1 enw =1

rupture N\, en w = 100




4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

@ On considére le systeme :

10p +1)(0.1p + 1)
p(0.001p + 1)?

H(p) = ¢



4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

@ On considére le systeme :

(10p +1)(0.1p + 1)

H(P) = 0.001p+ 172

Bode Diagram
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4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

@ On considére le systeme :

(10p +1)(0.1p + 1)

H(P) = 0.001p+ 172

e intégrateur 1 B
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4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

@ On considére le systeme :

H(p) =

e intégrateur %

@ rupture S/ enw =0.1

@ rupture ' enw =10

(10p +1)(0.1p + 1)

p(0.001p + 1)?

Magnitude (d8)

Phase (deg)

Bode Diagram

pente : +20 dB/dec

10 10
Frequency (radisecy



4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

@ On considére le systeme :

(10p +1)(0.1p + 1)

e A

H =
(P) = = 0.001p + 1)2
[y 1 o e
o Integrateur E g pente : -20 dB/dec
@ rupture S enw =0.1 § \
@ rupture S en w =10
@ double rupture ™, en w =1000 ¥ E



4.5(4.3) Diagramme de Bode d'un systeme d'ordre n > 2

@ On considére le systeme :
(10p +1)(0.1p+ 1)

H(P) = 0.001p+ 172

e intégrateur %

@ rupture ' enw =0.1

Wagnitude (¢B)

@ rupture ' enw =10

@ double rupture \, en w = 1000

Phase (deg)

Boda Diagram




5.1 Introduction : pourquoi la boucle fermée (BF) ?

Pour améliorer les performances d’un systéme il faut :
@ identifier les moyens d’action de I'opérateur
o identifier les facteurs externes

o définir les objectifs a atteindre

facteurs externes

moyens d’action résultats
SYSTEME —

objectifs
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Pour améliorer les performances d’un systéme il faut :
@ identifier les moyens d’action de I'opérateur

identifier les facteurs externes

définir les objectifs a atteindre

mesurer les résultats obtenus

comparer résultats et objectifs

adapter son action aux objectifs

facteurs externes

- SYSTEME

objectifs

résultats

moyens d’action

mesure




5.1 Introduction : pourquoi la boucle fermée (BF) ?

Pour améliorer les performances d’un systéme il faut :
@ identifier les moyens d’action de I'opérateur

o identifier les facteurs externes

définir les objectifs a atteindre
@ mesurer les résultats obtenus
@ comparer résultats et objectifs
o

adapter son action aux objectifs

facteurs externes

- SYSTEME

objectifs

résultats

moyens d’action

mesure

L'automatisation reproduit le comportement humain normal :

observation — réflexion — action



5.2 Effet de la boucle fermée sur un systeme du ler ordre

@ On veut réguler la hauteur d'un
réservoir en controlant le débit
d'entrée :

o action : débit ge(t)
o objectif : hauteur voulue hyer(t)

e mesure : hauteur hi(t)




5.2 Effet de la boucle fermée sur un systeme du ler ordre

@ On veut réguler la hauteur d'un
réservoir en controlant le débit
d'entrée :

o action : débit ge(t)
o objectif : hauteur voulue hyer(t)

e mesure : hauteur hi(t)

@ Boucle fermée : on adapte la commande a la mesure:
{si h1(t) > hrer(t) — diminuer ge(t)
)

si h1(t) < hrer(t) — augmenterge(t) = Ge(t) = K(hrer (t) — (1))



5.2 Effet de la boucle fermée sur un systeme du ler ordre

@ Le systeme en boucle fermée est décrit par :
Shi(t) =qe(t) — kim(t)
Ge(t) =K(hrer(t) — M (1))
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@ Le systeme en boucle fermée est décrit par :
Shi(t) =qe(t) — kim(t)
Ge(t) =K(hrer(t) — M (1))
@ Influence de K sur les diagrammes de Bode et la réponse temporelle
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@ Le systeme en boucle fermée est décrit par :
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5.2 Effet de la boucle fermée sur un systeme du ler ordre

@ Le systeme en boucle fermée est décrit par :
Shi(t) =qe(t) — kim(t)
Ge(t) =K(hrer(t) — M (1))
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5.2 Effet de la boucle fermée sur un systeme du ler ordre

@ Systéme du 1¢" ordre en boucle fermée avec un correcteur proportionnel

écart commande

() — Y0 systeme:  Y(p) = 2% U(p)

correcteur . U(p) = K(X(p) — Y(p))
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@ Systéme du 1¢" ordre en boucle fermée avec un correcteur proportionnel

écart commande

() — Y0 systeme:  Y(p) = 2% U(p)

correcteur . U(p) = K(X(p) — Y(p))

@ Le systeme en BF est un premier ordre :

_ _KGoy
G Ger = T3kG ooy !
Y(p) = —25 _X(p) avec +T 0 K>>1
1+TBF,D TBF:m—>O



5.2 Effet de la boucle fermée sur un systeme du ler ordre

@ Systéme du 1¢" ordre en boucle fermée avec un correcteur proportionnel

écart commande

() — Y0 systeme:  Y(p) = 2% U(p)

correcteur . U(p) = K(X(p) — Y(p))

@ Le systeme en BF est un premier ordre :

__KG
Y(p) Ger X(p) CGeF = T1KG K>>1 1
= avec
P T T Tor = i 7oy ©

@ Pour K grand :
+ suivi unitaire de x(t) par y(t)
+ suivi rapide de x(t) par y(t)
— commande grande : coliteuse, bruit amplifié



5.2 Effet de la boucle fermée sur un systéeme d’ordre 2

@ On veut réguler hy(t) la hauteur
du deuxieme réservoir en
contrélant le débit d'entrée :

e action : débit ge(t)

o objectif : hauteur voulue hyr(t)

e mesure : hauteur h(t)




5.2 Effet de la boucle fermée sur un systéeme d’ordre 2

@ On veut réguler hy(t) la hauteur ge(t)
du deuxiéme réservoir en
contrdlant le débit d'entrée :
e action : débit ge(t)
o objectif : hauteur voulue hyr(t)

e mesure : hauteur h(t)

ref(t) @) = kz\ﬁ'

@ Boucle fermée : on adapte la commande a la mesure:
{si ho(t)> hrer(t) — diminuer ge(t)
)

i hat) < () > angmenterge(r) L) = KUer(6) = he(t)
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@ Le systeme en boucle fermée est décrit par :
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5.2 Effet de la boucle fermée sur un systéeme d’ordre 2

@ Le systeme en boucle fermée est décrit par :
Sih(t) =qe(t) — kuihi(t)
Soho(t) =kyhy(t) — koho(t)
Ge(t) =K (hrer (t) — ho(t))

@ Influence de K sur les diagrammes de Bode et la réponse temporelle

Bocle Diagram Linear Simulation Results
20 2.5
o
@ -20 2r
=
-
B -40
=
4 1.5
= -60
-80

-100
o

Amplitude

-45 0.5

Phase (deg)
B0
o o1} =]
S, |
= / i
o

o 200 400 600 800 1000

Frequency (rad/s) Time (seconds)



5.2 Effet de la boucle fermée sur un systéeme d’ordre 2

o Le résultat précédent se généralise a tout systeme du 2°™ ordre, régulé
avec un correcteur proportionnel K :

Geart  c and N
X(p) Ceart commande o Y(p) systéme : Y(p — %,,2 U(p)
1+70P+?g

correcteur . U(p) = K(X(p) — Y(p))
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o Le résultat précédent se généralise a tout systeme du 2°™ ordre, régulé
avec un correcteur proportionnel K :

Geart  c and N
X(p) Ceart commande o Y(p) systéme : Y(p — %,,2 U(p)
: 1+70P+?g

correcteur . U(p) = K(X(p) — Y(p))

@ Le systeme en BF est un second ordre :

_ _KG
Ger = TFKGo Kool
G
Y(p) = $2)<(p) avec wpr =woV1+ KGg ——>>1
1+ izip + & K>>1
BF BF

V4
ZBF = 2 —0
BF = VI+KGo K>>1



5.2 Effet de la boucle fermée sur un systéeme d’ordre 2

o Le résultat précédent se généralise a tout systeme du 2°™ ordre, régulé
avec un correcteur proportionnel K :

Geart  c and N
X(p) Ceart commande o Y(p) systéme : Y(p — %,,2 U(p)
1+70P+?g

correcteur . U(p) = K(X(p) — Y(p))

@ Le systeme en BF est un second ordre :

_ _KG
Ger = TFKGo Kool
G
Y(p) = $2)<(p) avec wpr =woV1+ KGg ——>>1
1+ izip + & K>>1
BF BF

V4
ZpF = e —0
BF — Vitka K>>1

@ Pour K grand :
+ suivi unitaire de x(t) par y(t)
+ suivi rapide de x(t) par y(t)
— risque d’oscillations rapides (wsr grand ) et importantes (zgr petit)
— commande grande : coliteuse, bruit amplifié



5.3 Structures de commande en boucle ouverte

Hypothése : une entrée de référence x,.r et une entrée de perturbation Xpe,
Objectif : suivre la référence x,r malgré la perturbation Xpert

@ Si aucune mesure n’est
disponible Kpert(p)
— boucle ouverte :

chf(p) Rz

#(p)
~c! T ped e
Cx ~ Gx correcteur systeme



5.3 Structures de commande en boucle ouverte

Hypothése : une entrée de référence x,.r et une entrée de perturbation Xpe,
Objectif : suivre la référence x,r malgré la perturbation Xpert

o Si la perturbation est mesurable
— BO avec anticipation :

X[)«‘:rl(?’) ---------------------

chf(p)

Cx ~ Gx_l et Cp ~ _Gp Gx_l correcteur systeme



5.3 Structures de commande en boucle fermée

Hypothése : une entrée de référence x,.r et une entrée de perturbation Xpe,
Objectif : suivre la référence x,r malgré la perturbation Xpert

o Si la sortie est mesurable Xpert(p)

— boucle fermée :

correcteur systeme
C. G, y




5.3 Structures de commande en boucle fermée

Hypothése : une entrée de référence x,.r et une entrée de perturbation Xpe,
Objectif : suivre la référence x,r malgré la perturbation Xpert

o Si sortie et perturbation sont Xpert(p)

mesurables
— BF avec anticipation : Xyef V(p)
T T orrecteur T systeme.
GGy Gp+ G Cp 0

1166 "t Trca,



.3 Schéma standard de régulation en BF

perturbation

régulateur
********************** commande

| ' .
consigne + 1 sortie
}——‘ correctew H a('tmmlé:ur’—'{ systeme ’*4’

capteur

sortie mesurée
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perturbation

régulateur
********************** commande
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}——‘ correctew H a('tmmlé:ur’—'{ systeme ’*4’

sortie mesurée

e Objectifs :
o suivi de consigne par la sortie
o limiter I'influence des perturbations
o étre robuste a des erreurs de modélisation
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i ! .
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correctew H a('tmmlé:ur’—'{ systeme ’*4’

sortie mesurée

e Objectifs :

o suivi de consigne par la sortie
o limiter I'influence des perturbations
o étre robuste a des erreurs de modélisation

o Hypotheses :
o capteur rapide (/ au systeme) — dynamique négligée
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o limiter I'influence des perturbations
o &tre robuste a des erreurs de modélisation
o Hypotheses :
o capteur rapide (/ au systeme) — dynamique négligée
o actionneur rapide (/ au systtme) — dynamique négligée (ou intégrée)



5.3 Schéma standard de régulation en BF

perturbation

sortie mesurée

e Objectifs :
o suivi de consigne par la sortie
o limiter I'influence des perturbations
e étre robuste a des erreurs de modélisation
o Hypotheses :
o capteur rapide (/ au systeme) — dynamique négligée
o actionneur rapide (/ au systtme) — dynamique négligée (ou intégrée)
e perturbations en sortie (entrée oubliée), parfois modélisées



5.3 Schéma standard de régulation en BF

perturbation .
trans fert de boucle L(p) = C(p)G(p) 3 modele |

N
consigne + : ' +{ sortie
- PR

sortie mesurée

e Objectifs :
o suivi de consigne par la sortie
o limiter I'influence des perturbations
e étre robuste a des erreurs de modélisation
o Hypotheses :
o capteur rapide (/ au systeme) — dynamique négligée
o actionneur rapide (/ au systtme) — dynamique négligée (ou intégrée)
e perturbations en sortie (entrée oubliée), parfois modélisées

@ La synthése du correcteur se fait a partir du transfert de boucle :



6.1 Performances et robustesse en BF

‘ perturbation
transfert de boucle :

L(p) = G(p)C(p)

consigne R sortie

X(p) : Y(p)
Z0—H ow o) —

° T U :
@ Le systeme en BF est décrit par :
L(p) 1
Y(p)= ——— X(p)+ ——— P
(p) T+ L(p) (p) 15 L(p) (p)
—— ——

=Fgr, suivi de X =5(p), sensibilité 3 P

e Connaissant L(p) = G(p)C(p), peut-on savoir si le systeme en BF. ..
est stable ?

suit précisément X(p) ?

reste stable si le gain statique de G(p) varie ?

reste stable si la phase de G(p) varie ?

atténue les pertubations P(p) ?



6.2 Stabilité d'un systeme

Un systéme est stable

<> sa réponse impulsionnelle tend vers 0, quand t — co
< toute entrée bornée provoque une sortie bornée

< les poles de la fonction de transfert sont tous a partie réelle
strictement négative

Exemple :

p+1

“P) =G 2)

—2t t
= t) = ce
y(t) = a1e™t + axe’ +

instable!  entrée



6.2 Stabilité d'un systeme

Définition.

Un systéme est stable
<> sa réponse impulsionnelle tend vers 0, quand t — co
< toute entrée bornée provoque une sortie bornée

< les poles de la fonction de transfert sont tous a partie réelle
strictement négative

Exemple :

p+1

“P) =G 2)

= y(t) =ae >+ ae’ + ..
instable!  entrée

D’autres critéeres existent :

@ pour tester la stabilité sans calculer les poles en BF ?
— critére de Routh

@ pour tester la stabilité en BF en connaissant la BO ?
— critére du revers



6.3 Précision statique en BF

o La réponse a X(p), I'entrée de référence, est :

Y(p) = 1j(f()p)X(p)

@ L'erreur de régulation, e(t) = x(t) — y(t), est donnée par :

1

E(P) = 1010 )

X(p)



6.3 Précision statique en BF

o La réponse a X(p), I'entrée de référence, est :

Y(p) = 1j(f()p)X(p)

@ L'erreur de régulation, e(t) = x(t) — y(t), est donnée par :

1

E(P) = 1010 )

X(p)

@ Pour une entrée constante, x(t) = xo, |'erreur statique est

ex = Jim_ )



6.3 Précision statique en BF

o La réponse a X(p), I'entrée de référence, est :

Y(p) = 1j(f()p)X(p)

L'erreur de régulation, e(t) = x(t) — y(t), est donnée par :

1

E(P) = 1010 )

X(p)

Pour une entrée constante, x(t) = xo, |'erreur statique est

ex = Jim_ )

= lim —x
P01+ L(p)

Pour avoir e, faible, il faut |[L(p)| >> 1 en basses fréquences

Si L(p) contient un (ou plusieurs) intégrateur(s) = e, =0



6.3 Précision dynamique en BF

@ Que devient I'erreur si x(t) n'est pas constant ?

@ L'erreur de poursuite est toujours définie par e(t) = x(t) — y(t), donc :

E(P) = 151757 X(0)
e = lim p L X(p)

p—0 1+ L(p)



6.3 Précision dynamique en BF

@ Que devient I'erreur si x(t) n'est pas constant ?

@ L'erreur de poursuite est toujours définie par e(t) = x(t) — y(t), donc :

E(P) = 151757 X(0)
€0 = ;lyT;]O p%L(p)X(p)

@ Quand x(t) = xo + - - - + x,t", il faut au moins (n+ 1) intégrateurs dans
L(p) pour annuler e

] [ x(t) = xo | x(t) = xotxt | x(t) = o+xt+xt?
L(p) = L(p) €0 = 1+)%(0) €0 = OO €0 = OO
L(p) = ;L(p) e =0 €0 = 75 €s = OO0
L(p) = #L(P) €0 = €oo = € = {(%)
L(p) = 5L(p) || ex =0 €x =0 €x =0




6.3 Suivi de référence variable : précision dynamique en B

/ . , .
Entrée /sortie Erreur de régulation
16
" 101
référence avec 2 intégrateurs
14+ sans intégrateur
sl
121
6l
101
=4
T
8r avec 1 intégrateur 5
£ avec 1 intégrateur
s 2
6 /
/ o /—U
4 \
2 sans intégrateur 2 H V \
avec 2 intégrateurs
0 4 . . . .

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
temps [s] temps [s]



6.4 Marges de robustesse en BF

Réglage du correcteur sur un modéle du systéme => stabilité

Do ZHI— =8

‘ Cormecteur retard = 0 Syseme Sortle

Sortie

File Tools View Simulation Help k]
@- 40 P - Q- G- #F4-




6.4 Marges de robustesse en BF

Si le gain systéme est différent du modele => instabilité

25+3 num(s)
[o—{= HA—cRHE-+—0
‘ Gorrecteur retard = 0 gain=18, Systame Sortle

[ ] Sortie
File Tools View Simulation Help ¥

- 9OP® - Q-1 Fd-

s il
'.r.".nnn"‘lwnlIHH'I'(‘I‘H”HHHN
|

W

I HH

\HH

i 100%



6.4 Marges de robustesse en BF

Si un retard de 0,03s apparait => instabilité

@ @ Sar
File Tools View Simulation Help
@- 0P ® - Q- - -

1l M
wm”””“”‘

2"|'|“l'|"||’|||’||}|'||'|l|| il

\um‘
L
I MIH

|
AR
_IHMH{!




6.4 Robustesse aux incertitudes

On ne connait pas exactement L(p) = L(p) # —1 ne suffit pas
= L(p) ne doit pas passer prés de —1
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e Marge de gain : gain max par S(z)
lequel on peut multiplier L(p)

sans passer par —1
_ 1
Me = mgm
ot Arg(L(jws)) = —7




6.4 Robustesse aux incertitudes

On ne connait pas exactement L(p) = L(p) # —1 ne suffit pas
= L(p) ne doit pas passer prés de —1

e Marge de gain : gain max par S(z)

lequel on peut multiplier L(p)
sans passer par —1
_ 1
Me = Ty
ot Arg(L(jws)) = —7
o Marge de phase : déphasage
max qu'on peut ajouter a L(p)
sans passer par —1
My = Arg(L(jwc)) + 180
ou |L(jwc)| =1




6.4 Robustesse aux incertitudes

On ne connait pas exactement L(p) = L(p) # —1 ne suffit pas
= L(p) ne doit pas passer prés de —1

e Marge de gain : gain max par S(z)

lequel on peut multiplier L(p)
sans passer par —1
_ 1
Me = mgm
ot Arg(L(jws)) = —7
o Marge de phase : déphasage
max qu'on peut ajouter a L(p)
sans passer par —1
My = Arg(L(jwc)) + 180
ou |L(jwc)| =1
o stabilité en BF <
stabilité en BO et My >0




6.4 Marges de robustesse et diagramme de Bode

Les marges de robustesse se retrouvent sur le diagramme de Bode de L(p)

e Marge de gain :

trouver W tel que : . Gm:339dB(at3.16ragzde?:)?‘ag:':!uﬁdeg(amwvzd’secy
Arg(L(jwr)) = =7
1 g
Mg = g
|L(jwn)]

Arg(L(jo ))=-180

Phase (deg)

o
Frequency (rad/sec)



6.4 Marges de robustesse et diagramme de Bode

Les marges de robustesse se retrouvent sur le diagramme de Bode de L(p)

e Marge de gain :
trouver W tel que : . Gm:339dB(at3.16ragzde?:)?‘ag:':!uﬁdeg(amwvzd’secy
Arg(L(jwr)) = =7

1
Mg = ——
IL(jwn)|

M =-L(jo,) 5

Magnitude (d8)

Arg(L(jo ))=-180

Phase (deg)

o
Frequency (rad/sec)



6.4 Marges de robustesse et diagramme de Bode

Les marges de robustesse se retrouvent sur le diagramme de Bode de L(p)

e Marge de gain :

trouver wy tel que : e 5.8 8 T 08 .8t
Arg(L(jwr)) = =7
1 . / Me=-Lio) 5
Me = L) TR
o Marge de phase :
trouver w tel que : 2
|L(jwe)| =1

Arg(L(jo ))=-180

My = Arg(L(jwc)) + 180

Phase (deg)

o
Frequency (rad/sec)



6.4 Marges de robustesse et diagramme de Bode

Les marges de robustesse se retrouvent sur le diagramme de Bode de L(p)

e Marge de gain :
trouver W tel que : ) Gm:339dB(at3.16ragzde?:)?‘ag:':!uﬁdeg(amwvzd’secy

Arg(L(jwr)) = =7 /

1
IL(jio,)|=0 dB

M =-L(jo,) 5

Mg = ——
IL(jwn)|

o Marge de phase :
trouver w tel que : 2
IL(jwe)l =1

My = Arg(L(jwc)) + 180

Magnitude (d8)

Arg(L(jo ))=-180

Phase (deg)

@ Valeurs indicatives : s M, = Arg(L(o,)+180
Mg =~ 6 dB et My ~ 45° :
(commande margin sous
Matlab)

o o
Frequency (rad/sec)



6.4 Robustesse aux bruits de mesure / perturbations

e Si on différentie bruits de mesure By, (p) et perturbations P(p) on a :

perturbation

transfert de boucle :

consigne
X(p) +

@ La réponse Y(p) est alors :

Y(p) = 1j(fgp)x<p) n HlL(p)P(p) L(P)me<p)



6.4 Robustesse aux bruits de mesure / perturbations

e Si on différentie bruits de mesure By, (p) et perturbations P(p) on a :

perturbation

transfert de boucle :

consigne sortie
X(p) 4 Y(p)

n B,u(p)

bruit de mesure

@ La réponse Y(p) est alors :

VO) = X0 + 1 P) - T

1+ L(p) 1+ L(p) Bnlp)

@ Pour rejeter des perturbations en basses fréquences (lentes)
— il faut |L(jw)| >> 1, quand w petit



6.4 Robustesse aux bruits de mesure / perturbations

e Si on différentie bruits de mesure By, (p) et perturbations P(p) on a :

perturbation

transfert de boucle :

C'Oll&igll@ ettt

Xp) . | Yip)

Byu(p)

bruit de mesure

@ La réponse Y(p) est alors :

L(p) 1 L(p)
(p) = TL(p)X(p) + TL(p)P(p) - TL(p)Bm(p)

@ Pour rejeter des perturbations en basses fréquences (lentes)
— il faut |L(jw)| >> 1, quand w petit

@ Pour rejeter des bruits en hautes fréquences :
— il faut |L(jw)| << 1, quand w grand



7.1 Objectifs de synthese du correcteur

@ On peut résumer les différents objectifs de synthése d'un correcteur :
— trouver C(p), tel que L(p) = G(p)C(p)

Gap(w)
Lus ROBUSTESSE
|L(jw)] << 1
hautes fréquences
PERFORMANC we w
|L(jw)| >> 1
en hasges fréquences

pente faible a la coupure



7.1 Objectifs de synthese du correcteur

@ On peut résumer les différents objectifs de synthése d'un correcteur :
— trouver C(p), tel que L(p) = G(p)C(p)

Gap(w)
Lus ROBUSTESSE
()| << 1
hautes fréquences
PERFORMANC we w
|L(jw)| >> 1
en hasges fréquences

pente faible a la coupure

@ Si le systeme en BF est proche d'un systéme d’ordre 2, on peut utiliser
ces relations empiriques :

MO
Z6F N WoBF = WCBO 2 <wosrtier <3
100
zgrF : coeff. d’amort. en BF Mg : marge de phase en degré
wosr . puls. propre en BF wcgo : puls. de coupure en BO

t,gF : temps de montée en BF



7.2 Augmenter le gain : correcteur proportionnel (P)

transfert de boucle : perturbation
L(p) = KG(p) P(p)

sortie

+ Y C(p) =K
H u(t) = K(x(t) — y(t))

o Correcteur Proportionnel

consigne commande
Xp) 4 ‘ U(p)




7.2 Augmenter le gain

Gap(w)

G(p)

. correcteur proportionnel (P)

o Correcteur Proportionnel

Clp) =K
u(t) = K(x(t) — y(t))

P 7_.-‘__._._‘_-
—
&

o Effets sur le transfert de boucle :




7.2 Augmenter le gain :

+20log(K)

Gap(w)

L(p) = KG(p)

G(p) w

—180

correcteur proportionnel (P)

o Correcteur Proportionnel

Clp) =K
u(t) = K(x(t) — y(t))

o Effets sur le transfert de boucle :
— gain de L(p) augmenté de
20/og(K) dB
— phase de L(p) inchangée



7.2 Augmenter le gain :

+20log(K)

Gap(w)

G(p)

L(p) = KG(p)

correcteur proportionnel (P)

o Correcteur Proportionnel

Clp) =K
u(t) = K(x(t) — y(t))

o Effets sur le transfert de boucle :
— gain de L(p) augmenté de
20/og(K) dB
— phase de L(p) inchangée

—180

o Pour K >>1
— précision meilleure
car |L(w)| >> 1 en BF



7.2 Augmenter le gain :

1]

Gip(w)

H20log(K)

........

L(p) = KG(p)

—180

correcteur proportionnel (P)

Correcteur Proportionnel

Clp)=K
u(t) = K(x(t) — y(t))

o Effets sur le transfert de boucle :
— gain de L(p) augmenté de
20/og(K) dB
— phase de L(p) inchangée

o Pour K >>1
— précision meilleure
car |[L(w)| >> 1 en BF

@ Pour K >>1
— robustesse diminuée
car My et Mg ™\,



7.2 Réglage du correcteur P

o Généralement, les spécifications en BF sont :
o stabilité (My > 0)
précision (ex = 1771g))

. o mz/J1Z M
dépassement limité (X, = exp~ "/ V1 2 ot z2pr & oz)
temps de réponse limité (2 < wogrt,ar < 3)
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o précision (ex = 1771g))
. o mz/J1Z ms
o dépassement limité (X, = exp~™*/ V1! 2 ot z2pr & oz)
o temps de réponse limité (2 < wogrtar < 3)

@ On augmente K
— pour augmenter le gain statique : précision
— pour augmenter wcepgp : rapidité
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@ On augmente K
— pour augmenter le gain statique : précision
— pour augmenter wcepgp : rapidité

@ On limite K
— pour garder une marge de phase positive : stabilité
— pour garder une marge de phase suffisante : dépassement



7.2 Réglage du correcteur P

o Généralement, les spécifications en BF sont :
o stabilité (Mg > 0)
o précision (ex = 1771g))
. o mz/J1Z ms
o dépassement limité (X, = exp~™*/ V1! 2 ot z2pr & oz)
o temps de réponse limité (2 < wogrtar < 3)

@ On augmente K
— pour augmenter le gain statique : précision
— pour augmenter wcepgp : rapidité

@ On limite K
— pour garder une marge de phase positive : stabilité
— pour garder une marge de phase suffisante : dépassement

@ Les spécifications sont souvent contradictoires :
— compromis performance / robustesse



7.3 Augmenter le gain en BF : retard de phase

transfert de boucle : perturbation N
Lip) = K (Z12) G0 P @ Correcteur a retard de phase
) +KTp) '\

consigne commande
X(p) + : Ul(p)

sortie 1+ T
oY) C(p) = K1++K7Ep7 K>1

| [Fe 5T
Kot

—




7.3 Augmenter le gain en BF : retard de phase

Gas() o Correcteur a retard de phase
_ 1+Tp
G(p) w C(p) - K1+KTp’ K>1

o Effets sur le transfert de boucle :

.... 7..‘__.__‘__.

P(w)

=90

—180




7.3 Augmenter le gain en BF : retard de phase

Gdn(w)

o Correcteur a retard de phase

Lip)=K (%) G(p)

ROlog(K)

C(p) = KlleT;’p, K>1

w7 T ; o Effets sur le transfert de boucle :
L — gain de L(p) augmenté de
K ¢ 20/og(K), pour w < 1/(KT)
i § — phase de L(p) diminuée,
o pour 1/(KT) <w < 1/T

|
a
|—

o Pour K>>1
— précision meilleure

—00 car |L(w)| >> 1 en BF

@ robustesse peu changée
si 1/T < WeBO
(sinon : risque d'instabilité)

—180




7.4 Précision statique parfaite : proportionnel intégral (PlI)

transfert de boucle : perturbation . ,
Lip) = K,(1+)Go) |p) @ Correct. Proportionnel-Intégral
/ oT;
P et " 1
consigne commande sortie C == K (1 + )
Xp) 4 oY) (p) P PTi

V(D) - : . Koot
: u(t)=Klx—y) + % [{(x—y)




7.4 Précision statique parfaite : proportionnel intégral (PlI)

Gap(w)

G(p)

w

E.

51—

.....7_.-‘__._._‘_-
—
gl

—180

@ Correct. Proportionnel-Intégral
C(p) =Ko (1+ 55
K,
u(t)=Ko(x —y) + 2 [3(x = y)

o Effets sur le transfert de boucle :



7.4 Précision statique parfaite : proportionnel intégral (PlI)

@ Correct. Proportionnel-Intégral

Gap(w)
' C(p) =Ky (14 5%)
K, ot
_____________ L) = 5 (121 61 u(t)=Kp(x —y)+ 2 [(x—y)
R0log(K,) N\ s
) " o Effets sur le transfert de boucle :

— gain de L(p) translaté vers le

haut, surtout en BF
— phase de L(p) diminuée de
90° en BF

—=90

—180




7.4 Précision statique parfaite : proportionnel intégral (PlI)

Gap(w)

R0log(K,)

G(p)

—=90

—180

@ Correct. Proportionnel-Intégral

C(p) =Ky (14 5%)
u(t)=Kp(x —y) + 5 [5(x— y)

Effets sur le transfert de boucle :
— gain de L(p) translaté vers le
haut, surtout en BF

— phase de L(p) diminuée de
90° en BF

précision meilleure
(1L(0) | —o0)

rejet de perturbation constantes
suivi de référence constante



7.4 Précision statique parfaite : proportionnel intégral (PlI)

@ Correct. Proportionnel-Intégral
Gip(w) 1
C(p) = Kp (1 + ﬁ)
K, rt
o u(t)=Kp(x —y) + 2 [o(x =)
g Lip) = 7 (*3%) G)
[ R0log(K,) N\ '
St e/ SNUR " o Effets sur le transfert de boucle :
AN — gain de L(p) translaté vers le
7 i\\i\ Mg haut, surtout en BF
PG — phase de L(p) diminuée de
o Me °
N 90° en BF
dw) P .
P " e précision meilleure
1 H H '
NN I (IL(0)|—+<)
SO R rejet de perturbation constantes
w0 G0 suivi de référence constante
o robustesse diminuée
—180
@ réponse parfois lente




7.4 Réglage des correcteurs Pl

@ Généralement, les spécifications en BF sont :
o stabilité (M, > 0)
o précision (ex = 1771g))
L 212 M2
o dépassement limité (X, = exp "%/ V=7 et zgr ~ o2)
temps de réponse limité (2 < wogrtar < 3)
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@ Par construction on a |L(0)] — oo
— précision parfaite sans augmenter K
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@ Généralement, les spécifications en BF sont :
o stabilité (M, > 0)
o précision (ex = 1771g))
L 212 M2
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@ Par construction on a |L(0)] — oo
— précision parfaite sans augmenter K

e On augmente K
— pour augmenter wcepp : rapidité



7.4 Réglage des correcteurs Pl

@ Généralement, les spécifications en BF sont :
o stabilité (M, > 0)
o précision (ex = 1771g))

/ .y _ /1— MS,
o dépassement limité (X, = exp T2/V1-2 ot Zor 10(3)
temps de réponse limité (2 < wogrtar < 3)

@ Par construction on a |L(0)] — oo
— précision parfaite sans augmenter K

e On augmente K
— pour augmenter wcepp : rapidité

@ On augmente T; et on limite K
— pour ne pas dégrader la marge de phase : stabilité et dépassement



7.4 Réglage des correcteurs Pl

@ Généralement, les spécifications en BF sont :
o stabilité (M, > 0)

o précision (ex = 1771g))

/ .y _ \/1— MS,
o dépassement limité (X, = exp T2/V1-2 ot Zor 10(3)
o temps de réponse limité (2 < wogrtar < 3)

Par construction on a |L(0)] — oo
— précision parfaite sans augmenter K

e On augmente K
— pour augmenter wcepp : rapidité

@ On augmente T; et on limite K
— pour ne pas dégrader la marge de phase : stabilité et dépassement

@ La précision parfaite se paye par une réponse lente



7.5 Améliorer la robustesse : avance de phase

transfert de boucle :
Lip) = K ($452) G(p)

perturbation

Plo) o Correcteur a avance de phase

sortie

consigne

: _ 1+aTp
X | _ A W Clp)=KTt, a>1




7.5 Améliorer la robustesse : avance de phase

Casle) @ Correcteur a avance de phase
_ e l+aTp
S Clp) = K2, 2> 1
7(p w

o Effets sur le transfert de boucle :

Mg

—90

—180




7.5 Améliorer la robustesse : avance de phase

Gaplw N
() @ Correcteur a avance de phase
pr*[\H i \(1)\
+20log(K) 1+aTp
] e Clp)=K T+7p a>1
7(p N w

O o1
« \WeBOR

o Effets sur le transfert de boucle :
— gain de L(p) augmenté de
20/og(K) en BF et plus en HF
— phase de L(p) augmentée,
pour1/(aT)<w<1/T

@ Pour K >>1
—s précision car |L(0)|
— rapidité car wcgo

—180




7.5 Améliorer la robustesse : avance de phase

@ Correcteur a avance de phase

L(p) = K (Y45 G(p)

N
Clp) = KEHE, a>1

o Effets sur le transfert de boucle :
— gain de L(p) augmenté de
20/og(K) en BF et plus en HF
— phase de L(p) augmentée,
pourl/(aT)<w<1/T

@ Pour K >>1
— précision car |L(0)|
— rapidité car wcgo

—90
@ robustesse

— My * car phase  pour
w ~ wcBo
— possible détérioration de Mg

—180




7.6 Pl 4 av. phase : proportionnel intégral dérivé (PID)

@ Pour accélérer le transitoire du Pl on ajoute un terme Dérivé :

C(p) = Kp(]. + + PTd)

pTi

o Le régulateur obtenu cumule les effets d'un Pl (en basses fréquences) et
d'un avance de phase (en hautes fréquences)



7.6 Pl 4 av. phase : proportionnel intégral dérivé (PID)

@ Pour accélérer le transitoire du Pl on ajoute un terme Dérivé :

Clp) = Ko(1+ —= + pTa)

pTi
o Le régulateur obtenu cumule les effets d'un Pl (en basses fréquences) et

d'un avance de phase (en hautes fréquences)

@ La méthode de Ziegler-Nichols permet d'avoir des valeurs des gains a
partir de la réponse indicielle de G(p) (stable)

Réponse indicielle ’ C(p) H P ‘ Pl ‘ PID ‘
K I 0.9 12
; p | TR | IR LR
T, 330 oL
| Ty 0.5L
\ p T

@ Les valeurs obtenues sont approximatives, il faut ensuite affiner



7.7 Exemple de corrections P, Pl, PID

Systéme : 2 réservoirs avec une
perturbation

@ suivi de référence hjef - - -

o rejet de perturbation hperr —
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o rejet de perturbation hperr —

Correcteurs :

@ avec C(p) =1 — suivi médiocre




7.7 Exemple de corrections P, Pl, PID

Systéme : 2 réservoirs avec une
perturbation

@ suivi de référence hyer - - -
o rejet de perturbation hperr —

Correcteurs :

@ avec C(p) =1 — suivi médiocre

@ avec C(p) =5 — peu précis

150



7.7 Exemple de corrections P, Pl, PID

Systéme : 2 réservoirs avec une
perturbation

@ suivi de référence hyer - - -
o rejet de perturbation hperr —

Correcteurs :
@ avec C(p) =1 — suivi médiocre
e avec C(p) =5 — peu précis

e avec C(p) = 10 — assez précis

150



7.7 Exemple de corrections P, Pl, PID

Systéme : 2 réservoirs avec une
perturbation

@ suivi de référence hjef - - -

o rejet de perturbation hperr —

Correcteurs : “"u)”
e avec C(p) =1 — suivi médiocre "
e avec C(p) =5 — peu précis o
@ avec C(p) = 10 — assez précis
e avec C(p) = +0 05 = &)
— suivi et rejet corrects i \
ap)

Frequency (radisec)



7.7 Exemple de corrections P, Pl, PID

Systéme : 2 réservoirs avec une
perturbation

@ suivi de référence hjef - - -

o rejet de perturbation hperr —

Correcteurs :
@ avec C(p) =1 — suivi médiocre -
e avec C(p) =5 — peu précis N\
e avec C(p) = 10 — assez précis v/ / rletde
@ avecC C(P) = p+0 05 ‘ suivideh,
— suivi et rejet corrects




7.7 Exemple de corrections P, Pl, PID

Systéme : 2 réservoirs avec une
perturbation

@ suivi de référence hjef - - -

o rejet de perturbation hperr —

Correcteurs :

@ avec C(p) = 1 — suivi médiocre

(p) =
e avec C(p) =5 — peu précis
e avec C(p) = 10 — assez précis
)

e avec C(p) = p+0 05 ‘

— suivi et rejet corrects

e avec C(p) =0.9(1+ @ +0.5p)
— transitoire amélioré o % w )




7.8 Correcteur RST

@ Structure du correcteur RST :

régulateur systeme

o Objectifs :
o rejet parfait de perturbations constantes
o assurer des marges de robustesse minimales
B(p)

e suivi de X(p) par Y(p) unitaire et défini par o]



7.8 Correcteur RST

@ Structure du correcteur RST :

régulateur systeme

o Objectifs :

o rejet parfait de perturbations constantes
o assurer des marges de robustesse minimales

e suivi de X(p) par Y(p) unitaire et défini par %
@ La réponse du systeme est donnée par :
B(p)T(p) A(p)S(p)

B )
Y(P) = A0)5(p) + B()R(p)



7.8 Correcteur RST

@ Rejet de perturbations constantes < S(0) =0
@ Suivi unitaire de X(p) par Y(p) & T(0) = R(0)



7.8 Correcteur RST

@ Rejet de perturbations constantes < S(0) =0
@ Suivi unitaire de X(p) par Y(p) & T(0) = R(0)
@ Factoriser le dénominateur du systeme en BF par :
Den(p) = A(p)S(p) + B(p)R(p) = M(p)F(p)

o M(p) : dénominateur de la Ggr entre X(p) et Y(p)
o F(p) : fixé pour filtrer D(p) et assurer la robustesse



7.8 Correcteur RST

Rejet de perturbations constantes < S(0) =0
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Il faut ensuite résoudre en S(p) et R(p) I'équation de Bezout

Den(p) = A(p)S(p) + B(p)R(p)

deg(R) = deg(A)

ui a une solution unique pour :
d auerp {deg(S):deg(A)-i-l
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Rejet de perturbations constantes < S(0) =0
Suivi unitaire de X(p) par Y(p) < T(0) = R(0)
Factoriser le dénominateur du systéme en BF par :

Den(p) = A(p)S(p) + B(p)R(p) = M(p)F(p)

o M(p) : dénominateur de la Ggr entre X(p) et Y(p)
o F(p) : fixé pour filtrer D(p) et assurer la robustesse

(]

Il faut ensuite résoudre en S(p) et R(p) I'équation de Bezout

Den(p) = A(p)S(p) + B(p)R(p)

deg(R) = deg(A)

ui a une solution unique pour :
d auerp {deg(S):deg(A)-i-l

e Sion fixe T(p) = F(p)%, ona:
B(p) RO
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e avoir des marges Mg > 6 dB, My > 50 et My > 0.5
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@ On cherche a réguler le systeme H(p) = % =
o rejeter les perturbations constantes
e suivre X(p) avec un temps de réponse a 5% de 0.5 s et un dépassement
max de 10%
e avoir des marges Mg > 6 dB, My > 50 et My > 0.5

@ Pour pouvoir résoudre Den = AS + BR il faut :

p+1
i 3pi+3pt1.4 PoUr

R(p) = ro + np+ rp° + r3p°
S(p) = s1p+ 2p° + s3p° + sup”

o les spécifications de suivi de X(p) donnent :

z = 0.59
= M(p) = 0.0085p> + 0.11p + 1
{wo — 10.86 (p) P P

e comme B(p) est stable, on peut intégrer B(p) dans M(p)
M(p) = (p + 1)(0.0085p> + 0.11p + 1)



7.8 Exemple de réglage d’'un RST
@ On cherche a réguler le systeme H(p) = % =
o rejeter les perturbations constantes
e suivre X(p) avec un temps de réponse a 5% de 0.5 s et un dépassement
max de 10%
e avoir des marges Mg > 6 dB, My > 50 et My > 0.5

@ Pour pouvoir résoudre Den = AS + BR il faut :

p+1
i 3pi+3pt1.4 PoUr

R(p) = ro + np+ rp° + r3p°
S(p) = s1p+ 2p° + s3p° + sup”

les spécifications de suivi de X(p) donnent :

{ZO i (1)05:6 = M(p) = 0.0085p> + 0.11p + 1
e comme B(p) est stable, on peut intégrer B(p) dans M(p)

M(p) = (p + 1)(0.0085p> + 0.11p + 1)
on fixe le polyndme de filtrage & F(p) = (p + 2.1)* et on a Den(p) :

Den(p) = (p +2.1)*(p + 1)(0.0085p* + 0.11p + 1)
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@ On résout I'équation de Bézout : A(p)S(p) + B(p)R(p) = Den(p)

as 0 0 0|0 0 0 O S4 d7\ < eq. en p’
a a3 0 0|0 0 0 O S ds | « eq. en p®
ai a a 0[]0 0 0 O S ds | < eq. en p°
a a a a3 | b 0 0 0 si| | da] <« eq.enpt
0 a a a|bp by 0 O | | ds| < eq. enp?
0 0 a a| 0 by by O r dr | « eq. en p?
0 0 0 a | O 0 by b rn di | « eq. en pl
0 0 0 0/0 0 0 h /) \n d)  eq. en p°
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@ On résout I'équation de Bézout : A(p)S(p) + B(p)R(p) = Den(p)

as 0 0 0|0 0 0 O S4 d7\ < eq. en p’
a a3 0 0|0 0 0 O S ds | « eq. en p®
ai a a 0[]0 0 0 O S ds | < eq. en p°
a a a a3 | b 0 0 0 si| | da] <« eq.enpt
0 a a a|bp by 0 O | | ds| < eq. enp?
0 0 a a| 0 by by O r dr | « eq. en p?
0 0 0 a | O 0 by b rn di | « eq. en pl
0 0 0 0/0 0 0 h /) \n d)  eq. en p°

@ pour obtenir

R(p) = 6.1704p> + 25.4925p> + 36.8518p + 19.4481
S(p) = 0.0085p* + 0.1631p> + 1.8039p> + 1.6493p

o enfin T(p) = F(p)# donne :

T(p) = p* + 8.4p° 4 26.46p° + 37.044p + 19.4481



7.8 Exemple de réglage d’'un RST

@ Réponses indicielles du systeme
en BO et du modeéle a suivre

/ réponse indicielle souhaitée

réponse indicielle en BO
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o Entrée de référence x(t) et
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o Entrée de référence x(t) et
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7.8 Exemple de réglage d’'un RST

o Entrée de référence x(t) et
entrée de perturbation p(t)

@ résultats de la régulation
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