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Résumé-Cet article porte sur la synthése d’observateurs pour desystemes
non linéaires incertains décrits par des multimodéles. Dasicette approche
de modélisation, le comportement dynamique du systeme esaractérisé
par un ensemble de sous-modéles valides dans une zone de fammement.
La structure du multimodeéle exploité dans ce travail, multimodéle dit dé-
couplé admet des sous-modéles comportant un nombre différent diats.
Un degré de flexibilité dans I'étape de modélisation est ain#troduit car
la dimension des sous-modeéles peut étre adaptée a la compiéxe la zone
de fonctionnement a décrire. Des conditions suffisantes pola synthése
d’'un observateur robuste vis-a-vis des incertitudes de mdéisation et des
perturbations sont établies pour cette classe de multimode, sous la forme
d’Inégalités Matricielles Linéaires (LMIs). Un exemple de simulation est
également proposé afin d'illustrer les performances de I'aproche propo-
sée.

Mots-clés— estimation d’état, approche multimodéle, systéemes incains,
systemes non linéaires, LMI

I. INTRODUCTION

modele n’est vérifiée que localement autour d’'un point defon
tionnement. D’autre part, obtenir un modeéle qui soit explaie
systématiquement et qui tienne compte de la complexitéatgob
du systéme est souvent difficile voire impossible.

L'approche multimodele permet de contourner ces difficul-
tés en évitant I'utilisation d’'un modéle unique trés comple
L'idée est de réduire la complexité du systeme en effecturaat
décomposition de son espace de fonctionnement en un nombre
fini de zones de moindre complexité délimitées par une foncti
poids. Chaque zone de fonctionnement est ensuite modphsée
un sous-modelée structure simple. La caractérisation du com-
portement dynamique du systéme est alors effectuée en €eombi
nant la contribution relative de chaque sous-modéle arnsaes
fonctions poids associées (voir [6—8] pour une discusgipna
fondie).

De nombreuses techniques de commande, de surveillance ddans ce contexte de modelisation, I'agrégation des sous-
de diagnostic de systémes font appel aux variables d'ésysiu rr)odeles peut se faire de_ dlvgrses facons donnant lieu a_dn‘—
téme. Cependant, d’'un point de vue pratique, la connaissaffdentes classes de multimodeles [9]. Deux grandes femille
compléte de 'ensemble des variables d'état du systémenestd@ Multimodeles sont recensées selon qu'un vecteur d'état

général indisponible, d’'une part parce qu'une variabléad'é'a

unigue Multimodéle de Takagi-Sugénou que plusieurs vec-

pas toujours un sens physique et d’autre part parce que sa RES d’étatl(ljultim‘odéle découp)@pparaissent dans les équa-
sure directe est souvent soumise a des contraintes d'rcine t ions du multimodele.

nigue, technologique ou économique.

La structure du multimodéle de Takagi-Sugeno a été initia-

Une solution permettant de contourner ces difficultés ctasilement proposée, dans un contexte de modelisation floue, par
a estimer I'état du systéme, a I'aide d’un observateur, #irparfakagi et Sugeno [10] dans les années 80 et a été depuis lar-
de l'entrée, de la sortie et d’un modéle du systéme. La gual@€ment popularisée, dans un contexte multimodele, pardes t

de I'estimation fournie par I'observateur dépend fortetknla

vaux de Johansen et Foss [6]. L'intérét de cette structune po

qualité des mesures et de la précision du modéle. Or un mod@ffectuer la modelisation, la commande ou I'estimatiortat'e

n'est qu’une représentation abstraite permettant uneigéso

des systémes non linéaires a été largement démontré [11-15]

imparfaite du comportement réel du systéme. D’autre paut, t Remarquons que d’un point de vue structurel, tous les sous-
processus physique est inévitablement soumis & des pertufgodeles dans ce multimodele ont la méme dimension car un
tions provenant des interactions entre le processus etraon evecteur d’état unique est utilisé. Par conséquent, la cexitpl

ronnement affectant ainsi les mesures utilisées.

des sous-modeéles est invariable quelle que soit la cont@lezi

Le probléme d’estimation robuste vis-a-vis des incertituda zone de fonctionnement a décrire. Le multimodele ainsi ob

paramétriques et des perturbations s'avére donc fondairent t€nu peut étre alors sur-paramétre et sa complexite imaite
automatique. Il a été beaucoup étudié pour des systémes m@#gmentee.

lisés par un modeéle de type linéaire en utilisant, par exempl Le structure du multimodéle découplé [9] introduit une cer-

la théorie pour la commande robuste [1-4] ou I'analyse par itaine flexibilité dans I'étape de modélisation. En effetiaeh-
tervalles [5]. Cependant, dans un nombre important d’appli sion des sous-modéles peut étre adaptée a la complexité des
tions, la nature non linéaire du processus ne peut pas étre zanes de fonctionnement car dans cette structure chagse sou

gligée. Lutilisation des techniques classiques d’estiomase

modele peut avoir un nombre d’états différent (une présienta

révele alors peu adaptée. En effet, I'hypothése de lirédrit approfondie est proposée dans la section II). Ce multineodel



déja été exploité pour effectuer l'identification [16, 1Tjoai la ou M; et N; sont des matrices connues, constantes et de dimen-
commande [18-20] des systemes non linéaires. En revamsheslons appropriées, é%(t) une fonction matricielle inconnue,
possibilités offertes par cette structure pour I'estimati’état avec des éléments de Lebesgue mesurables, satisfaisant a :
restent actuellement peu exploitées [21, 22]. ETOEM <1 v 3

Cet article basé sur nos précédents travaux [22], examine le P (DR <1 V. 3)
probleme de la conception robuste d’'estimateurs d'état pou | es différentes zones de fonctionnement du systéme sont in-
des systémes non linéaires comportant des incertitudes paexées a I'aide de la variable de décisibft) supposée in-
meétriques, sujets a des perturbations et modélisés par in ndennue mais accessible par mesure en temps réel. Elle est une
timodele découplé. Les incertitudes paramétriques adotess variable caractéristique du systéme, par exemple, deablesi
peuvent varier dans le temps et sont bornées en norme. &'étdetat mesurables et/ou des signaux d’entrée ou de sortie.
de la stabilite de I'observateur est abordée a l'aide de thot@ | 3 contribution relative de chaque sous-modéle, selonra zo
de Lyapunov et en introduisant une mesure de performégce ou évolue le systéme, est déterminée pafdastions de pondé-

Cet article est structuré comme suit : le multimodéle déEbupation (€ (t)). Elles délimitent les zones de validité, assurent
est présenté dans la section Il et la structure de I'obsauvat|a transition entre les sous-modéles et possédent lesigtépr
dans la section Ill. Des conditions suffisantes (sous forme de somme convexe suivantes :

LMI) assurant des performances robustes de I'estimatien vi |
a-vis des perturbation et des incertitudes sont obtenueslda Zipi(f(t)) =letO<p(&(t) <1, vi=1l.Lvt. (4
section IV. Enfin, la section V propose un exemple académiquei=

de reconstruction d’état d’'un multimodele découple. La sortie du multimodeéle est alors obtenue en effectuant une

. ] . . e - . _.somme pondérée des sorties des sous-modéeles. Il convient de
Notations : Par la suite, une matrice P définie positive (néga-_ . . . . N
) . L 2 “souligner a ce niveau, que les sortig§) des sous-modeles
tive) sera notée B- 0 (P < 0) et la transposée d’une matrice, . o e A .
T o Ny : . .. doivent étre considérées comme des “signaux artificielsale m
P par P'. | est la matrice identité de dimension appropriée .. .. = "o . L
i : : délisation” utilisés pour décrire le comportement non ding
et diag{As,...,An} est une matrice diagonale par bloc de co-

efficients diagonaux;ALa norme L d’'un signal de carré in- du sys_teme reel. De ce fait, ces signaux ne sont pas exitab
o pour piloter un observateur.
tégrable est notée et définie paf (t)[|3 = [ fT(t)f(t)dt. Afin  D'autre part, grace au découplage entre les sous-modéles la
0 dimension de chaque sous-modéle peut étre adaptée selon la
complexité de la zone de fonctionnement a caractérisete Cet
structure de multimodéle est donc adaptée a la modélisadgion
systemes fortement non linéaires de structure variableme: f
Le principe de I'approche multimodéle repose sur I'apprehetion de la zone de fonctionnement. Les paramétres du multimo
sion du comportement d’un systéme a I'aide d’'un ensemble d&le peuvent étre obtenus en utilisant une approche de tjfEe b
sous-modeles agréges a travers un mécanisme d'intequolathoire a 'aide des différentes techniques d’identificafiieriec-
Les multimodéles constituent alors un outil adapté a la trodé&eur peut consulter par exemple [16,17, 23]).
sation des systémes non linéaires. Quant a I'extensionudis o

d'alléger I'écriture i (& (t)) sera abrégée sous la forme(t).

Il. SUR LA REPRESENTATION MULTIMODELE

d’analyse développés dans le cadre des systémes linégliees, lll. STRUCTURE DE ' OBSERVATEUR
peut étre envisagee sans effectuer une analyse spécifiqae de|| est intéressant de remarquer qu’en introduisant un uecte
non linéarité du systeme. d’état augmenté de la forme :
Dans ce contexte de modélisation, plusieurs catégories de L
i A - R T
multlmodeJes peuvent etr.e,d|st|ngu_ees selqn la fagon c_kmt I x(t) = [xI(t)~--xiT(t)--~x[(t)} ER"N=Sn , (5)
sous-modeéles sont associés. Parmi elles, figure le muléhaod &

découplé. Ce multimodele, proposé initialement dans §prs-

sente sous la forme d'une représentation d'état par : les équations (1) peuvent s’écrire sous la forme compacte :

, Xt) = (A+DA®L)X(1)+But)+Dw(t) ,  (6a)
Xi (t) = (Al +AAi)Xi (t) + Biu(t) + DiW(t) ) (1a) y(t) — é(t)X(t) +WV\(t) , (6b)
yi(t) = Gx(t) , (1b)
L ou
y(t) = Zui(f(w)yi () +Wwt) , (1c) A = diag{Ai--A AL, (7a)
. DA = diag{DA; - AA DAL} (7b)
oux € R%ety; € RP sont respectivement le vecteur d'état et B — BB - BLT}T 7 (7¢)
le vecteur de sortie dif™ sous-modélep € R™, y € RP et ~ - T T
w € RY sont respectivement I'entrée, la sortie et la perturbation D = [Dl - Dit - Do } ’ (7d)
du systéme. Les matricés € R B; € R"*™M D; € RM*4, - L ~
Ci € RPN etW € RP*9 sont des matrices constantes connues Clt) = Zl“i G, (7e)
caractérisant le comportement nominal de chaque soustenodée - =
et I'influence des perturbations sur le systéme. G = [O SRR G 0] : (79)

Les imprécisions de la modélisation du systéme sont reépjEaqnyient de remarquer que la matriad admet une écriture

sentées par des incertitudes structurées bornées en norme :similaire acelle dAA :

AN = MFON 2 DA = MFN, (8)



ou Lemme 1. Soit X et Y deux matrices de taille appropriées.
L'inégalité suivante est toujours vraie pour toute matrice

|\Z| — d|ag{|\/|1M|M|_} R (9) Q:QT S0
N = diag{Ny---Ni---N_} , (20)
E(t) diag{Fu(t) .- F(t) --- FL()} | (11) XYT+YXT <XQX"+YQ YT .
ol ,sT(t)ls(t) <1 Une condition suffisante pour garantir I'existence de larbs

La reconstruction des variables d’état du multimodéle déco’/ateur est présentée ci-dessous :

plé (6) est effectuée a l'aide d'un observateur de la fornie sThéoreme 1. Soit le modélg6) satisfaisant & I'hypothése 1.

vante : Il existe un observateufl2) garantissant les performances ro-
R . - R busteq20), s'il existe deux matrices symétriques et définies po-
Xt) = A:X(t) +Bu(t) +K(y(t)=y(t)) ,  (12a) sjtives R et P, une matrice G et deux scalaires positffet T
yt) = CX({) , (12b) tels que:
ol X € R" est I'estimation du vecteur d'état (5)(t] € RP la ;i 0 = 0 PM
sortie reconstruite par I'observateuiket R™P |e gain de I'ob- 0 r 0 RB BM _
servateur a déterminer. =T 0 -y 0 o0 < 0,i=1...L,
0 BR 0 -y 0
A. Formulation du probléme MTP, MTR, O 0 -1l
L'erreur d’estimation d’'état est définie par : ol
et) = xt)-X) (13) M = PA+ATR-GC-CIGT+1 ,
r = PA+ATR+IN'N |
et sa dynamique, obtenue par agrégation des équations (6) et - ~
= = hPD-GW.
(12), par:
. _ Le gain de I'observateur est donné par P{lG et le niveau
Et) = AdtE[M)+ew(t) , (14) d’atténuation pary = \/7
At = [I 0} E©) (15) Remarque 1. La recherche d'une solution satisfaisant les
ol conditions de ce théoréme peut éventuellement s’accorepagn
- d’'une minimisation du niveau d’atténuatign
EW) = [et) x()] (16) g . 3 , . :
B T émonstration.La démonstration du théoreme 1 s’effectue en
wit) = [wt) u@)] (17) considérant la fonction de Lyapunov suivante :
A—KC(t) DA
e S ¥ I D) V(t) = € (OPre(t) + X" (OPx(Y). (21)
> — D-KW 0 19 ouP, =P >0etP, =P] > 0. Les objectifs de synthése (20)
- 0 B (19) sont garantis s'il existe une fonction de Lyapunov (21)sfai
santa:
La convergence de |'observateur est étudiée en prenant en , T E—
compte la dépendance entre I'erreur d’estimation et lesasig V(t) < —Z" (H)z(t) + YW (HW(t) (22)

exogenes au systéme. Ainsi la synthése de I'observatedr (1 o . _ , o
consiste a ajuster le gal de fagon a garantir une reconstruc- zLa dérivéev (t) e long de la trajectoire de l'erreur d'estima-

tion de I'état du multimodéle avec une certaine précisioprén tion est obtenue en utilisant les équations (14) :

sence des incertitudes paramétriques et des perturba@ons ) T(OP+PAS(t) PD
cherche alors & satisfaire les performances robustessesva Vi) = Q)T [AO( )(DTP ® 0 } Q) , (23)
lmE(t)=0 pour w(t)=0, (20a) P = diag{P,P2} , (24)
—00 _ T
Qit) = [E(t) W(t)] . (25)

lZt)]Z < yIW(t)|3  pour wift) #0 etz(0) =0 . (20b)
o o . . Ainsi, compte tenu de (23), la condition (22) devient alors :
ouw(t) est assimilé & une perturbation sur I'erreur d’estimation
ety est le niveau d’atténuation entrnét) etE(t). QT [Ag (P + PA%(TtLeriag{l,O} _PS;J Q) <0 . (26)
IV. SYNTHESE DE L OBSERVATEUR
ui est une forme quadratique &xt). Par conséquent, en intro-
uisant les définitions (18) di&(t) et (19) ded, cette inégalité

Dans cette section, des conditions de convergence deurerrts
est également satisfaite par :

d’estimation d’état sont établies sous la forme d’'un endem
d’inégalités matricielles LMIs [24], en utilisant la métt® de

Lyapunov. M) PAA  R(D-KW) 0

Hypothése 1. L'entrée et la perturbation sont des signaux a| _ AATPr X1+ X2 0 P

z . z T <O ) (27)
énergie bornée, sojtu(t)||2 < e et |w(t)[| < co. (D-KwW)™P. 0 —y 0

0 BTR 0 —A



ou ou
Nt = (A-KCt)"P+P(A-KC(t))+1, (28) =
Xi = ATR+PRA, (29) n,
Xo = AATR+PAA . (30)

= PD-GW, (40)
= PA+ATR -GG -C'G" 41 . (41)
Il convient de remarquer que la stabilité de I'observat&aj (

&M considérant le modéle nominal sans perturbations, aatées
par la négativité du bloc (1,1) dans l'inégalité matri@e{B9)

Il est maintenant possible de dissocier les paramétres-no
naux et incertains dans l'inégalité (27) comme suit :

M) 0 P(D-KW) 0 [22].
0 X1 0 P.B 7 0. (31 Le théoréme 1 est ainsi démontré et une solution satistaisan
O-KW)TPL 0 —l o | 4<% (31) " ces conditions peut alors étre obtenue en faisant appel a@-des
0 BTP, 0 —A gorithmes d’optimisation sous contraintes convexes. O
ou - A. Deuxieme condition de convergence
0 RAA 0 O 0 0 00 - _ .
0 PAA 0 O AMTP, AR, 0 0 On propose de modifier la forme des incertitudes (2) par :
Z= + , (32)
0 0 0O 0 0 00
0 0 00 0 0 00 AA = HOMRON (42)
et d'expliciter ainsiZ par : L'idée d’introduire une pondération est de négliger éveliu
Z-RH+HTR, (33) ment les incertitudes des sous-modéles qui ne sont pas mis a

contribution dans la sortie du muldimodéle. La forme augmen
ou tée proposée dans la section Ill reste inchangée exceptégpou

0 PM 0 O 0 0 00 matriceAA qui devient :
RN _ 0O PRPM 0O O H_ 0 FON 0 O )
|0 0 o0 o |0 0 00 ~ ~
_ Il est maintenait aisé de faire disparaitre les termes imgsn ol
F(t) dans (33) en utilisant le lemme 1 et en prenant en compté . . .
le fait queF T (t)F (t) <1, soit : AN = MR(ON (44)
1P, MNTP, 1P MNTR, 00 Mo = [0 M - 0, (45)
-1 ANAT -1 ANAT N T N N — A
7|7 PZI\C;IM P TIBMM OF12+TN N % % (@39) N = [0 N; 0] . (46)
0 0 00 Une condition suffisante pour garantir I'existence de larbs

L . . L vateur est présentée ci-dessous :
Ainsi, en introduisant la majoration (34) dedans (31) et en

utilisant le complément de Schur, il découle que l'inégait7) Théoréme 2. Soitle modélg6) avec les incertitudes de la forme
est également satisfaite par : (42) et satisfaisant & I'hypothése 1. Il existe un observa(éa)
garantissant les performances robust28), s'il existe deux ma-

n ét) ? g Pgl_s; %m trices symétriques et définies positiveePR, une matrice G et
~ des scalaires positifg et 7; tels que :
S 0 - 0 0]<o (35) positifp et tels g
0 BR 0 -y 0 m 0 = 0 PN
M'PL M'P 0 0 -1l 0 I 0 p2~ p2|\7||
ol =T 0 -y 0 0| < 0i=1..L,
2 = PBD-KW), (36) O BR 0 -y 0
o R M'PL MR, 0 0 -l
N = AR+PA+TN'N . (37)
Maintenant, en utilisant la définition (7e) Gét) alorsM(t) de- ©U
vient : N = PA+ATR-GC-C'G"+1
L . . . N = PA+ATR+TNTR
ne = i(t)(A—KG)TP +P (A—KC)+1 . (38 ' < L
0 = 3 HOAE-KE)P+PA-KE) +1 . (38) = _ PB_ow.
Enfin, en posanG = P,K et y = y? et compte tenu des pro- '\ili = [0 - M - 0,
priétés de somme convexe des fonctions de pondératioh N = [0 - N - 0
l'inégalité (27) est également satisfaite par les LMIs antes :
n 0 _ 0 BN Le gain de I'observateur est donné par ¥ P{lG et le niveau
: = L L d’atténuation pary = /.
0 r 0 PB BM pary = V¥
=T 0 -yl 0 0 | <0,i=1...L, (39) Démonstration.La démonstration de ce théoréme s’effectue en
0 I§TP2 0 -yi 0 adoptant une démarche tout a fait similaire a celle du tméere
MTP, MTR, 0 0 -1l 1. La démonstration est omise ici. O



V. EXEMPLE DE SIMULATION

Il s’agit d’estimer I'état d’'un systéme décrit par un multidele

découplé constitué de= 2 sous-modeéles de dimensions diffé-

rentes dont les parametres sont définis par :

' [—05 —04 —03
A= :82 —0(528} : A=|03 -05 -08| ,
NS ' |06 07 -—04
Bi=[06 07]" , B,=[09 -07 -05] ,

o, _[-01 o01]" 5, _[01 —02 01]
o o] - 2=lo o o] -
o _[02 05 c,_[-05 —04 02
17|03 o04]" 27102 -03 -04] "
M =[03 02] , M,=[04 05 03] ,
N, =[01 03], N,=[02 03 06| ,

0 -02
W[o 0.2]

La variable de décisior€ (t) est ici le signal de commande
1, 1]. La perturbatiorw(t) est un bruit de moyenne

ut) € [

nulle et de variance égale a 1.

— 1)
- - -1, (u()

200

L
180

=l
] - - - Y,

g

o %
Tt gl
Wt

; ; ; . . ; 1
0 20 40 60 80 00 120 140 160
temps (s)

Fig. 1. Entrée, fonctions de pondération et sortie
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Fig. 2. Fu(t), Fo(t) etw(t)

du théoréme 1, est donnée par :

0.7239 06650
—-1.1742 -0.0716
Ki = |-14914 -0.6806| ,
—2.9926 —-2.7446
—2.3465 —2.6586

avec un niveau datténuation minimal d& = 1.8933 et
T = 3.0592. Une solution, satisfaisant les conditions du théo-
reme 2, est donnée par :

0.9904 10389
—0.5708 09015
K = |-5.0878 -3.7781| |,
—2.5354 —-3.4427
—1.0984 -1.7825

avec un niveau d'atténuation minimal dg = 0.4292 et
T 1.6140 etr, = 0.6405. Il est possible de remarquer le
fort contraste entre les niveaux d’atténuation obtenus e
conditions du théoreme 1 et 2.

Il convient également de remarquer que dans la simulation du
multimodeéle les incertitudes ne sont pas assorties de pandé
tion et que les conditions initiales des observateurs solfes

Les fonctions de pondération sont obtenues par la normalisa

tion de fonctions de type gaussien :

L

WED) = @Cv)/ 3 @) . (47)
=

a@E®) = ep(-(EM-a?/0?) . (@8

de dispersiorr = 0.5 et de centres; = —0.18 etc, = 0.18. Le
choix des fonctions de pondération fait que la sortie du imok
déle est construite en considérant a tout instant la canitpit
des deux sous-modeles.

T
théo 1

- - -théo 2

Les allures du signal d’entrée, des fonctions de pondératio

et des sorties du multimodéles sont illustrées sur la figuta 1
figure 2 présente les incertitudBg(t), F(t) et la perturbation
w(t) utilisées dans la simulation.

Fig. 3. Erreurs d’estimation du sous-modeéle 1

Les solutions, satisfaisant les conditions du théoreme2] et Les erreurs d’estimation obtenues en utilisant ces deux ob-

sont obtenues en utilisant l'interface YALMIP [25] ass@cau

servateurs sont illustrées sur les figures 3 et 4. La figure5 pr

solver SEDUMI [26]. Une solution, satisfaisant les conditionsente I'indice de performancg@ = ||E(t)||3/||w(t)||3 au cours



du temps. Dans les deux cas les erreurs d’estimation denteurg

bornées et proches de zéro. ]
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Fig. 5. Performances de I'estimatian= ||E(t)||3/||W(t)||3

(18]

VI. CONCLUSIONS

[19]
Cet article expose une méthode de synthése d'observaimurs ?20]
des systémes non linéaires incertains décrits par uneecaikess
multimodéle. Le multimodéle utilisé, le multimodele déeou
plé, peut comporter des sous-modéles de dimensions diifé&e
contrairement aux approches classiques ou les sous-nsamtle
la méme dimension.

Des conditions suffisantes permettant la synthése d'oserv
teurs robustes vis-a-vis des incertitudes du modéle et ees |.[)2
turbations sont établies en utilisant un formalisme LMI.rhé-
thode proposée et son efficacité estillustrée a traversemge
de simulation. L'observateur proposé peut étre utilisésdam (23]
contexte de diagnostic de systémes pour générer des résidus
bustes en vue de fournir des signaux indicateurs de défauts. [24]

[21]
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