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Résumé. Ce document aborde l’estimation d’état des systémes non li-
néaires. L’approche proposée repose sur la représentation du systéme par
un multimodéle découplé. Ce type de multimodeéle constitue une alterna-
tive au multimodéle dit de Takagi-Sugeno classiquement utilisé. En effet,
contrairement & ce dernier, le multimodéle découplé permet l'utilisation
d’un vecteur d’état de dimension différente pour chaque sous-modéle et
en ce sens, l'approche présentée est originale. L’estimation d’état pro-
posée est effectuée a l’aide d’un observateur de type Proportionnel - In-
tégral (PI) connu pour ses propriétés de robustesse. La synthése de ce
type d’observateur pour un multimodéle découplé n’a pas fait, & motre
connaissance, l'objet de travauzr de recherche. Des conditions suffisantes
pour garantir la convergence de l’erreur d’estimation sont données sous
une forme LMI.

Mot clés. Estimation d’état; observateur PI; systémes non linéaires;
multimodéle découplé.

1 Introduction

De nos jours les sciences de 'ingénieur font largement appel a I'estimation de
I’état des systémes. En effet, la connaissance compléte de ’état d’un systéme est
souvent nécessaire a I’élaboration d’une loi de commande ou & la mise en place
d’une stratégie de surveillance ou de diagnostic. Or I’état d’un systéme n’est en
régle générale que partiellement disponible et les signaux d’entrée et de sortie
sont en pratique les seules grandeurs accessibles par mesure. La solution la plus
répandue pour pallier ce probléme consiste & coupler au systéme un systéme
auxiliaire, appelé estimateur ou observateur d’état.

L’observateur fournit une estimation de ’état du systéme & partir de son
modéle et des mesures de ses entrées et sorties. L’observateur classiquement
utilisé, dans le cadre de systémes linéaires, est dit & gain Proportionnel (P) ou
de Luenberger [1]. Il est cependant bien connu que l’estimation d’état fournie
par ce type d’observateur se dégrade considérablement si le modéle du systéme
en question est mal connu ou si des perturbations inconnues agissent sur la sortie
ou sur ’état du systéme.

Afin d’améliorer estimation d’état vis-a-vis des incertitudes paramétriques
et/ou des perturbations, un observateur a gain Proportionnel-Intégral (PI) peut

STA’2007 — SSI, pages 1 a 10



2 STA’2007 — SSI, pages 1 a4 10

étre utilisé. En effet, 'observateur PI, proposé dans [2] et depuis largement étu-
dié dans la littérature, permet d’intégrer un certain degré de robustesse dans
Pestimation d’état grace a I’action intégrale [3].

La question de la synthése des observateurs P ou PI, d’ordre plein ou réduit
pour les systémes linéaires, est abordée dans [3,4]. En revanche, 1’estimation
d’état pour les systémes non linéaires, bien qu’ayant fait I’objet de nombreux
travaux de recherche, demeure un sujet d’actualité.

La solution proposée dans ce document pour estimer I’état d’un systéme non
linéaire repose sur l'approche multimodéle. L’idée de ’approche multimodéle
est d’appréhender le comportement d’un systéme non linéaire en effectuant une
décomposition du comportement dynamique du systéme en un nombre fini de
zones de fonctionnement, chaque zone étant caractérisée par un sous-modéle. En
fonction de la zone o le systéme évolue, la sortie de chaque sous-modéle est plus
ou moins mise & contribution & travers un mécanisme d’interpolation, souvent
une fonction de pondération. Le comportement global du systéme non linéaire
est ainsi approximé en prenant en considération la contribution de chaque sous-
modéle.

Les multimodéles constituent alors un outil adapté a la modélisation des sys-
témes non linéaires. En effet, n’'importe quel systéme non linéaire peut étre ap-
proximé avec une précision imposée en augmentant le nombre de sous-modeéles
et en optimisant la structure des fonctions de pondération. L’approche multi-
modéle permet également d’envisager l'extension des outils développés dans le
cadre des systémes linéaires aux systémes non linéaires sans effectuer une ana-
lyse spécifique de la non-linéarité du systéme, a condition toutefois d’avoir des
sous-modéles linéaires et pour des fonctions de pondération particuliéres.

Filev [5] présente, dans un contexte de modélisation floue (directement trans-
posable aux multimodéles), deux structures possibles pour prendre en considé-
ration la contribution de chaque sous-modéle. Dans la premiére structure, les
sous-modéles partagent le méme vecteur d’état (multimodéle de Takagi-Sugeno) ;
dans la deuxiéme, les sous-modéles sont découplés, leurs vecteurs d’état étant
différents (multimodéle découplé).

La structure du multimodéle de Takagi-Sugeno est la plus répandue aussi
bien dans ’analyse que dans la synthése des multimodéles [6]. L’estimation d’état
d’un systéme non linéaire a ’aide de ce type de multimodele s’effectue en général
en utilisant un multiobservateur P (extension de 'observateur P des systémes
linéaires) [7,8]. Cependant, d’autres types de multiobservateurs ont également
été développés (par exemple, a entrées inconnues [9] et & modes glissants [10]).

En revanche, peu de travaux existent sur les multimodeéles découplés. Il
convient cependant de souligner que des travaux sur lidentification [11,12] et
la commande [13,14] des systémes non linéaires ont déja mis a profit cette struc-
ture et ont démontré son intérét. Quant a 'estimation d’état, une démarche pour
effectuer la synthése d’un observateur P, en utilisant un multimodéle découplé a
été proposée dans [15].

Notre contribution réside dans ’extension de cette démarche & la conception
d’un observateur de type PI, de fagon a améliorer 'estimation d’état vis-a-vis
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des incertitudes paramétriques et/ou des perturbations. Notre approche se dé-
marque des approches multimodéles de type Takagi-Sugeno classiquement utili-
sées du fait que le multimodeéle découplé permet I'utilisation d’un vecteur d’état
de dimension différente pour chaque sous-modéle.

Cet article est organisé comme suit : dans la section 2, deux structures de
multimodéles caractérisées par un état commun ou non sont présentées. Des
conditions suffisantes (sous forme LMI) assurant la convergence de lerreur d’es-
timation sont exposées dans la section 3. Enfin, la section 4 propose un exemple
académique de reconstruction d’état d’un multimodéle découplé. Une comparai-
son entre ’estimation d’état obtenue avec un observateur P et un observateur
PI en présence d’'une perturbation sur la sortie est également établie.

2 Structures des multimodéles

Plusieurs structures permettent d’interconnecter les différents sous-modéles afin
de générer la sortie globale du multimodéle. Deux structures essentielles de
multimodéles peuvent étre distinguées selon 1'utilisation, par les différents sous-
modeéles, d’'un état unique ou de plusieurs états indépendants. En ce qui concerne
les différentes techniques d’identification d’un multimodéle, le lecteur peut con-
sulter [6,11,16].

2.1 Multimodéle de Takagi-Sugeno

La structure du multimodéle de Takagi-Sugeno est de la forme suivante :

L
(t) = Z pi(§(){Aiz(t) + Biu(t)} (1)

L
u(t) = 3 m(EW)Cal) |

ou x € R” est le vecteur d’état, u € R™ le vecteur de commande, y € R? le
vecteur de mesures et A; € R™*™, B; € R"™™™ et C; € RP*™ sont des matrices
constantes et connues.

Les 1;(£(t)) sont les fonctions de pondération qui assurent le passage entre
les sous-modéles. Elles possédent les propriétés suivantes :

L
D_mEt) =1, W (2a)

0<m(E®t) <1, Vi=1..L, Wt (2b)

o £(t) est la variable de décision accessible en temps réel et qui dépend, par
exemple, des variables d’état mesurables et/ou du signal d’entrée du systéme.

Remarquons par ailleurs que ce type de multimodéle est construit en effec-
tuant une somme pondérée des différents paramétres A;, B; et C; des sous-
modéles. Par conséquent, le multimodéle de Takagi-Sugeno est analogue & un
systéme & paramétres variables dans le temps.
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2.2 Multimodéle découplé

Le multimodéle découplé est construit a partir de 'agrégation des sous-modéles
sous la forme d’une structure a états découplés [5] :

yi(t) = Cimy(t) (3)

L
y(t) = Zm(f(t))yi(t) ,

oux; € R™ et y; € RP sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie
du i°™° sous-modéle. A; € R™*" B; € R™*™ et C; € RP*™ sont des matrices
constantes et connues et u, y et £ ont été définies dans la section précédente.

La sortie globale du multimodéle découplé est donnée par la somme pondé-
rée des sorties des sous-modéles. Les espaces d’état des sous-modéles sont ainsi
complétement indépendants les uns des autres. Ce découplage entre les diffé-
rents sous-modéles constitue le principal intérét de cette structure. En effet,
contrairement au multimodéle de Takagi-Sugeno, le multimodéle découplé per-
met l'agrégation de sous-modéles dont les vecteurs d’état sont de dimensions
différentes (& condition toutefois que les vecteurs d’entrée et de sortie aient la
méme dimension). Cette structure de multimodéle est donc adaptée a la modé-
lisation des systémes fortement non linéaires dont la structure varie (dimension
du vecteur d’état variable) en fonction de la zone de fonctionnement.

Notations. Par la suite une matrice P définie positive (négative) sera notée
P >0 (P <0) et la transposée d’une matrice P sera notée PT. 1 est la matrice
identité de dimension appropriée. Afin d’alléger Uécriture u;(£(t)) sera abrégée
sous la forme p;(t).

3 Estimation d’état

On souhaite estimer ’état d’un systéme non linéaire décrit par un multimo-
deéle découplé. La reconstruction de ’état est réalisée a ’aide d’un observateur
de type Proportionnel Intégral (PI). L’observateur proposé est synthétisé en
adoptant une démarche similaire & celle proposée dans [17] pour effectuer la
synchronisation d’un systéme chaotique. Des conditions de convergence de l’er-
reur d’estimation d’état sont présentées sous la forme d’un ensemble d’inégalités
linéaires matricielles LMIs [18] (Linear Matrix Inequalities).

Les équations (3) du multimodéle découplé peuvent s’écrire sous une forme
plus condensée en introduisant un vecteur d’état augmenté :
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ou
A, 0 0 0 0 B wmer”
o0 0 0| Sl ;
A= 0 0 Al 0 0 ,B: Bi ,C(t): ul(t)C;T et
000 0 : :
0 0 0 0 A, By, /LL(t)Cg

Il est possible de constater, d’aprés l'expression (4), que l’équation régissant
la dynamique du multimodéle découplé est linéaire et & paramétres constants.
En effet, la non-linéarité, introduite par les fonctions de pondération, se situe
seulement au niveau de I’équation de sortie du multimodéle. En effet, la matrice
C(t) est a paramétres variables dans le temps.

3.1 Structure de ’observateur PI

Un terme intégral z(t), issu de I'intégration de la sortie du multimodéle, est intro-
duit afin d’ajouter par la suite I'action intégrale dans I’équation de I'observateur.
Le multimodele découplé (4) devient alors :

() = Aa(t) + But) ,
(1) = Ct)a(t) | (5)
y(t) = C(t)a(t) |

ol 2(t) = gy(g)dg. Les équations précédentes peuvent se mettre sous la forme
B X(t) = A ()X (t) + C1Bu(t)
Yi(t) = CHCT X (1) (6)
Yo(t) = C3 X (1)
" e ae-lgd acf o]

La reconstruction de I’état du multimodele découplé (6) est effectuée a laide
d’un observateur PI de la forme suivante :
X(t) = A (0)X(t) + CiBu(t) + Kp(Y1 — Y1) + K(Yo — Ya) ,
Yi(t) = C(HCT X (1) (8)
Valt) = CIX (1) .
Remarquons que dans I’équation (8) de l'observateur PI n’apparaissent que les

variables accessibles par mesure, c’est-a-dire ’entrée et la sortie du multimodéle
(les mesures des sorties de chaque sous-modéle étant indisponibles).
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3.2 Synthése de ’observateur PI

La synthése de 'observateur consiste & chercher des matrices Kp et K telles
que lerreur d’estimation définie par :

e(t) = X(t) = X(1) (9)

tende vers zéro quelles que soient les conditions initiales.

En utilisant les expressions de X (¢) et de X (t) données respectivement par
les équations (6) et (8), la dynamique de 'erreur d’estimation est alors donnée
par :

e(t) = Aobs(t)e(t) ) (10)

avec - - ~ ~
Aops(t) = Ay (t) — KpC(t)CT — KCT (11)

La convergence de 'erreur d’estimation est assurée si pour un mélange arbi-
traire entre les sous-modeéles, la matrice A,ps(t) reste toujours de Hurwitz.

Remarquons par ailleurs que la matrice C'(t) admet Pécriture suivante :
) L
Ct)=>_ m®)Ci , (12)
i=1

ot C; est une matrice bloc de la forme :
Co=[0-- Ci-n0] . (13)

D’autre part, en utilisant 1’expression (12), la matrice A,(t) définie plus haut
devient :

L
Ai(t) = Zui(t)z‘_li ; (14)
&:Eﬂ' (15)

Finalement, en utilisant les expressions (12) et (14) la matrice Aqps(t) s’écrit :
L — — ~ ~
Aobs(t) = Zﬂi(t)(Ai - KpClCIT - KICE) . (16)
i=1

Une condition pour garantir la convergence de l'erreur d’estimation (9) est
énoncée dans le théoréme suivant :

Théoréme 1. S’il existe une matrice symétrique et définie positive P, des ma-
trices Lp et Ly vérifiant les LMIs suivantes :

(PA; — LpC;CT — L;CTY + (PA; — LpC;CT — L;CHT <0 . (17)

pour i = 1...L, alors lobservateur (8) est asymptotiquement convergent. Les
gains de 'observateur sont donnés par Kp = P 'Lp et K = P~ 'L;.
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Démonstration. La démonstration de ce théoréme est réalisée en considérant une
fonction candidate de Lyapunov de la forme :

V(e(t)) = el (t)Pe(t), P>0 P=PT . (18)
La convergence asymptotique de I’erreur d’estimation est garantie si :
3P=PT >0 V(e(t))>0et V(e(t)) <0 . (19)

La premiére contrainte est satisfaite par le choix de la fonction candidate de
Lyapunov (18). Des conditions assurant la deuxiéme contrainte doivent alors
étre établies.

La dérivée par rapport au temps de la fonction (18) est donnée par :

Vie(t)) = T (t)Pe(t) + T (H)PE(t) | (20)

soit encore en introduisant I’équation de la dynamique de l'erreur donnée par
(10) :
V(e(t) = €7 () (A ()P + PAoys (1)) e(t) (21)

obs

qui est une forme quadratique en e(t). Compte tenu de (19), une condition suf-
fisante pour assurer la convergence de 'erreur d’estimation est de garantir :

Ast(t)P+ PAobs(t) <0 . (22)
On obtient en introduisant I’expression (16) de Agps(t) dans I'inégalité (22) :
L - — ~
P> ui(t)(A; — KpCiCT — K;CF)

i=1
L ~
+> i) (A — KpCiCl — K;C7)T"P <0 . (23)
i=1
Compte tenu de la propriété (2b) des fonctions de pondération, la précédente
inégalité est également satisfaite si :
P(A; — KpCiCT — K;CT) + (A; — KpCiCT — K;1CHTP <0,i=1...L.(24)
Il convient de souligner que cette inégalité est non linéaire par rapport aux
variables Kp, K et P. Cependant, en effectuant un changement de variables de
la forme Lp = PKp et Ly = PK7, l'inégalité matricielle (24) devient :
(PA; — LpCiCT — LiCT) + (PA; — LpCiCT — L;CHT < 0,i=1...L, (25)

qui est bien une LMI en P, Lp et L;. Le théoréme 1 est ainsi démontré. O
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4 Exemple

4.1 Estimation d’état

Il s’agit d’estimer I’état d’un systéme décrit par un multimodéle découplé consti-
tué de L = 2 sous-modéles de dimensions différentes. Les valeurs numériques des
matrices A;, B; et C; sont :

-2 05 0.6 1

~1.3 0.6 —0.8 0.5 co

-0.2 0.6 —0.5 0.7 03
A2 = |: 03 -1 } B BQ - |: 0.8 :| ’ 02 - |:03 02:|

La variable de décision £(t) est ici le signal de commande u(t). Les fonctions
de pondération sont obtenues par la normalisation de fonctions de type gaussien :

pi(6(8)) = wi(§(0)/ Y wy (€0 (26)
wi(&(1) = exp (—(£(t) = ci)*/0?) (27)

de dispersion o = 0.4 et de centres ¢c; = 0.25 et ¢y = 0.75.
Une solution, satisfaisant le théoréme 1, est donnée par :

[0.7688 —0.1132 —0.2572 —0.0488 0.0197 —0.1628 0.0712 |
—0.1132 1.1459 0.1475 —0.0398 0.0113 —0.0444 —0.2343
—0.2572 0.1475 0.9952 0.0301 —0.0134 —0.1126 0.0804
P = |-0.0488 —0.0398 0.0301 1.7996 —0.5658 0.0099 0.0053 | ,
0.0197 0.0113 —0.0134 —0.5658 1.2996 —0.0031 —0.0013
—0.1628 —0.0444 —0.1126 0.0099 —0.0031 1.0773 —0.0322
| 0.0712 —0.2343 0.0804 0.0053 —0.0013 —0.0322 1.0687 |

[—0.0126 0.0303 —0.0352 0.1128 0.0417 0.9353 —0.0545}T

Kp = |—0.1939 —0.0243 0.0342 —0.1526 —0.0403 —0.0220 0.9842
K [1.4524 0.0273 0.5318 0.0343 0.0056 1.2149 —0.0925]"
r= |—0.2764 0.8597 —0.3213 0.0273 0.0149 —0.0043 1.1995

L’erreur d’estimation est illustrée sur la figure 1 ou les e;(t) représentent
les composantes du vecteur d’erreur d’estimation. Il est possible de constater la
bonne estimation des états des sous-modéles fournie par I’observateur PI pro-
posé. L’erreur & l'origine du temps provient de la différence entre les conditions
initiales de 'observateur et celles du multimodéle.

4.2 Estimation d’état en présence d’une perturbation

Une perturbation est maintenant ajoutée sur la sortie du multimodéle afin de
comparer les performances de I'observateur synthétisé dans I’exemple précédent
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a celles d’'un observateur P. La perturbation, de type rampe, injectée sur la sortie
y1(t), apparait a t = 5 et sa valeur a I'instant ¢ = 50 est de 10. L’observateur P est
synthétisé en adoptant la démarche exposée dans [15]. Le gain de I'observateur

obtenu est : T
~ 1 0.3001 0.3001 —0.0796 0.3899 0.1866

K= —0.2767 —0.0812 0.6160 —0.4690 0.0108

Les erreurs d’estimation obtenues avec les deux observateurs sont présentées sur
la figure 2. Il est possible de constater que pour cet exemple, I'observateur PI
rejette mieux la perturbation appliquée sur la sortie.

L L L L L L L L L L L L L
6 7 8 9 10 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

leis (s) temps (s)
F1G.1. Erreur d’estimation d’état. Fi1G.2. Erreur d’estimation d’état. Observa-
teur P (trait plein), Observateur PI (en poin-
tillés).

5 Conclusions et perspectives

L’estimation d’état d’un systéme non linéaire a été abordée dans ce document.
L’observateur d’état est construit a partir de la représentation du systéme par
un multimodéle découplé. L’approche proposée est intéressante en ce sens qu’elle
se démarque des approches multimodéles de type Takagi-Sugeno classiquement
utilisées. En effet, contrairement & l'observateur de type Takagi-Sugeno, 1'ob-
servateur proposé permet d’introduire un vecteur d’état de dimension différente
pour chaque sous-modéle. La convergence de ’observateur a été analysée et des
conditions suffisantes ont été données en utilisant un formalisme LMI. Les es-
timations d’état obtenues avec l'observateur PI et un observateur P ont été
comparées sur un exemple de simulation.

Parmi les points pouvant faire ’objet de travaux ultérieurs, on peut mention-
ner la réduction du conservatisme de la solution proposée en utilisant d’autres
fonctions candidates de Lyapunov. Il peut étre envisagé, dans un contexte de
diagnostic, d’étendre la démarche exposée a 'estimation d’entrées inconnues a
I’aide d’un observateur PL.
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