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Résumé— Dans cette communication, nous proposons une
méthode d’estimation d’état d’un système non linéaire re-
présenté par un multi-modèle de type Takagi − Sugeno dont
les fonctions d’activation dépendent de l’état. Pour cela,
nous proposons la synthèse d’un multi-observateur de Luen-
berger et nous montrons comment déterminer les gains
du multi-observateur pour garantir la convergence globale
asymptotique vers zéro de l’erreur d’estimation d’état. Les
conditions de stabilité et de convergence sont formulées en
termes d’inégalités matricielles linéaires (LMI).

Mots-clés— Approche multi-modèle, Estimation d’état, Va-
riables de décision non mesurables, Stabilité asymptotique,
Inégalités linéaires matricielles (LMI).

I. Introduction

Les méthodes de diagnostic de fonctionnement de sys-
tèmes à base de modèles linéaires ont atteint actuellement
une certaine maturité. Cependant, la linéarité des modèles
de représentation du processus à surveiller constitue une
hypothèse forte qui limite la pertinence des résultats que
l’on peut obtenir. L’extension directe des méthodes dé-
veloppées dans le contexte des modèles linéaires au cas
des modèles non linéaires quelconques est délicate. En re-
vanche, des résultats intéressants ont d’ores et déjà été ob-
tenus si la démarche de modélisation s’appuie sur l’utilisa-
tion d’un ensemble de modèles de structure simple, chaque
modèle décrivant le comportement du système dans une
« zone de fonctionnement »particulière. Dans ce contexte,
l’approche multi-modèle [15] qui consiste à élaborer le mo-
dèle global par interpolation de modèles locaux linéaires a
produit des résultats intéressants [1] [7].
Dans le contexte des modèles linéaires, la détection de dé-
fauts peut s’effectuer en s’appuyant sur les méthodes à
base d’observateurs d’état [8]. Pour la phase d’isolation
des défauts, celles-ci s’appuient le plus généralement sur
la mise en place de bancs d’observateurs pilotés par des
jeux de grandeurs différentes. Dans le cas de systèmes dé-
crits à l’aide de multi-modèles, la technique précédente ne
se transpose pas immédiatement en raison des couplages in-
troduits dans la structure. Dans cette problématique, plu-
sieurs travaux portant sur la conception d’observateurs par
approche multi-modèle, ont été réalisés. D’une manière gé-
nérale, la conception d’un multi-observateur pour un sys-
tème décrit par une structure multi-modèle passe par la
conception d’observateurs locaux, puis par l’interpolation
de ces derniers, suivant des fonctions poids définies. Cette
technique de conception permet alors l’extension des outils

d’analyse et de synthèse développés pour les systèmes li-
néaires, au cas non-linéaire. En effet, en se basant sur le mé-
canisme d’interpolation, Tanaka [10] a proposé une étude
concernant la stabilité et la synthèse de multi-régulateurs
et de multi-observateurs. Patton [9] a proposé un multi-
observateur basé sur l’utilisation d’observateurs de Luen-
berger, qui a ensuite été utilisé pour le diagnostic. Dans
[2], [3], [4] et [5], les observateurs à mode glissant déve-
loppés pour les systèmes linéaires (voir [16] [17]), ont été
transposés aux systèmes décrits par des multi-modèles. Le
principal intérêt de ce type d’observateurs est sa robustesse
vis-à-vis des incertitudes de modélisation. Les observateurs
à entrées inconnues des systèmes linéaires ont été transpo-
sés, de la même manière, au cas de modèles non linéaires
décrits par des structures multi-modèles [4].

Cependant, tous ces travaux concernent des multi-modèles
avec des fonctions d’activation qui dépendent de variables
de décision mesurables (entrée ou sortie du système) ; ces
mêmes fonctions étant également utilisées dans le multi-
observateur. Dans la littérature, peu de travaux ont été
réalisés sur la conception de multi-observateurs d’état avec
des fonctions d’activation dépendant de variables non me-
surables (état du système par exemple). Dans ce contexte,
on peut citer les travaux de Bergsten, Palm et Driankov
[6], [11], [12] et [13], qui ont proposé une étude et une
méthode de conception de multi-observateurs de Luenber-
ger et à mode glissant, en supposant que la dynamique de
l’erreur d’estimation d’état est soumise à l’influence d’une
perturbation externe (liée à l’hypothèse de variables de dé-
cision non mesurables). Ils démontrent alors la convergence
de l’erreur d’estimation d’état sans perturbations, puis ils
établissent les conditions pour lesquelles la stabilité est tou-
jours vérifiée en présence de perturbations.

Notre contribution dans cet article, réside dans l’estimation
d’état d’un système non linéaire décrit par une structure
multi-modèle avec des fonctions d’activation fonction de
variables de décision non mesurables (états du système).
Les conditions de convergence du multi-observateur sont
établies en utilisant une fonction quadratique de Lyapu-
nov et elles sont exprimées sous la forme d’un ensemble
d’inégalités linéaires matricielles (LMI) [14].



II. Structure multi-modèle

Considérons un système non linéaire représenté sous la
forme multi-modèle suivante :







ẋ(t) =
n
∑

i=1

µi(x(t))(Aix(t) + Biu(t))

y(t) = Cx(t)
(1)

où x(t) ∈ ℜn est le vecteur d’état, u(t) ∈ ℜm est le vec-
teur des entrées, y(t) ∈ ℜp représente le vecteur de sortie.
Ai ∈ ℜn×n est la matrice d’état, Bi ∈ ℜn×m est la matrice
d’influence de l’entrée et C ∈ ℜp×n représente la matrice
de sortie ou d’observation. Enfin, µi(x(t)) représentent les
fonctions d’activation qui dépendent de l’état x(t), et qui
ont les propriétés suivantes :







n
∑

i=1

µi(x(t)) = 1

0 ≤ µi(x(t)) ≤ 1 ∀i ∈ {1, 2, ..., n}
(2)

III. Structure du multi-observateur

Le problème à résoudre est l’estimation du vecteur d’état
x(t) à partir des informations disponibles notamment l’en-
trée u(t) et la sortie y(t).
La structure du multiobservateur proposée est de la forme :







˙̂x(t) =
n
∑

i=1

µi(x̂(t)) (Aix̂(t) + Biu(t) + Gi(y(t) − Cx̂(t)))

ŷ(t) = Cx̂(t)
(3)

Les gains Gi doivent être déterminés de manière à assurer
la convergence asymptotique vers zéro de l’erreur d’estima-
tion d’état.

A. Conditions de stabilité du multi-observateur

L’erreur d’estimation d’état s’écrit :

e = x − x̂ (4)

La dynamique de cette erreur est obtenue en utilisant les
équations (1), (3) et (4) :

ė =

n
∑

i=1

(Ai(µi(x)x − µi(x̂)x̂) + Biu(µi(x) − µi(x̂))

−µi(x̂)GiC(x − x̂)) (5)

Si l’on ajoute et retranche au membre de droite de l’équa-
tion (5) le terme Aiµi(x̂)e, on obtient :

ė =
n

∑

i=1

(

Aiδi + Bi∆i + µi(x̂)Aie
)

(6)

avec :






δi = (µi(x) − µi(x̂))x
∆i = (µi(x) − µi(x̂))u
Ai = Ai − GiC

(7)

Pour démontrer la convergence asymptotique de l’erreur
d’estimation d’état, considérons la fonction de Lyapunov
suivante :

V (e) = eT Pe (8)

Sa dérivée par rapport au temps est :

V̇ (e) = ėT Pe + eT P ė (9)

Puis, en utilisant (6) :

V̇ (e) =

n
∑

i=1

(δT
i AT

i Pe + eT PAiδi + ∆T
i BT

i Pe

+eT PBi∆i + µi(x̂)(eT Ai
T
Pe + eT PAie)) (10)

Hypothèse 1 : les fonctions d’activation sont Lipschit-
ziennes, alors :

|µi(x) − µi(x̂)| ≤ Mi |x − x̂| (11)

Mi est un scalaire positif qui représente la constante de
Lipschitz (on verra ultérieurement comment calculer cette
constante).

Hypothèse 2 : l’entrée u(t) du système et son état x(t)
sont bornés :

{

‖x(t)‖ ≤ β1

‖u(t)‖ ≤ β2
(12)

avec β1 et β2 des scalaires positifs. Compte tenu de la dé-
finition (7) et des hypothèses 1 et 2, on a alors :

{

|δi| ≤ Miβ1 |e|
|∆i| ≤ Miβ2 |e|

(13)

On a alors :

δT
i AT

i Pe + eT PAiδi ≤ δT
i δi + eT PAiA

T
i Pe

≤ M2
i β2

1eT e + eT PAiA
T
i Pe

(14)

∆T
i BT

i Pe + eT PBi∆i ≤ ∆T
i ∆i + eT PBiB

T
i Pe

≤ M2
i β2

2eT e + eT PBiB
T
i Pe

(15)

En utilisant ces majorations, la dérivée de la fonction de
Lyapunov (39) obéit à l’inégalité :

V̇ ≤
n

∑

i=1

eT (µi(x̂)(Ai
T
P + PAi) + M2

i (β2
1 + β2

2)I

+PAiA
T
i P + PBiB

T
i P )e (16)

La négativité de la dérivée de la fonction de Lyapunov est
donc assurée si :

µi(x̂)(Ai
T
P + PAi) + M2

i (β2
1 + β2

2)I + PAiA
T
i P

+PBiB
T
i P < 0

(17)

On peut considérer que les termes Aiδi+Bi∆i de l’équation
(6) constituent une perturbation. La convergence asympto-
tique de l’erreur d’estimation d’état peut alors être étudiée
en deux étapes successives. La stabilité est tout d’abord
étudiée lorsque les perturbations sont nulles. Les résul-
tats obtenus sont ensuite utilisés pour établir les conditions



de stabilité en présence des perturbations. Supposons que
pour une matrice symétrique définie positive Q, il existe
une matrice symétrique définie positive P tel que :

µi(x̂)(A
T

i P + PAi) < −Q (18)

Cette inégalité conduit à :

(Ai − GiC)T P + P (Ai − GiC) < −Q (19)

En reportant l’inégalité (19) dans (17) on obtient :

−Q + M2
i (β2

1 + β2
2)I + PAiA

T
i P + PBiB

T
i P < 0 (20)

Remarquons que les inégalités matricielles (19) et (20) sont
non linéaires par rapport à P et Gi. Cependant, si l’on pose
le changement de variable :

Ki = PGi (21)

et si l’on utilise le complément de Schur, on obtient :

AiP + PAi − CT KT
i − KiC < −Q (22)









−Q + θiI PAi PBi 0
AT

i P −I 0 0
BT

i P 0 −I 0
0 0 0 −I









< 0 (23)

où 0 représente la matrice nulle de dimensions appropriées
et θi = M2

i (β2
1 + β2

2)
Ainsi (22) et (23) sont des LMI par rapport à P et Ki.

B. Calcul de la constante de Lipschitz

Le calcul de la constante de Lipschitz intervenant dans
l’équation (11) s’effectue en utilisant des développements
de µi(x) en série de Taylor à l’ordre 0 au voisinage de x̂ :

µi(x) = µi(x̂) +

∫ x

x̂

µ̇i(t)dt (24)

µi(x) − µi(x̂) =

∫ x

x̂

µ̇i(t)dt (25)

|µi(x) − µi(x̂)| ≤

∣

∣

∣

∣

∫ x

x̂

µ̇i(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤

∫ x

x̂

|µ̇i(t)| dt

≤ Mi |x − x̂| (26)

Puisque nous allons choisir des fonctions d’activation lip-
schitziennes (continues et dérivables), il suffit d’étudier les
extrema de la fonction µ̇i(x) pour trouver la valeur de Mi.

C. Exemple

Soit le système suivant :







ẋ(t) =
n
∑

i=1

µi(x(t))(Aix(t) + Biu(t))

y(t) = Cx(t)
(27)

avec :

A1 =





−2 1 1
1 −3 0
2 1 −6



 , A2 =





−3 2 −2
5 −3 0

0.5 0.5 −4





B1 =





1
0.5
0.5



 , B2 =





0.5
1

0.25



 , C =

[

1 1 1
1 0 1

]

Les conditions initiales sur l’état sont : x0 =
(

0.5 −0.5 0.7
)T

. Les fonctions d’activation sont choi-
sies sous la forme :

{

µ1(x) = 1−tanh(x1)
2

µ2(x) = 1 − µ1(x) = 1+tanh(x1)
2

(28)

et ne dépendent que de la première composante de l’état.
Les constantes de Lipschitz sont données par la même va-
leur M1 = M2 = M = 0.5. L’entrée utilisée est visualisée
sur la figure 1, elle est bornée par la valeur β2 = 1. La si-

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−0.5

0

0.5

1

Fig. 1. Entrée du système

mulation du système a permis de trouver la borne β1 = 1.1
de l’état. La résolution des inégalités (22) et (23) mène aux
matrices suivantes Q, P et Gi :

Q =





0.91 −0.73 0.14
−0.73 5.14 0.79
0.14 0.79 2.11



 , P =





0.12 0.00 0.01
0.00 0.30 0.11
0.01 0.11 0.17





G1 =





−1.44 4.37
10.94 −10.74
−8.70 10.41



 , G2 =





4.51 −2.27
10.81 −8.01
−10.55 11.24





Les résultats de simulation du système apparaissent sur les
figures 2 et 3. On constate une bonne adéquation entre
l’état réel du système et celui délivré par l’observateur.

IV. Extension de la méthode proposée

D’après l’exemple précédent, si on fixe la valeur de la
borne de l’entrée à une valeur supérieure à 1.2, les inéga-
lités matricielles (22) et (23) n’ont plus de solution. L’ap-
proche utilisée ne garantit pas l’existence d’une solution
à cause des majorations effectuées qui peuvent se révéler
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0.6

0.8
x1 et son éstimé

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−0.5

0

0.5

1

x2 et son éstimé

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

−0.2

0

0.2

0.4
x3 et son éstimé

Fig. 2. États du système et leurs estimés
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−0.4

−0.2

0

e2 
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−0.1

0
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e3 

Fig. 3. Évolution de l’erreur d’estimation

très conservatives. Afin d’accroître la portée de la méthode
proposée, il est possible d’augmenter le nombre de para-
mètres de synthèse en affinant les majorations effectuées.
De plus, l’utilisation d’une matrice A0, qui représente la
moyenne des matrices Ai, permet d’éviter de faire appa-
raître la borne de l’état dans les équations. Cette façon de
procéder élargit sensiblement les possibilités d’application
de la méthode proposée.

Posons A0 la matrice moyenne des matrices Ai :

A0 =
1

n

n
∑

i=1

Ai (29)

On obtient :

Ai = Ai − A0 + A0 (30)

= Ai + A0 (31)

avec :
Ai = Ai − A0 (32)

Le système (1) devient alors ;







ẋ(t) = A0x +
n
∑

i=1

µi(x(t))(Aix(t) + Biu(t))

y(t) = Cx(t)
(33)

Le multi-observateur est donné sous la forme suivante :






˙̂x(t) = A0x̂ +
n
∑

i=1

µi(x̂(t))(Aix̂(t) + Biu(t) + Gi(y − ŷ))

ŷ(t) = Cx̂(t)
(34)

La dynamique de l’erreur d’éstimation d’état s’écrit :

ė =
n

∑

i=1

µi(x̂)Φie +
n

∑

i=1

(Aiδi + Bi∆i) (35)

avec :














δi = µi(x)x − µi(x̂)x̂
∆i = (µi(x) − µi(x̂))u
Ai = Ai − A0

Φi = A0 − GiC

(36)

A. Nouvelles conditions de stabilité

Pour démontrer la convergence asymptotique de l’erreur
d’estimation d’état, considérons la fonction de Lyapunov
suivante :

V (e) = eT Pe (37)

Sa dérivée par rapport au temps est :

V̇ (e) = ėT Pe + eT P ė (38)

Puis, en utilisant (35) :

V̇ =

n
∑

i=1

(µi(x̂)
(

eT (A0 − GiC)T Pe + eT P (A0 − GiC)e
)

+δT
i Ai

T
Pe + eT PAiδi + ∆T

i BT
i Pe + eT PBi∆i) (39)

Hypothèse 3 : les fonctions d’activation sont Lipschit-
ziennes, alors :

|µi(x) − µi(x̂)| ≤ Ni |x − x̂| (40)

|µi(x)x − µi(x̂)x̂| ≤ Mi |x − x̂| (41)

Mi et Ni sont des scalaires positifs qui représentent des
constantes de Lipschitz.

Hypothèse 4 : L’entrée est bornée par la valeur β2 :

‖u(t)‖ ≤ β2 (42)

Lemme : pour toutes matrices X et Y de dimensions ap-
propriées, λ étant une constante non nulle, la propriété
suivante est vérifiée :

XT Y + Y T X ≤ λXT X + λ−1Y T Y λ > 0 (43)

En appliquant ce lemme, ainsi que les hypothèses 3 et 4,
on obtient :



δT
i Ai

T
Pe + eT PAiδi ≤ λ1δ

T
i δi + λ−1

1 eT PAiAi
T
Pe

≤ λ1M
2
i eT e + λ−1

1 eT PAiAi
T
Pe

(44)

∆T
i BT

i Pe + eT PBi∆i ≤ λ2∆
T
i ∆i + λ−1

2 eT PBiB
T
i Pe

≤ λ2N
2
i β2

2eT e + λ−1
2 eT PBiB

T
i Pe

(45)

La dérivée de la fonction de Lyapunov (39) peut alors être
majorée de la façon suivante :

V̇ = eT (

n
∑

i=1

µi(x̂)
(

ΦT
i P + PΦi

)

+ λ1M
2
i I

+λ2N
2
i β2

2I + λ−1
1 PAiAi

T
P + λ−1

2 PBiB
T
i P )e (46)

La négativité de la dérivée de la fonction de Lyapunov est
assurée si :

µi(x̂)
(

ΦT
i P + PΦi

)

+ (λ1M
2
i + λ2N

2
i β2

2)I

+λ−1
1 PAiAi

T
P + λ−1

2 PBiB
T
i P < 0 (47)

En utilisant la même démarche de résolution que celle uti-
lisé au début de l’article on obtient :

(A0 − GiC)T P + P (A0 − GiC) < −Q (48)

−Q + (λ1M
2
i + λ2N

2
i β2

2)I

+λ−1
1 PAiAi

T
P + λ−1

2 PBiB
T
i P < 0 (49)

En faisant le changement de variables Ki = PGi, et en ap-
pliquant le complément de Schur, on obtient les inégalités
matricielles linéaires suivantes :

AT
0 P + PA0 − CT KT

i − KiC < −Q (50)








−Q + λ1M
2
i I PAi PBi Niλ2β2I

Ai
T
P −λ1I 0 0

BT
i P 0 −λ2I 0

Niλ2β2I 0 0 −λ2I









< 0

λ1 > 0, λ2 > 0

(51)

L’inégalité matricielle (51) est non linéaire en les inconnues
car elle fait apparaître le produit λ2β2. Pour l’écrire sous
forme LMI, on pose : γ = λ2β2.
L’algorithme proposé détermine alors des matrices P , Q et
Ki ainsi que des scalaires positifs λ1, λ2 et γ.

Théorème 1 : l’erreur d’estimation d’état entre le multi-
modèle (33) et le multi-observateur (34) converge asymp-
totiquement vers zéro, s’il existe des matrices symétriques
et définies positives P et Q et des matrices Ki ainsi que
des scalaires positifs γ, λ1 et λ2 tels que :

AT
0 P + PA0 − CT KT

i − KiC < −Q (52)









−Q + λ1M
2
i I PAi PBi NiγI

Ai
T
P −λ1I 0 0

BT
i P 0 −λ2I 0

NiγI 0 0 −λ2I









< 0

λ1 > 0, λ2 > 0, γ > 0

(53)

En ayant γ et λ2, on peut déduire la valeur ρ de la borne
sur l’entrée :

ρ =
γ

λ2
(54)

Cependant, si on laisse les variables γ et λ2 libres, il se peut
que les valeurs déterminées par l’algorithme ne permettent
pas de satisfaire la condition de l’hypothèse 4 (la valeur de
ρ trouvée par l’algorithme doit être supérieure ou égale à
la borne β2 de l’entrée). Pour cela, on propose d’ajouter
des contraintes sur γ et λ2 pour garantir que le rapport γ

λ2

soit supérieur ou égal à la borne de l’entrée.
On sait que :

‖u(t)‖ ≤ β2 (55)

La valeur de ρ trouvée par l’algorithme doit satisfaire :

ρ ≥ β2 (56)

On obtient alors :
γ

λ2
≥ β2 (57)

Cette inégalité conduit à :

γ − β2λ2 ≥ 0 (58)

En utilisant la contrainte (58) avec le théorème 1, la valeur
de ρ trouvée est supérieure ou égale à la borne de l’entrée
β2.

B. Exemple

Considérons à nouveau le système précédent avec les

conditions initiales x0 =
(

2 −2 −1
)T

. Le théorème 1
est appliqué en considérant une entrée bornée par 3 (fig. 4).
Les constantes de Lipschitz sont données par M1 = M2 =
1.1 et N1 = N2 = 0.5. La résolution des LMIs présentées
dans le théorème 1 mène aux matrices Q, P et Gi ainsi
qu’aux scalaires λ1, λ2 et γ suivants :

P =





0.53 −0.10 −0.26
−0.10 0.46 0.12
−0.26 0.12 1.15



 ,

G1 =





4.35 4.05
11.09 −7.41
−1.28 3.13



 , G2 =





4.35 4.05
11.09 −7.41
−1.28 3.13



 ,

Q =





8.82 −0.12 −0.14
−0.12 9.08 0.26
−0.14 0.26 9.63





λ1 = 2.20, λ2 = 0.38, γ = 2.34

A partir de ces résultats, on déduit que : ρ = γ
λ2

= 6.17.
Les résultats de simulation sont présentés aux figures 5 et
6. Clairement, cette seconde méthode permet d’obtenir une
solution, i.e. de concevoir un observateur, pour des signaux
d’entrée d’amplitude nettement supérieure en comparaison
de la première méthode.
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Fig. 5. Etats du système et leurs estimés
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Fig. 6. Evolution de l’erreur d’estimation d’état

V. Conclusion

Dans ce papier, nous avons proposé une méthode d’es-
timation d’état d’un système non linéaire décrit par une
structure multi-modèle avec des fonctions d’activation dé-
pendantes de l’état du système. Cette méthode est basée
sur l’interpolation de plusieurs observateurs pour synthéti-
ser un multi-observateur global. En utilisant une fonction
quadratique de Lyapunov, nous avons montré la conver-

gence de l’erreur d’estimation d’état vers zéro même pour
des entrées ayant de très grandes normes en amplitude. Les
conditions de stabilité sont exprimées sous forme d’un pro-
blème d’inégalités linéaires matricielles (LMI). L’exemple
de simulation présenté a été aussi testé avec succès pour
différentes entrées ayant des normes en amplitude très
grandes. Les extensions de ce travail concernent d’une part,
la réduction du conservatisme de certaines majorations, et
d’autre part, la reformulation du problème sous forme d’un
problème EVP (Eigen Values Problem) ou GEVP (Gene-

ralized Eigen Values Problem) pour maximiser la borne de
l’entrée.
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