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• Introduction aux systèmes singuliers

• Observateur à entrées inconnues (EI)

• Observateur H∞∞∞∞

• Exemples

• Conclusion

Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion

Plan de l'exposé



GdR Systèmes à retard - 5 fevrier 2004 3/20

Observateurs pour Systèmes Singuliers à Retard et Entrées Inconnues

Introduction aux Systèmes singuliers

Pour la modélisation de systèmes physiques on utilise des

• relations dynamiques (loi de comportement, stockage, PFD, etc.)

• relations statiques (maillage, équilibre de bilans, etc.)

))t(y),t(u),t(x(g0

))t(u),t(x),t(x(f0

=
= &

On a donc un modèle du type :

)t(Du)t(Cx)t(y

)t(Bu)t(Ax)t(xE

+=
+=&

)x(dimnr)E(rang =≤=

après linéarisation, le modèle devient :

avec
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on peut supposer D=0 sans perte de généralité
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Formes équivalentes

pour P et Q non singulières on a :
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Forme équivalente standard :
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Réponse temporelle

• Réponse temporelle
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• régularité ⇔ unicité de la trajectoire x(t) pour u(t) et x0 données
⇔ det(sE-A)≠  0
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sous-syst. 
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sous syst.
non propre

• régularité ⇔ unicité de la trajectoire x(t) pour u(t) et x0 données
⇔ det(sE-A)≠  0

• système non impulsif

⇔ admet une représentation usuelle

⇔ a une fonction de transfert propre

⇔ N=0, dans la forme équivalente standard

⇔ A22 inversible dans la forme équivalente par SVD de E
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Intérêts des systèmes singuliers

• signification physique des variables

• combinaison de relations dynamiques et statiques

◊ systèmes rectangulaires

◊ systèmes interconnectés

◊ systèmes impulsifs

• mauvais conditionnement de E-1A, pour E inversible

Obs EI
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Exemples

Obs H∞

Conclusion
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Exemple

Circuit RLC parallèle :
à t=1, on applique v=1 V

v(t) C

R

L

i1(t)

i2(t)
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Exemple

Circuit RLC parallèle :
à t=1, on applique v=1 V

v(t) C

R

L

i1(t)

i2(t)

Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion
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Problématique

• Système  :

 x ∈ Rn, u ∈ Rk, y ∈ Rp, w ∈ Rq, E ∈ Rm×n ...

[ ]
)t(Cx)t(y

0,htpour),t()t(x

)t(Ww)t(Bu)ht(xA)t(Ax)t(xE h

=
−∈=

++−+=
Φ
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Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion
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Problématique

• Système  :

 x ∈ Rn, u ∈ Rk, y ∈ Rp, w ∈ Rq, E ∈ Rm×n ...

[ ]
)t(Cx)t(y
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Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion

• Objectifs  :

 ◊ estimer l'état malgré les entrées inconnues

      ♦ estimation découplée des EI ⇒ Obs EI

      ♦ atténuation des EI vers l'estimé ⇒ Obs H∞

 ◊ relaxer l'hypothèse usuelle de régularité de (E,A)
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Problématique

• Système  :

 x ∈ Rn, u ∈ Rk, y ∈ Rp, w ∈ Rq, E ∈ Rm×n ...

[ ]
)t(Cx)t(y

0,htpour),t()t(x

)t(Ww)t(Bu)ht(xA)t(Ax)t(xE h

=
−∈=

++−+=
Φ

&

Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion

• Objectifs  :

 ◊ estimer l'état malgré les entrées inconnues

      ♦ estimation découplée des EI ⇒ Obs EI

      ♦ atténuation des EI vers l'estimé ⇒ Obs H∞

 ◊ relaxer l'hypothèse usuelle de régularité de (E,A)

• Hypothèse  :

◊ les matrices E etC vérifient n
C

E
rang =








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Structure & définitions des
observateurs

• Observateur  :

 z ∈ Rn et

( ) ( )
)t(Ny)t(z)t(x̂

)ht(yGG)t(yGG

)...t(TBu)ht(zF)t(Fz)t(z

h2h121

h

+=
−++++

+−+=&

Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion

)t(x)t(x̂
t

 →
∞→
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Structure & définitions des
observateurs

• Observateur  :

 z ∈ Rn et

( ) ( )
)t(Ny)t(z)t(x̂

)ht(yGG)t(yGG

)...t(TBu)ht(zF)t(Fz)t(z
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h
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Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion

)t(x)t(x̂
t

 →
∞→

• Observateur à entrées inconnues sans retard interne  :

   ◊ estimation découplée des EI (i.e. TW=0)

   ◊ pas de retard sur z(t) (i.e. Fh=0)

   ◊        converge asymptotiquement vers x(t) ∀Φ(t), z(0), y(t), u(t), w(t))t(x̂
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Structure & définitions des
observateurs

• Observateur  :

 z ∈ Rn et

( ) ( )
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Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion

)t(x)t(x̂
t

 →
∞→

• Observateur à entrées inconnues sans retard interne  :

   ◊ estimation découplée des EI (i.e. TW=0)

   ◊ pas de retard sur z(t) (i.e. Fh=0)

   ◊        converge asymptotiquement vers x(t) ∀Φ(t), z(0), y(t), u(t), w(t))t(x̂

• Observateur H∞∞∞∞ :

◊ majoration du transfert des EI sur l'erreur d'estimation e(t) :

   ||Twe(s)||∞<γ, pour γ réel positif
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Convergence de l'observateur
à EI sans retard

• Convergence de l'erreur d'estimation  :

Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion

( ) [ ] nI
C

E
NTtq,N,Tn

C

E
rang =








∃⇒=









)t(TEx)t(z

)t(x)t(NCx)t(z

)t(x)t(x̂)t(e

−=
−+=

−=Calcul de e(t) :
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Convergence de l'observateur
à EI sans retard

• Convergence de l'erreur d'estimation  :

Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion

( ) [ ] nI
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E
NTtq,N,Tn

C

E
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






∃⇒=









)t(TEx)t(z

)t(x)t(NCx)t(z

)t(x)t(x̂)t(e
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−+=

−=Calcul de e(t) :

( )
( ) )t(TWw)ht(xC)NFG(CGTAF

)t(xC)FNG(CGTAF)ht(eF)t(Fe

)t(xTE)t(z)t(e

hh1h2hh

12h

−−−++−+
−++−+−+=

−= &&&

Convergence de e(t) :
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Convergence de l'observateur
à EI sans retard

• Convergence de l'erreur d'estimation  :

Obs EI
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Conclusion
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Convergence de e(t) :
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Exemples

Obs H∞

Conclusion
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Condition d'existence de l'obs.
à EI sans retard

Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion
• Condition d'existence de l'observateur EI  :

◊ e(t) indépendante des CI, x(t), x(t-h), w(t) ssi

(1)

   a une solution en T, N, G2h

◊ F est stable ⇔ (TA,C) est détectable        (2)

[ ] [ ]00I

C00

00C

AWE

GNT n

h

h2 =









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
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Condition d'existence de l'obs.
à EI sans retard

Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion
• Condition d'existence de l'observateur EI :

◊ e(t) indépendante des CI, x(t), x(t-h), w(t) ssi

(1)

   a une solution en T, N, G2h

◊ F est stable ⇔ (TA,C) est détectable        (2)
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• Théorème . L'observateur à EI sans retard existe si et

seulement si :

(⇔1)

   (⇔2)
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Synthèse de l'obs. à EI sans retardObs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion
• Algorithme de synthèse de l'observateur EI :
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Synthèse de l'obs. à EI sans retardObs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion
• Algorithme de synthèse de l'observateur EI :

1. Déterminer T N et G2h par [T N -G2h]=[In 0 0]Ψ+ avec

Ψ+= (ΨT Ψ)-1 ΨT et  Ψ=
















C00

00C

AWE h
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Synthèse de l'obs. à EI sans retardObs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion
• Algorithme de synthèse de l'observateur EI :

1. Déterminer T N et G2h par [T N -G2h]=[In 0 0]Ψ+ avec

Ψ+= (ΨT Ψ)-1 ΨT et  Ψ=


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











C00

00C

AWE h

2. Déterminer G2 par placement de pôles de F=TA-G2C
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Synthèse de l'obs. à EI sans retardObs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞

Conclusion
• Algorithme de synthèse de l'observateur EI :

1. Déterminer T N et G2h par [T N -G2h]=[In 0 0]Ψ+ avec

Ψ+= (ΨT Ψ)-1 ΨT et  Ψ=
















C00

00C

AWE h

2. Déterminer G2 par placement de pôles de F=TA-G2C

3. Fixer  G1=FN, Fh=0, Gh1=0 et implémenter l'observateur :

( )
)t(Ny)t(z)t(x̂

)ht(yG)t(yGG)t(TBu)t(Fz)t(z h221

+=
−++++=&
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Observateur H∞∞∞∞
Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞∞∞∞

Conclusion
• Objectifs  :

◊ relaxer l'hypothèse de découplage  estimation / EI

◊ assurer la convergence de l'estimation vers l'état

◊ assurer la minimisation de la norme-H∞∞∞∞  du

   transfert des EI sur l'estimation de l'état
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Observateur H∞∞∞∞
Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞∞∞∞

Conclusion
• Objectifs  :

◊ relaxer l'hypothèse de découplage  estimation / EI

◊ assurer la convergence de l'estimation vers l'état

◊ assurer la minimisation de la norme-H∞∞∞∞  du

   transfert des EI sur l'estimation de l'état

• Méthode  :

◊ fonction de Lyapunov-Krasovskii

◊ gains déterminés par optimisation sous 

   contraintes LMI
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Condition d'existence de l'obs. H∞∞∞∞
Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞∞∞∞

Conclusion
• Erreur d'estimation :

pour : F =TA-G2C G1=FN

Fh=TAh-G2hC G1h=FhN

l'erreur d'estimation vérifie :

)t(TWw)ht(eF)t(Fe)t(e h −−+=&
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Condition d'existence de l'obs. H∞∞∞∞
Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞∞∞∞

Conclusion
• Erreur d'estimation :

pour : F =TA-G2C G1=FN

Fh=TAh-G2hC G1h=FhN

l'erreur d'estimation vérifie :

)t(TWw)ht(eF)t(Fe)t(e h −−+=&

• Majoration de la sensibilité de l'estimation aux EI  :

 soit V(e,t) une fonction de Lyapunov-Krasovskii :

||Tew(s)||∞<γ s'il existe P=PT>0 et S=ST>0 vérifiant :

0S,0P,d)(Se)(e)t(Pe)t(e)t,e(V
t

ht

TT >>+= ∫ −
τττ

0)t(w)t(w)t(e)t(e)t,e(V T2T <−+ γ&
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Condition d'existence de l'obs. H∞∞∞∞
Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞∞∞∞

Conclusion

• Théorème . L'observateur H∞, tel que ||Tew(s)||∞<γ existe si

et seulement si il existe P=PT>0 et S=ST>0 vérifiant la LMI
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Obs EI
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Obs H∞∞∞∞

Conclusion

• Théorème . L'observateur H∞, tel que ||Tew(s)||∞<γ existe si

et seulement si il existe P=PT>0 et S=ST>0 vérifiant la LMI
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• Preuve :
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Synthèse de l'obs. H∞∞∞∞
Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞∞∞∞

Conclusion

• Algorithme de synthèse de l'observateur H∞.
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Synthèse de l'obs. H∞∞∞∞
Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞∞∞∞

Conclusion

• Algorithme de synthèse de l'observateur H∞.

1. Déterminer γ, P, S, G et Gh en minimisant γ sous la

       contrainte LMI (3)
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Synthèse de l'obs. H∞∞∞∞
Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞∞∞∞

Conclusion

• Algorithme de synthèse de l'observateur H∞.

1. Déterminer γ, P, S, G et Gh en minimisant γ sous la

       contrainte LMI (3)

2. Fixer les gains par :

G2=P
-1G  F=TA-G2C G1=FN

G2h=P
-1Gh Fh=TAh-G2hC G1h=FhN
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Synthèse de l'obs. H∞∞∞∞
Obs EI

Introduction

Exemples

Obs H∞∞∞∞

Conclusion

• Algorithme de synthèse de l'observateur H∞.

1. Déterminer γ, P, S, G et Gh en minimisant γ sous la

       contrainte LMI (3)

2. Fixer les gains par :

G2=P
-1G  F=TA-G2C G1=FN

G2h=P
-1Gh Fh=TAh-G2hC G1h=FhN

3. Implémenter l'observateur :
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À paraître dans les Proceedings d'ACC 2004 :
D. Koenig et B. Marx, Design of Observers for Descriptor Systems with Delayed State and Unknown Inputs


