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De la série a la transformée de Fourier

- Rappel : coefficients de Fourier du
rectangle Xp = 2foTqsinc(2nfoT4)

- Retour au lien avec le produit T
K nlo
scalaire

(X' ¢'n) =XnTo =2T4 sinc(2nfoT1) , \

- Expression de l'enveloppe de XpTo : 1 I

2Tysinc(2fT)|_ () [V

Cette expression est indépendante
de To

- Lorsque la durée d'observation To
augmente fo diminue .

- La transformée de Fourier qui
correspond a l'enveloppe va étre
définie pour Top — +00
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- La transformée de Fourier d’un signal x(t) a temps continu d'énergie
finie est définie par une fonction complexe X(f)

oo . ,
X(f) == f x(t)e PUtdt = (x(t), &™) Formule d’'analyse
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- La transformeée de Fourier inverse a une expression trés proche

x(t) = f X(f)e?™Wtdf = (X(f), e 2™) Formule de synthése

(0.9)

- La symétrie des formules évoque une dualité temps-frequence

- Remarque: les formules données en fonction de la pulsation w sont
legérement différentes

Convergence (existence)

Si x(t) € L2(R) alors X(f) converge et X(f) € L?(R) = la transformée
inverse peut donc étre calculée.



Exemple : transformée de Fourier d'un rectangle

rectr(t)

—T/2 +T1/2 t
X(t) = Arect(t)

+00 ) T/2 )
X(f) = f x(t)e—lznﬁdt:J AePMtdt — ... = AT sinc(Tf)

—o00 =T/2

Exercice : démontrer ce résultat.

X ()|
AT,
f f
7




Dualité rectangle - sinus cardinal
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Dualité rectangle - sinus cardinal

IX(HI arg X(f)

1

T

- Plus le rectangle s'élargit (T augmente), plus le spectre se rétrécit et
plus 'énergie |X(f)|? se concentre en basse fréquence

- Un signal ne peut pas étre a la fois concentré en temps (impulsion
rectangulaire bréve) et en fréquence

- Le signal rectangle joue un role important en traitement du signal
(fenétrage par exemple), sa transformée de Fourier (sinus cardinal) a,
du coup, la méme importance

- Le signal sinus cardinal a pour transformée de Fourier un rectangle :
c'est la dualité de la transformée de Fourier
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Propriétés de la transformée de Fourier

Linéarite

ax;(t) + bxa(t) = aXq(f) + bXa(f)
Dualité convolution - multiplication

(x*y)(t) = X(f)Y(f)
x(t)y(t) = (X Y)(f)

1. interpréter dans le domaine de Fourier U'effet d’un filtre h(t)
rectangulaire de durée T sur un signal sinusoidal de période To
(remarque : en TP ce filtre a été simulé en temps discret)

2. compléter votre cours en étudiant les autres propriétés de la
transformée de Fourier (symétrie hermitienne, signal réel, translation
temporelle x(t— T), translation en fréquence X(f — f1), ...) via vos
sources bibliographiques



Propriétés de la transformée de Fourier

Conservation du produit scalaire

{x(t), y(t)) = ( )
Energie
L'énergie peut se calculer, soit dans le domaine temporel soit dans le
domaine , par lidentité de Plancherel-Parseval qui se deduit de la

conservation du produit scalaire

+oo 400
e = (x(t), x(1)) = f Ix(t) Pt = f () Pd

—00 —00

représente la

Calculer l'énergie du signal dont la TF est donnée par

X(f) = AT sinc(Tf)



Densité spectrale d’énergie vs énergie

x(t) _ [X(F)] = AT sinc(Tf)|

.

Module de la transformée de Fourier d'un signal rectangulaire



Densité spectrale d’énergie vs énergie

10— - |X(t)|2
— IX(f)I?
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Densité spectrale d’énergie d’'un signal rectangulaire

+oo 400
e — f Ix(t) Pt = f IX()Pdf =7

—00 —00
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Transformée de Fourier des signaux d’énergie infinie

Impulsion de Dirac

- l'impulsion §(t) peut étre vue comme la limite quand T — o de
%rectr(t)
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Transformée de Fourier des signaux d’énergie infinie

Ll rectr(t)/T x(h)
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Transformée de Fourier des signaux d’énergie infinie
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Transformée de Fourier des signaux d’énergie infinie

Impulsion de Dirac

- l'impulsion §(t) peut étre vue comme la limite quand T — o de
%rectr(t)

- sa TF A(f) = sinc(Tf) tend vers 1 pour toutes les valeurs de f (signal
constant) quand T — o

5(t) A(f) =1
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Transformée de Fourier des signaux d’énergie infinie

Impulsion de Dirac

- l'impulsion §(t) peut étre vue comme la limite quand T — o de

% rectr(t)

- sa TF A(f) = sinc(Tf) tend vers 1 pour toutes les valeurs de f (signal

constant) quand T — o

6(t)

A(f) =1

TF

\ t

- L'énergie de l'impulsion de Dirac peut étre calculée a partir de la
densité spectrale d'énergie |A(f)|? et elle est donc infinie



Transformée de Fourier des signaux d’énergie infinie

Impulsion de Dirac

- l'impulsion &(t) peut étre vue comme la limite quand T —
%rectr(t)

- sa TF A(f) = sinc(Tf) tend vers 1 pour toutes les valeurs d
constant) quand T — o

6(t)

o de

e f (signal

A(f) =1

TF

\ t

- L'énergie de l'impulsion de Dirac peut étre calculée a part
densité spectrale d'énergie |A(f)|? et elle est donc infinie

Signal constant x(t) = A

irde la

Par dualité de la relation précédente on obtient un spectre proportionnel a

une impulsion de Dirac a la frequence nulle X(f) = AS(f)



Transformée de Fourier des signaux d’énergie infinie (2)

Signaux périodiques : spectre de raies

La transformée de Fourier d'un signal périodique de période Tp est une
somme d'impulsions de dont les coefficients
sont égaux aux coefficients de la série de Fourier (TF au sens des
distributions)

+00
= S X —nfe)|  x(0)= J X(F)e”df

400 [ 400 ) +00 )
x(t) = f [ 2. Xn5(f—nfo)]e’2"ﬁdf= D Xnemht
X(f)
A
5 X(f) =48(f — 3fo) +25(f — fo) +26(f + fo)
T T + 45(f + 3fo)
o - ° ® f (H2) calculer x(t)

Spectre de raie



A propos des spectres de raies et des signaux périodiques

1. Tous les signaux périodiques sont caractérisés par un spectre de raies

2. Attention, l'inverse n'est pas vraie : un spectre de raies n'est pas
forcément la signature d’un signal périodique (si celles ci ne sont pas
des multiples d’une fréquence fondamentale)

3. La somme de deux signaux périodiques est-elle périodique?

sin(2mt) + 3 sin(273t) Vs sin(2mt) + 5 sin(2m2t)

4. Lorsque le signal résultant est périodique comment peut-on déterminer
sa période (sans disposer de son graphe temporel)?



Transformée de Fourier des signaux d’énergie infinie

Peigne de Dirac

Train périodique d'impulsions unités en TC utile pour définir
mathématiquement l'opération d’échantillonnage. Sa période sera donc
notée Te.



Transformée de Fourier des signaux d’énergie infinie

Peigne de Dirac

Train périodique d'impulsions unités en TC utile pour définir
mathématiquement l'opération d’échantillonnage. Sa période sera donc
notée Te.

+0o0

br(t)= Y. 8(t—KTe)

R=—0o0




Transformée de Fourier des signaux d’énergie infinie

Peigne de Dirac

1) _;zf’waa—rem ] Tﬂ(ﬁ [T




Transformée de Fourier des signaux d’énergie infinie

Peigne de Dirac

g Qi

Transformée de Fourier du peigne de Dirac
la TF d'un signal périodique de période T, est une somme
d’'impulsions de Dirac espacées de f,

+00 . 1
Afe Z Xn - nfe Xn = J 6(t)e_12nnfetdt = T_ = fe

n——oo —0 e

ii.
+00
An(f)=fe Y. 8(f—nfe) T T T T T

- R f




Quelques exemples de spectres
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Le double point de vue : temps et fréquence

W

/, frequency

time
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Transformée de Fourier et convolution - filtre rectangulaire

x(t) = sin(2m5t) + 0.4sin(2m50t) + 3, filtre moyenneur de largeur T=0.02 s

h(t
ap"® y(t)
ol
t ot
—T/2 +T/2 /\3//\/
Réponse impulsionnelle ‘ +
i
t t It It It t
—0.2 —0.1 0.1 0.2 —(‘).2 —(;.1 O‘.1 O‘.2
) i)
[H()I

TT f (H2)




Transformee de Fourier et convolution - du 1¢ ordre

x(t) = sin(2m5t) + 0.4sin(2m50t) + 3, h(t) = e~ VT H(f) = T=0.015's

-
1+j2mfT?

h
i fvo

=

20



Transformeée de Fourier et convolution - filtre ideal

x(t) = sin(2m5t) + 0.4sin(2m50t) + 3, H(f) = rectao(f)

x(t) h(t) -

—0.2 —0.1 0.1 0.2

i — f 11 f (o

21
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Liens entre transformations : transformée de Laplace

1
i
o Re

Plan complexe - variable de Laplace

Transformée de Laplace (bilatérale) de h(t) :

+00 +oo .
H(s) = J h(t)e—stdt = J h(t)e—ate—]211ftdt

—00 —00

23



Liens entre transformations : transformée de Fourier

1
1
1
:
1
g Re

Plan complexe - variable de Fourier (0 = 0)

Transformée de Fourier de h(t) :
+00 '
H(f) :J h(t)e 2™ tdt
—o00
Transformée de Laplace de h(t) = Transformée de Fourier de h(t)e=°t:

+00 T X
H(s)—f h(t)e tdt = J h(t)e~%te 2Mtgt

—Q0 —00

2



Liens entre transformations : transformée de Fourier

Im
2mnfes. 520 12T
|
1
27ifo i
—21fo o Re
—21nfo

Plan complexe - série de Fourier
(échantillonnage de l'axe des fréquences avec un pas = fréequence fondamentale fo)

Série de Fourier de h(t) :

1 (T2 .
okl = - [ moe
0 J-Ty/2

Transformée de Fourier de h(t) :

+o00 )
H(f) = J h(t)e 2™Wtdt
25



	Transformée de Fourier
	De la série à la transformée de Fourier
	Transformée de Fourier de signaux d'énergie finie

	Propriétés
	Signaux d'énergie infinie
	Impulsion de Dirac
	Spectre de raies
	À propos des spectres de raies et des signaux périodiques
	Peigne de Dirac
	Quelques exemples de spectres

	Transformée de Fourier et convolution
	Lien entre transformations

