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Notion de filtre adapté



Eléments d’une transmission numeérique
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seuillage
Notations
On consideére ici les modulations numeériques décrites par :
t)=> agh(t—kT), avec ] h(t) = he(t) * he(t). \ (1)
k

Le signal recu est de la forme : z(t) = y(t) + b(t).
Hypothéses :

b(t) : bruit blanc, gaussien, de moyenne nulle et de DSP unilatérale
No/2.

- B: largeur de bande du canal (passe-bas). 3



Filtre adapteé

Problémes traités dans ce chapitre

- Choix du filtre de réception h(t).
- Choix des instants d'échantillonnage en réception.

- Choix du seuil de détection pour minimiser la probabilité d’erreur.

Nous admettons le résultat fondamental suivant : on peut atteindre le
minimum de probabilité d'erreur en effectuant la décision uniquement sur
les échantillons prélevés a la cadence T en sortie d'un filtre linéaire dont la
réponse impulsionnelle est :

he(t) = h* (T—t) & H,(f) = H* (f)e 2YT, (2)

ou T est tel que h(t) =0, t < 0. Ce filtre est appelé filtre adapte a h(t)
(matched filter).

Ce résultat implique que l'on peut remplacer le signal a temps continu r(t)

par une suite de valeurs a temps discret sans perte de performances.

Loptimalité est liée au caractére gaussien du bruit. Dans le cas général,

'organe de décision est compliqué et fait appel a l'algorithme de Viterbi.

Dans notre cas (simple), la décision va étre prise symbole par symbole. 4
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Interférences entre symboles

A la sortie du filtre de réception, nous avons :
r(t) = z(t) » hy(t) = [y(t) + b(t)] » h,(t) = Z arh(t— RT) = hy(t) + b(t) » hy(t)
k
+00
= Zakf h(u—RT)h* (T—t+ u)du + b(t) x he(t)
k —00

+0o0
—Zakf h(v)h* (v — (t— T— RT))dv + b(t) * hy(t)
k e e(t)

r(t)= > arp(t—T—RT) +e(1) 3)
kR

avec

p(t) = h(t)»h* (=t) = [C7h(W)h*(v=t)dv| |P() =IHFI| (@)

—00




Interférences entre symboles

A la sortie du filtre de réception, nous avons :

r(t) = 2(t) * he(t) = [y(t) + b(t)] * hr(t) = > agh(t— kT) * hr(t) + b(t) * hr(t)
kR
+00
- Zakj h(u— RT)h* (T—t + u)du + b(t) * hy(t)
kR —00
= a jm h(v)h* (v— (t— T— kT))dv + b(t) » h(t)
A —0 |

r(t)= > arp(t—T— kT) + 3)
kR

avec

p(t) = h(t)»h* (=t) = [C7h(W)h*(v=t)dv| |P() =IHFI| (@)

Sortie de 'échantillonneur:t=nT+ T

r(nT + T) = anp(0) + Z arp((n—R)T) + wp (5)
k#n
ou wp est une va. telle que wp = e(nT + T).



Critére de Nyquist

Dans l'expression du signal recu r(nT 4+ T) apparait trois termes :

- le premier (anp(0)) est relatif au symbole transmis a l'instant nT;

- le second contient la contribution des autres symboles. On 'appelle
(IES) ou intersymbol interferences (ISI);

- le troisieme est relatif au bruit dans le canal.
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Critére de Nyquist

Dans l'expression du signal recu r(nT 4+ T) apparait trois termes :

- le premier (anp(0)) est relatif au symbole transmis a l'instant nT;

- le second contient la contribution des autres symboles. On 'appelle
interférences entre symboles (IES) ou intersymbol interferences (ISI);

- le troisieme est relatif au bruit dans le canal.

La présence de l'IES ne permet pas d'effectuer une décision symbole par
symbole et qui soit au méme temps optimale. Une maniére de procéder
consiste a annuler les IES.

Pour annuler le terme d'IES, il faut veérifier la condition de Nyquist :
’ p(mT)=0, Vm#o ‘ (6)

Le canal correspondant s'appelle le canal idéal de Nyquist. Dans le domaine
de Fourier, la condition de Nyquist s’exprime par :

+00
Z P(f — k/T) = Tp(0) = constante |. 7)

R=—00



Annulation des interférences

Puisque B est la bande passante du canal, alors H¢(f) = o pour |f| > B.
= H(f) =0 et P(f) = |[H(f)|> = o pour |f| > B.

Nous allons considérer les cas suivants :
- B<1/2T
- B=1/2T
- B>1/2T



Annulation des interférences

B< DR P(f—R/T)
2T
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Annulation des interférences

B < 1 S P(f—R/T)
2T
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Annulation des interférences

B<l S P(f—R/T)
2T
- - -1 0B 1 1 -3 2 f
T T 2T 2T T 2T T
o1 SP(f—/T)
— 2T
| T | T T T |
=2 = = 0 B L 1 -3 2 f
T T 2T 2T T 2T T
1 Dk P(f—R/T)
B>ﬁ
S X X X XN\ f
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Annulation des interférences

1 2w P(fF—R/T)
B< 57
o o o 6B A 1 =3 2 f
T T 2T 2T T 2T T
B_ L D P(f—k/T)
2T
é £ =1 0o B 1L i -3 ;, f
T T 2T 2T T 2T T
—R/T
B> 1 Sk P(f = K/T)
/ X X X X\
o B 1 =3 2 f
T T 2T T 2T T
Condition nécessaire d’une transmission sans IES
1 1
B> — =—=R=—-<2B. (8)

2T T 9



Filtre en cosinus suréleve

Une forme largement utilisee pour P(f) est celle des impulsions en cosinus
surelevé (raised cosine) définie dans le domaine fréquentiel par :

it pour IfI <ZF
Pa(f) = { Z[1=sin(ZF(Ifl—1/2T))], pour ¥ < |f| <4 (g)
o, pour |f| > 1

avec a € [0, 1]. Ce terme est appelée facteur de debordement (roll-off). Plus
il est grand, plus la bande en fréequence donnée par :

1+a 1 1
B= e[—,—] (10)
2T 2T T

nécessaire pour transmettre sans |ES est grande.

1. Le filtre d’émission et de réception h(t) est appelé racine de cosinus suréleve.



Filtre en cosinus suréleve

Une forme largement utilisee pour P(f) est celle des impulsions en cosinus
surelevé (raised cosine) définie dans le domaine fréquentiel par :

T, pour IfI < =
Pa(f) = { Z[1=sin(ZF(Ifl—1/2T))], pour ¥ < |f| <4 (g)
o, pour |f| > 1

avec a € [0, 1]. Ce terme est appelée facteur de debordement (roll-off). Plus
il est grand, plus la bande en fréequence donnée par :

1+a 1 1
B= e[—,—] (10)
2T 2T T

nécessaire pour transmettre sans IES est grande.
Comme P(f) = |H(f)|?, il suffit de choisir H(f) = +/Pa(f), ce qui conduita’:

_ha cos((1+ a)mt/T) + z.orts'n(( )T[t/T)
h(t) = /T 1— (4at/T)2 it

de sorte 4 ce que h(t) x h* (=) = pq(t)

1. Le filtre d’émission et de réception h(t) est appelé racine de cosinus suréleve.




Filtre en cosinus suréleve

o IO —a=0
Pa(f) ar T T @m0

— =1

- o = 0 = filtre passe-bas parfait / diagramme de l'oeil le plus fermé
- o =1=> bande passante maximale / diagramme de l'oeil le plus ouvert



Diagramme de l'oeil

Pour évaluer la situation de non interférence, un moyen largement utilisé
consiste a observer le diagramme de ['oeil qui revient a découper le signal
recu en segments de durée 2T.

Diagramme pour un filtre en racine de cosinus surélevé et un alphabet {+1, —1} (a = 0.5).
Sans bruit (figure de gauche); Avec bruit RSB = 25 dB (figure de droite).

- l'ouverture verticale mesure les performances contre le bruit. Plus l'oeil est
ouvert en hauteur, plus la probabilité d'erreur est faible;

- 'ouverture horizontale indique la résistance a un décalage des instants
d’echantillonnage. Plus l'oeil est ouvert, plus la probabilité d’erreur est faible.
C'est le cas lorsque a augmente.

- Linstant ot l'ceil est le plus ouvert est le meilleur instant d’échantillonnage, car
c'est a cet instant que les deux niveaux sont le plus éloigneés.
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Transmission binaire : Analyse de e(t)

Hypothéses

- ak est une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans {-+1, —1}
telles que P{ag =1} = P{ar =—1} = 1/2;

- h(t) est une fonction réelle telle que p(t) = h(t) x h* (—t) verifie la
condition de Nyquist;

- le bruit b(t) est blanc, gaussien, de moyenne o et independant de a.
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Transmission binaire : Analyse de e(t)

Hypothéses

- ak est une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans {-+1, —1}
telles que P{ag =1} = P{ar =—1} = 1/2;

- h(t) est une fonction réelle telle que p(t) = h(t) x h* (—t) verifie la
condition de Nyquist;

- le bruit b(t) est blanc, gaussien, de moyenne o et independant de a.

Nous avons alors :
r(nT + T) = anp(0) + wy. (12)
avec wy = e(nT + T) et e(t) = b(t) x he(t).
Analyse du processus continu e(t) = b(t) = hy(t)
- b(t) est gaussien = e(t) est gaussien
- E{b(t)} =o=>E{e(t)} =0

- e(t) est la sortie d'un filtre linéaire dont l'entrée est b(t), donc :

See(f) = [Hr(f)Sbb (f) = "2 P(f). (13)



Transmission binaire : Analyse de w,

Analyse du processus discret w, = e(nT + T)
La fonction d'autocorrélation de {wp } est la TF inverse de See(f) :

+00
Ruww((n—R)T) = J See(f)ejz"f(”—k)'rdf
+00
=% | P(PTRTdf = Bep((n—R)T)
= %p(o)‘sk,n (14)

Par conséquent, wy est un processus décorrélé et donc indépendant
puisque gaussien. On en déduit que la v.a. r, = app(0) + wp, a la sortie de
'échantillonneur, est et:

- de moyenne p(0) si a, =1, et —p(0) si ap = —1;

- de variance 0% = [E{Wﬁ} = %p(o)



Transmission binaire : Décision

Densités de probabilité conditionnelles de la sortie échantillonné r,

Pralan=1(Y) = 1 p(—W)

J2no & 202 B (15)
+ p(0))?
Praja,=——1(Y) = 4/21_1'[0 exp (—%) = p—1(y)- (16)
—p-(y)
— pa(y)
- - - - ! y
—3p(0) —2p(0)  —p(0) p(o) 2p(0) 3p(0)

Le role du détecteur est de décider en faveur de +1 ou —1 en utilisant un

seuils:
. 4+1 sirp>s
an = i (17)
—1 Sirp<s.



Transmission binaire : Probabilitée d’erreur

La décision précédente comporte un risque d’erreur (taux d’erreur bit)
donné par :

Pe = I]:D{an :—1}.[|:D{an = +1|an :—1} JF[FD'{an = +1}.[|:D{an :—1|an = +1}

1 1
=-P{r, >slap =—1} + -P{rp <s|ap, = +1}
2 2

1 +00 1 S
== f p—(y)dy + - J p(y)dy. (18)
2 Js 2 )_w
Il est clair que le seuil s qui minimise Pe ests =0, d'ou :
0 (o]
Pe = J p—(y)dy = f pa(y)dy. (19)
(o] —00
Taux d’erreur par bit (TEB)
p(o 2p(o 2Ep
Pezo(ﬁ)zo ©) =Q — |. (20)
o No No

0u Q(x) = f;oo ﬁe‘ﬁ/zdt et Ep = [ |h(t)|?dt est I'énergie moyenne par

bit. =



Transmission M-aire

Pour une trasmission M-aire, le récepteur optimal est constitué d'un filtre
adapté et d'un échantillonneur. Si la condition de Nyquist est vérifiée on
obtient aussi :

r(nT 4+ T) = app(0) + wp (21)

ol ap € {£1,%3,--+,x(M—1)}. Ici encore on obtient :
rn = anp(0) + wp (22)
avecE{apn} =o0et E{ai} = (M? —1)/3. Uétage de décision utilise des seuils

situés entre les symboles : {0, £2p(0), £4p(0), -+~ }.

Les performances d'une transmission NRZ M-aire seront traitées en TD...
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