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Objectifs

Méthode de Prony

- Développée en 1795 par le Baron de Prony : elle s'appuie sur un modeéle
sinusoidal ou, plus généralement, sur un
(combinaison linéaire de fonctions exponentielles).

- Contrairement a la transformée de Fourier,
:il donne directement acces aux

fréquences qui composent le signal et aux parameétres associés
(amplitude, phase, facteur d'amortissement).

- Elle est tres efficace,
mais uniquement par la puissance du bruit.

- Rappelons que le périodogramme a une résolution fréquentielle
bornée par l'inverse du nombre d’échantillon : Af < %

Objectifs du chapitre
- Comprendre l'apport d'un modeéle paramétrique en analyse spectrale.

- Savoir utiliser la méthode de Prony et ses variantes. 3
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Modéle du signal

Im

Fonction exponentielle complexe : rappel

o 3 . . . X sin eONw
Signal a temps continu composé d'une exponentielle o >
complexe :

()
X(t) = A-el® . goaHW)t — st I
" ——
h zt
= Ae% cos(wt + @) + jAe%t sin(wt + ¢)
ej¢ Im
a € R :facteur d'amortissement (en sec™™), a = In(|z|) %

w € R : pulsation (en rad/sec), w = 21f = arg(z)

A€R :amplitude, A= |h|

¢ €R :phase (en rad), ¢ = arg(h) o
zeC :modez=edti®

heC :amplitude complexe h = Ae/?.

W




Modéle du signal

Modéle paramétrique du signal a temps discret

M
x(n) = > Aiexp(jdi) - expl(ai + j2mfy)n] +e(n), n=0,1,...,N—1

i=1 M
hj 74 bruit
M
— N
= Z hiz] +e(n)
i=1

- le signal x(n) est constitué de ;

- chaque exponentielle complexe i est caractérisée par
- la fréequence fj, le facteur d'amortissement aj, lamplitude A; et la
phase @;;
- chaque exponentielle complexe i est caractérisée par
. le mode z; et 'amplitude complexe h;;

- les N mesures sont entachées d’ et/ou de
e(n);

- les ,l.e. Zj £ zj pour i # j. 6



Modéle du signal

Le modéle sinusoidal
Un signal constitué de L sinusoides réelles peut étre ramené a un modele
exponentiel complexe :

el@Tfin+1) | o—i2nfin+9y)

L L
x(n) = ZA,-eO"'” cos(2Tfin + @j) = ZA,-eO"'”
=il

=i

L L
= Z %Aiejd’i el@i+2mfi)n _,_Z %Aie—l'd?f el(ai—2mf;)n
=1 — =1 \_\’_/\_b\:n_J

n
aj bi al.* i

_Za,b”+Za b*” Z hz

- Un signal compose de

2

. Ces exponentielles sont conjuguées 2
a 2, leurs amplitudes également: Vi€ {1,..., M}, 3j tel que zj = zj* et
. *
i = h]- .
- Cas particulier : une sinusoide (composante
continue) peut étre représentée par . 7



Estimation des paramétres du modéle

Position du probléme

- Etant données N mesures d’'un signal composé de M exponentielle
complexes, quels sont les valeurs des 2M parametres z; et hj du
modele?

M
x(n)= > hizi" +e(n), n=0,1,...,N—1. ()
i=1

- 'estimation simultanée des h;j et zj n'est pas un probléme facile car



Estimation des paramétres du modele : ou réside la difficulté?

Estimation par la méthode des moindres carrés

- Onposez=[z,2,...,2zm]", h=[hy, hy, ..., hu]T et:

x(0) z0 z z0
x(1) Z 2> e Zy

x=Zh+e, X= . , 2= . . .
x(N—1) Zi=t Ze ... 2

matrice de Vandermonde

- Critére des moindres carrés. On pose () = (-)*T :

J(z, h) = |Ix=2zhl|2 = (x" = Z"'h")(x = Zh) = x"x— x""zh — h"Z"x + h"Z"zh.

- Minimisation (linéaire par rapport a h, non linéaire par rapport a z) :

9J A
5 =°= = (@Z"2)"2"s, (solution explicite si Z connu)
o o
1 1
aJ
= —xt 4= [l A

(N— 14) W= (N— 1') =2
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Estimation des paramétres du modéle : méthode de Prony

Constat
La méthode de Prony repose sur la propriété suivante : tout signal x(n)
composeé de et 1 est solution d’une

a coefficients constants a;j :
M
x(n) +aix(n—1) + ... + aux(n— M) = 0 &> x(n) + Y_aix(n—i) =0, (2)
i=1

dont le caractéristique? a comme les modes

M M
AZ)=14+a:z " +... +amz M =1+ Z aiz”' = l_[(1 —zz . (3
i=1

i=1

Preuve : cf. polycopié de cours.

1. ie. e(n)=o.
2. Les coefficients du polynéme caractéristique sont les mémes que '‘équation récurrente.



Estimation des paramétres du modéle : méthode de Prony

Etapes de l'algorithme de Prony

On dispose de N mesures x(n) et on suppose que etN=>M.
1. En utilisant I'équation (2), on forme un systéme de M équations
linéaires pour calculer les inconnues {a;j},i=1,...,M:
X(M) + a:x(M—1) +... +aux(0) =0 pourn=M

X(M +1) + a:x(M) + ... +aux(1) =0 pour n=M+1

xX(2M—1) +ax(2M—2) +... + aux(M—1) =0 pour n=2M—1



Estimation des paramétres du modéle : méthode de Prony

Etapes de l'algorithme de Prony

On dispose de N mesures x(n) et on suppose que etN=>M.
1. En utilisant I'équation (2), on forme un systéme de M équations
linéaires pour calculer les inconnues {a;j},i=1,...,M:
x(M—=1) x(M—2) --- x(0) Xx(M)
Xx(M) X(M—1) .- x(1) X(M + 1)
x2M—2) x(2M—=3) .- x(M—1) X(2M—1)
~———
Y : matrice Toeplitz y

Yea=—y=a=-Y"y. (4)



Estimation des paramétres du modéle : méthode de Prony

Etapes de l'algorithme de Prony

On dispose de N mesures x(n) et on suppose que etN=>M.

1. En utilisant I'équation (2), on forme un systéme de M équations
linéaires pour calculer les inconnues {a;j},i=1,...,M:

x(M—=1) x(M—2) --- x(0) Xx(M)

Xx(M) X(M—1) .- x(1) X(M + 1)

x2M—2) x(2M—=3) .- x(M—1) X(2M—1)

~———
Y : matrice Toeplitz y
Yia=—y=a=—Y"y. (4)

2. On calcule les racines zj du polynéme A(z) =1+ a.z ' +... +auz M ou
deB(z) =2+ a. 2"+ ... +



Estimation des paramétres du modéle : méthode de Prony

Etapes de l'algorithme de Prony

On dispose de N mesures x(n) et on suppose que etN=>M.
1. En utilisant I'équation (2), on forme un systéme de M équations
linéaires pour calculer les inconnues {a;j},i=1,...,M:
x(M—=1) x(M—2) --- x(0) Xx(M)
Xx(M) X(M—1) .- x(1) X(M + 1)
x2M—2) x(2M—=3) .- x(M—1) X(2M—1)
~———
Y : matrice Toeplitz y
Yia=—y=a=—Y"y. (4)

2. On calcule les racines zj du polynéme A(z) =1+ a.z ' +... +auz M ou
deB(z) =2+ a. 2"+ ... +
3. On détermine les amplitudes h; en résolvant un systeme d’équations
linéaires construit avec l'équation (1), (x = [x(0), ..., x(M—1)]T et Z =
matrice carrée) :
Z-h=x=h=27"x (5)



Estimation des paramétres du modéle : méthode de Prony

- La méthode de Prony ne necessite que 2M echantillons pour obtenir les
parameétres d'un signal contenant M exponentielles complexes.
- Elle fourni des résultats exacts (en théorie) si le signal n’est pas bruité.



Estimation des paramétres du modéle : méthode de Prony

- La méthode de Prony ne necessite que 2M echantillons pour obtenir les
parameétres d'un signal contenant M exponentielles complexes.

- Elle fourni des résultats exacts (en théorie) si le signal n’est pas bruité.

- En pratique, l'estimation des modes z; est tres sensible au bruit : un
faible bruit engendre de grandes déviations des valeurs estimées Z;.

08 08 ® L
°
07 07
L]
0 0 L
(1) RSB = 00 (2) RSB = 60 dB

[Prony] Signal avec 2 sinusoides réelles (M = 4) de fréquences {0.1,0.15} et N =20



Estimation des paramétres du modéle : méthode de Prony

- La méthode de Prony ne necessite que 2M echantillons pour obtenir les
parameétres d'un signal contenant M exponentielles complexes.

- Elle fourni des résultats exacts (en théorie) si le signal n’est pas bruité.

- En pratique, l'estimation des modes z; est tres sensible au bruit : un
faible bruit engendre de grandes déviations des valeurs estimées Z;.

0 o
0 o1 02 03 o0& 05 08 07 08 08 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

(1) RSB = o0 (2) RSB = 60 dB
[Prony] Signal avec 2 sinusoides réelles (M = 4) de fréquences {0.1,0.15} et N =20

Amélioration...

Un moyen de réduire cette sensibilité est de combiner l'algorithme de Prony a une
estimation au sens des moindres carrés quand N > 2M.
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Estimation des paramétres du modéle : moindres carrés - Prony

Principe de lalgorithme LS-Prony

- Dans la premiére étape (estimation des a;j), on remplace le systéme
d’équations (carré) par un systéme avec
(lignes = colonnes) :

X(M—1) x(M—2) --- x(0) a, X(M)
X(M) X(M—1) .- x(1) a, X(M+1)
. : A . = a=—(Y"y)7'vfy
x(N;z) x(N;3) x(N—M—'I) aIM x(N;1)

Y a y



Estimation des paramétres du modéle : moindres carrés - Prony

Principe de lalgorithme LS-Prony

- Dans la premiére étape (estimation des a;j), on remplace le systéme
d’équations (carré) par un systéme avec
(lignes = colonnes) :

X(M—1) x(M—2) --- x(0) a, X(M)
X(M) X(M—1) .- x(1) a, X(M+1)
) : A ) = a=—(Y"y)7'vfy
x(N;z) x(N;3) x(N—M—'I) aIM x(N;1)
Y a y

- On fait de méme dans la troisiéme étape (estimation des hj) :

©® e B8] x(0)

b4 Z o0 G h, x(1) o
~ . == h = (Z1'2)="2"x

A= g e Lhy x(N—1)




Estimation des paramétres du modéle : moindres carrés - Prony

Principe de lalgorithme LS-Prony

- Dans la premiére étape (estimation des a;j), on remplace le systéme
d’équations (carré) par un systéme avec
(lignes = colonnes) :

X(M—1) x(M—2) --- x(0) a, X(M)
X(M) X(M—1) .- x(1) a, X(M+1)
: A ) = a=—(Y"y)7'vfy
x(N;z) x(N;3) x(N—M—'I) aIM x(N;1)
Y a y

- On fait de méme dans la troisiéme étape (estimation des hj) :

2;: %g %2; hy x(0)
Z] Z coo h, x(1) R oo
~ . = h=(2"2)""2"x
21“‘1 22“1 2,’&‘1 hm X(N—1)
e S
z h X

- La résolution des 2 systemes d'équations est faite au sens des moindres
carres :

a=—(Y"v)y""Yfy,  h=(2"2)72x (6)



Estimation des paramétres du modéle : SVD - Prony

- Lalgorithme LS-Prony donne les mémes résultats que Prony en
l'absence de bruit; il est meilleur en presence d’un bruit raisonnable.



Estimation des paramétres du modéle : SVD - Prony

- Lalgorithme LS-Prony donne les mémes résultats que Prony en
l'absence de bruit; il est meilleur en presence d’un bruit raisonnable.
- Ses performances baissent rapidement lorsque la puissance du bruit

augmente.
s s s
os o 0s
0s 0s 04 L)
X A0
s s oo K
.0,
ha e oz °
% o1 02 03 04 05 05 07 o8 05 % o1 02 03 04 05 06 07 o8 05 PO PIEIE 07 08 o9 1
(1) RSB = 60 dB (2) RSB = 40 dB (3) RSB =20 dB

[LS-Prony] Signal avec 2 sinusoides réelles (M = 4) de fréquences {0.1,0.15} et
N =20



Estimation des paramétres du modéle : SVD - Prony

- Lalgorithme LS-Prony donne les mémes résultats que Prony en
l'absence de bruit; il est meilleur en presence d’un bruit raisonnable.
- Ses performances baissent rapidement lorsque la puissance du bruit

augmente.
04 o4 )
X £L204
s - K
. . 3.0,
$
bt ot .
01 0z 03 04 05 08 07 08 09 1 % 01 o0z 03 04 05 06 07 08 08 1 PO T 07 o8 05 1
(1) RSB = 60 dB (2) RSB = 40 dB (3) RSB =20 dB

[LS-Prony] Signal avec 2 sinusoides réelles (M = 4) de fréquences {0.1,0.15} et
N =20
Amélioration...
Quand le bruit est fort, les méthodes les plus efficaces sont les méthodes de
< sous-espaces > qui sont basées sur la décomposition en valeurs singuliéres (SVD),
e.g. MUSIC, ESPRIT, SVD-Prony, Matrix Pencil, ... 16



Estimation des paramétres du modéle : SVD - Prony

Principe de 'algorithme SVD-Prony [Kumaresan & Tufts, 1989]

- La modification apportée par SVD concerne l'estimation des aj (et z,)

- On augmente le de la matrice Y
x(p=1) x(p—2) - x(0) a x(p)
x(p)  x(p=1) - x(1) a x(p+1)
x(I{I.—'z) x(N;3) x(N—lp—1) d,, x(N; 1)

~—— | —
Y a y




Estimation des paramétres du modéle : SVD - Prony

Principe de 'algorithme SVD-Prony [Kumaresan & Tufts, 1989]

- La modification apportée par SVD concerne l'estimation des aj (et z,)

- On augmente le de la matrice Y
xp=1) x(p—2) - x(0) a x(p)
x(p)  x(p—=1) - x(1) a x(p+1)
x(I{I.—'z) x(N;3) x(N—lp—1) d,, x(N; 1)
~—— | —
Y a y
(SVD) de Y:

0, 0 0

0 (029 lo)

min(p,N—p) . . 2 :

Y= 2 okukvk = usv”, SES o o . o,

6 o0 - 0

U € C(N=P)x(N=p) - matrice des vecteurs singuliers & gauche
V e CP*P : matrice des vecteurs singuliers a droite
S e R(N-P)xp : matrice des valeurs singuliéres



Estimation des paramétres du modéle : SVD - Prony

Principe de 'algorithme SVD-Prony [Kumaresan & Tufts, 1989]

- La modification apportée par SVD concerne l'estimation des aj (et z,)

- On augmente le de la matrice Y
xp=1) x(p—2) - x(0) a x(p)
x(p)  x(p—=1) - x(1) a x(p+1)
x(I{I.—'z) x(N;3) x(N—lp—1) d,, x(N; 1)
~—— | —
Y a y
(SVD) de Y:
min(p,N—p) M
= UkUkV: == ? = Zohukv:
k=1 k=1

- On les valeurs singulieres pour avoir lapprox. Y.



Estimation des paramétres du modéle : SVD - Prony

Principe de 'algorithme SVD-Prony [Kumaresan & Tufts, 1989]

- La modification apportée par SVD concerne l'estimation des aj (et z,)

- On augmente le de la matrice Y
xp=1) x(p—2) - x(0) a, x(p)
x(p)  x(p—=1) - x(1) a x(p+1)
x(I{I.—'z) x(N;3) x(N—lp—1) d,, x(N; 1)
——" ————
Y a y
(SVD) de Y :
min(p,N—p) M
= UkUkV: == ? = Zohukv:
k=1 k=1
- On les valeurs singulieres pour avoir lapprox. Y.

- Les coefficients aj sont estimés

—(YHY)~9Hy. @)

fa}d



Estimation des paramétres du modéle : SVD - Prony

Principe de 'algorithme SVD-Prony [Kumaresan & Tufts, 1989]

- La modification apportée par SVD concerne l'estimation des aj (et z,)

- On augmente le de la matrice Y
xp=1) x(p—2) - x(0) a, x(p)
x(p)  x(p—=1) - x(1) a x(p+1)
x(I{I.—'z) x(N;3) x(N—lp—1) d,, x(N; 1)
——" ————
Y a y
(SVD) de Y :
min(p,N—p) M
= UkUkV: == ? = Zohukv:
k=1 k=1
- On les valeurs singulieres pour avoir lapprox. Y.

- Les coefficients aj sont estimés

—(YHY)~9Hy. @)
- Les racines du polynome A(z) =1+ @z~ " +... + @pz P qui
correspondent aux modes z; sont



Exemple de simulation

- Simulation : deux sinusoides réelles de fréquences {0.1, 0.15} avec
M=4N=20etp="1~6
x(n) = cos(2m0.1n) + cos(2m0.15n) + e(n), e(n) ~ i N (o, o).

- Sans bruit (RSB = o0, j.e. 02 =0) :
5.78

—0.57 —0.09 --- —0.28 7 0.29 0.36 -+ 0.04
—0.37 039 -+ —O0O.M 2'53 0.53 —0.03 -+ 0.10
U= ) ) ) , diag(S) = 1'13 V=
—0.31 034 -+ 0.56 g —0.56 o <+ 0.20
- Avec bruit (RSB =20 dB) :
—0.58 —0.1 -+ —0.15 g':g 0.29 0.37 -+ —0.07
—0.37 0.38 .-+ —0.56 2' . 0.53 —0.02 -+ 0.28
U= : : : , diag(s) = 1T V=
—0.31  0.37 -+ 0.48 0.34 —0.56 o s 0.4
0.30

- Conclusion : en présence d'un bruit blanc, les p—M = 2 valeurs
singulieres les plus faibles augmentent. Les vecteurs singuliers sont
moins sensibles au bruit.



Exemple de simulation

A o
06 s ..... I
A s A .
o L)
o e
02| 0z 02 o J
: N A s
(1) RSB = 60 dB (LS-Prony) (2) RSB = 40 dB (LS-Prony) (3) RSB = 20 dB (LS-Prony)
(4) RSB = 60 dB (SVD-Prony) (5) RSB = 40 dB (SVD-Prony) (6) RSB =20 dB (SVD-Prony)

[LS- vs SVD-Prony] Signal avec 2 sinusoides réelles (M = 4) de fréquences {0.1,0.15}
et N =20
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